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Les  ondes  électromagnétiques  planes  périodiq 
et   le  problème  de  leur  réflexion  et   de  leur  réfracti 

Par    Louis    R<n 


INTROD1  CTION. 

Le  problème  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  des  ondes  cl< 
magnétiques  planes  périodiques,  à  la  surface  séparative  plane  de  d 
diélectriques  homogènes  cl  isotropes,  a  été  traité  pour  :.i  prem 
à  notre  connaissance,  par  A.  Potier  l  '    .  Les  Foi  mules  obtenues  pai 
physicien  coïncident  avec  celles  qui  expriment,  selon  Fresm  I,     - 
de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  de  la  lumière  à  la  sui  paralivc 

de  deux  milieux  transparents.   Vussi  -a  solution  a-t-clle  i  I 

par  la  plupart  des  auteurs. 

Mais  les  conditions  aux  limites  adoptées  pai    \.  [*oti<     avaient  i  I 
obtenues  à  partir  <!«•  propositions  litigieuses  de  Maxwell  ou   d 


i.  <..  \ivw\iii.  Treatist  of  Electricit)  and  '/ 

ni-.*'.  I.   Il,  |>.  •")<  ~ . 
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continuateurs.  Au  cours  de  ses  recherches  sur  l'Électrodynamique, 
P.  Duhem  fut  ainsi  conduit  à  en  reprendre  l'établissement  et  à  les 
appliquer  à  son  tour  au  même  problème;  c'est  par  là  qu'il  termine  le 
dernier  Mémoire  de  la  série  qu'il  publia  de  i8o/3  à  i8o,(>  dans  les 
Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse, 
Ses  conclusions  sont  les  suivantes  (')  : 

«  D'après  ces  nouvelles  conditions  limites,  lorsqu'une  onde  électro- 
magnétique plane,  propageant  une  force  électromotrice  transversale 
et  perpendiculaire  au  plan  d'incidence,  tombe  sur  la  surface  plane  qui 
sépare  deux  milieux  diélectriques,  il  y  a  une  seule  onde  plane  rélléchie 
et  une  seule  onde  plane  réfractée;  chacune  d'elles  propage  une  force 
électromotrice  transversale  et  perpendiculaire  au  plan  d'incidence: 
les  formules  qui  lient  la  force  rélléchie  et  la  force  réfractée  à  la  force 
incidente  sont  identiques  aux  formules  qui,  selon  Fresnel,  lient  la 
vibration  réfléchie  et  la  vibration  réfractée  à  la  vibration  incidente, 
quand  la  lumière  incidente  est  polarisée  dans  le  plan  d'incidence. 

«  Mais,  lorsque  l'onde  incidente  propage  une  force  électromotrice 
transversale  située  dans  le  plan  d'incidence,  il  n'est  plus  possible 
d'accorder  les  conditions  aux  limites  par  nous  obtenues  avec  l'exis- 
tence d'une  seule  onde  réfléchie  et  d'une  seule  onde  réfractée,  propa- 
geant toutes  deux  une  force  électromotrice  transversale.  » 

Aussi  n'hésite-t-il  pas  à  terminer  son  Mémoire  par  cette  phrase 

«  Cette  conséquence  paraît  condamner  toute  théorie  électromagné- 
tique de  la  lumière.  » 

Ces  conclusions,  inacceptables  au  point  de  vue  de  l'Optique, 
tenaient  à  ce  que  P.  Duhem  avait  appliqué  la  théorie  de  Helmholtz 
sans  y  introduire  une  hypothèse  capitale,  appelée  ultérieurement  par 
lui  hypothèse  de  Faraday  elde  Wossotti  i  i,  et  qui  rétablit  l'accord 
de  la  théorie  avec  les  expériences  de  Hertz  et  les  formules  de  Fresnel. 
Quelques  années  plus  tard,  il  reprit  le  même  problème  I  '  »,  en  se  pro- 


(')  P.  Duhem,  Sur  la  propagation  des  actions  eleclrodynamiques  innales 
de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  t.  \.  B.  :?.  [8<j6). 

(  -  )  P.  Duhem,  loe.  cit.,  15.  82. 

i  :1)   I*.  DuHE'i,  Les  théories  électriques  de  J.-C.  Maxwell,  p.  ïi. 

('')  P.  Duhem,  Sur  la  théorie  électrodynamique  de  Helmholtz  et  la  théorie 
électromagnétique  de  la  lumière  (  irchives  néerlandaises  des  Sciences  exactes 
et  naturelles,  -Y  série,  t.  Y,   ior>r.  p.  ■>>.-  i. 
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posant  d'établir  d'abord  les  formates  générales  résultant  de  la  lh< 
de  Helmholtz  et  de  ne  faire  qu'en  dernier  lieu  l'hvpolh 
et  de  Mossotti.  Dans  ce  problème, qu'il  traite  en  partant  deséqua! 
du  champ  électrique,  les  données  sont  l'amplitude  incident.'  longitu- 
dinale et  les  deux  composantes,  parallèle  et  perpendiculaire  au  plan 
d'incidence,    de    l'amplitude    incidente    transversale.     < 
inconnues  sont  les  éléments  correspondants  relatifs  aux 
chics  et  réfractées,  leur  nombre  est  égal  à  six  :  mais  les  six  condit 
aux  limites  alors  connues  de  la  théorie  de  Helmholz  et  qui 
pondent  à  celles  de  \.  Potier  sont  insuffisantes  pour  lesdéterm 
car  elles  ne  fournissent  que  cinq  relations  distinct  obtenir  la 

sixième  équation  indispensable  qui  achèvera  de  déterminei    le  ; 
blême.  P.  Duhem  admet  n  pi-ion  l'égalité  des  composantes  tans 
lielles  longitudinales  réfléchie  et  réfractée.  En  faisant  enfin  l'h\  potl    - 
de  Faraday  et  de  Mossotti  dans  les  formules  obtenues,  il   reti 
celles  de  Fresnel. 

Mais  il  ne  faut,  pas  voir,  dan-  celte  concordance,  un  g  rit  en 
faveur  de  l'exactitude  de  la  sixième  relation  posée  </  priori  pai 
P.  Duhem.  En  effet,  les  champs  longitudinaux  dis]  ni  en  \ 

de  l'hypothèse  de  Faraday   et  de  Mossotti,  en  même  temps  qui 
six  conditions  aux  limites  primitives  se  réduisent  à  quatre  distim 
Comme  il  n'y  a  plus  que  quatre  inconnues,  le  problème  se  tro 
donc  entièrement  déterminé,  sans  qu'il  3  ait  lieu  de  faire  appel  h  une 
condition  aux  limites  nouvelle. 

Revenant  sur   ce  sujet   \ers  la    fin    de   l'ann< 
d'obtenir  des  formules   certaines    indépendantes  de  l'hypothès 
Faraday  et  de  Mossotti,  nous  traitâmes  le  problème  par  une  méth 
entièrement  sûre  mais  indirecte,  en  partant  des  équations  du  potentiel 
vecteur  total.  Nous  ai  rivâmes  ainsi  à  des  foi  mules  qui,  ne  -  lant 

pas  avec  celles  que  !'.  Duhem  avait  antérieurement  obtenues 
vaient  l'inexactitude  de  la  condition  aux  limites  suppléraenlaii 
cet  auteur  s'était  servi,  Mais  le  désii  de  parvenir  aux  même-  résu 
par  la  méthode  directe,  en  parlant  des  seules  équations  du  champ, 
amena   P.    Duhem  à  découvrir  la  véritable   condition   aux    lin 
supplémentaire  qui  achève  de  déterminei  le  problèra  « 

I  '.     I  >l  III  M       s    ,  ■ 

1 ,  nduiy  1.  \irl.  1  v.i".  |'     -  1 

|  foc,  cit.,  p.   ;  \- 
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supposait  les  deux:  milieux  non  tous  deux  conducteurs:  quelques  jours 
après,  nous  l'étendions  au  cas  général  |  '  ). 

Tandis  que  P.  Duhem  utilisait  cette  nouvelle  condition  aux  limites 
dans  des  recherches  d'un  ordre  tout  différent,  que  la  mort  ne  lui  a  pas 
permis  d'achever,  nous  l'appliquions  de  notre  côté  au  problème  de  la 
réflexion  et  de  la  réfraction,  qui  lui  avait  donné  naissance.  Dans  s  s 
deux  Mémoires,  P.  Dnliem  avait  supposé  les  deux  milieux  non 
conducteurs,  ce  qui  correspond  en  Optique  au  cas  de  la  transparence 
parfaite,  et  les  ondes  incidentes  uniformes,  ce  qui  est  analvtiquemcnt 
un  cas  très  particulier.  Or  on  sait  que  si  l'on  se  borne  à  considérer  des 
ondes  planes  périodiques,  les  équations  de  Maxwell  relatives  aux 
milieux  conducteurs  se  ramènent  à  celles  d'un  milieu  fictif  non 
conducteur,  dont  le  pouvoir  inducteur  spécifique  serait  imaginaire; 
de  là  une  grande  simplification,  qui  permet  de  traiter  le  problème  de 
la  réflexion  métallique  avec  la  même  facilité  que  celui  de  la  réflexion 
vitreuse.  Comme  les  équations  de  Helmholtz.  v  compris  la  condition 
aux  limites  supplémentaire,  jouissent  pré<  isément  de  la  même  pro- 
priété que  celles  de  Maxwell,  il  devenait  aisé  de  traiter  le  problème  de 
la  réflexion  et  de  la  réfraction  sans  imposer  aux  deux  milieux  d'autre 
condition  que  l'homogénéité  et  l'isotropie. 

C'est  à  ce  problème  qu'est  consacré  le  présent  Mémoire. 

Comme  les  ondes  que  nous  considérons  sont  les  ondes  électro- 
magnétiques planes  les  plus  générales  susceptibles  d'être  propag 
par  un  milieu  homogène  et  isotrope,  nous  avons  cru  bon  d'en 
reprendre  tout  d'abord  la  théorie,  en  partant  des  équations  du  champ 
électrique.  Lorsque  le  milieu  est  dénué  de  conductibilité,  ces  ondes 
deviennent  évanescentes;  les  ondes  uniformes,  à  la  considération  d-  s- 
quelles  on  se  borne  généralement  en  (  )ptique,  n'en  sont  qu'un  cas 
extrêmement  particulier. 

>»ous  profitons  des  formules  ainsi  obtenues  pour  traiter  également 
le  cas  des  ondes  latéralement  limitées,  d'après  une  méthode  d'ap- 
proximation due  à  M.  Boussinesq.  Les  coefficients  d'amplitude  des 
composantes  du  champ  électrique  doivent  alors,  non  seulement  satis- 
faire aux  conditions  antérieures  relatives  aux  ondes  latéralement  illi- 
mitées, mais  encore  être  des  fonctions  analytiques  d'une  certaine 
variable    complexe   construite   au   inoven   de  deux   variables   réelles 


(')  L.  Roy.    Sur    V Électrodynamique  des   milieux    absorbants    [Comptes 
rendus,  t.  162,  [916,  p.   ^68  . 
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complées  respectivement  suivant  les  norma  plan  d'onde  et  au 

plan  d'absorption. 

Arrivons  enfin  à  la  théorie  de  la  réflexion  el  de  la  réfra<  lion  pai 
ondes  planes  périodiques.  Dans  l'exposé  habituel  de  ceUe  théorie,  il 
y  a  un  appel  implicite  à  l'expérience,  en  ce  sens  qu'une  onde  incidente 
étant  donnée,  on  admet  a  priori  l'existence  d'une  onde  r<  i 
d'une  onde  réfractée,  alors  que  celle  existence  ne  devrait, au    ontraire, 
résulter  que  de  la  théorie  seule.  Pour  s'en  affranchir  il  convienl  d 
poser  le  problème  de  la  façon  suivant'-  :  si  l'un  des  deux  milieux  esl 
siège  d'une  onde  plane   périodique    d'orientation    cl    de    pulsation 
données,  quelles  autres  ondes  doit-on  lui  associer  pour  obtenir  la  solu- 
tion simple  la  plus  générale  correspondante.  On  reconnaît  ainsi 
cette  solution  comprend,  dans  chaque  milieu,  deux  ondes  incidei 
respectivement  transversale  et  longitudinale  et  deux  ondi  s  réflécl 
également  transversale  et  longitudinale,  les  éléments  direct* 
l'une  de  ces  ondes  déterminant  ceux  des  sept  autres.  I 
chies  du  second  milieu  coïncident  avec   les  ondes  réfracl<    -  de  la 
théorie  classique,  mais  les  ondes  incidentes  de  ce  même  milieu  ><>ni 
des  ondes  supplémentaires  que  celte  ihéorie  ne  considère  |  oint,  I 
qu'elles  s'imposent   analytiquement  au  même   titre  que   les  préi 
dentés.  Il  en  résulte  que,  dans  la  théorie  complète  que  nous  ex] 
le  calcul  des  amplitudes  est  indéterminé,  si  l'on  se  donne  seulem 
les  amplitudes  incidentes  dans  le  premier  milieu,  cornu  ifGt 

dans  la  théorie  classique.  En  annulant  les  amplitudes  incident   - 
le  second  milieu  cl  en  faisant  l'h\  pothèse  de  Parada)  et  de  M 
on  obtient  des  formules  plus  particulières,  qui  coi  i  espondent  aux  I 
mules  habituelles  el  qui  redonnent,  comme  cas  particulier,  celles 
Fresnel. 


(Il  \NTIiK   I. 
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I         Réduction  des  équations  générales  des  milieux  bom<  .  ■ 
et  isotropes  en  repos  â  celles  des  milieux  non  condui 

(  lonsidérons  un  sj  slèmc  de  corps  homog 
susceptibles  d'électrisation   el   pouvanl 
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diélectriques  et  magnétiques;  ce  système  est  rapporté  à  trois  axes  rec- 
tangulaires Oxyz  qui  lui  sont  invariablement  liés. 

Nous  savons  que  la  détermination  de  l'état  électrique  et  magnétique 
du  système  à  un  instant  quelconque,  c'est-à-dire  la  solution  complète 
du  problème  général  de  l'Electrodynamique,  se  ramène  au  calcul  du 
potentiel  vecteur  total  en  chaque  point  de  ce  système  ('  ).  Nous  savons 
également  que,  si  l'on  n'a  en  vue  que  le  champ  électrique  et  le  champ 
magnétique,  ces  grandeurs  peuvent  être  déterminées  directement  sans 
faire  intervenir  le  potentiel  vecteur  total. 

Conservant  les  notations  de  notre  précédent  Mémoire  l  -   .  -"nul  : 

i   la  constante  fondamentale  des  actions  électrostatiques  : 
—  la  constante  fondamentale  des  actions  électrodvnamiqucs; 

9. 

k  la  constante  de  Helmhollz; 

o   la  résistivité  d'un  des  corps  du  système  : 

x  son  coefficient  de  polarisation  diélectrique  ; 

K  =  i  -h  [±t:va  son  pouvoir  inducteur  spécifique; 

v.  sa  perméabilité  magnétique; 

\,  ï  ,  Z  les  composantes  du  champ  électrique  au  poinl  I  '  .  y,  :■  >  cl 

à  l'instant  /; 
Y,  Y',  Z'  les  composantes  du  champ  magnétique  au   mémo  point  <-t 

au  même  instant; 

les  équations  indéfinies  du  champ  électrique  et  du  champ  magnétique 

sontf:t) 


alk  dx  \p~  '  :>  r.-j~  ai  )  +  2 t.\j. a2      <)t  dt-\p        ''    à/ 

i      à_fit         ,ul\  —  k  ùrr 
i-  k  à  y  \  p  :i  t.\j.      àt 


(!)  L.  Roy,  L'Electrodynamique  de  llclmliollz-Duliem  et  son  application 
au  problème  du  mur  et  à  la  décharge  d'un  condensateur  si/r  so/i  propre 
diélectrique  (  innales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  3e  série,  t.  \  II. 
I».  a3i). 

(2)   L.  Rcn .  /oc.  cit. ,  p.  ■>■',  i . 

(  ')  L.  Roy,  loc.  cit.,  p.  235. 
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équations  où  l'on  a  posé 

dx       dy       <)z  ' 
(.)  -J-  a, y.   y.  T>)  . .  .'.  <*(*'■  Y', 7.')      .,  <■( V,  Y',  g) 

Les  équations  indéfinies  que  vérifie  le  potentiel  vecteui   total  sont 

d'ailleurs  identiques  comme  forme  aux  équation»  |  i  i. 

Passons  aux  équations  vérifiées  en  chaque  point  \l  de  la  surface 
séparative  S  de  deux  corps  contigus  i  et  2;  soient  : 

a,,  j)n  y,  les  cosinus  directeurs  de  la  demi-normale  en  M  à  la  sur- 
face S  menée  vers  l'intérieur  du  corps  1  ; 

'J-i,  $21  Ta  les  cosinus  directeurs  de  la  demi-normale  en  M  à  la  sur- 
face S  menée  vers  l'intérieur  du  corps  2. 

En  affectant  de  l'indice  1  les  grandeurs  relatives  au  corps    1.   de 
l'indice  2  celles  relatives  au  corps  2  et  en  représentant  d'une  manii 

générale  et  pour  abréger  par  V  y. -Y-  la  projection  y.  \.  4-  J3         ■  .  du 

vecteur  (a-,'.^,  c)  sur  la  direction  1  a.  (3,  y),  on  a,  en  tout  point  \1  de  la 
surface  S,  les  équations  aux  surfaces  séparatives 

<*>    fV-v^v.v  ^v,A     k;;v    „ 

y.x  ou  Zj         ri,  ou  j;        y,  mi  y./ 

v   ;  pi  1)1 

(6)  y-i  2  a'X'        :'    ^  '   X 

\,     \.      \\     v.      /      / 


'(7) 


[3,  ou  (3, 


le  même  indice  devant  figurer  dans  1rs  trois  dénominateui  -  des  équa 
tions  (4)  ou  (  7  ). 

D'ailleurs,  les  relations  dites  île  Faraday,  qui  relient  le  champ 
magnétique  au  champ  électrique,  permettent  de  transfoi  mei  les  équa- 
tions (6)  et  (7)  en  les  sun  anles  : 


«S  louis    roy. 

el 

_L  (Oh    _     — !  '      /    <^2  <K2 


a.x  ou  a2 

[S,  ou  S o 

jj.,  \  dx        à  y  /       ,u2     ^  r        à  y 


y,  ou  y, 

qui,  jointes  aux  précédentes  (3),  (4),  (5),  fournissent  six  équations 
aux  limites  distinctes. 

Les  équations  aux  limites  que  vérifie  le  potentiel  vecteur  total  sont 
entièrement  différentes  de  celles  du  champ  électrique.  Comme  nous 
n'aurons  pas  à  les  utiliser,  il  nous  suffît  de  savoir,  pour  l'objet  que 
nous  avons  en  vue,  que  la  résistivité  el  le  coefficient  de  polarisation 
diélectrique  n'y  figurent  pas. 

Cela  posé,  nous  allons  voir  que  les  équations  tant  indéfinies  qu'aux 
limites  du  champ  électrique,  du  champ  magnétique  et  du  potentiel 
vecteur  total  peuvent  être  mises  sous  la  forme  de  celles  relatives  à  des 
corps  non  conducteurs,  si  l'on  se  borne  à  considérer  des  solutions 
simples  constituées  par  les  parties  réelles  d'expressions  de  la  forme 

(P,  Q,  li  >e''w 

où  l'on  a  posé  i  —  \  —  i  et  où  to  est  une  constante  positive,  où  l,  ///,  // 
sont  des  constantes  généralement  imaginaires  et  1\  Q,  I!  d'autres 
constantes  généralement  imaginaires  au-si  ou  même  des  fonctions 
dex,y,  z  indépendantes  de  /.  On  convient  de  dire  que  ces  solutions 
définissent  des  ondes  planes  périodiques  simples  de  pulsation  co,  de 
paramètres  directeurs  /,  m,  n  el  d'amplitude  i  P,  Q,  K  i. 

Considérons  donc,  tout  d'abord,  les  équations  indéfinies  (  i  >  du 
champ  électrique  et  du  potentiel  vecteur  total  et  posons 

(\.  Y,  Z)  -  parties  réelles  de  (P,  Q.  R    i  "O    *=>, 

ce  que  nous  écrirons  plus  simplement,  pour  abréger, 
(io)  |  \,  ï  .  /.  i       i  P,  Q,  R  ,,'"■• 
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ce  (|iii  permet  de  mettre  les  équations  <  i  i  sous  la  forme 

-    ■■.,/'.      -—    -  V  ' 


»; 


en  posant 

(.2) 

(i3) 

(  i  \  ) 

,r  ;h       , 


(i- 

,     y 


clK  =1  +  4 

x    /  ( ,  — L 


On  voit  que  les  équations  (i  i)  sont  celles  d'un  milieu  non  cou 
leur,  dont  le  coefficient  de  polarisation  diélectrique  aurail  la  valeur 
imaginaire  X  définie  par  l'égalité  (i  ï  ). 

lien  résulte,  pour  ce  milieu  fictif,  un  pouvoir  inducteur  spécifique 
imaginaire  bc  donné  par  l'égalité  (i3)  et  des  vitesses  de  propagation 
des  perturbations  longitudinales  et  transversales  v  et  E  égalemenl 
imaginaires  donnés  par  les  égalités  (12). 

On  voit  que  les  équations  (11)  sont  analogues  .1  celles  des  | 
mouvements  d'un  solide  isotrope  dénué  de  viscosité;  cette  anal 
est,  comme  on  sait,  le  point  de  dépari  de  la  théorie  électromagnétique 
de  la  lumière. 

De  même,  si  nous  prenons  pour  le  champ  magnétique  (X',  ^   .  / 
des  solutions  de  la  forme  (10),  les  équations   indéfinies  correspon- 
dantes (2  )  peuvent  s'écrire 

G  A  \    \  ./ 


ei  l'on  voit  encore  que  ce  sont  celles  d'un  milieu  fictif  non  coud ucle 
de  coefficient  de  polarisation  diélectrique  ic. 

Dn  ce  qui  concerne  les  équations  aux  surfaces  séparatives,  il  n'3  •> 
à  s'occuper  que  de  celles  on  Ggurenl  les  quantités  p,  xou  K 
à-dire  que  des  équations  <  I)  el  1  5).  Or  on  .1  par  exemple,  d'a| 


./.nu  h.  de    Math  11      IV,        l  •>■      1 
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forme  de  solutions  considérées, 

\  +  K  — 

_P 0t_  __  4^  j_        „  _  ,  __    /  ( *_  . 

Û\  p       (6)  MO/ 

UT 

de  sorte  que  ces  équations  prennent  la  forme 

comme  pour  un  milieu  non  conducteur. 

Enfin,  dans  l'hypothèse  de  Farada\  el  de  Ylossotti('),  on  tait  qu'on 

a  l'équation  indéfinie 

0  +  K-r-        O, 

0  ^/ 

qui  vérifie  identiquement  l'équation  aux  limites  supplémentaire 
Cette  équation  devient  ici 

<>  , 

(l-l  H  O  OU  V 

comme  pour  un  milieu  non  conducteur. 


II.        Ondes  planes  latéralement  illimitées. 

On  dit  que  les  ondes  planes  périodiques  représentées  par  les  éga 

I  i  lés 

(io)  (\,  Y,  '/        (l\  o,  I.  ■    "•' 

sont  latéralement  illimitées  quand  les  trois  coefficients  d  amplitude 
P,  Q,  H  sont  des  constantes.  Voyons  les  conditions  qu'imposent  aux 
différents  paramètres,  qui  ligurenl  dans  ces  égalités,  les  équations 


(')   I..  Ko  y,  /oc.  cit.,  p.   '  i". 
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indéfinies 

(")  U'-^^fi  ,,-M-A   X,Y,Z)-d 


auxquelles  nous  joindrons  l'équation  aux  dilatations 

(18)  19    -^ 

obtenue  en  dérivant,  respectivement  par  rapport  à  r,  )   .-.  les  équa- 
tions (i  i  )  et  en  les  ajoutant  membre  à  membre. 

Substituons  donc   les   expressions   (10)  dans    les   éqnations   (il 
et(i8);  on  a  tout  d'abord 

I  [9)  -JW  V   ]>/,     ■ 

puis 


— 





[  O/V,./ 

1    |#»i  V   |'/         1   /  mi        „     - 


k_J       ftVp/H       I    /'  TO!  ,  Il 

(21)  (f*-+-  '"■+    X  '  2    P/ 


On  peut  satisfaire  de  deux  manières  à  cette  dernière  égalité     - 
en  posant 

V,«/      0 

«-ri 

et  alors,  pour  que  les  trois  coefficients  I'.  Q,   H  ne  soient  pas  : 
nuls,  les  égalités  1  10  1  exigent  qu'on  ait  en  même  temps 


soit  en  posant 


" 


/■ 


ce  qui  réduit  les  égalités  1  20  1  à  la  double  proportion 


P         Q        l; 
/        m 
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Dans  les  deux  cas,  la  pulsation  w  est  arbitraire. 

Les  ondes  correspondant  à  la  première  solution  sont  dites  tram  er- 
sales;  celles  correspondant  à  la  seconde  solution  sont  dites  longitudi- 
nales. Nous  allons  les  étudier  successivement. 

I.  Ondes  transversales.   —   (les  ondes  sont  caractérisées   par  la 

solution 

(î  +  /w!+.n!=z-,)  2L  Piz    ° 

des  équations  (  20)  et  (  2  1  1. 

Tout  d'abord,  les  constantes  /.  ///,  //  étant  généralement  imagi- 
naires, nous  pouvons  regarder  leurs  parties  réelles  comme  les  compo- 
santes d'un  vecteur-  de  cosinus  directeurs  y.    1>.  y  et  leurs  parties 

imaginaires  comme  les  composantes  d'un  autre  vecteur  //  de  cosinus 

directeurs—  a,  —  0,  —  e;  nous  écrirons  donc 

1  ,3  (/,m,/i)  =  iîl|:  !         (h  „.h,c), 

égalités  on  (>  et  //  sont  deux  quantités  positives  ou  nulles. 

On  sait,  d'antre  part  (  '),  que  la  vitesse  effective  T  de  propagation 
des  perturbations  électromagnétiques  transversales  dans  le  milieu 
considéré  a  pour  expression 

! 


K-l);i 


nous  pouvons  donc  écrire,  d'après  les  égalités  <  1  2  1.  u  )  )  et  <  1  ï  l, 

Ifs  II  —   0 

en  posant 

wpx 
D'après  cela,  la  première  égalité  (22)  équivaut,  en  tenant  compte  des 
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égalités  (  2j)  et  (:>\  >,  aux  deux  suivante 


16) 


i 

ra 8    i 


ou  1  on  a  pose 

(27)  COS0       <i  y    ■    h  -, 

Comme  le  nombre  a  n'est  jamais  négatif,  la  deuxième  égal  I 
montre  qu'il  en  est  de  même  de  cos©;  l'angle  8  des  deux  vecteurs 
et  h  est  donc  toujours  compris  entre  <>  el     el  ne  peul  atteindre  cette 

dernière  limite  que   pour  X  =  o,  c'est-à-dire    pour  un    milieu    non 

conducteur. 

Laissant  provisoirement  de  cote  le  cas  où  X  est  nul,  [< 

constituent  deux  équations  qui  déterminent  san>  ambiguïté  ,',  el  h  en 

fonction  de  l'angle  8  donné  arbitrairement  entre  les  limites 
déminent  indiquées  et  l'on  obtient  aisément 


\l   \  K  -Vi+s£b 


h  \  i(  -  \  —:,, 


Ces  expressions  montrent,  lorsque  0  croit  de  que  li  déi 

en  tendant  vers  zéro,  tandis  que  A  croîl  cl  augmente  indéfinin 

quand  0  tend  vers  "• 

Nous  verrons  que  "a  varie  dans  de  1res  larges  limites  suivant  la 

stance  considérée.   Si   p  esl  très  petit,  c n   lieu  poui 

métaux,  X  a  nue  valeur  considérable,  de  sorte  que  il  n'est  qu'une 
petite  fraction  <le  T.  quel  que  ><>ii  0;  si  au  contraire  s  esl  très  grand, 
comme  cela  a  lieu  pour  les  corps  isolants,  /   esl  extrêmement 
de  sorte  que  Cl  reste  sensiblement  égal  à  I.  tant  «pie  (->  n'est  > 

\<u-uii  de     •  La  figure  représente  les  courbes  de  variation  ""    en  li 
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pleins)  et  de  T//  (en  traits  interrompus  )  en  fonction  de  H,  construite^ 
en  coordonnées  polaires  pour  quelques  valeurs  de  X. 

Q.  et  h   étant  ainsi  déterminés  en  fonction  de  (■),   explicitons  la 
deuxième  égalité  (22)  en  posant  à  cet  effet 

I  I'.  Q,  R  I      \     \\  -    0,t?,#); 

il  vient  d'après  la  première  égalité 

VI        {-y.  +/it)û    hi|       hVa       ^«Y 

Soient  alors  : 

1    le  vecteur  de  composantes  U,  V,\\  : 

o   l'angle  des  deux  vecteurs  I  et  (  (  : 

•|   l'angle  des  deux  vecteurs  T  et  h  ; 
3    le  vecteur  de  composantes  o,  v. 

<l>  l'angle  des  deux  vecteurs  3  et  ^; 

M*  l'angle  des  deux  vecteurs  3  el  //  : 

on  a 

>  vi     1  _ _l  h  3//cosh      /(-I//CM-.      >         »> 

de  sorte  que  la  deuxième  égalité  1  22  1  équivaut  aux  deux  suivantes  : 

I  ■  ()    +  3//  cos'l  =  o, 

11".    ,  -"s"' 

-   I A  cos  L        1      () 

Comme  I  el  1  ne  peuvent  être  tous  les  deux  nuls,  sans  quoi  il  en  serait 
de  même  de  P,  Q,  R,  il  faut  qu'on  ait  l'égalité 

COSÇH  os4> 
(.>o)  (— -  h  ci  -  .  eos'J        o, 

en  verlu  de  laquelle  trois  seulement  des  quatre  angles  ç-,  ■]/,  <l\  ll*  sont 
arbitraires.  Celle-ci  étant  supposée  vérifiée,  lune  des  égalités  (29) 
détermine  le  rapport  des  deux  vecteurs  I  el  3. 

Dès  lors,  tenons  compte  dans  les  expressions  (  10)  de  l'égalité 

vj 


\    I  V»-r''"T  ''"'-T7  ■ 


I  I 
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des  deux  autres  analogues  et  des  égalités  (23);  en  prenant  les  parties 
réelles  des  seconds  membres,  nous  obtiendrons  finalement 


i 


•  'bes  de  variai I<    j  l  en  Ira  ils  pleins     cl  di    i  h     ,  n  traits  interrompu* 

en  l'uni  i  ion  de  6  poui  qui  lojui  »  val* 


trois  composantes  du  champ  électrique  transvei 

\  l     I  (  '  V 


1  "" 


/.      \  \\     tw'-v    


'  ' 


< 


)(]  louis  noy. 

Ces  égalités  définissent  une  vibration  elliptique  parallèle  au  plan  (ixc 

i  \  vo       \">\\    \         W  U       -.  U)ï         Uv        i    \    /       ... 

c'est-à-dire  située  dans  un  plan  parallèle  aux  deux  vecteurs  I,  ->  el 
donnent  pour  la  grandeur  11  \  X2  -+-  }  -  /.-  de  ce  champ  l'ex- 
pression 


(3a)    W      -r    ,/"" ■■"■'  ■'>>    ' 


l--r  -V-i-  \       I  l  ■  I    '        Se)2 

y.  i        y  y       yz         i  ■  I     i  i  ■• 


COS  2  '.i     / 


I  'I 

I   m, 

I  ' 


£  désignaiil  l'angle  des  deux  vecteurs  I  el  -3.  11  en  résulte  que  le>  can  es 
du  demi-grand  axe  et  du  demi-petit  axe  de  l'ellipse,  qui  correspondent 
respectivement  au  maximum  et  au  minimum  du  champ,  ont  pour 
valeurs 


(33 


-e    -  '      |  I         Y-       \      ls_.V;*+  (iUcos-)-^ 


D'après  les  égalités  (3i),  la  phase  de  chaque  composante  est  à 
chaque  instant  la  même  dans  tout  plan  perpendiculaire  à  la  direc- 
tion (a,  (i,  y);  ces  plans  s'appellent  les  plans  (Tonde;  la  quantité  il. 
qui  représente  la  vitesse  à  laquelle  il  faut  se  déplacer  suivant  la  nor- 
male à  ces  plans  [tour  que  la  phase  reste  constante  quand  /  varie, 
s'appelle  la  vitesse  de  propagation  de  l'onde. 

De  même,  d'après  les  expressions  |  33  ),  l'amplitude  du  champ  est 
constante  dans  tout  plan  perpendiculaire  à  la  direction  (a,  b,  c);  i  es 
plans  s'appellent  les  plans  d'absorption;  la  quantité  //,  qui  mesure  la 
rapidité  du  décroissement  de  l'amplitude  quand  on  se  déplace  dans  la 
direction  (a,  h,  c)  s'appelle  le  coefficient  d'absorption;  l'angle  0 
est  donc  celui  que  font  entre  eux  les  plans  d'onde  el  les  plans 
d'absorption. 

D'après  les  expressions  (33),  pour  que  la  vibration  soit  circulaire, 
il  faut  et  il  suffit  que  le  radical  soit  nul,  c'est-à-dire  (pion  ait 


l'orientation  du  second  vecteur  est   alors  entièrement   tixéc   d'après 
celle  du  premier. 

De  même,  pour  que  la  vibration  soit  rectiligne,  il   faut  et  il  suflit 
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que  le  petit  axe  de  l'ellipse  soit  nul,  ce  qui  exige  que  les  deux  \ 
leurs  I  et-")  aient  même  directrice.  Dès  lors,  il  résulte 
que  cette  directrice  est  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  dii 
tions  (a,  0,  c),  (a,  ,-,,  y).  Le  champ  électrique  en  chaque  poinl 
I  espace  est  donc  dirigé  suivant  l'intersection  du   plan  d'onde  e(  du 
plan  d'absorption  qui  passent  par  ce  point. 


II.   Ondes  longitudinales.    -   Ces  ondes  sonl  cai 

solution 

(34)  /-„,,,,  _ 

/  m  h 

des  équations  i  20  1  et  (21). 

Tout  d'abord,  on  sait  (')  que  la  vitesse  effective  L  de  propagation 
des  perturbations  électromagnéli(jues  longitudinales  dan-    le  mil 
considéré  a  pour  expression 

K 


l. 


K       1  • 


nous  pouvons  donc  écrire,  d'après  les  égalités    1  •  .    1  i  .    1  1 


(35) 

en  posant 


I  -j.  /  V 


— ' 


K        .  .  ,  / 


/K—  1  K 

(-R-)X  '      '     K 


Si  donc  nous  définissons  encore  /.  nt,  />  .1  après  les  égalités 
première  égalité  ("m  )  équivaut  an\  deux  suivantes 

\  S       ''       1 

1 


(')    I.    Roy .  loc,  ''if.    I'-    '  •  1 
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(-)  étant  encore  défini  par  l'égalité  (27).  Le  nombre  v  n'étant  jamais 
négatif,  l'angle  (-)  des  deux  vecteurs  ^  el  //  reste  donc  compris  entre 

les  mêmes  limites  o  et  -  que  dans  le  cas  des  ondes  transversales. 

Laissant  toujours  provisoirement  de  côté  le  cas  où  A,  el  par  suite/. 

serait  nul,   les  égalités  (37)  déterminent  sans  ambiguïté  ,,  et  h  en 

fonction  de  0  donné  arbitrairement  entre  les  limites  indiquées  et  il 
vient  comme  précédemment 


n       \    '• (      '      Y   '  +  ^-H  '  ' 

(38)  * V 

\      2  \  y  ;/-cos-'(-)/ 

Cela  posé,  les  deuxièmes  égalités  (3'|)  déterminent    P,  <J.  H  en 

fonction  de  /,  //>,  //.  et  d'une  quantité  ai  biliaire  que  nous  désignerons 

par 

A  =  le'wS, 

ce  qui  donne 

(39)  (P,  Q,  R)  =  (/,/«,  »)Ic/wS, 

de  sorte  que  les  égalités  (10  >  nous  donnent  pour  les  troi-  c<  mposantes 
du  champ  électrique  longitudinal 


(4o) 


X=Ii/||j-+-aV**e  /'">" •  '•■'    '■••  cos(o|  /—  *"''   ''"'Y'"  'V-  ^arctang//i>-), 

Y=Il/£J-i-6«A,^Au(«*+*J    «>cosco(V  ^  -arctaug/<<j|\ 

Z  =  Il/^  +  c«/t**-Ah*  r   cos&>|  f— —        ^        !  -i-  arc  tan.- 7<i' 

Os  égalités  définissent  une  vibration  elliptique  parallèle  au  plan  fixe 
((3e       AyA       (ya       c*)l    h(aè       a(3)Z  =  o, 

c  csl-à-dire  perpendiculaire  à  l'intersection  du  plan  d'onde  cl  du  plan 
d'absorption  el  donnent,  pour  la  grandeur  II  de  ce  champ,  l'expression 

qu'on  obtient  en  remplaçant,  dans  l'égalité  1  32),  I  par  (J-  ■)  par  h  et 
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i  par  -  -  (-);  en  tenant  compte  des  égalil  >s     >-  i  il  vienl  ainsi 


2  I  } 


/     .  '  

\  cos  <-> 


OOS  2  '.)     / Y '—    -    ', 


et,  par  suite,  pour  les  carrés  des  demi-axes  de  l'ellipse, 

i  *  / 1 — 

tt  (\  ■■    , .; ...         )• 

Comme  la  quantité  u.2  +  y-  ne  peut  être  nulle  pour  aucun  milieu, 
d'après  les  égalités  (36),  la  vibration  ne  peu!  être  circulaire.   Poui 

qu'elle  soit  rectiligne,  il  finit  e!  il  suffil  que  les  deux  vecl  el  h 

aient  même  directrice,  c'est-à-dire  qu'on  ait  (-)  =  o;  lei  plani  d'onde 
et  d'absorption  sont  alors  confondus  ci  la  vibration  dirigée  suivant 
leur  perpendiculaire  commune, 

On  obtiendrait  enfin  la  solution  générale  par  ondes  plai 
diques  latéralement  illimitées  en  additionnant  les  solutions  partielles 
(3i)et(4o). 

III.         Ondes  évanescentes  et  ondes  uniformes. 

Supposons  maintenant  que  le  nombre  /  soit  nul,  ce  qui  auro  lieu  si 
le  milieu  considéré  n'esl  pas  conducteur;  on  aura,  d'ap 
litést  36), 

de  sorte  que,  d'après  les  égalités  (  \!\)  et  i  15),  les  vitesses  de  propa- 
gation c  et  p  jusqu'ici  imaginaires  reprennenl  leurs  valeurs  ré<  I  ps  I 
et  L  ;  les  égalités  i  ?(>  i  el  i  >~  i  devicnnenl  d'autre  pat  i 


,6') 


I  a  -cos 


Q 


h 


\ 


Considérons,  par  exemple,  l<'  premiei  groui  ai  _     H 

n'a  de  signification  qu*autanl  que  les  deux  vecl  urs  j\  el  h  ne  son! 

nuls,  on  y  satisfait  <b'  la  façon  la  plus  générale  en  fais  ni  A 

qui  vérifie  la  seconde  équation;  la  première  détermine  alors 
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Lion  de  //  laissé  arbitraire,  ce  qui  donne 

T 


\  14-  T2/*2 


La  vitesse  de  propagation  de  Tonde  est  donc  susceptible  d'une 
valeur  quelconque  comprise  entre  o  et  T.  La  limite  inférieure  o  ne 
peut  être  atteinte  puisque  h  devrail  être  infini.  La  limite  supérieure  T 
correspond  à  //  =  o;  d'après  les  égalités  (29),  les  vecteurs  I  et  3  sont 
alors  situés  dans  le  plan  d'onde  et  il  en  est  par  suite  de  même  du 
champ  H,  qui  devient  uniforme  dans  tout  ce  plan  ;  de  telles  ondes  sont 
appelées  ondes  uniformes.  (  hiel  que  soit  h,  la  vibration  peut  être 
elliptique,  circulaire  ou  rectiligne. 

Le  second  groupe  (  V'  )  conduit  à  des  conclusions  analogues  :  A  étant 
arbitraire,  la  vitesse  de  propagation  de  l'onde  est  comprise  entre  o  etL; 
l'expression»  ï  1  idii  champ  devienl 

1  ■\-/i  COS9.'»)IZ -^ —     r- 


1 1-  —  e    î/t  w  a 

et  Ton  voit  qu'il  n'est  rectiligne  que  si  //  0.  Dans  ce  dernier  cas,  il 
est  de  plus  uniforme  dans  le  plan  d'onde  et,  d'après  les  égalités  1  jo), 
perpendiculaire  à  ce  plan. 

D'une  manière  générale,  de  telles  ondes  transvei  sales  ou  longitudi- 
nales susceptibles  d'être  propagées  par  un  milieu  non  conducteur  sont 
appelées  orales  évanescentes,  quand  la  valeur  correspondante  de  // 
n'est  pas  nulle.  On  sait  qu'elles  se  sont  présentées  pour  la  première 
fois  à  Cauchy  dans  la  théorie  de  la  réflexion  totale,  mais,  pendant 
longtemps,  elles  n'ont  été  considérées  qu'à  titre  de  cas  singulier.  Il  est 
intéressant  de  remarquer  que  ces  ondes  sont,  au  contraire,  les  plus 
générales  susceptibles  d'être  propagées  par  un  milieu  non  conducteur 
ou,  ce  qui  revient  au  même  analytiquement,  par  un  milieu  élastique 
isotrope  dénué  de  viscosité.  Un  tel  milieu  est  donc  susceptible  d'une 
infinité  de  vitesses  de  propagation  transversales  et  longitudinales 
comprises  respectivement  dans  les  intervalles  (o,  T),  (o,  L  ),  dont  les 
limites  supérieures  T  et  L  correspondent  précisément  aux  ondes  uni- 
formes. Cette  remarque  a  été  faite  pour  la  première  lois,  à  notre 
connaissance,  par  M.  M.  Brillouin  ('). 

(')  M.  Brillouin,  Sur  la  propagation  des  vibrations  dans  les  milieux  absor- 
bants isotropes  (Comptes  rendus,  t.  115,  1892,  p.  s<>s 
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IV.   —  Valeurs  numériques  des  nombres 

Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  bon  de  nous  rendre  compte  de   la 
valeur  numérique  des  nombres  >..  u.,  t  dans  quelq  particu 

et  pour  les  valeurs  extrêmes  de  eu  susceptibli  s  d\  tre  n  ilisi 

Tout  d'abord,  si  t  désigne  la  période  de  pulsation  co,   V  la  I      _ 
d'onde  correspondante  dans   l'éther,  ou    toutes   les   ondes  un 
électromagnétiques  ou  lumineuses  se  propagent  avec  la  vitesse  *, 

',)  —     —  j  \ 

T 

Comme  on  a,  d'autre  pari, 

K  - 1 


)-■ 


K0,  u„  désignant  respectivement  le  pouvoir  inducteur  spécifique  el  la 
perméabilité  magnétique  de  l'éther,  l'expression  (2$)  de  )  devient 


Or,  on  peut  faire  u.0  =  1  à  un  très  haut  degré  d'approximation, 
sorte  qu'en  employant  le  système  d'unités  C.G  S.  électromagnétiques 
où 


—  i.io 


et  en  supposant  (pie  le  milieu  considéré  satisfasse  à   I  hypothèse  de 
Faraday  et  de  Mossotli,  il  vienl 

K      \ 

/        i)  -,-    —  1 
k 

Le  Tableau  ci  après  donne  la  valeur  de  /.  calculée  d  n| 
formule,  pour  quelques  corps  que  nous  avons  rangés  pai   ordre  de 
résistivité  croissante.  Le  calcul  a  été  fail  en  prenant 
pour  A  la  longueur  d'onde  moyenne  du  spectre  lumineux  visibl  •.  ; 
la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  longueurs  d'onde 
tiques    réalisées  jusqu'ici.    Si   le   pouvoir  inducteur   spécifique 
métaux,  qui  nous  esl  inconnu,  n'est  pas  extrèmemenl  grand  | 
port  à  celui  de  l'éther,  X  atteindrai!  l'ordre  de  io'    poui 


2  2 
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moins  résistant  des  corps  connus,  et  les  très  grandes  longueurs  d'onde. 
Ce  nombre  n'est  au  contraire  que  de  l'ordre  de  io~'s  pour  les  corps 
extrêmement  résistants  et  les  très  courtes  longueurs  d'onde. 


Substances.  {'..  G.  S.  chu. 

Argent i  ,5.  io3 


Men  ure 


Eau 

Sélénium  .  .  . 

Glace 

Marbre 

Huile  d1olive. 

Soufre 

Verre 


0 , 4  •  I  o  ' 


2.  10 

8.io 

10 

ro' 

i  n- 

1 1 1 
1 1 1 


:  . 


IX 


Ko 
K~ 

K 


i  .., 


IO" 

:  1 1 

10 

10 
IO 
I  0 
[0 


I 

Iv 


' 


K 


'    !•'<>         ir 


£-°3,8. 
K 

2,3. 

"    '•■ 

i     • . 

6. 


io 
io 

10" 
IO" 
IO 

I  0 
l  0 


'  .  10 


I 

I 
6 


la 


2 .  i  o 


: 


9 

2 

IO-2 

5,10 

5 . 1  o   T 
5  .  i  o    N 


Connaissant  ainsi  a,  les  valeurs  correspondantes  <!<'  \j.  el  de  i 
résultent  des  égalités  (3(>),  qui  deviennent, en  vertu  de  l'hypothèse  de 
Faraday  et  de  Mossotli. 

>. 

K 

I  .  J  r-;,  • 

I      / 

Les  pouvoirs  inducteurs  spécifiques  absolu-  nous  étanl  inconnus, 
nous  n'avons  aucun  moyen  de  calculer  v;  mais  comme  ils  sont  très 
supérieurs  à  l'unité,  d'après  l'hypothèse  de  Faraday  el  de  Mossotti,  il 
en  résulte  que  v  est  d'un  ordre  de  grandeur  très  inférieur  à  /  . 


\  .    —  Ondes  planes  latéralement  limitées. 

On  dit  que  les  ondes  planes  périodiques  représentées  par  les  éga- 
lités (io)sont  latéralement  limitées,  quand  les  trois  coefficients  P,Q,R 
sont,  non  plus  des  constantes,  mais  des  fonctions  de  çc,  y,  :.  Nous 
supposerons  ces  fonctions  assez  lentement  variables  pour  qu'on  puisse 

traiter    leurs   dérivées    -v comme    des    ([nantîtes    inuninienl 

.  'H'',  J-  -■)  ' 

petites,  dont  nous  négligerons  les  carrés,  les  produits  et  les  dérivées. 

Considérons,  par  exemple,  la  dérivée 


â.r 


l'r.ilP    i- 


>(l-/J 


HZ) 
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comme  on  peut  l'écrire 

<)\  /    ,i 

<>  '  w  Ox) 

on  voit,  suivant  une  remarque  due  à  \1 .  Boussinesq       ,  qu'il  n 
qu'à  remplacer,  dans  les  égalités  (20)  et    21  .  /.  m.  n  respectivement 

par  /+  dl,  m  4-  dm.  n   ■   ,ln.  en  posanl 

'/  /.  m.  // 


cl  à  négliger  les  carrés  et  produis  de  1  es  différentielle: 
lin  posant  alors 


a     dp     <^>     <m 

•>  '  ()y  ,1. 

les  égalités  1  20  1  et  (  21)  deviennent 

y- 


<>       ,  ,) 


,■ 


1       -      >  I  '  /       n  3} 
<  ■  -  — 


(44) 


./< 


m      // 


IIVpi 


/-■     ///      // 


v,. 


Nous  avons  ainsi,  puni  déterminer  P,  <j.  I».  non  plus  un  sysi 
d'équations  algébriques,  mais  un  gystème  d'équations  aux 
partielles.  Toutefois,  lessecondi mbres  étant  des 


(  ')  .1 .  I'hii  *si\i  sy,    I 


2-'l 


t. m  rs   «o'i 


et  homogènes  de  ces  dérivées  sont  eux-mêmes  des  quantités  très 
petites,  de  sorte  que,  pour  calculer  P.  Q,  R,  nous  pouvons  procéder 
par  approximations  successives  suivant  la  méthode  indiquée  par 
M.  Boussinesq  i  '  ).  A  une  première  approximation,  négligeons  les 
dérivées  de  P,  Q,  R;  les  seconds  membres  deviennent  nuls  cl  les  éga- 
lités ci-dessus  coïncident  respectivement  avec  les  égalités  l  20  1  et  1211. 
Nous  retrouvons  donc,  tout  d'abord,  les  deux  solutions 


(34) 


I1 4-  m        h 


=  i,        vP/ 


Q 

m 


relatives  aux  ondes  latéralement  illimitées  et  étudiées  au  para- 
graphe II.  Mais  tandis  que  P,  Q,  I!  étaient  précédemment  des  con- 
stantes, ce  sont  ici  plus  généralement  trois  fondions  arbitraires  de  1  . 
y,  z  lentement  variables,  assujetties  seulement  à  vérifier  les  rela- 
tions (22)  ou  (3/j  ». 

La  deuxième  approximation  consiste  alors  à  remplacer  P,  Q,  H  par 
leurs  valeurs  de  première  approximation  dans  1rs  seconds  membres 
des  égalités  (43  )et  1  ]  \  1.  en  conservant  pour/,  m,  ti  les  mêmes  valeurs 
que  précédemment  dans  les  deux  membres.  Si  donc  P,  Q,  R  désignenl 
les  valeurs  de  première  approximation,  P  -,- <IV .  Q  rfQ,  Il  '/Il 
celles  de  deuxième  approximation,  les  égalités  1  i  el  <  1  1  '  àe\  iennent, 
en  vertu  des  égalités  (  20  )  et  (2  1  1, 


(45) 


(■^  —  1  JmV/rfP       (/*h    ,„■       «s       -1  ),/n 


-  V  1-/      wsr) 


,  i„y/rfj 


'   -H        /J     ;      /.'/   '  //" |    ,/\i 


l  '    I  ' 


£-)(é'2p'  +  »a 


(  '  )  .1.  Boussixksq,  /"<•.  cit.,  |).   i;-'. 


ONDES     ELECTROMAGNETIQUES     PLANES     PERIODIOUEr 


et 

(46) 


l!+  m'-       >r  '     1 2f  ■  '  ■  V  |  ■  / 


Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  leur  adjoindre  successivement   les 
lités  (22)  et  (34),  qui  correspondent  respectivement  aux  ondes  trans 
versales  et  aux  ondes  longitudinales. 


I.   Ondes  transversales.       En  vertu  des  égalités 

devient 


(  '.:  » 


V/rfp 


/  r 


ce  qui  réduit  les  égalités  (  f5)  à 

d(P,  (.),  R 


(  18  1 
(  )r  on  a 
(49) 


OV         y.   i)\  ,  t/V  ,   <)\  y.   0 


de  sorte  que  si  Ton  désigne  par  s  et  a  deux  variables  comptées  respei 
tivement  suivant  les  directions  (a,  b,  c)  et     >.  J,  *)   .  c'est-à-dire  &i 

l'on  pose 


(5o) 


h  —   : 

ils  ,)  r  ./1 


J  J  Ô 

i  y     ; 

W7  CM'  'M 


La  première  égalité  1  Vs  1  équivaudra  aux  deux  suivantes 


ii) 


—       AU 

(As-  (/7 


d'après  lesquelles  U  et  O  vérifient  la  mémo  équal  on  ans    : 

partielles 


I  5  !  1 


Jotirii    de   M.iil, 


1,  lomr  1\  1  1 


26 


LOI  I>     WO^ 


Les  équations  <  5i)   cl   i  V>  i  onl    été    antérieurement   obtenues   pai 
M.  Boussincsq  ('  >.   Celles-ci  peuvent  encore  se  simplifier  en  posanl 


ttÇîs' 


el  en  désignant  par  .s-'  une  nouvelle  variable;  elles  deviennent  en  effet 


0\     _  ()ï) 
as      "ôT 

d'il'-.  V\> 
(h- 


~7hr~    ~7>7; 
d    i     i 


(  )n  voit  donc,  en  définitive,  que  les  égalités  I  48  »  expriment  que  les 
coefficients  d'amplitude  P,  Q,  I!  doivent  être  des  fonctions  analytiques 
de  la  variable  complexe  .s' -h  ii.  D'ailleurs,  si  la  condition  est  remplie 
p  un  deux  dos  quantités  P,  Q,  I!.  elle  le  sera  également  par  la  troi- 
sième ''ii  vertu  de  la  relation  V  '^  =  °-  >s,,l|s  allons  voir  qu'il  résulte 

encore  des  égalités  (5i)  que,  si  Ton  connaît  les  fonctions  P,  <x>.  R  en 
chaque  point  d'un  plan  quelconque,  celles-ci  se  trouvent  déterminées 
dans  tout  l'espace. 

Prenons,  en  effet,  ce  plan  comme  plan  des  1 .  \  el  considérons,  par 
exemple,  la  fonction  P  :  pour;  =  o,  1   cl  o  sonl  des  fonctions  données 

«le  j.\  y,  de  sorte  que  les  denv  sonl  connues  pour  -       0; 

dès  lors,  en  tenant  compte  des  égalités  1  5o),   les  égalités  1   h  i  fonl 

connaître,  pour  z  —  o,  les  deux  dérivées  — -r On  a  ainsi,  pour 

chacune  de  ces  fonctions,  deux  conditions  initiales  qui,  jointes  .1 
l'équaiion  aux  dérivées  partielles  (52)  qu'elles  vérifient,  les  déter- 
minent-dans tout  l'espace. 

En  particulier,  si  les  fonctions  I'.  Q,  Il  sont  nulK  s  en  dehors  d'une 
aire  limitée  du  plan  r  ~  0,  il  en  csl  de  même  du  champ  électrique,  de 
sorte  que  les  ondes  latéralement  limitées  que  nous  considéions  cons- 
tituent alors  ce  qu'on  peut  appeler  ////  pinceau  électromagnétique 
transversal. 

On  peut  appeler,  d'autre  part,  rayon  électromagnétique  trans- 
versal le   lieu  des   [joints  où  l'amplitude  du  champ  électrique  reste 


i'i  ,1.  Roussinesq,   Huit/lin  des   Sciences   mathématiques.        série,  t.   \\l\. 
90.5,  deuxième  Partie,  p.  i/|2. 
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constante,  abstraction  faite  de  l'exponentielle  d'extinction 

■ 

si  L'on  néglige  les  termes  complémentaires  provenant  des  quant 
infiniment  petites  (h  P,  Q,  I!  >.  le  champ  a  la  même  expn  ss 
([ne  dans  le  cas  des  ondes  latéralement  illimitées,  sauf  que  les  quan- 
tités I,  3,  s  sont  maintenant  des  fonctions  de  ' .  i  .  :.  Les  parties  |  i  in- 
cipalcs  des  carrés  des  demi-axes  de  l'ellipse  décrite  par  l'extrémité  du 
vecteur  H  sont  donc  représentées  par  les  expressions 
que  le  lieu  des  points  où  ces  axes  restent  constants,  abstraction  faite 
de  l'exponentielle,  est  représenté  par  la  famille  de  coin  I  es 


i2-f--V'+\  (l2—  33  si  I  cos 

P+  -Y-—  ^  ;  \!—.vy-±.  (<*!-■>  cos*)2 

C  et  C  désignant  deux  constantes  arbitraires.  Chaque  courb         cette 
famille  est  précisément  un  rayon  électromagnétique  transversal. 

Cela  posé,  il  ne  nous  reste  plus  qu'à  déterminer  les  trois  quantités 
infiniment  petites  tl(  P,  Q,  IS  >,  seulemenl  astreintes  à  vérifier  I  ■  g 
lité  (47))  dont  le  second  membre  est  maintenant  connu;  deux 
quantités  <7(  I*.  Q,  R)  sont  donc  arbitraires.  Posons  alors 

d(P,  Q,  \\  )  —  ,h  l  .  \  .  \\         id(V,<>, 
et  soient  : 

<l\  Le  vecteur  de  correspondantes  d{  I  ,  \  .  \\ 

©'  l'angle  des  deux  vecteurs  <l\  et  tt- 

y'  L'angle  des  deux  vecteurs  <l\  et  //  : 
ih  le  vecteur  de  composantes  d{  o,  V, 

<l>  L'angle  des  deux  vecteurs  cfo  el  —  - 

M"'  l'angle  des  deux  vecteurs  ih  el  A  : 

par  un  calcul  analogue  a  celui  que  nous  avons  fait  au  paragra|  lie  II. 
nous  voyons,  (Tapies  l'expression  de    .  que  I  égalité     r    équivaul 
deux  sui\  an  tes  : 

— -...   ,/l  //  cosM    ■/«  -  1  ■ 

12 

,     „       cos*    .  t     0\  \\ 

12  ''1 
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<|iii  déterminent  les  deux  vecteurs  d\,  d$  en  fonction  des  petites  déri 


à(U,  \.  ....  W) 

à (a\  y,  :■) 

rcment  sous  la  seule  condition  que  la  quantité 


vées  —  et  des  quatre  angles  o.  '1>  ,  «1»  .  W  donnés  arbitrai 

0{.r.  y,  :■)  ^  '      ' 


COS'J    cos<i>  ,  ,  .  ,  .. 

-Jy, /t2COS'|       <     '  •  ~    "  I 

soit  différente  de  zéro. 

Le  problème  des  ondes  transversales  latéralement  limitées  est  ainsi 
entièrement  résolu. 


II.    Ondes  longitudinales.       En  vertu  de  la  première  égalité  (  m  >. 
l'égalité  (  /|(>  )  devient 

-f»/      o. 


de  sorte  que  si  l'on  pose  encore,  d'après  les  deux  autres  égalités     >  i   • 

P         O         II 

53)  .         -  A, 

on  aura 

V,.,       * 

cl  par  suite 

La  quantité  A  =  le""0  est  donc  une  fonction  analytique  de  .y  h-  i?  et, 
d'après  ce  qu'on  a  vu  précédemment,  il  suffit  de  se  la  donner  dans  un 
plan  pour  qu'elle  soit  déterminée  dans  tout  l'espace. 

En  particulier,  si  I  est  nul  en  dehors  d'une  aire  limitée  de  ce  plan, 
il  en  sera  de  même  du  champ  électrique,  de  sorte  que  les  ondes  latéra- 
lement limitées  que  nous  considérons,  constitueront  un  pinceau  élec- 
trique longitudinal. 

Si  l'on  néglige  encore  les  termes  complémentaires  provenant  des 
quantités  infiniment  petites  d{  l\  Q,  II),  le  champ  a  la  même  expres- 
sion (4i)  que  dans  le  cas  des  ondes  latéralement  illimitées,  sauf  que 
les  quantités  I  et  o  sont  maintenant  des  fonctions  de ./ .  y,  z.  Les  parties 
principales  des  carrés  des  demi-axes  de  l'ellipse  décrite  par  l'extrémité 
du  vecteur  H  sont  donc  représentées  par  les  expressions  (  \i '),  de  sorte 


ONDES     ÉLECTROMAGNÉTIQUES    PLANES    PÉlilODIQl'ES. 

que  le  lieu  des  [joints  oùcesaxes  restent  constants,  abstraction  fait 
l'exponentielle  d'extinction,  est  représenté,  non  plus  pai  une  famille 
de  courbes,  mais  par  la  famille  de  surfai 


I^:( 


(  I  désignant  une  constante  arbitraire.  On  ne  peut  donc  plus  ici,  comme 
dans  le  cas  des  ondes  transversales,  parler  de  rayons  électromagné- 
tiques longitudinaux. 

Cela  posé,  il  ne  nous  reste  plus  <|ii";'i  déterminer  les  trois  quantités 
infiniment  petites  (Ia  P,  Q,  \\  )  :  d'après  les  égalités  n  ;» 

.01  <)±  <>\       <)1 

~>        l  —  A-  m h  n  —  =  —g  - 

OX  i)\  02 

t)l  I'.   Q,    l;  .  dâ 

ôï —  =  <'.»'."   jS 

de  sorte  que  les  égalités  (45)  deviennenl 

p»#»y^rfp   do      -4=> 

r»«y/dP       </H  ' '  ''A. 

I  >'aprcs  l'égalité  (  5  i  },  qui  en  est  une  combinaison,  elles  se  réduisent  à 
deux  distinctes  et  déterminent  aussi  deux  des  quantités  d\  I'.  Q,  I!  en 
fonction  de  la  troisième  laissée  arbitraire. 

En  particulier,  si  Ton  impose  à  ces  quantités  La  condition  su] 

mentairc  V  / dV  =  o,  il  vienl  les  expressions  très  simples 

cii  P,  <  >,  |;  , 


d'après  lesquelles  les  vecteurs  >l\  el  fh  dérivent  d  un  potentiel. 

\  l.        Cas  'l'un  milieu  très  résistant 

Quand  le  milieu  considéré  esl  très  résistant,  nous  avona  vu    S  l\ 
i|ue>,  est  un  nombre  Mes  petit  el  qu'il  en  esl       fortiori  de  même  d< 
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I!  y  a  donc  lieu  d'examiner  les  simpUGcations  que  celle  circonstance 
introduit  dans  les  résultais  précédents. 

Nous  supposerons  l'angle  0  suffisamment  différent  de  -  pour  que  le 
nombre — -rr  soil  lui-même  liés  petit;  il  en  sera  donc  a  fortiori  de 
uK'me  de  — k-    Nous  traiterons  ces  nombres  A.  v,         /v   comme 

COSfel  COSO 

quantités  très  petites  dont  nous  négligerons  les  carrés  el  produits. 

Considérons  déjà  le  cas  des  ondes  latéralemenl  illimitées  :  tout 
d'abord,  au  degré  d'approximation  adopté,  les  égalités  28  relatives 
aux  ondes  transversales  se  réduisent  à 

<>      1  h 


i 


le  coefficient  d'extinction  est  donc  liés  petit.  Dès  lors,  il  résulte  des 

égalités  (29)  que  les  angles  o  et  $  son I  très  voisins  de  -,  les  vecteurs  I 

et  a  sont  ainsi  presque  parallèles  aux  plans  d'onde  et  il  en  esl  par  suite 
de  même  de  la  vibration. 

De  môme,  les  égalités  (38)  relatives  aux  ondes  longitudinales  - 
réduisent  à 

\j.  —  1 ,  9.      I 


i   ..,-(•»' 


le  coefficient  d'extinction   esl   donc  encore   tics  petit.   Dès  lors,  les 
radicaux  qui  figurent  dans  les  égalités      1  1     peuvenl  être  rempla 
respectivement  par 

ïï — ' 

ce  qui  montre  que  la  vibration  est  sensiblemenl  rectiligne  el  dii  \ 
suivant  la  normale  aux  plans  d'onde. 

Passons  au  cas  des  ondes  latéralement  limitées  :  dans  l'égalité  1  19  i, 

les  termes  en  A  -  — -^— •  sonl  négligeables  comme  étant  du  second  ordi  c 

()  I  D      * 

de  petitesse,  de  sorte  qu'au  degré  d'approximation  adopté,  les  para- 
mètres directeurs  /,  m,  n  peuvent,  dans  le  calcul  de  -^,  être  réduits  à 

leurs    parties    principal*  '  ^  '       Les  égalités  |  \S  )  et  (54),   qui 
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deviennent  ainsi 

<)  P,  o.  I;  dl 

1  "  T" 

montrent  alors  que  la  propagation  se  fail  très  -  nsiblemenl  snivanl 
normale  aux  plans  d'onde.  Les  rayons  ( 
général,  sont  donc  ici  1res  sensiblemenl  reclilign 

Remarquons  enfin  «pie  cette  propagation  suivanl  la  normale  aux 
plans  d'onde  devicnl   rigoureuse    pour  // =  o  i-dire   pour  In- 

ondes uniformes  latéralement  limitées  propagées  pai   un  milieu  non 
conducteur. 


c:h vpitre  ii. 

Il      PR0IS1  I  Ml      M      I  \    1:1  I  I  I  X10S     II     M     I  \     III  I.  VI   riON. 

I.         Position  du  problème 

Considérons  deux  milieux  homogènes  el  isotroj  es  en  repos  confi- 
nant l'un  à  l'autre  par  le  plan  des  > .  y  :  l'un,  que  nous  désignei 
par  l'indice  zéro,  occupe  toute  la  rêgii  n  de  l'i  6]  ii  ;  esl  i    \ 

l'autre,  que  nous  désignerons  par  l'indice  i .  occupe  toute  la  région  de 
l'espace  où  z  est  positif. 

Pris  dans  toute  sa  généralité,  le  problème  de  la  réfli  ition  el  de  la 
réfraction  consisterai!  à  déterminer,  à  l'instant  /,  l'étal  électrique  el 
magn -tique  du  système  résultanl  d'une  perturbation  entretenue  sur 
une  surfilée  donnée  à  partir  de  l'instanl  initial;  dans  le  présent 
Mémoire,  nous  nous  bornerons  à  étudier  la  solution  -impie  la  plus 
générale  par  ondes  planes  périodiques  donl  ce  problème  esl  - 
lil.le. 

Nous  affecterons  de  l'indice  i  les  quantités  relatives  au  milieu  i  ; 
les  quantités  sans  indice  seronl  relatives  au  milii 

(  '."la  posé,  il  résulte  des  égal  ités     io),  i      Chap.  I .  §  Il 

<pie  la  solution  la  plu    générale   par  ondes  planes  périodiques  des 


I..  [\ov,  Sur  le  problème  de  In  réflexion  et 
planes  périodiques  (Compte*  rendus,  i.  100, 


\'2  ions    n<n  . 

équations  indéfinies  (i  i)  est,  pour  nos  deux  milieux, 


(■">">') 

avec 
(56) 

(57) 
(56') 

(57') 


(  X ,  Y ,  Z 


t'to   i  -  !  r—m 


2(P,Q,  R) 

-Y(/',  »,'.  n  )Ae/w'"-/J   '"■ 


X,,  ^,7.,)=       2(P,'Çl'  l;' 


/M.     l  —  l,X—m,l      ii     -  i 


V         „,;,  „;)A,e 


■C' 


/;   +  ni1.   -+■  n]     =  — -» 


1*.  /,  +-  n,»':  -+    l;   n 


l        m',5 


les  amplitudes  A  et  A,  étant  arbitraires  et  chaque  signe  V  indiquant 

la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  analogues. 

Mais  l'existence  de  la  surface  séparative,  qui  astreint  les  expres- 
sions (  55  )  et  (  5  V  »  à  vérifier,  pour  z  o,  les  conditions  i  i  ),  (  8),  (9), 
(i5)  et  (  16),  y  apporte  de  grandes  simplifications. 

En  effet,  ces  conditions  aux  limites  étant  des  équations  linéaires  et 
homogènes  par  rapport  à  \,  Y,  Z;  \,.  Y,.  Z,  el  .1  leurs  dérivées,  qui 
doivent  être  vérifiées  pour  r  =  o,  fournissent  des  relations  linéaires  el 
homogènes  par  rapport  aux  exponentielles  successives 


gito  1    I  i      m  i 


qui  doivent  être  satisfaites  quels  que  soient  /,  x,y.  Or,  comme  nous 
ne  cherchons  que  la  solution  simple  la  plus  générale,  toutes  ces  expo- 
nentielles doivent  être  identiques;  cela  exige  que  toutes  les  ondes 
partielles  aient  même  pulsation  w  et  qu'on  ait  les  relations 


/ 
m 


-V 

—  m' 


m  1       ...       m 
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Alors,  en  vertu  des  relations  (56),  <  -7  >,  (56'),  ~  .  qui  dQnnenl 
pour  //,  //,  n,  et  n\  les  deux  seules  solutions  ±  //,  ±  n  ,  d  "  .  ".. 
on  voit  qu'il  ne  subsiste,  dans  le  milieu  zéro,  que  les  quatre  ondes  de 
paramètres  directeurs 

/,   ///,   n\     I,   m.   —  n  :     /'.   m\  n'\     l  .  m  ,   —  ii 
et,  dans  le  milieu  1,  que  les  quatre  ondes  de  paramètres  directe 

On  peut  donc  dire  que,  si  l'un  des  deux  milieux  est  le  siège  d'une  onde 
plane  périodique  de  paramètres  directeurs  et  de  pulsation  donnés,  les 
expressions 

\     m  (  P  e      ""^  —  P'  e'uuiz  )  t'M  ' 

ii     /       _^  un  -  .       A'  gium'z  ,  ,  "<'.v> 

^  (Q  e  '"'"        Q'  e  ■  '" ' 

4-  m'(A  e  '""'     h  A   <•>'■■"'   |  , 

Z    :  (Rfi  """--  -,-  K'  e'",n:  )<■•"• !    '  '  "', 

-1-  a'  1  A  e    ""■'  :      A   <  -         /r '"'■  ■ 

\  1  p,  r    '■"-•■    P',  <."«"■■-■)  e('"  '-'<' 

/,    1  A,  <■    ""■  "A,  r"" 

Y,  —  1  Q,  e    '""  '  -,    Q',  ' 

///,  1  a,  <•  '•"'    +■  a;  <•"■'■ 


1  58  | 


(58') 


I  /.,  1  R,  e  "•'"■    hR,  1 

H-^    I  A,  e  "■"•'■•  —  A 

auxquelles  on  doit  joindre  les  relations  I  56  >,  1  >  1,  l    ' 

suivantes  : 

(  /        /         /,        /,• 
(5ô) 

P    /  Q    /y/  R    // 

p   /  Q'  m  R    n 

'  P,/,  Q,/w,  i;   n,      0 

P,/  Q>i,  R> 

représentent  La  solution  simple  correspondante  la  1        générale  : 

joum    de  Math.  "|r  1V 
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ondes  planes  périodiques,  dont  le  problème  de  la  réflexion  et  de  la 
réfraction  soit  susceptible. 

Les  égalités  (  09)  jointes  aux  égalités  <  56  t.  I  ">;  ),  l  56  i,  "•-  vont 
nous  permettre  de  déterminer  tout  d'abord  les  orientations  ainsi  que 
les  vitesses  de  propagation  et  les  coefficients  d'absorption  de  toutes 
les  ondes  en  fonction  de  ces  mêmes  éléments  relatifs  à  l'une  d'en  tir 
elles.  L'application  des  conditions  aux  limites  nous  donnera  ensuite 
un  certain  nombre  de  relations  entre  les  coefficients  d'amplitude,  qu'il 
faudra  joindre  aux  précédentes  (60  j.  Nous  verrons  alors  quels  sont 
ceux  de  ces  coefficients  qu'il  est  nécessaire  de  se  donner  pour  que  le 
problème  soit  déterminé. 

FF.     -  Ondes  incidentes  et  ondes  réfléchies. 
Considérons  l'onde  dont  les  paramétres  directeurs  sont 

(/,  m,  w)=  '  ^  o   ~       //"'"-  '' 

et  que  nous  appellerons,  pour  abréger,  l'onde  |  /,  m,  n  1;  en  prenant 
pour  plan  zOx  celui  contenant  l'a  normale  Ov  aux  plans  d'onde 
correspondants,  nous  aurons  )  o.  D'autre  part,  puisque  l'onde 
(/,/»,  —n)  ligure  également  dans   les  égalib  -    .   nous  pouvons 

supposer  y  positif,  de  sorte  que,  si  nous  prenons  pour  axe  (  )x  la  direc- 
tion qui  fait  un  angle  aigu  avec  Ov,  la  direction  Ov  sera  située»dans 

l'angle  zOx  et  en  posant  i  —  :(  )v  1  '  ),  nous  aurons 

(61)  y.  — ]siiw,  s       o,  ;        cost. 

Le  paramètre  m  étant  ainsi  imaginaire  pur,  il  en  est  d<-  même  de  m  . 

mn  m\,  d'après  les  égalités  (09  ),  de  sorte  qu'en  posant 

■    (/.    m',    n    1        '  ^  '   ^  '    /       -  ili   {a  .    //.    , 
•   (/„   mu    •  (*"^'  yi)--iA,(ff|.   bu  ,      . 


(')  La  même  lettre  i  désigne  également  le  symbole \     -1.  mais  il  n'\  a  éviden 
nient  aucune  confusion  à  craindre. 
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on  a  aussi 

Tous  les  plans  d'onde  sont  donc  normaux  au  plan  zOx  appelé  plan 
d  incidence. 

Nous  dirons  que  l'onde  (7,  ///.  n)  est  Vonde  transversale  incidenU 
dans  le  milieu  zéro,  que  i  est  l'angle  d'incidence  correspondant 
que  l'onde  ( /,  ///,       n)  est  V 'onde  tranversah  réfléchie  dans  le  mili 
zéro.  La  normale  issue  de  O  aux  plans  d'onde  de  cette  dernière 
symétrique  de  Ov  par  rapport  à  G>  ;  elle  ïaii  doue  avec  la  direction 
des  z  négatifs  un  angle  appelé  angle  de  réflexion  précisément  égal  à 
l'angle  d'incidence  i. 

Soit  alors/   l'angle  compté  positivemenl  de  O-  vers  Oj   que 
avec  Or  la  normale  Ov' aux  plans  d'onde  de  l'onde  (/',  m'f  n  i;on  a 

y      :  sin  i  . 

et,  de  même,  /,  et  i\  ayantjdes  significations  analogues, 

V. |         -n :  y ,  :      COS l'| , 

y.\       mu  /   .  "/ 1  ==  cos< , . 

I  ,es  égalités  i  "><>  i  sonl  ainsi,  d'après  les  égalités  i  l  !  \  équivalentes 
suivantes  : 

(63) 


—  1 1 1  / 

sin  i 

-II!    /    ; 

-m  i . 

<  ) 

«■ 

--i 

ha 

h   n 

hiax 

h\a\ 

h  h 

h'  h 

Mi 

qui  constituent  la  généralisation  de  la  loi  de  I  )es<  ai  t<  5. 

En  particulier,  si  le  milieu  zéro  a  est  pas  conducteur  el  -1  '  onde 
i  /,  m,  rc)  est  uniforme",  //  esl  nul;  de  sort''  que,  si  hx  <*i  A    ne  sonl  pas 
nuls,  ce  qui  a  lieu  nécessairement  si  le  milieu  1  est  conducteur,  les 
cosinus  directeurs  a,,  bn  a\,  b\  sont  nuls.  Les  plan-  d'absorption  d 
le  milieu  1  sonl  donc  alors  parallèles  à  la  mi  ri  an-  séparative. 

D'après  les  égalités  (63),  sin/.  sin(n  sini    sonl  positifs; 
d'autre  part,  les  ondes  (/  .  m\  —  n'),  (/,,  mn  ~  n{  |,  I  /  .  m0  - 
figurent  dans  les  égalités  l  58  1  el   I  '"s  |    en   même  temps  que  les 
on  tirs  |  /',  m  ,  //  ),  1  /,.  m  { .  //,  ),  (  /  .  m'xJ  n\  ),  non  -  pouvons  sup] 
cosi',  cosz, ,  costj  également  positifs;  d'où  il  résulte  que  les  ang 

/ , .  i'  sont,  comme  l'angle  /.  compris  entre  o  el 
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Dans  ces  conditions,  nous  dirons  que  : 

L'onde  (JV,m',n')  esl  l'onde  longitudinale  incidente  dans  le  milieu 
zéro; 

L'onde  (/,'.  m'.  —  n  i  esl  Ponde  longitudinale  réfléchie  dans  le 
milieu  zéro  ; 

L'onde  (/,.///.,.  -—  //,  >  est  Vonde  transversale  incidente  dans  le 
milieu  i  : 

I/ondc  (/,,  ///,.  //,  )  est  Vonde  transversal*  réfléchie  dans  le  mi- 
lieu i  ; 

L'onde  (/,,  m{,  —  //,  i  esl  /  onde  longitudinale  incidente  dans  le 
milieu  i  ; 

L'onde  (l[,  m\,  n\)  esl  l'onde  longitudinale  réfléchie  dan-  le 
milieu  i . 

/'  est  Vangle  d'incidence  longitudinale  dans  le  milieu  zéro;  il  esl 
égal  ;i  l'angle  de  réflexion  longitudinale,  dans  le  même  milieu,  que 
fait  avec  la  direclion  des  s  négatifs  la  normale  aux  plans  d'onde  de 
l'onde  (/',  m',  —  n'  ». 

/,  est  Vangle  de  réflexion  transversale  dans  le  milieu  i;  il  esl 
égal  à  Vangle  d'incidence  transversale,  dans  le  raêm,e  milieu,  que 
l'ait  avec  la  direction  des  s  négatifs  la  normale  aux  plans  d'onde  de 
Fonde  (/,,  mn  —  //,  ). 

i\  est  l'angle  de  réflexion  longitudinale  dans  le  milieu  i;  il  esl 
égal  à  Vangle  d'incidence  longitudinale,  dans  le  même  milieu,  que 
fait  avec  la  direction  des  z  négatifs  la  muni. il.-  aux  plans  d'onde  de 
Tonde  (  /j,  m\,  —  n\ ). 

Noussommes  doneconduits,  en  dé6nitive,  à  considérei  dans  chaque 
milieu  deux  ondes  incidentes,  transversale  el  longitudinale,  el  deux 
ondes  réfléchies,  transversale  el  longitudinale. 

Nous  insistons  sur  celle  spécification,  en  modifiant  en  partie  la 
terminologie  jusqu'ici  adoptée,  pour  la  raison  suivante  :  dans  la 
théorie  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction,  telle  qu'elle  a  été  exposée 
jusqu'ici  à  notre  connaissance  et  dont  les  ondes  longitudinales  se 
trouvent  généralement  exclues  par  la  forme  même  des  équations  d'où 
I  on  part,  on  admet  que  le  mouvement,  dans  le  milieu  zéro,  résulte  de 
l'onde  incidente (7,  m,  n  )  el  de  l'onde  réfléchie  i  /,  m,  n  >.  ce  qui  est 
bien  conforme  à  ce  que  nous  venons  de  voir;  mais  dans  le  milieu  i .  on 
ne  considère  a  priori  que  l'onde  (/,,  ///,,  «,),  qu'on  appelle  onde 
réfractée  parce  qu'on  la  regarde  physiquement  comme  Le  prolon- 
gement de  l'onde    /,  ///,  //  i  dans  le  second  milieu,  et  Ton  passe  entiè- 
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renient  sous  silence  la  quatrième  onde  <  /,,  ///,.  —  //,  i,  dont  la  considé- 
ration s'impose  pourtant  au  même  titre  que  les  trois  premières  d'aï 
l'analyse  qui  précède,  dette  quatrième  ourle,  à  laquelle  n<  i  luil 

logiquement  une  théorie  complète,  étant  l'homologue  de  l'onde 
i  /,  ///,  //  ),  il  était  naturel  de  lui  donner  le  même  nom  d'onde  incid»  m>  . 
De  même,  les  ondes  homologues  i  /.  m .  —n  i,  i  /, .  ///,.  n{  l  devant  natu- 
rellement aussi  porter  le  même  qualificatif,  du  fail  que  nous  conve- 
nions d'appeler  encore  la  première  onde  réfléchie  dans  le  milieu  zéi  o, 
nous  devions  également  appeler  la  seconde  onde  réfléchie  dans  le 
milieu  i  et  non  plus  onde  réfractée. 


III.        Relations  entre  les  éléments  directeurs,  les  vitesses 
de  propagation  et  les  coefficients  des  ondes. 

Gela  posé,  nous  allons  déterminer  les  éléments  de  i  es  différentes 
ondes  en  fonction  des  éléments  de  l'une  d'entre  elles,  par  exemple  de 
l'onde  transversale  incidente  ( /,  m,  n  l  dans  le  milieu  zéro,  en  cont 
mençant  par  les  ondes  (  /',  ///',       n  ). 

I  t'après  les  égalités  i  ><)  I,  l'égalité  <  '«7  >  peut  s  écrii  e 


l'osons  alors 


on  aura 


C      '""-,        :      AV, 


n'     C      te', 


puis,  remplaçons  4%  /,  m  par  leurs  expressions  1  \5)  el     t3);  en 
rant  le  réel  de  l'imaginaire  et  en  posant 

■j  -  •  ■  ■  ■  - 

/  1       ir- .  i, 


\'  L 

h, 


»l  II    / 
■I    — TT- 


il  viendra  pour  déterminer  C  el  ;    les  deux  équations 

1    - 
On  en   déduit   aisément  sans   amhiguité,    puisque  <      n  est    jamais 
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(65) 
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1   Z   =±\-/+^/'-t-^ 


le  signe  à  prendre  devant  le  dernier  radical  étant  celui  de  g.  Dès  lors, 
les  deux  groupes  de  relations 


66 


(67) 


/   sin  1  -111/ 

\     <>'  "Ô-1 

/  ,  os 

(  "TT"  '    : 

a  A     =  ah, 

//A'  A/;. 

'  r   /,  ; 


donnent  pour  la  vitesse  de  propagation  et  le  coefficient  d'absorption 

de  l'onde  considérée 

c'est-à-dire  en  développant 


<  )'2     •■ 


.   /     lJ-        /    .       #,x/.       sinan:       /   v  .sin A- 


■/'      =—  y-j  +  (a2-f-  62)Aâ 


<  > 


s/\ 


lJ-  1       1,1,       sin-i 

l  — 


<  > 


+  (n-aa/i-7r 


12'  et  ///  étant  ainsi  déterminés,  les  égalités  1  66  1  font  connaître  l'angle 
d'incidence  ï  et  les  égalités  (G;  )  les  trois  cosinus  directeurs  a  ,  b ',  <  . 

Dans  le  cas  particulier  où  g  =  o,  les  expressions  (65  )  de  C  et  de 
deviennent 

C  =\7+T7î,       '         \  '■  'T^\T\-, 
nous  avons  donc  deux  cas  à  distinguer  suivanl  le  signe  de  /. 
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Si  /  est  positif,  il  vient 
de  sorte  que  les  expressions  (68)  de  12'  et  de  h*  deviennenl 

mm  "  l-*~ 

en  même  temps  que  <•'  est  nul.   Les  plans  d'absorption  des  ondes 
i /',  ///',  ±  n' )  sont  donc  confondus  et  perpendiculaires  à  la  suri 
séparative  des  deux  milieux. 
Si  /'  est  négatif,  il  vient 


C        o,  Z'=S  -:>./, 


ar  on  peut  évidemment  alors  supposer  z'  positif,  de  sorte  que  les 
xnressions  (  68  )  de  Q'  et  de  //'  deviennent 


car 

e 


Mil/  (J 


h  : 


i>        n  '  —      \j        (j 

en  même  temps   que   cos/    est    nul.    Les    plans   d'onde  <!<■<  ondes 
(/',  m\  ± //' )  sont  donc  confondus  el  perpendiculaires  à  l'axe  0 
suivant  lequel  s'effectue  la  propagation. 

Tins  particulièrement  encore,  g  est  identiquemènl  nul  si  !<■  milieu 
zéro  n'est  pas  conducteur  et  si  l'onde  i  /,  ///,  //  i  esl  uniforme,  puis- 
qu'alors  les  quantités  v  et  h  sont  nulles.  Si  donc  fe&\  positif,^  est  nul. 
de  sorte  que  les  ondes  i  /  ,  ///',  ;  n'  >  sonl  uniformes;  si  au  contraire 
/'est  négatif.  //  n'esi  pas  nul.  de  sorte  que  les  ondes  l  .  m  . 
soni  évanescentes. 

Massons  aux  ondes  (/,.///,,-//,):  on  a,  d'après  les  égalités 
el  t  m)  i. 


i«î=a   -/  --■ 


de  sorte  qu'en  posant 


COSIi 

1         '.:     '  ''''• 

i  -m  / 

'         i 

1         . 

/  sint 
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on  obtient,  par  un  calcul  analogue  au  précédent, 


C,=        S       fx+\/f\  +  g\, 


le  signe  à  prendre  devanl  le  dernier  radical  étant  celui  de  i' , .  Les  deux 
groupes  de  relations 

(    si  ni,  sin/ 


(66') 

(67') 

donnent  ensuite 


a, 

cos/, 


I 


I  -III   / 

<  ) 


U- 


\ 

f  c  a,       :. 


<     .  (a        b*)h        :  ' 


c'est-à-dire 


/f   1  .    ,        . ,,  ,  „       sin*i  P        /  >.,  ,  sini 


\ 


T; 


/.     A 


/     '  I  ,     """•  ' 


Les  relations  (  66'  )  et  (67')  font  ensuite  connaître  /, .  a,,  A,,  c,. 

(Considérons  le  cas  particulier  où  g,=  o  :  si  /*,  est  positif,  il  vienl 
comme  précède  m  nient 


■ 


■^7  rp--      |     (a'2         h'  ll]rr.       •/''  A       h  C,  -      O. 

--  1  *  ï 

Les  plans  d'absorption  des  ondes  (  /,,  ntn       //,  )  sont  donc  confondus 
et  perpendiculaires  à  la  surface  sépara tive  des  deux  milieux. 
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Si  j\  est  négatif,  il  vient 


C,      o,         3,      v       >i 

i 
ï. 


~TV  ^-""tT  +  TF'  COSi|  =  p. 


Les  plans  d'onde  des  ondes  (/, ,  m,,    b /*,)  sont  donc  confondus  et  i 
pendiculaires  à  l'axe  Ox  suivant  lequel  s'effectue  la  propagation. 

Plus  particulièrement  encore  g ,  <>st  identiquement  nul  si  les  deux 
milieux  o  et  ï  ne  sont  pas  conducteurs  et  si  Ponde  l  /.  m,  n  \  est  uni- 
forme, puisqu'alors  les  quantités  / ,  et  A  sont  null<-.  Si  dom 

positif,   c'est-à-dire,  en.  remarquant   qu'alors  12       I.   si  >in/<r'  — • 

< 

//,  est  nul,  de  sorte Vjue  les  ondes  ( /,,  m,,  n:  ^,)  sont  uniform<      I 
correspond  au  cas  dit  de  la  réfraction  ordinaire.  Si  au  contraii 

négatif,  c'est-à-dire  si  sinz ']>  sr>  h{  n'est  pas  nul,  de  sorte  que  les  ondes 

1 1 

(/,,/?/,,  d  nx)  sont  évanescentes.  Ceci  correspond  au  cas  dil  <i 
réflexion  totale. 

Enfin,  les  formules  relatives  aux  ondes  (Zj,  m[,      n\)  se  déduirais  Ql 
de  celles  relatives  aux  ondes  (/',  >//' .  ±  n')  par  l'adjonction  de  l'indi 
au  bas  des  quantités 

ii  ,    ^  .    <  '.  .    Z   ,    y .    y,    I..    "  .    b  .    -    .    A  .    i-  . 


I\  .  Relations  entre    les  coefficients  d'amplitude; 

conditions  pour  que  le  problème  soit  détermine 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  appliquer  les  équations    i5),     iG),     i   . 
(  (S  i.  i  <)  ».  spéciales  à  la  surface  séparative  z      <»  des  deux  milieux 
qui  nous  fournira  un  certain  nombre  de  relations  entre  les  amplitudes. 
<  lomme  <>n  a  ici 


l  y.    ',.   y..    ',,  |        o,  ,        —  i. 

ces  équations  prennent  la  forme 

/       x  / 

d 

,it 

Journ,  </<*  )f<ttl>  e   i\  Kasc.  i 


. 


4  2 

el 
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\           * 

\    rr   ï„ 

L('ÏL  —'11  i  (àZt        d\t 

l(dX_dZ\    -_mj   /dXt  _  <// 

[j.  \  Oz        i).r  )        (x,      dz 

Comme  la  cinquième  résulte  des  deux  qui  la  précèdent,  nous  n'avons 

là  que  six  relations  distinctes  qui  deviennenl .  en  5  remplaçant  \ .  ^  .  X  : 
V,.  ï  ,,  X,  p^r  leurs  expressions  (  58  l  et  l  58')  et  en  tenant  compte 
des  égalités  (09), 

(69)  qR  A -A')]  ii,     u,   -^a,     a. 

A        A  A         A 

v  <  I 


<7 


I  p     i'-/  (à     a       p  p;  +  1  (A,    a,). 

f  Q       '.»        w  (A       A  Q  1.  ,       ....    A        A 

/M-(j  +  g')  +  /»(l<  -r-  IV)  _  M  "         ',»,)-H/w(U,-*    i. 

n(-V  4-  P')-l-/    lli        R  n  I'         P;)H-/   (R,H    - 


égalités  jointes  aux  égalités  (60  1,  que  non-  écrirons 

I'  /  -  -  o  m  h  H  n  0, 
,  1'  /  hQ'/«  R  m  0, 
'  t* ,  / -f-  Q ,  ///       U,  /* , 


I',  /       ',',/"     •  H',  «j 

constituent  dix  relations  linéaires  el  homogènes  entre  les  seize  coeffi 
cients  d'amplitude 

1'.  Q,   H:     P,  Q'.    li  :     P„  n,.   K,;     I',.  fVr   R',  ; 
A.     A,     A„     A  . 

Pour  que  le  problème  soit  déterminé,  il  faut  donc  se  donner  six  coeffi- 
cients d'amplitude   indépendants,   c'esl-à-dire   non   liés   par  uni-   ou 
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plusieurs  relations.  (  )n  pourra,  par  exemple.  - 
dans  le  milieu  zéro,  c'est-à-dire 

deux,  des  coefficients  P,    <  ).     h 
deu\  des  coeffi»  ienls  P     Q      R 

A  : 

ou  encore  les  amplitudes  incidentes  dans  les  milieux  oel  r,  c'est-à-dire 

deux  des  coefficients  I'.     Q,     R; 

A 
deux  des  coeffù  ienl  s  P      Q 

A'f. 

Si  donc-  on  ne  se  donnai i  (pie  les  amplitudes  incidentes  dans  le  mil 
zéro,  le  problème  serait  indéterminé. 

Cependant,  dans  la  solution  classique  du  problème  de  la  i  éflex 
de  la  réfraction,  on  ne  se  donne  que  les  amplitudes  incidentes  dan 
milieu   zéro  el  pourtant  le  problème  apparaît   comme  entièi 
déterminé.  Cette  apparence  tient  à  ce  fait  qu'on   supprin 
les  ondes  incidentes  i  /,,  ///,.       //, ),  (  /,,  m\,       n\)  dans  le  milieu  i . 
de  sorte  que  tout  se  passe  comme  si  l'on  se  donn  lit  en  o 

i  p,.  <.»,.  i;,.  a 
Remarquons,  enfin,  que  si  l'on  se  donne 

deux  des  coefficients   I'.     Q,     R;  A 

deux  des  coefficients   P  .  <>,     R',  A 

A   et  A,  ne  sonl  pas  nuls  en  général.   L'absence  «d'ondes  incidei 
Longitudinales  n'entraîne  donc  pas  celle  (ronde-  réfléchies  loi  _ 
nales;  de  sorte  «pie  si  l'on  annulait  (t  priori  A  <■!  A  .  sou    li 
que  A  el  A',  sont  nuls,  les  équations  deviendraient  im pi  '     st  à 

celle  difficulté  que  s'était  heurté  P.  Duhem  à  la  fin  de  son  prera 

Mémoire. 


j  '|  nu  is    H«n  . 

V.  Expressions  des  amplitudes  réfléchies  en  fonction  des 
amplitudes  incidentes  dans  l'hypothèse  de  Faraday 
et  de  Mossotti. 

Nous  allons  faire  le  calcul  des  amplitudes  réfléchies  en  fonction  des 
amplitudes  incidentes  dans  l'hypothèse  de  Faraday  et  de  Mossotti, 
d'après  laquelle  l'équation  (17)  est  vérifiée  dans  tout  l'espace.  Il 
résulte  alors  de  l'expression  de  0 

'    "      A  A    r"""':  )  r""  ' 

déduite  des  égalités  (58),  et  de  celle  analogue  de  0,  que  les  quatre 
amplitudes  longitudinales 

A.     A.     A,      A, 

sont  nulles,  de  sorte  qu'il  ne  subsiste  dans  les  deux  milieux  que  les 
ondes  transversales. 

D'autre  part,  l'expression  (i-i)  de  G-  devient  dans  notre  hypothèse 


fHxu 


ce  qui  change  l'égalité  (  69)  en  la  suivante  : 

R-4-R'       R, -J-R, 


(69') 


f*i©i 


Or,  celle-ci  est  une  combinaison  des  égalités  1  72  ».  comme  on  le  voil 
en  les  multipliant  respectivement  par  ///  et  /,  puis  en  les  ajout. mi 
membre  à  membre  et  en  tenant  compte  des  égalités  (56),  (56')  et  <  60'). 
Nous  remplacerons  donc  les  égalités  (  ~2.)  par  la  suivante  : 

(;.')      -[m(P-F)-/(Q-Q')]  =  ^[m(Pi-P',)    -*(Q,       Q 

obtenue  en  les  multipliant  respectivement  par  /et  —  ///.  puis  en  les 
ajoutant  membre  à  membre. 

Nous  avons  donc,   en  définitive,   pour  déterminer  les  amplitudes 
réfléchies 

P',  Q',   1!  ;     P„   Qlf   I!, 
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en  fonction  des  amplitudes  incidentes 

p,  q,  r;    p;,  <.),.  r; 
les  six  équations  distinctes  : 

l;       R         R        l;. 


P 


..,, 


—  - ., 

I  p     p      i.',     p; 
I  Q  ■-«.»'    g.    g 


(7i')      -[m(P      P')      f(Q-Q')]      -i|m(l\-l\        /m,      ,, 

u  y. , 

(7a) 


l   1'/  ,   n  m       R'/j 

'   P,  /  -i-  Q,  m       R,  //,       u, 


à  l'une  desquelles  nous  pouvons  substituer  la  combinaison 

n  (  R  ■     !  '»         // .    I  ; .    ■  R',  ) 

des  égalités  (60'  I,  obtenue  en  tenant  compte  des  équations    -■  1 

Cela  posé,   l'équation  (69')  et    la    précédente   déterminent   toul 
d'abord  Et'  et  K,  en  fonction  de  15  et  de  ll(  et  l'on  obtient 


^   1  n  y  C  '       n ,  p ,  E  ','  )  I  î        (  n  y  G  "       /* ,  fi ,  G  \    R        1  /»,  p  B*  R   . 


/    \  ti  y  C  :   \    //,y,  f  "(  i  li,         < // y  ,  <■  f  l>  //  y  f"  —  /(,  y ,  <~       I, 

Les  équations  restantes  donnent  ensuite 


f  //y,        //,y.)  I"         (/IjJl,        //,  y  i  P  »/»ifAP' 


/ 


//-i-  —  "  ;  i  ; 


1    '       /-        ///      //  v  f  n ,  y  ,  fc  - 

(  //  y. ,        // ,  y  )  < }         (  //  y ,  —  // ,  y  >  <  v>  -f-   >  // ,  y  < ,» , 


n  l; 


>yy, 


(7-1) 


I  «y,    '-  rt,  y  |P,        a  //y,  P        1  //y,        ",  y  |P, 


l;      «,r; 


/  D  1 


m 


{  11  y,    ;     //,  y  )  (_>,  •  //y,  Q         (  //y,         // ,  y     I  I 


1 


I,  I,       . 
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Par  raison  desymétrie,  on  passe  d'ailleurs  des  expressions  de  P',  Q  ,  I» 
à  celles  de  Pn  QM  R,,  en  y  permutant  P  et  P',.  Q  et  Q'„  R  et  R',; 
[j.  et  [A,,  tB  et  S,,  n  et  —  //, . 

Ces  formules  (73)  et(  -/\  )  achèvent  de  résoudre  le  problème  général 
de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  par  ondes  planes  périodiques,  que 
nous  nous  étions  posé;  dans  le  cas  particulier  où  l'on  a 


i-    q;,r;)  =  0> 


elles  deviennent,  en  tenant  compte  des  égalités  (56)  et  (  56  1  el  en 
supposant  pour  simplifier  u.  =  (xn 


//  -I-  /*,  \  /-  ■+-  m- -h  ////, 

q      "     rH(q 


//  —  //,  /■ 


m 
m'        nu 


•>.u 


n,    I- 


l;  . 


<  >, 


R,= 


n       n 

>  n 
n .-+-  n , 

2  // 


!' 


l(n       1^) 


/'-' 


/// 


n       /»("-"■)    , 


/ 


III 


III 
II 


n  -+-  /> ,    /        #1 ;  -+-  /m, 


li. 


Celles-ci  correspondent  aux  formules  de  la  théorie  classique:  si,  de 
plus,  les  deux  milieux  sont  dénués  de  conductibilité  et  si  l'onde  inci 
dente  est  uniforme,  elles  conduisent  aux  formules  de  Fresnel.  Mais  il 
resterait   à    expliquer    pourquoi    c'est   seulement    le    cas    particulier 
exprimé  par  les  égalités  (  ~5)  qui  correspond  aux  faits  expérimentaux. 
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Mémoire   sur  l'itération   des  fonctions    rationnelles 
l'wi   Gaston   .11  LIA 


LNTROD1  CTION. 

Le  Mémoire  que  je  soumets  au  jugement  de  l'Académie  est  consacré 
à  L'étude  de  l'itération  d'une  fraction  rationnelle,  s,  =  si  :  .,  dans  ; 
le  plan  des  r.  Il  n\  avait  sûr  ce  sujet,  hors  l'étude  locale,  que  deux 
Notes  de  M.  Patou  aux  Comptes  rendus  de  V  icadèmie  " 
«lu  [5  octobre  1906  et  du  21  mai  1917.  Les  résultats  qu'il  donne,  forl 
intéressants,  ne  sontque  des  exemples  <|ui  utilisent  des  propi  iétés  par- 
ticulières de  la  fonction  à  étudier.  <  >n  verra  que  ces  exemples  étaient 
les  plus  simples  qu'on  pût  imaginer.  J'ai  tâché,  dans  ce  Mémoire,  prenant 
une  fraction  f(z)  quelconque,  de  donner  des  propriétés  qui  fussent 
indépendantes  de  telle  ou  telle  de  ses  particularités.  J'ai  voulu  descendre 
du  général  au  particulier,  et  je  n'ai  donné  des  exemples  que  poui 
montrer  la  réalisation  des  possibilités  qu'une  analyse,  stricte  et  avare 
d'hypothèses  a  priori,  nu"  1  >-\  élait.  L'Académie  estimera  si  j'ai  réu 

I  )c  mon  point  de  vue,  c'est  une  étude  plus  qualitative  en  quelque 
sorte  que  j'entreprenais.  Je  cherchais  à  discerner  quelles  pourraient  être 
toutes  les  circonstances  susceptibles  de  surgir.  <  >n  verra,  dans  la  suite, 
qu'un  grand  nombre  étaient  ignorées  jusqu  à  ce  jour.  Je  n  ai  pas  la  c< 
tude-de  les  avoir  toutes  épuisées,  faute  de  temps  et  aussi  de  conm 
sauces.    Vvanl    tout,   il   fallait    montrer,   par  des  exemples,  qu< 
possibilités  révélées  par  l'analyse  étaient  effectives.  Les  exemples  que 
j'ai  donnés,  nullements  artificiels  et  toujoui  -  choisis  pour  éclairer  une 
idée,  j'ai  voulu  aussi  les  étudier  à  tond.  <  lelte  étude  n  1  |  as  été  infi 
tueuse,  comme  le  montreront,  je  l'espère,  les  exemples-des  deuxième, 
troisième  el  quatrième  Parties  de  ce  Mémoire.  Mais  elle  .1  été  longue, 


('  )   M  < •  1 1 couronné  pai  l  Vcadéi les  Sciences  di   l'a  Prix  0 
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et  mon  temps  était  court.  Il  reste  des  questions  à  traiter,  .le  les  indi- 
querai chaque  fois  que  je  le  pourrai,  sans  être  trop  long. 

La  question  qui  domine  cette  étude  est  la  suivante  :  un  point  z  étant 

donné  dont  les  conséquents  r,.  r_ r„,  ...forment  un  ensembh  ■  . 

quelles  sont  les  propriétés  de  l'ensemble  e  .  dérivé  de  l'ensemble  c\ 
L'étude  locale  avait  abordé  dc>  cas  <>u  /•  se  composait  d'un  point  ou 
d'un  nombre  fini  de  points  (point  limite  à  convergence  régulière,  et 
groupe  circulaire  limite).  Plus  généralement,  £  étant  un  point  de  e'. 
un  point  limite  de  points  de  e,  j'ai  cherché  dans  quel  domaine  ;  pou- 
vait varier  de  façon  que  1  restât  fonction  analytique  de  z.  sans  singu- 
larités essentielles.  Les  exemples  connus  montraient  que  Ç  pouvait 
être  une  constante  dans  une  région  du  plan  dos  -  et  uneconstante  diffé- 
rente dans  d'autres  régions.  Il  fallait  voir  quels  étaient  les  ensembles 
séparateurs,  c'est-à-dire  Vensemble  de  points  tels  que,  z  franchissant 
un  tel  ensemble,  1  cessât  d'être  fonction  analytique  de  z.  Il  fallait 
chercher  les  singularités  essentielles  de  1  considéré  comme  fonction 
de  z.  C'est  l'objet  de  la  première  Partie  de  ce  Mémoire. 

M.  Fatou  avait  montré  sur  des  exemples  <  1 5  octobre  [90O  que  cet 
ensemble  des  singularités  pouvail  être  parfait  discontinu,  ou  continu 
linéaire.   Dans   ions  les   ras,  il  contenait  tous   les  points  z  =  oJz) 

OÙ  |<p^(3)|>I. 

.le  résolus  d'étudier  u  priori.  dans  le  cas  général,  l'ensemble  E  des 

points;      ¥p(z)(p      '•" ao)  poui  lesquels  |çj,(r)  >•  1 .  C'était 

un  ensemble  dénombrahhv  Les  travaux  de  M.  Monte!  sui  les  suites 
normales  donnai  en  1  immédiatement  des  propriétés  simples  pour  tout 
point  P  de  L.  Dans  tout  cercle  de  centre  P,les  fonction 
®->(z),  ...,  ®n(z),  •••  [itérées  indéfinies  de  'f  ~  »  |  prennent  à  purin 
d'un  certain  rang  foutes  les  valeurs  complexes,  sauf  deux  au  plu.s 
ri  les  cas  où  les  valeurs  exceptionnelles  sont  une  ou  dru ,  sonldéfinis 
nettement.  La  comparaison  de  ce  résultat  avec  le  théorème  classique 
de  M.  Picard  sur  les  points  singuliers  essentiels  me  conduisait  a  penseï 
(pie  l'ensemble  E,  avec,  naturellement,  son  dérivé  E  .  constituait  l'en- 
semble des  singularités  quejc  cherchais.  Je  reconnus  que  E  contenait  E 
ri  que  1/  était  parfait  :  tout  point  <h>  E  possède  d'ailleurs  la  propriété 
que  nous  venons  de  reconnaître  aux  points  de  E,  et  cette  propriété 
caractérise  les  points  de  E',  J'étudiai  la  structure  de  Iv  sans  aucune 
hypothèse  restrictive  à  priori .  L  pouvait  être  discontinu,  ou  continu 
linéaire,  ou  continu  superficiel.  Je  montrai  facilement  les  deux 
premières  possibilités  surdesexemples,  et  pourla  troisième, je  montrai 
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que  E'  ne  pouvait  contenir   une  aire  plane  à  deux  dimei  sans 

contenir  tout  le  plan.  Par  comparaison  des  élém  i  1  ^ « 

question  présente  et  à  celle  qui  vise  la  discontinuité  propre  ou  in 

des  groupes  aulomorphes  dans  le  plan,  je  fus  conduit  à  penser  qi 

dernière  éventualité  pouvait  se  présenter,  mais  je  n'a 

liser  dans  un  exemple;  les  analogies  sur  lesquelles  j'ai  in  nt, 

à  tout  le  moins,  qu'on  ne  pourra  rejeter  la  possibilité  p< 

vrir  tout  le  plan  que  par  une  démonstration  rigoureus     I 

ii  la  donner.  En  sorte  que,  sur  ce  point,  je  n    i     dai         doute.  J  ai 

donné  des  critériums  qui  permettent,  en  pratique,  de  reconnaître 

cits   usuels   où  K    n'est  pas    linéaire  ou  discontinu,   el  j  ai   n 

comment  la  structure  de   E    est  la  même  dans  touU  s  ses  pa 
J'ai  montré  aussi,  en  particulier,  sur  les  exemples  de  M.  I  mi- 

ment la  connaissance  de   propriétés   parliculi  pouvait 

être  utilisée  à  étudier  la  structure  E  . 

Passanl  ensuite  au  cas  où  I'  ne  contienl  pas  tout  le  plan,  je  mon 
et  c'est  fondamental,  que,  dans  toute  région  I»  ne  contenant  aucun 
poinl  de  E',  la  suite  des  i  -i   normale,  el  par  suite  tout  p 

limite  '(,  de  conséquents  de  z  est  fonction  analytique  de  z  dt        D 
I  ,e  résultat  cherché  était  donc  acquis. 

Toul  point  limite  "'  de  conséquents  <lc  z  esl  fou  ci  ion  analytique  de  : 
tant  que  z  ne  rencontre  aucun  poinl  de  l'ensemble  I   .   L'ensembl    1 
constitue  donc  bien  V  ensemble  des  singularités essentielles  pour  /<  i 
fonction  limite  de  fonctions  extraites  de  l<>  suite  ■  '  ette 

remarque  rapproche  du  théorème  de  M.  Picard  le  théorème  q 
démontré  suc  les  valeurs  exceptionnelles  de  la  suite  d<  - 
de  toul  pointde  I.  .  La  question  posée  se  trouvai!  donc  théoriquen 
résolue  :  si  l'on  considère  les  divei  ions  que  I    délimite  dai 

plan  (  il  n'y  en  a  qu'une  si  E  esl  partoul  discontinu  i    i  si  l'on  connaît 
l'allure  de  la  suite  des   s  i  s  i  dans  aneparti  ■  arbitrairement  / 
chacune  de  ces  régions,  on  connaîtra  cette  allure  dans  chacune 
régions  considérée  dans  toute  son i  étendue  ;  le  problème  revient   i 
du  prolongement  analytique,  toute  fonction  limite  de  f<  m  I 
étant  analytique  dans  toute  l'étendue  de  la   : 
dit  tout  l'essentiel  de  la  première  Partie  de  mon   Mémoire.  I 
d'ordre  toul  à  l'ail  général,  comnn l'a  vu. 

\lai>  c'esl  là  une  solution  théorique  cl  l'on  sail  qn 
satisfonl  jamais  pleinement.  Poincàrédisail  avec  h<  aucoupde  fin*  - 
«   Il  n'\  ;t  plus  de  problèmes  résolus  el  d'autres  qui  ne  le  sonl 
\  a  seulemenl  des  problèmes  plus  ou  moins 

Joui  n    r/i     \/ath 
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Cel  enseml)le  E'  qui,  théoriquement,  est  bien  défini,  à  L'aide  de  E 
dont  la  construction  point  par  point  exige  déjà  la  résolution  d'une 
infinité  dénombrable  d'équations  algébriques,  il  fallait  voir  d'une  façon 
nette  ses  propriétés  géométriques.  Cela  n'esl  possible  tout  à  fait  que 
dans  des  cas  extrêmement  particuliers  comme  celui  des  fractions  à 
cercle  fondamental.  Dans  la  plupart  des  cas,  il  faut  se  résignera  moins 
de  précision.  Il  en  est  de  même  pour  l'étude  de  toutes  les  fonct, 
limites  de  la  suite  des  ©,  <  z  \  dans  une  des  régions  de  plan  que  déli- 
mite E'.  Je  n'ai  pu  la  faire  qu'à  partir  de  l'élude  locale  entamée  pal- 
mes prédécesseurs,  mais  au  prix  d'hypothèses  supplémentaires.  J'ai  en 
effet  appliqué,  dans  la  deuxième  Partie  de  ce  Mémoire,  les  résultats 
généraux  obtenus  dans  la  première,  à  l'étude  de  la  convergence 
régulière  ouperiodique  vers  nu  point  ou  un  groupe  circulaire  limite 

[c'est-à-dire  les  points  'Ç  —  9CC),    p'(Ç  )  |  <  1  ou  les  group  

'-',,_,.    définis    par    l       fy(fc),  £•  =  ?(£,_,),   |  o'fi  (  '-'  >  I  <  1  |.   Supposer 
l'existence  d'un  tel  point  ou  d'un  tel  groupe,  esl  une  hypothèse  sup- 
plémentaire, car  on   peut  facilement   construire   des    fractions 
pour  lesquelles  toute  racine  de    s       s(s)    rend  t.    I  •  n'ai 

cependant  réussi,  ni  à  construire  une  fraction  pour  laquelle 
toute  racine  de  z  =  op(z)  rend  |ç>J,(s)  |  >  1 ,  quel  que  soil  /»,  ni  à 
montrer  que  pour  toute  fraction  :p(s  )  il  \  a  nécessairement  un  nombre/; 
et  une  racine  de  l'équation  z=  op{z)  qui  rende  <  i.    Il   esl 

facile,  en  prenant  une   fraction  singulière  à  cercle   fondamental  par 
exemple,  fraction  pour  laquelle  le  point-limite  unique  pour  tout  le 
plan,  sauf  E'  est  un  point  de  E',  de  vérifier  qu'on  peut  avoir,  pour  toute 
racine  de  z  =  fp(z),  \ç   (z)\     1  quel  que  soit  p  (mais,  dans   le  1 
cité,  il  y  en  a  une  pour  laquelle  9  (z)  =  1  ). 

Mais,  en  admettant  l'existence  d'un  point-limite  ou  d'un  groupe 
circulaire  limite  (ce  qu'il  est  facile  de  reconnaître  dan-  chaque  1 
particulier),  on  peut  rechercher  quel  est  le  domaine  de  convergence 
vers  ce  point  ou  vers  ce  groupe,  c'est-à-dire  l'ensemble  des  points  dont 
les  conséquents  tendent  régulièrement  vers  le  point-limite  ou,  pério- 
diquement, vers  les  pointsdu  groupe circulaireJimite.  On  montre  que 
tout  point  limite,  ou  tout  point  d'un  groupe  circulaire  limite  est  inté- 
rieur à  une  région  R  d'un  seul  tenant  limitée  par  l'ensemble  E  (')  (je 
veux  dire  que  toussespoints  frontières sontpoints de  I .  (dont  toul  point 
intérieur  a  des  conséquents  qui  tendent  régulièrement  vers  le  point- 
limite  ou,  périodiquement,  vers  les  points  du  groupe  circulaire  limite. 

(')  Ici  E'  ne  peut  êlre  que  continu  linéaire,  ou  discontinu. 
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R.  sera  le  domaine  immédiat  de  convergence  vers  le  point-limite;  pour 
les  groupes  limites,  !  ensemble  des/?  domaines  l!  :  inls 

du  groupe  sera  le  domaine  immédiat  de  co/ivt 

(  Î'e6t  h  ii  résultai  capital  que  tout  domaine  immédiat  de 
vers   un  point  ou  un  groupe  limite   contient  un  point  critinu 
fonction  fy(z)inve)  se  de  op    :   ,  point  qui  est  conséquent  d'un  poinl 
■l,  (ri      i)  égalemenl  contenu  dans  le  domaine  immédiat  considi 
D'où  la  limitation  du  nombre  <l>'s  jioinis  ri  des  groupes  cir>  ni>i 
limites  pour  une  fraction  quelconque. 

Mais  le  domaine  loi  ni  de  convergence ,  vers  un  poil 
limite,  peut  être  plu-  étendu  (pn*  If  domaine  immédial  :  il  se  com] 
alors  d'une  infinité  de  régions  séparées,  sans  connexion  '•//// 
séparées  par  E',  louh-s  limitées  par  des  points  de  I    . 
régions  sont  antécédentes   successives  du   domaine    immédial  el  le 
domaine  total  de  convergence  vers  un  point  ou  un  groupe  limil 
pour  frontière  tout  Vensemble  Y.  . 

Il  est  facile,  en  étudiant  la  connexion  d'un  domaine  immédial 
prouver  qu'il  esl  simplement  connexe  ou  d'un  ordre  nnexion 

infini.  <  >n  en  déduit,  entre  autres  conséquences,   qu 
nombre  des  points  limites  dépt  \  haque  poinl  d'un  g  >.  ■ 

laire  limite  comptanl  pour  un  dans  ce  nombre),  nn  dt 
plus  aura  un  domaine  total,  d'un  seul  tenant,  confondu  a\ 
domaine  immédial,  ions  les  autres  ayant  un  domaine  total  f  ' 
</'////>■  infinité  d'aires.  La  considération  de  la  surface  de  li 
<;  de  |  i  s)  esl  ici  f.»  ri  utile.  Ellepermel  de  se  rendre  compte  des  rais 
naturelles  de  toutes  ces  particularités.  I    le  explique  aus 
des  résultats  fournis  par  M.  Faton  dans  ses  deux  Notes  de  i  du 

■>  i  mai  1917.  On  irai  le  aussi  des  exemples  simples  el  déjà 
raux,  assez  varies.  Puis  on  donne  des  exemples  de  cin  onsl 
velles  : 

A .    I  >omaine  total  à  une  infinité  de  pi 

lequel  on  étudie  à  1 f<>ud  le  groupemenl  de  ces  domaines  el  la  distribu- 
tion de  \i   clans  le  plan  ;       I  temples  I  irés  de  la  règle  de  New  Ion. 

I'».   Pour  la  connexion  des  dom  unes  imim  temple 


où,  | •  \  assez  '.  rand,  le  cl ne  11  n  infinie 
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par  une  infinité  de  continus  linéaires  distincts,  deux  à  deux  extérieurs. 

C.  ",  ~  -2  —  2  qui  prouve  que  E'  peut  être  un  continu  linéaire  non 
fermé  :  le  segment  (—  2-1-2)  de  l'axe  réel,  par  exemple.  Il  prouve 
aussi  qu'un  point  critique  de  ']>(-)  ainsi  qu'un  point  où  s'(-)  =  o 
peuvent  être  des  points  de  E'. 

Dans  la  troisième  Partie,  qui  utilise  les  résultats  de  la  deuxième,  je 
me  suis  plus  spécialement  attaché  à  éclaircir  la  nature  de  E',  lorsqu'on 
reconnaît  qne  c'est  un  continu  linéaire.  M.  Eatou,  en  1906,  s'aidant 
de  considérations  sur  les  équations  fonctionnelles,  donnait  l'exemple 

z,  =  - — —-où  E'  n'était  pas  analytique;  encore  fallait-il  en  avoir  une 

raison  plus  géométrique,  indépendante  des  équations  fonctionne 
et  voir  pourquoi  1/  n'était  pas  analytique. 

Je  donne  des  exemples  très  généraux  ou.  à  l'aide  d'hypothèses  sur 
®(z  )  qui  sont  des  inégalités,  je  réussis  à  montrer  directement  que  I. 
est  une  courbe  continue  de  Jordan  fermée  et  simple  II  en  esl  ainsi 

pour  l'exemple  zt  =  -         en  particulier.  Sur  cette  courbe  de  Jordan, 

les  points  de  E,  partout  denses,  sont,  en  général,  des  points  où  lu 
courbe  n  a  même  pas  de  tangente.  |  Il  suffit  qu'en  ce  point  - 
o'p(z)  ne  soit  pas  réel,  pour  qu'on  puisse  affirmer  l'absence  de  tangente; 
c'est  bien  là  le  cas  général.] 

Pour  d'autres  exemples.  z{  :  en  particulier,  je  moi 

que  E'  est  une  courbe  Y  continue,  fermée,  représentable  par 

'      /(<)■    y      - 

/"et  «  étant  continus  dans  a  I  A,  niais  ayant  des  points  doubles  par- 
tout denses  sur  elle-même,  tonnée  par  la  réunion  d'une  infinité  de 
courbes  Z  ('  )  dont  chacune  est  une  courbe  de  Jordansimple  ferin 
tout  point  d'une  courbe  G  étant  point  limite  de  courbes  z  qui  sont 
extérieures  à  celle  que  l'on  considère,  et  dont  les  dimensions  tendent 
vers  zéro.  Je  donne  d'ailleurs  (2e  Partie  1  un  schéma  qui  permi 
représenter  une  telle  courbe  Y. 

Enfin  dans  la  quatrième  Partie,  j'ai  étudié  complètement  les  con- 
vergences singulières  vers  un  point-limite  singulier 


?(?), 


f'i  Et  par  les  pqints  liantes  de  ces  ccnirbi 


s  ru   l'itération   des   fon(  no   - 
ou  vers  un  groupe  singulier  issu  de 

0  étant  réel  et  commensurable  à  -±-. 

Un  tel  point'Cesl  toujours  de  E    mais  esl   limite  des  i  icnts 

des  points  d'un  domaine  II.  contigu  à  C,  limité  p       !       R 
domaine  immédiat  de  convergence   vers  -     m   me  chose  p 
groupe  limite  singuliei  ».  J'étends  la  notion  de  domaine  loU 
donne  dès  exemples  où  ce  domaine  total  compte  une  infinité  • 
YJ  étant  courbe  continue  à  points  doubles   partout   denses 

même    (-,=  -  +  r')    comme    dans    l'exemple    zt  =  ~z  ■    Le 

domaine   immédiat    contient   toujours,  ici  encore,  un   point  criti 
dei|/(*). 

J'ai  été  moins  heureux  dans  l'étude  des  points 


C  =  ? 


lorsque  0  est  incommensurable  à  2-,  et  je  n'ai  pu  que  réduire 
sibilitésàdeux  qui,  pour  un  exemple  donné,  s'excluent  mutuellement. 

1"  Ou  bien  1  n'est  pas  de  \.  ;  alors  c'esl  un  centre  t  il  esl  int<  1 
à  une  région  1!  1  '  1  du  plan,  limitée  par  I   ,  sillonm 
lytiques  qui  entourenl   -.  conservées  pai  el  sui 

desquelles  les  conséquents  d'un  poinl  de  cette  courbe  sonl 
denses.   Uors  aussi  l'équation  de  Schrujdei 

F[?(c)]  =  ,     I 

a  une  solution  liolomorphc  dans  toul  lî.  -'  11  est  point  limite  / 
conséquents  d'aucun  p<  fut  du  plan. 

>  '  Ou  bien  ~  es/  de  E  ,  cl  Ton  peul  le  reconna 
point  limite  pour  les  conséquents  d'un  point  critique  de  la  ! 
de  \\  z  )  qui  égale  '  au  point  '_'. 

Je  n'ai  pu  former  d'exemple  de  fonction  rationnelle  po 

m  pour  ■■".  Je  reste  donc  ici  encore  dans  le  doute, 
sibilité  pouvail  se  trouver  vérifiée,  on  aurait  un  exemple  où 
des  s  1  z  »  admel   dans    I!  um'   fond  ion    limi  1 

li.  ni  aucune  des  1  •  •■  1 nt<  cédenles  de  R,  1 

poinl  critique  de 
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exemple,  ;  serait  limite  de  fondions  d'indi 

convenablement   choisis,  de  façon  qui  ....  tendent  vers  i. 

Dans  H  on  aurait  un  développement  de  z  en  série  de  fractions  ration- 
nelles qui  convergerait  uniformément  dans  toute  aire  intérieure  à  II. 
Ce  sonl  là  des  résultais  connus  de  la  théorie  des  fonctions,  mais  inté- 
ressants à  retrouver  ici. 

Il  reste,  on  l'a  déjà  vu,  bien  des  questions  à  traiter,  .l'aurais  pu 
aussi  appliquer  les  résultais  obtenus  ici  aux  équations  fonctionnelles 
bien  connues  depuis  les  travaux  de  \l.  Kœnigs  et  de  -   -  sseurs. 

Gela  sortait  de  l'objet  propre  de  ce  Mémoire  qui  est  l'élude  de  l'ité- 
ration   elle-même   :  peut-être    reviendrai-je    ultérieuremenl   - 
questions  ainsi  laissées  en  suspens. 

Préliminaires. 

.l'a mai  besoin,  dans  le  Mémoire  qu'on  va  lire,  de  certains  résultats 
de  la  théorie  des  fonctions  qui  ne  sont  pas  tous  classiques  cl  donl  la 
pluparl  sonl,  à  l'heure  actuelle,  disséminés  dans  diverses  revues  ou 
publications  mathématiques,  .le  vais  donc,  dan-  ces  préliminaires, 
rappeler  ces  résultats  en  renvoyant  le  plus  souvent  aux  <  )a\  rages  ori- 
ginaux pour  leur  démonstration.  J'ajouterai  aussi  quelquefois  el  ) 
particulièrement  aux  paragraphes  \  el  5  qui  traitent  de  divei 
questions   de   représentation    conl  -    modifications   ou 

additions  aux  résultais  connus  jusqu'ici  qui  me  seront  util*  s  A,\w^  la 
suite.   J'ai     pensé    qu'ainsi    se    trouverait    allégée     l'exposition    du 
Mémoire,  el  plus  facile  a  suivre  le  dévelop]  emenl  propre  de  la  qu 
lion  qu'il  traite  :  itération  d<>>.  fractions  rationnelles. 

1.    /{<//>/)(-/  de  résultats  connus  sur  V itération  rn  général  <  ' 
Kœnigs,    innales  de  V Ecolo   Yor/nafe  supérieure,  1884,  Supplémenl 
n"  1  et,  nos  ï'\,  :>.'>  1.        1  "  Si  si  -  1  est  une  Ion  et  ion  analytique  de  -  dans 
une  légion  I!  du  plan  qui  contient  nue  racine  '-'  de  l'équation 

0 

pour  laquelle  |  z>'(  'Ç)  \  ^  t,  on  peul  entourer  .d'un  cercle  (]r  de  conli 
de  rayon  assez  petit  c  tel  que,  si    :  -  .  on  ail 

il  étanl  un  certain  nombre  positif  compri  s  entre  o  el  1 . 
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■  i  dit  |t  jint-lini  ite  à  convergence 
d'un  point  z  quelconque  intérieur  à  ' 


:  S 


Lendenl  vers  '  et  vers  -  seulement. 

2"  Supposons  que  dans  la  région  l!  analytique,  on  Un 

un  >\  stème  de  n  points  distincts  Ç,  ~n  ~, ",,_,  qui  >oit  un  t 

circulaire  limite,  c  est-à-dire  te!  que 

-:,     ? 

: 

Les  //    points   sonl    permutés   circulairemenl    par  |  :    . 
démontre  que  tout  point  ',,  du  groupe  esl   le  < 
l'intérieur  duquel 


1 1  «''tant  entre  o  et  i 

(  )n  peul  aussi  entourer  chacun  des  l    d'un  cercl 
intérieur  à  C,-.,  tel  que  si   z  est  intérieur  à  <  séquents 

z, -w_,  soient  respectivement  à  l'intérieur  de  '         ' 

pris  dans  l'ordre  circulaire  à   partir  de   <  '.,.>!  alors  on  pari  d'un 
point  3  intérieur  à  C  ,  on  revient  avec  z„  dans  C   el  à  une  dista 
de  Z, inférieure  à  celle  de  z  à  -i  <ll    :       -'    |;  nts 

. . .    tomberont  comme   : . .  :  .  ...  dan-  les 
,  ...  mais  plus  près  de  ,  ...  que  :  ...  I 

:_,„  . . .  aui'oni        '  il  pour  limite  ;  les  poin  I 

auronl  l    ,  pour  limite,  etc. 

La  suite  r.  j,,  r_.  ...  convergera  donc  périodiquement  vers 
(1rs  poin  ts  -  du  groupe  circulaire  limil 

*1.   Les   familles  normales  de    fom  lions   analytiques.    —    ' 
notion  a  été  introduite  par  M.  Mon  tel,  dans  différents  Mém 


i  hi  pose  'i  babil ude 

ci, mi  \<'-  ■■■  •  1 1  -•  ■  [iicnts  'I  ordi 


,i  I  un    i 
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lesquels  je  citerai  sa  thèse,  et  deux  Mémoires  parus  dans  les  i/inales 
de  l'École  Vor maie  supérieure,  en  1912  et  1916.  Elle  s'esl  montrée 
féconde  dans  plusieurs  questions  de  théorie  des  fonctions  traitées  par 
divers  auteurs  el  par  \1.  Montel  lui-même  dans  les  Mémoires  pr< 
dents.  On  verra  dans  la  première  Partie  de  ce  Mémoire  que  celte 
notion  m'a  été  très  utile. 

M.  Montel  dit  qu'une  famille  de  fonctions  analytiques  est  normale 
dans  un  domaine  I),  si.  de  toute  suite  infinie  de  fonctions  de  cette 
famille,  on  peut  extraire  une  suite  nouvelle  convergeant  uniformément 
à  l'intérieur  de  I). 

11  démontre  (§  2  à  (>  du  Mémoire  de  i c>  1  (i  )  <[u'une  famille  I  I  )  de 
fonctions /Y r  )  bornées  en  ce  point,  possède,  -i  elle  est  normale,  les 
propriétés  suivantes  : 

1  "  Les  fonctions  sont  bornées  dans  l'intérieur  de  h. 

Les  fonctions  sont  également  continues  dans  l'intérieur  de  I  >. 
Les  fonctions  /'(  r  1  —  a  ont,  pour  chaque  valeur  de  a .  un  nombi e 
fini  de  zéros  à  l'intérieur  de  I  ).  si  a  n'esl  pas  une  fonction  limite. 

Les  fonctions  bornées  dans  leur  ensemble  dans  l'intérieur  d'un 
domaine  I)  forment  une  famille  normale.  I  ne  famille  de  fonctions 
holomorphes  dans  le  cercle  de  rayon  1.  a  l'intérieur  duquel  elles  ne 
prennent  ni  la  valeur  o  ni  la  valeur  1 ,  est  une  famille  normale  |  ^  10  |. 
Les  valeurs  exceptionnelles  0  et  1  peinent  être  remplacées  par  d 
autres  valeurs  finies  distinctes  quelconques. 

Dans  le  Chapitre  IV  de  son  Mémoire  de  1916,  M.  Montel  cn> 
les  familles  normales  de  fonctions  méromorphes,  qui  sont  pour  nous 

les  plus  intéressantes.  I  ne  famille  ( F)  de  fonctions,/!  ~  I  mér orphes 

dans  un  domaine  1)  est  dite  normale,  si,  de  toute  suite  infinie  formée 
avec  les  fonctions  de  la  famille,  on  peut  extraire  une  suite  nouvelle 
convergeant  uniformément,  dans  le  domaine  ouverl  I).  vers  une 
(onction  limite,  ('elle  fonction  limite  est  une  fonction  méromorphe 
qui  peut,  dans  certains  cas,  être  une  constante  finie  ou  infinie  (§27 
et  28  du  Mémoire  cité,  où  la  convergence  uniforme  est  bien  défin 
Au  paragraphe  «~l  on  trouve  le  théorème  fondamental  :  Les  fonc- 
tions f(z)  méromorphes  dans  le  domaine  I)  où  elles  ne  prennent 
jamais  les  valeurs  distinctes  a,  A,  c,  forment  une  famille  normale. 

Aux  paragraphes  53  et  5i  on  voit  que,  si  les  fonctions  méro- 
morphes d'une  famille  normale  sont  bornées  en  un  point  P  du 
domaine  D,  il  existe  un    cercle  (r)   de  centre   P  tel  qu'aucune  des 
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fonctions  de  la  famille  n'ait  de  pôle  à  l'intérieur  de  (<    .  D  part, 

si  D'  est  un  domaine  complètement  intérieur  à   I»  et  roui,!,:;1  i 
nombre  dés  pôles  de  chaque  fonction  contenir  dans  I»  est  inférieur 
à  un  nombre  fixe. 

Je  rappelle  enfin  qu'au  (  lhapitre  III  du  Mémoire  de  1912,  on  tr< 
quelques  intéressantes  propositions  sur  la  converg* 
fonctions  holomorph es,  qui  sont  toutes  déduites  du  théorème  fonda- 
mental suivant  (  §  50). 

Soit  une  suite  infinie  de  fonctions 

/l(«),      /.(3),        .... 

holomorphes  dans  I)  et  appartenant  à  une  famille  normale  dans 
domaine. 

1  "  Si  la  suite  converge  en  une  infinité  de  points  intérieurs  dans  leui 
ensemble  à  I)  ('  ),  elle  converge  dans  tout  le  domaine; 

5i  la  suite  converge  dans  l>.  la  convergence  est  uniforme  dans 
l'intérieur  de  D. 

5.   Rappel  de  notions  sur  les  ensembles  de  points.  —  <  >u  trouvera 
ces  notions  dans  l'article  de  V Encyclopédie  française  des  Scit 
mathématiques  sur  les  ensembles  de  points,  rédigé  par   M    Zoretli 
(t.  Il,  vol.   I,  fasc.  '2)  sous  la  rubrique  :  Structure  des  ensembles 
fermés  (§  10,  11,  L2,  15,  14). 

On  3  verra  ce  qu'est  un  point  intérieur  à  un  ensemble,  ce  qu'est 
un  ensemble  bien  enchaîné  entre  deux  de  ses  points ^  ou  d*un  sent 
tenant   entre  ces  points,   un    domaine   ouvert     domaine   W    .  une 

coin  bc  de  Jordan,  etc. 

I  n  point  intérieur  à  un  ensemble  est  tel  que  tons  les  points  d'un 
cercle  de  rayon  assez  petit,  avant  le  point  pour  centre,  appartiennent 
à  l'ensemble.  Les  points  frontières  de  l'ensemble  ne  sont  pas  inté- 
rieurs. I  n  domaine  ouvert  1  domaine  W  test  un  ensemble  tel  que  : 

1"    Tout  point  de  l'ensemble  est  intérieur  à  Vensembl 
■<"  Deux  points  de  l'ensemble  peuvent  toujours  être  joints  pai  une 
ligne  brisée  dont  tons  \r<  points  appartiennent  ù  I  ensemble 

I  u  ensemble  bien  enchaîné  ou  d'un  seul  tenanl  entre  deux  d 


C'esl  .i-ilni-  oyanl  au  moins  un  point  limite  1  D. 

1  ' 
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points  est  tel  que,  que]  que  soit  i  positif  donne,  on  peut  trouver  une 
succession  de  points  de  l'ensemble  commençant,  et  finissant  par  les 
deux  points  donnés,  et  tels  que  la  distance  de  chacun  au  suivant  soit 
inférieure  à  z. 

Une  ligne  de  Jordan  simple  est   le  lieu  des  points  définis  par  de 
équations  telles  que 

x      /(/).        y-g\  i    i), 

où  Ton  n'a  jamais  simultanément 

/(a         /    b),         g   a)       g-(b), 
sauf  pour  a  —  h. 

<  l'est  une  ligne  continue  sans  point  double. 
Elle  esl  fermée  lorsque  les  égalités 

/'■' 

sont  possibles  simultanément  [unir  a  =  o,b-.  i.  et  pour  ces  valeurs 
seulement. 

M.Jordan  a  démontré  ce  résultat  fondamental  qu'une  telle  ligne 
fermée  C  divise  le  plan  en  deux  régions,  une  dite  intérieure,  l'autre 
dite  extérieure  à  (>,  el  Ton  ne  peut  tracer  une  ligne  de  Jordan  simple, 
unissant  un  point  extérieur  à  un  point  intérieur  qui  ne  rencontre  la 
courbe  (  ]  en  un  point  au  moins. 

1.  La  représentation  conforme  des  domai nés  simplement  con- 
nexes sur  V intérieur  d'un  cercle.  Propositions  diverses  sur  lu  repré- 
sentation conforme.  —  On  a  souvent  à  considérer  dans  la  théorie  des 
fonctions  des  domaines  qui  se  recouvrent  eux-mêmes  à  la  façon  <\>'< 
surfaces  de  Riemann. 

Dans  son  Mémoire  Sur  C  uniformisation  des  fondions  analytiques 
i  Icta,  t.  \  \  \l  i,  Poincaré  les  définit  d'une  façon  bien  précise  i  voi.r§  !i. 
définition  des  domaines  D)  de  proche  en  proche  par  la  méthode  du 
prolongement  analytique.  Il  définit  ce  qu'on  appelle  une  ligne  conti- 
nue tracée  dans  un  domaine,  une  ligne  fermée,  une  aire  continue  dont 
tous  les  points  font  partie  du  domaine,  et  la  frontière  de  cet  te  aire.  Le 
domaine  est  dit  simplement  connexe  si  toute  courbe  fermée  tracée  sili- 
ce domaine  est  la  frontière  complète  d'une  aire  continue  dont  tous  les 
points  font  partie  du  domaine. 

11  établit  dans  ce  Mémoire  qu'on  peut   faire  la   représentation  cou- 
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forme  de  l'intérieur  du  domaine  soil  sur  l'intérieur  d'un 

sur  le  plan  entier  moins  le  point  à  l'infini,  soit  sur  le  plan  comp 

parle  point  à  l'infini  «  '  }.  Dans  un  Mémoire  du  Tome  l.\  \ll  i   3  >/  'h. 

Innalen,  M.  Carathéodory  reprend  l<  1  le  domaine 

sente  conformément  sur  l'intérieur  d'un  cercle    Si  une   Fon 
est  holomorphe  dans  un  cercle  C  et  sur  ce  cercle,  le  poinl  : 
décrit,    lorsque  l<-    poinl  z  décrit   l'intérieur  de  G,   l'intérieur   d'un 
domaine  I)  simplement  connexe  limité  par  un  seul  contour  analytique, 
et  I)  est  de  l'espèce  indiquée  plus  liant  :  il  peul  -  ivrir  lui- 

et  il  se  recouvre  lui-même  en  général.    La   fonction   r,  1  établit 

une  corfespondance  conforme  entre  l'intérieur  de  C  el  l'intérieui 
domaine  D.  En  particulier,  si  le  domaine  D  ''-1   un  domaine  borné  ne 
se  recouvrant  pas,  el  défini  comme  la  limite  pour         x    d'une  suite 
de  domaines Dn  Do. ..,  ne  se  recouvrant  pas,  limités  chacun  j    1 
courbe  analytique  fermée  <  ! .  tels  que  I  >  contient  I  >      .1  son  întéi  ieur, 
si  /',(:■)  est  la  fonction  qui  fait  correspondre  conformément  l'intéi 
du  cercle  |;|<^i   à  l'intérieur  du  domaine  D  [avec  la  condition  que 
/',  (0)  =</'a  (o)      ...  d  que/  1  0  »  est  réel  |.  la  suite  di  - 
uniformément  \<irs  une  fonction  limite  f{  :  «dans l'intérieui  de    :  |<  1  : 
f(z)  est  analytique  dans|-|<ie1   représente  conformément  l'inté- 
rieur |  -  |<C  1  sur  l'intérieur  de  I  >. 

<  )n  peut  admettre  des  domaines  D  contenant  le  point  à  l'infii 
ad  met  ta  ut  pour  /'<  r  ides  pôles  à  l'intérieurdu  cercle  de  représentation, 
cela  nous  arrivera  souvent  dans  la  suite, /(-) étant  fraction  rationnelle. 
<  )n  passera  alors,  si  l'on  veut,  à  la  sphère  de  Riemann  pour  suppi 
la  variable  r  et  les  divers  domaines  :  c'est  là   une  conception  fain 
au\  géomètres. 

Dans  deux  remarquables   Mémoires  du    t'orne   l.\\lll  des  M 

Innalen,  VI .  Carathéodorj  représente  uniformément  l'intérieur  d'un 
domaine  borné  <  ■  simplement  connexe,  ne  se  recouvrant  pasl 
sur  l'intérieur  du  cercle  |~|<0    el  il  étudie  la  correspondance  entre 
les  points  frontières  de  1  el  les  points  frontière  «lu  domaii     lî 

Cette  étude  a  été  reprise  plus  simplement  pai  M.  Lindelol 


1  Si  le  domaine  a  au  moins  deux  points  (Y011 

que  se  fait  la  repi  ésen  Lai 

I  imii  1  ■■!  ,   Sur  un  /n  incipi   gênerai  a        l 
théorie  de  la  représ  ntation  conforme,  llelsii 
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'La  frontière  de  (î  est  un  continu  linéaire  |  '  |,  c'est-à-dire  un 
ensemble  bien  enchaîné  entre  deux  quelconques  de  ses  points.  I  n 
point  P  de  la  frontière  de  (i  est  dit  accessible  par  l'intérieur  de  (■  si 
Ton  peut  trouver  une  ligne  de  .Jordan  simple,  dont  tous  les  point-, 
sauf  P,  soient  intérieurs  à  (î,  joignant  ce  point  P  à  un  point  intérieur 
;i  <  i  ;  cette  ligne  peut  se  composer  d'un  nombre  fini  de  segments  de 
droites  ou  d'une  infinité  de  segments  ayant  P  pour  seul  point  limite. 
Les  points  accessibles  de  la  frontière  sont  partout  denses  sur  celle 
frontière. 

Un  point  accessible  P  de  la  frontière  est  dit  simple  sui  cette  fron- 
tière lorsque,  quelle  que  soit  la  ligne  de  Jordan  simple  fermée  L  issue 
de  P,  dont  tous  les  points  sont  intérieurs  au  domaine  (i  i  sauf  P  I,  la 
région  intérieure  à  L  ne  renferme  que  des  points  intérieurs  à  <i,  et 
jamais  de  point  frontière  de  (i.  Cette  définition,  moins  générale  que 
celle  de  M.  Carathéodor\  |  §  \\  du  Tome  LWIII  ,es1  ce  que  devienl 
celte  dernière  lorsqu'on  l'applique  aux  points  accessibles  {voir  par 
exemple  Lindelô f,  §  M  du  Mémoire  cité,  Helsingfors,  [pjif 

Une  frontière  dont  tous  les  points  sonl   accessibles  el  simples 
une  courbe  de  Jordan  simple  fermée  (voir  Carathéodory,  §   48  du 
Tome  LWIII,  ou  Lindelôf,  $11,  12,  13,  l'i  du  Mémoire  de   [91  ">. 
d'où  cela  résulte  immédiatemenl    . 

M.  Carathéodorj  a  établi  que  l'on  peut  faire  la  représentation 
conforme  de  l'intérieur  d'une  courbe  de  Jordan  simple  fermée  sur 
l'intérieur  du  cercle  |;|  <  i,  et  la  i  mdance  ainsi  établie  entre 

les  points  de  l'intérieur  des  deux  courbes  s'étend  aux  point-  frontièi  es; 
il  y  a  correspondance  biunivoque  et  continue  entre  les  points  de  la 
courbe  de  Jordan  et  ceux  du  cercle  |  z\  =  i  :  -i  un  point  intérieur  au 
cercle  |*|<i  tend  continuement  vers  un  point  de  ce  cercle  i  :  i  . 
son  image  tendra  continuemenl  vers  un  point  déterminé  de  la  coui  be 
de  Jordan  et  réciproquement. 

On  a  fait  beaucoup  de  travaux  sur  les  courbes  de  Jordan  fermées. 
On  sait  qu'une  telle  courbe  partage  le  plan  en  deux  régions  el  que 
tout  point  de  cette  courbe  est  accessible  par  la  légion  intérieure 
comme  par  la  région  extérieure.  La  réciproque  a  été  établie.  Tout 
continu  linéaire  divisant  le  plan  en  deux  domaines  sans  pointeommun 


(')   Voir  par  exemple  Schonflies,  Die  Lthre  von  den  Vunklmannighallii 

l.iiit-ti .  2e  Partie,  p.  i  iT>. 
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intérieur  dont  il  est  la  frontière  commune,  el  tel  que  toutpoinl  d 

continu  soit  accessible  par  l'intérieur  de  chacun  des  deux  domaines, 
est  une  courbe  de  Jordan  simple  fermée  (voil  Schœnflies,  loc.  cil., 
§  I  I  et  12  du  (  lhapitre  \   i. 

o.  Quelques  lemhies  de  I"  théorie  des  fondions. 
simple  I)  du  plan  analytique  limitée  par  une  courbe  simple  C    un 
cercle,  par  exemple  tel  supposons  qu'une  fonctiony  (r)soit  analyti 
dans  D  et  sur  C.  Lorsque  z  décrit  l'aire  I  >.  le  point  -,  i  il  une 

aire  D,  simplement  connexe  limitée  par  nue  courbe  analytique 
mée  (  I,  transformée  de  (  \.  En  général  I  ),  se  recouvrira  elle-même  ••  la 
manière  déjà  indiquée  précédemment  d'une  sui  face  de  Riemann  | 
arrivera  si  /'(  z\  prend  la  même  valeur  en  deux   points  distincts  de 
l'aire  I  >  |.  Nous  imaginons  les  feuillets  de  l'aire  I  ),  étalés  sui  le 
plan  que  D,  et  non-  qous  préoccupons  surtout  des  cas  où  l'ain    I' 

est   tout  entière   intérieure  à  l'aire    D,,  c'est-à-dir i  l'on  peut 

trouver  un  feuillet  de  D,  (')  sur  lequel  tous  les  points  de  D  el 
contour  soient  des  points  intérieurs  à  I),  :  il  n'y  a  aucune  équivoque 
possible   là-dessus   (et  si  même  on   avait  pris   pour  I)   une   aire 
recouvrant  cl  le- même,  il  serait  encore  possible  de  reconnaître  si  D  est 
intérieur  à  1),  en  procédant,  comme  l 'oincaré  le  fait  dans  son  Mémoire 
cité  plus  haut,  par  prolongement  analytique  à  l'aide  d'éléments 

\  oici  des  exemples  : 

Mans  les  figures  i,  2,  3,  h  est  intérieur  à  D,;dans  la  ligure    i, 
I  )  n'est  pas  intérieur  à  I  >, . 

Dana  la  figure  5,  l>  et  I),  sonl  des  aires  se  recouvrant  elles-nx 
et  I  )  est  tout  entière  intérieure  à  I  >, . 

Il  pourrait  arriver  que,  dans  I».  la  fonction  f\  :  I  ail  un  p 

l'aire   h,   serait   une  aire  contenanl  le  peint  à  l'infini  c me  point 

intérieur,  il  n'y  a  rien  là  non  plus  d'essentiellement  délicat.  Mais, 
entendu,  /'(  z)  n'a  pas  dans  I  )  ni  sur  <  '.  de  poinl  singuliei  essenti  ■     I 
relation  z,      f(  -  \  établit  donc  une  correspondance biunivoqui 
lytique  entre  les  points  intérieurs  à   D  et  les  points  intérieurs  à  D 

(I),,  c'est  essentiel,  étanl  regardée  coi e  ayanl  plusieurs  feuil 

el  deux  points  de  mômeaffixe  : ,  situés  sur  des  feuillets  difl  tant 


(  '  )  Le  feuille)  considéi  é  l  »,  a  aura   don 
n -i-ifur  de  l>  quand  on  suppose  nue  I»  esl  timple,  i  un  seul  Feuil 

plan  anah  t  iqùe, 
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regardés  comme  deux:  points  distincts  de  D,)  ainsi  qu'entre  les  points 
de  C  et  de  G,. 

Il  nous  est  loisible  maintenant  de  faire  une  représentation  confoi  1 1 1 < - 
de  l'intérieur  de  I),  (*),  sur  l'intérieur  du  cercle  j  Z  i  de  façon  que 
les  points  de  C,  correspondent  biunivoquement  et  anal}  tiquement  aux 


ii,.  i 


I  is 


1 1. 


points  de  |Z |  =  i.  Alors  I)  va  être  représenté  conformément  sur  une 
aire  (O  simplement  connexe  à  un  feuillet,  limitée  par  une  courbe  ana- 
lytique z  fermée  sans  point  double,  toute  intérieure  au  cercle  |Z|  :  i 
que  j'appelle  cercle  zx\  j'appelle  aussi  >\  l'aire  intérieure  au  cercle 
Z|<i. 

Nous  dirons  qu'un  point  ZintérL  u  à  ,  qui  correspond  à  un  point  z 
intérieur  à  D,  dans  la  représentation  conforme  de  D,  sur  <o,  esl  son 
image. 

Si  nous  considérons  alors  deux  points  z  et-,  respectivement  inté- 


(  ')  Si  D;  contenait  le  j)oint  à  l'infini,  il  n'y  aurait  qu'à  i  nvisagei  I  aire  corres- 
pondant à  D(  sur  la  sphère  de  Riemann  pour  bien  se  rendre  compte  de  ce 
(ju'est  la  représentation  confoi  nie  du  point  à  l'infini  et  de  son  voisinage  sur  le 
voisinage  d'un  point  intérieur  à    t\. 


SUR     I.   [TEE  \TION     DES     I  0N(  TI0NS     R  \fh  i 


rieurs  à  D  el  I),  et  qui  se  correspondant  biunivoquement  et  analyti- 
(jucmenl  par  la  relation  s,  =  y(s),  leurs  images  /  el  /    seront 
points  respectivement  intérieurs  à      el       qui  se  correspondront  a 
biunivoquement  et  analytiquement  par  une  relation  Z       I     / 


1 


pourra  appeler  relation  transformée  de  la  relation  3, 
la  représentation  conforme  auxiliaire.  F(Z)  sera  analytique  el  uni- 
forme dans  Q  et  sur  z,  et  sa  fonction  inverse  sera  analytique  el  uni- 
forme dans  o,  et  sur  ;,.  A  toùl  point  Z  intérieur  irrespond  un 
point/,  et  un  seul  intérieur  à  e>,  ci  réciproquement  :  la  on- 
dance  est  analytique  et  s'étend  aux  frontières  :  «m 

La  transformation  conforme  auxiliaire  a  pour  bul  «*<-<■  n i î«*l  de 
ramener  les  aires  D  el  I  >,  à  des  aires  simples  à  un  seul  feuillet.  Lorsque 
/.  décrit  le  contour  z  dans  le  sens  positif,  en  ayant  l'aire  à  sa 
gauche,  Z,  décrira  If  contour  z ,  également  dans  le  sens  positif  en 
ayant  Taire  o,  à  sa  gauche.  Dans  ces  conditions,  on  sait  que  le  nom) 
des  racines  de  l'équation 

l     /        / 

intérieures  an  contour      est  égal  a  la  variation  totale  de  l'argument 
de  l;i  Z  )  —  Z  lorsque  /.  décrit  une  fois  le  contour  fermé  l  dans  le  - 
positif.  |  Il  faut  en  eflel  remarquer  que    I     /      étant     i  dans  I 
la  fonction  Fi  Z  )      /  esl  holomorphe  dans     .   'i  n  \  .i  au 
1 1  faut  donc  étudier  la  variation  totale  de  arg  / ,      /    quand  Z 
dans  le  sens  positif. 

Le  cercle     ,  a  son  centre  à   l'origine,  ci  /.  esl  toujours  un  i 
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intérieur  au  cercle  S,;  donc 

argZj—  0  <  arg   / .  —  Z) 


are  X, 


o  <  9  <  - 


en  définissant  convcnal)lcment  l'argument  des  nombres  complexes 
précédents  dans  la  position  initiale  de  Zn  e/  '7/  suivant  ensuite  ces 
arguments  par  continuité.  L'angle  0  a  une  limite  inférieure  bien 
déterminée  par  ce  fait  que  l'angle  20  de  bissectrice  OZ,  doit  contenir 
à  son  intérieur  le  contour  z.  quel  que  soit  Z,  sur  £,.  Puisque  la 
variation  totale  de  argZ,  est  égale  à  -b  2tt,  lorsque  Z  décrit  £  dans  le 
sens  positif,  celle  de  arg(Z,  —  Z  )  sera  aussi  égale  à  -h  2û  dans  les 
mêmes  conditions. 

Donc  F|  Z  )  —  Z  =  o  û!  ////"  racine  et  une  seule  à  Vintêrieur  de     . 

En  son  mettant  le  plan  des  Z  à  une  substitution  linéaire  qui  conserve 
le  cercle  3n  on  peut  supposer  que  celte  racine  a  été  amenée  à  l'origine, 
c'est-à-dire  F(o)  —  °- 

Alors  la  fonction  Z,  =]  (Z_)  esl  telle  que  Z  M'  Z  .  inverse  de 
F(Z),  est  une  fonction  holomorplie  dans  !•■  cercle  Z  ,,  |  Z,  |  [  et  sur  ce 
cercle;  et  l'on  a 

<l>  o        (-. 

|<&(Z,)|       :         quel  que  |  Z,  |     i . 

puisque  Z  =  <Im  Z,  i  esl  toujours  dans  D  ou  sur  z  quand  Z,  esl  dans 
ou  sur  s,.  Si  Ton  développe  $   Z,  I  autour  de  l'origine,  on  a 

Z2 


avec 


*  /  /  -I-  —  «I» 

.1»  /     .//. 


<I>    o) 


Z: 


d'après  la  formule  de  (  lauchy.  Or,  sur  £,,  on  a 


Donc 

I  )onc 
et  par  suite 

en  revenant  à  p<  / 


|Zi|       i 

r  a>(z,)rfz 


ei 


/.: 


<1 


|  <I>\  0)|<  I, 
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En  résumé,  nous  avons  établi  que 

l    •  l     o)|>i. 

Voici   une  deuxième   démonstration   de  cette  dernière   ii 
basée  sur  un  le  mine  intéressa  ni  de  représentation  conforme. 

Le  domaine   D  contient  l'origine.  Il  esl  représenti    conformément 

sur  le  cercle  |  Z,  |     i  à  l'aide  de  la  fonction 

/.,      I    / 

l'origine  se  correspondant  à  elle-même. 

La  fonction  \ù  Z  i  nulle  à  l'origine  esl  égale  à  i  en  module  sur       I 
est  bon  de  remarquer  que  F'(°)      °«  car  l'origine  n'esl  pas  point  de 
ramification  de    D,.   La  fonction  log^ry?   devienl    infinie  à  l'origine 

comme  log™  el  sur  ;   sa  partie  réelle  esl   nulle.  Cette  partie  réelle 

esl  log  ,  c'est  une  fonction  harmonique  de  X,  Y(Z       X.  -+- 1"\ 

nulle  sur  z,  cpii  devient  infinie  en  <  )  comme  log  .  .   •  '    esl  la  fonction 

de  (îreen  du  contour  z  relativement  à  l'origine. 
Si  Ton  développe  F(  Z  »  autour  de  l'origine,  on  a 

F(Z  i       /.  F    o  ,  l 


|F(Z)|       |Z| 


i  7.  I 


et 

log 


|F(Z)| 


/\ 


-  l 


log  l«>^  -pr; r  -;  ■>  harmonique  nulle  ù 

Donc  log  ,  .„, ,       esl  le  terme  constant  du  développement  de  la  foi 
6  |F'(o)|  M 

de  (  rreen  autour  de  l'origine. 

Le  contour  s  étant  intérieur  au  cercle         /        i   ,  on  sait,  d'api 

leuime  (  '  )  de    \1 .    K.œbe  I    \ldlli.      iinmlrn.    !.    LXVII,    p. 


|  '  i  Ce  lemme  suppose  que  !<■  contour  s    ne  dél !<•  pns 

encore  quaud  £  .1  des  parties  communes  avei 

fOUt  "     •/'•     W.ith 
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terme   constant  de   la  fonction  de  Green  est   <  T,   V  étant  négatif \ 
donc|F'(o)|>i. 

Revenons  maintenant  aux  domaines  D  et  D,  qui  se  correspondent 
hiunivoquement  et  analytiquement  à  l'aide  de  la  relation  -,  =/(  3  i. 
Ce  point  Z  =  o  de  (0  qui  coïncide  avec  son  correspondant 
X,  =  F(o  )  =  o,  est  l'image  d'un  certain  point  to  de  I)  qui  coïncide 
avec  son  correspondant  co,  de  I),.  Cela  veut  dire  que,  si  3  est  l'affixe 
de  ce  point  to,  on  a  z{  =  f(z)  —  z,  et  en  plus  que  le  point  to,  de  D, 
ainsi  correspondant  au  point  w  de  D  est  sur  le  même  feuillet  que  I). 
Autrement  dit,  la  correspondance  biunivoque  et  analytique  établie 
par  z,—f(z)  entre  les  points  extérieurs  à  D  et  les  points  extérieurs 
à  D,  possède  un  point  double  co  et  un  seulement. 

Je  répète  que  cela  ne  veut  pas  dire  que  l'équation /(r)  —  r  n'ait 
qu  une  racine  dans  I).  car  il  pourrait  très  bien  arriver  qu'un  point  3 
de  I)  ait  pour  correspondant  dans  D,  un  point  ayant  un  a/fixe 
zt  =f(z)  égal  à  z,  mais  situé  sur  un  autre  feuillet  de  I),  que  celui 
sur  lequel  on  a  supposé  que  D  était  tracé.  Cela  arriverait  par  exemple 
si  Ton  pouvait  trouver  plusieurs  feuillets  distincts  de  l>,  recouvrant 
chacun  complètement  l'aire  D,  c'est-à-dire  si.  sur  plusieurs  Feuillets 
distincts  de  I),,  le  cylindre  projetant  la  courbe  C  qui  limite  I)  décou- 
pait des  aires  d'un  seul  tenant  simplement  connexes  projetées  sur  l> 
complètement  intérieures  àD,  l  voir  la  figure  -  >. 

Il  est  donc  établi  que  l'équation  f(z)  —  r  —  o  a  une  racine  -  au 
moins  dans  I).  Si  de  plus  on  remarque  que 

dzx       dzx  d'Lx  dZ 

dz        rfZ,   d'/.  dz      [   '' 

X,  étant  limage  de  z,vl  X  celle  de  r,  on  voit  que,  au  point  X  o, 
image  de  z  =  '(  =/<  '.'  1,  on  a 

r/ô,  dz 

dZ,  ~  77/  ' 

(')  Il  ne  peut  p;i s  \  avoir  de  difficulté   pour  les  dérivées  —=-  el  -^>  puisque 

le  feuillet  de  DL,  qui  contient  I).  n'a  (>;» s  de  point  de  ramification  intérieur  à  l>. 
Une  telle  difficulté  ne  serait  d'ailleurs  pas  très  gênante,  seulement  il  faudrait 
alors  substituer  à  l'aire  simple  D  une  aire  simplement  connexe  formée  de  plu- 
sieurs feuillets  identiques  à  D,  superposés,  et  ramifiés  entre  eux  afin  que 
l'ensemble  de  ces  feuillets  fit  bien  une  aire  simplement  connexe  intérieure  à   I  »,. 
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puisque  Z  =  Z,       o,  et  par  suile 

dz,  .  / 


S).=  3 


1 1. 


et  comme 


on  a 


rfZ, 

rf*. 


'/c 


!        I 

0 


i    :>|>i. 


Doue  l'équatiou  /'(  s  |  —  r  =  o  a  une  racine  Z  au  moins  dans  I  >  el 
Ton  a  en  'C 

l/'(0|>'- 

Ce  lemme  nous  sera  fort  utile  dans  la  suite. 

Lernme  de  Schwarz.  —  Il  se  trouve  dans  les  Œuvres  de  Schwarz 
t.  II,  p.  io()  : 

«    Si  f(z)    est    holomOfphe    pour    |r|<  i    el    si,   dans    i<»ui    ce 
domaine  |  z  |  <  i,  on  a 

\f\z)\    i,         avei 
on  a  pour  tout  point  z,  o  <  |  z\  <  i ,  l'inégalité 

sauf  dans  le  cas  où  /'(  z  >  est  une  Ponction  linéaire  zt    .  auquel  cas 
En  effet  |  '  l,  par  hypothèse,  la  fond est  r<  ffulière 


Voir  CARATnfionôUY,   V<itl>.    innalen,  l    LXXII,  §  \ 
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pour  |  z  |  <  i:  quel  que  soit  p  positif  et  <  i,  le  module  des(;j  dans  le 
domaine  |-|  p  atteint  son  maximum  pour  |  —  |  =  p.  <  )n  a  donc, 
pour|2|<p, 

/(s) 


puisque  sur  |s|  =  p,  |/(-)|^i.  Donc  pour  \z\    p, 

|/(5)|  :+fU 

Ceci  a  lieu  quel  que  soit  p  positif  <  i.  On  a  donc  en  toul  point  inté- 
rieur |  z  |  <^  i , 

l/(5)|    i|s| 

Si  y(z)  n'est  pas  constant»',  mi  ne  peut  avoir  en  un  point  inté- 
rieur |/(r)|  —  \z{.  car  il  y  aurait  des  points  intérieurs  où  |/(~)  | 
sciait  >>|r|,  ce  qui  contredit  L'inégalité  précédente.  L'égalité 
|/(-)|  =  |  z  |  en  un  point  intérieur  n'esl  possible  que  si  oi-)|  =  i, 
v{  z  )  étant  constant,  c'est-à-dire  si/(«)  =  ze  .  et  .ilors  elle  a  bien  lieu 
en  tout  point  intérieur  au  cercle  |  ;  |  <^  i . 

On  peut  en  nuire  conclure  qu'a  l'origine  on  a  /*'(  o)  <  i, sauf  dans 
le  cas  banal  où    f  (z) 

C'est  évident  si  /'(o)  =  o.  On  peut  donc  se  borner  au  cas  où 
/'  i  o)  ^  o  ;  alors  si  Ton  envisage  un  cercle  (  1  assez  petit,  de  centre  <  >, 
limitant  une  aire  I  ).  zt  =f\  z)  décrira,  lorsque  :  déci  ira  D,  une  aire 
simple  D,,à  un  seul  feuillet,  limitée  par  une  courbe  analytique 
fermée  G,,  et  contenant  l'origine.  El  comme  t  :  <  r|,  Taire  h, 
sera  toute  intérieure  à  Vaire  I).  Le  lemme  que  n- >n>  ,i\mii-  précé- 
demment démontré  permet  donc  de  conclure  qu'à  l'origine  on  a 

o)|-     i. 

Il  est  clair  que  si  l'on  part  d'un  point  quelconque  z,  intérieur  au 
cercle  fondamental  |r|<i.  les  conséquents  successifs  z,-.  '  ;  . 
z.2=f(zl  ),  ...  de  z  auront  O  et  O  seul  pour  point- limite  |  \zt\  <  |  zt  JJ, 
hors  le  cas  banal  où  f(z)=  ze  .  Ce  cas  banal  est  d'ailleurs  le  seul 
cas  où  la  fonction  /(z)  établit  une  correspondance  biunivoqueet  ana- 
lytique entre  les  points  intérieurs  au  cercle,  l'origine  étant  conservée 
par  la  correspondance;  ceci  es't  bien  connu  depuis  Poincaré.  Dans 
tous  les  autres  cas,  lorsque  z  décrit  l'intérieur  (ô  du  cercle  |r|<i, 
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-i  =f(z)  décrit  l'intérieur  d'une  surface  de  Rieroann   .     simplement 

connexe,  contenant  l'origine,  et  dont  tous  les  point-  intérieurs  sonl 
intérieurs  au  cercle  |s|<i.  La  frontière  de  CD,  peul  coïncidei  eo  tout 
ou  partie  avec  la  frontière  de 

Bornons-nous  maintenant  au  cas  où  la  frontière  de  sérail  inté- 
rieure à  (te),  c'est-à-dire  où  l'on  aurait  pour  |î|=i,  /  :  .  i.  en 
supposant,  si  l'on  veut,  /(:■)  analytique  même  sui  :  i.  Moi 
est  clair  que  la  variation  de  l'argument  de  s,  —  z  =  /  :  .-.  loi  sque 
z  décrit  le  cercle  z(\z\  —  \),  sera  égale  à  2ir;  et  /(z  saura  une 
racine,  et  une  seule,  dans  3,  qui  est  zéro.  Ceci  suggère  la  généralisa- 
tion suivante,  utile  dans  bien  do  questions  d'itération,  quand  on 
envisage  le  problème  général  h  non  plus  seulement  le  problème 
local. 

Imaginons   que    c  décrivant   une  aire  simple  A.  limitée   par   une 

courbe  analytique  T,  le  point  zt  =f\  z  i,  /'<  3  1  étant  anal)  tiq lansi 

et  sur  3,  décrive  une  surface  de  Riemann  simplement  connexe  A,  dont 
tous  les  points,  y  compris  la  frontière  I",  qui  est  une  courbe  anah  tique 
fermée,  soient  intérieurs  à  Taire  A.  Alors  la  représentation  conforme 
de  A  sur  Taire  (Q  du  cercle  |s|^i,  montre  : 

i°  Que  l'équation  -  f(  :  1  a  une  racine  el  une  seule  -  .t  Tinté- 
rieur  de  A; 

2"  Que  Ton  a  |/'(£)l  <i; 

3°  Que  les  conséquents  successif  -,.   :, -,, d'un   point 

quelconque  ;  pris  dans  A  ou  sur  T.  tendent  régulièrement  \  ei  s 


I   ,: 


Voici  des  extensions  du  lemme  de  Schwarz  sur  lesquels 
pas  nécessaire  d'entrer  dans  beaucoup  de  détails  de  démonstration. 
1  .<•  lemme  * I * •  Schwarz  affirme  que,  hors  \<x  <-.i-  bana 
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si  z  décrit  l'intérieur  du  cercle  |r|^p<^i,   z,  =  f(z)  décrit  une  sur- 
face de  Uiemann  toute  intérieure  à  ce  cercle  :  \/(  z)\<^  p. 

Si  l'on  suppose  maintenant  que  pour  |  r  |  <<  i  on  a  encore  \f(z)  |ii, 
mais  que  le  point  £  invariant /*('()  =  £  n'est  plus  l'origine,  mais  un 
autre  point  intérieur  au  cercle  |  'Ç\  <  i,  on  verra  bien  facilement  que, 
si  'Ç'  désigne  le  point  symétrique  de  'Ç  par  rapport  au  cercle  \z\  =  i,  on 
aura  dans  le  cercle 


Po 


étant  la  valeur  constante 


y 

s    ;  p0, 

ri 

nte 

v 

|>our  |js|  = 

/(  =  )-£ 

< 

_   v 

n 

(juel  que  soit  p  <  p0,  saut  dans  If  cas  ou 

/(  =  ;-: 


'J  JL 


c'est-à-dire  le  cas  où  /"i  r  i  est  homographique,  auquel  cas  on  a  toujours 


Cela  veut  dire  que,  lorsque  r  décrit  l'intérieur  d  un  cercle  '  quel- 
conque du  faisceau  défini  par  les  deux  points-cercles  -  h  -'  i  points 
limites  ou  points  de  Poncelel  ).  cercle  (  I  intérieur  à  \z\  <  i,  le  point 
r,  /' (  s  >  reste  à  V intérieur  de  ce  cercle  C  sans  jamais  venir  sur  ce 
cercle,  et  décrit  une  surface  de  Kiemann  simplement  connexe  conte- 
nante, toute  intérieure  à  C  [hors  le  cas  où  f\  z)  est  linéaire).  S'afïran- 
chissant  de  l'hypothèse  qu'il  existe  un  point  l  invariant  dans  |  ;  |  <  '  > 
hypothèse  qui  peut  très  bien  n  être  pas  vérifiée  \voir  plus  loin  les 
fractions  ©(-)  à  cercle  fondamental  \z\  =  i  pour  lesquelle  =  r 

a  toutes  ses  racines  sur  ce  cercle  |,  on  envisagera  un  point  quelconque  "~ 
et  son  symétrique  XJ  par  rapport  au  cercle  \z\  =  i.  Alors  il  est  clan 
que,  si  Ç,  =  y(Ç)  est  la  valeur  correspondante  à  Cet",  le  symétrique 
de  £,  par  rapport  au  cercle    ^  |  =  i  ('),  la  fonction 


Mz) 


/(  =  )  — 


(  '  )  (  )n  suppose  bien  entendu  que  Çj  n'esl  pas  ^m  le  cercle  |  ;  |  =  i 
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-  I 


est   une   fonction   de   la  variable   u-    jyj  - %*  'I111   ''",    ""I'1'  pour 

u  ==  o(s  =  0  et  qui,  pour  |  w  |  <  i,  est  toujours     i .  On  .1  donc,  dans 
le  cercle, 


—r,      p.      : 
qui  est  un  cercle  quelconque  du  faisceau  (  £,  'i  1  intérieur  à    c   <  1 


/(*)-? 


< 


: 


. >* 


sauf  le  cas  oùy<  ;  >  serait  homographique  et  conserverail  rintérieurdu 
cercle  |  z  |  <  1,  auquel  cas  le  signe  <  est  à  remplacer  par  le  signe  =. 
Ce  fait  s'énonce  plus  simplement  si  Ton  transforme,  par  une  substi- 
tution  linéaire  convenable,  l'intérieur  de  s|<C'  '"  l'intérieur  du 
de  mi- plan  analytique  supérieur  |  -M  z  )  =  partie  imaginaire  des  >o]. 
On  voit  alors  immédiatement  que,  si  s,  /'"'  transforme  t < »ui 
point  s  de  ce  demi-plan  [3(s)>o]  en  un  point  zt  du  demi-plan 
|-"M  s, ')>  o|,  si  'C  est  un  point  quelconque  du  demi-plan  [a(Ç)>o] 
et  £(  —j'(^)  pour  lequel  a(Ç, )  >  <>,  en  désignant  par  Z  el  .,  les  valeurs 
conjuguées  de  'Ç  et  '(,  il  est  visible  qu'on  aura 

tant  que 


< 

3 

**  1 
■5 1 

3 

ri 

5-Ç 

- 

□ 

< 

1 

(juel  que  soit  p  >  1 ,  sauf  dans  le  cas  où  f\  z)  es4  une  fonction  linéaire 

du  type  — ^ -.  conservant  le  demi-plan  supérieur 

Pour  une  telle  fonction  homographique,  on  aurait  toujours 


et,  d'ailleurs, 


/(*)-Ci 

/■  1  -r, 


/(-) 


3-Ç 


/(-)      :,       3-C 


Remarque,      Si  Ton  avait  affaire  à  une  fonction /i  :    qui  cons 
à  la  fois  l'intérieur  el  l'extérieur  du  cercle  <  1 ,  c'est-à-dire  telle 

qu'à  tout  point  s  intérieur  corresponde  s,  intérieur,  u  Bymé- 
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trique  de  ;  par  rapport  à  C  et  extérieur  corresponde  un  point  z\  symé- 
trique de  c,  par  rapport  à  G,  et  à  tout  point  du  cercle  un  point  du 
cercle  [exemple  :  les  fractions  à  cercle  fondamental  de  M.  Fatou 
(  Comptes  rendus,  21  mai  1^17)]  et  si  l'origine  et  l'infini  étaient  points 
doubles  de  la  transformation  zt=f(z),  on  aurait,  hors  le  cas  banal 
où  r,  =  zei@, 

\/{z)  I  •<  I  -  I     (pour  ton t  [>oinl  intérieur) 

et,  évidemment, 

\f  (  z)  I  >  I  ;  I     (pour  toul  point  extérieur), 

le  cercle  C  étant  évidemment  axe  de  symétrie  pour  la  transfor- 
mation. 

Extension  nouvelle  du  lemme  de  Schwarz.  On  a  analysé  précé- 
demment comment  se  comportait  dans  le  cercle  \z\  1  la  transforma- 
tion z{  —  f{  -  )  lorsque  cette  transformation  transforme  en  lui-même 
l'intérieur  du  cercle  <mi  laissant  invariant  un  point  intérieur. 

[1  peut  arriver,  comme  je  l'ai  dit  plus  haut,  que  la  transformation 
ne  laisse  invariants  que  des  points  situés  .s///-  la  circonférence  du 
cercle  I  z  J  =  1 . 

Je  vais  indiquer  maintenait!  comment,  ici  encore,  <m  peul  analyser 
l'allure  de  la  transformation  dans  le  cercle. 

.le  suppose,  d'abord,  que  ce  cercle  a  été  transformé  par  une  substi- 


.V» 


'   - 


tution    linéaire    auxiliaire    dans    le   demi-plan    analytique    supérieur 
s (*)    o. 

Alors   3,  =f(z)  sera  supposée  une  fonction   analytique    dans    le 
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demi-plan  supérieur,  et  nous  supposerons  qu'elle  transforme  l'axe  réel 
en  lui-même,  que  tout  point  ;  situé  au-dessus  de  l'axe  réel  se  trans- 
formé en  un  point  z{  situé  au-dessus  de  l'axe  réel.  Non-  la  supposons 
donc  analytique  et  réelle  sur  l'axe  réel,  donc  elle  s'étendra  au  demi- 
plan  analytique  inférieur  par  la  méthode  des  symétries,  mais  c'es(  là 
une  question  accessoire. 

Nous  avons  vu  que,  si  'C  est  un  point  du  demi-plan  supérieur  el  -, 
son  correspondant  'C,  =f('Ç)}  lorsque  z  décrit  l'intérieur  el  la  circon- 
férence du  cercle  G, 


p<i('),  ona 


/(-) 


f(z) 


< 


hormis  le  cas  banal  où  f(  z)  est  homographique  (£  h  -,  sont  conju- 
gués de  l  et  '(,  ).  Cela  veut  dire  que  si  z  est  intérieur  à  (  '.  ou  sur  -a  cir- 
conférence, z,  =/(s)  est  intérieur  au  cercle  (  \,  défini  par 

,- 


P- 


Les  deux  cercles  (  !  el  (  ]t  sont.homothél  iqbes  par  rapport  a  un  point 
de  l'axe  réel  et  dans  cette  liomolhélie '(  et  '_',  «•»•  correspondent.   / 
rapport  des  rayons  de  C  et  C,  est  égal  <m  rapport  des  ordom 
de  l>  ct'Çx. 

Imaginons  que  ~  tende  vers  an  point  ~  de  V axe  réel,  le  cercle  C 
conservant  un  rayon  fini  II;  alors '_',  tendra  vers  nu  point  ï,  de  l'axe 
réel  (-)  [t,  =  f(~)\.  H  est  visiMe  que,  sur  l'axe  réel,  si  réelle 

et  positive  (3);  donc  Z  et  'C,   tendant  vers  x  et  :,  on  conclut  que  le 
rapport 

m  donnée  de 
ordonnée  < I c  X 

tend  vers  une  limite  bien  déterminée  qui  esl  égale  à  /'  i  t  >. 

Il  n'est  pas  difficile  de  conclure  dans  ces  conditions  que,  <    tendanl 
vers  une  position  limite  r  qui  est  un  cercle  de  rayon  I»  tangenl  en 
l'axe  réel,  ('.,  tendra  vers  une  position  limite  l\  qui  esl  un  cercle  'l<^ 
rayon  \{  f  (  -.)  tangenl  en  t,  à  l'axe  réel    l't  il  esl  encore  facile  de  voii 


( ' )  p  esl  a n  nom lue  quelconque  <C  i . 

(2)  <  ni  peul  toujours  supposer  r  el  r,   «  distance  finie 

i    )  S. m-  êl re  nulle. 

Joui  n.    </r    M, il  h      |     '    miiim.    I\.  I  .1  - 
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que  lorsque  z  décrit  l'intérieur  de  la  circonférence  du  cercle  I  , 
z{  =  /(-)  décrira  un  domaine  A,  qui  n'aura  aucun  point  extérieur 
à  T,,  mais  qui  a  priori  pourrait  très  bien  avoir  des  points  sur  \\. 
L'hypothèse  contraire  :  celle  où  A,  aurait  des  points  extérieurs  à  \\ 
conduirait  à  une  contradiction;  envisageant  en  effet  un  cercle  z  infi- 
niment voisin  de  I"  et  situé  au-dessus  de  Ox,  auquel  correspondrait 
un  cercle  e,  infiniment  voisin  de  Y,,  Z,  devrait  toujours  contenir  r, 
lorsque  r  est  dans  S;  et  ceci  ne  serait  pas  vrai  lorsque  z,  serait  voisin 
d'un  point  de  A,  extérieur  à  P,  donc  extérieur  à  ©,. 

On  peut  cependant  affirmer  que,  lorsque  z  décrit  l'intérieur  de  la 
circonférence  du  cercle  [,  zt  décrit  un  domaine  qui  n'a,  en  commun 
avec  T,  que  le  point  t,,  lorsque  f(z  )  n'est  pas  homographique. 

On  vient  de  voir  en  effet  que,  lorsque  r  décrit  l'intérieur  de  l;i  <  ir- 
conférence  du  cercle  Y  de  rayon  l(  qui,  évidemment,  est  un  cercle 
quelconque  tangent  en  t  à  l'axe  réel  ),  s,  décrit  un  domaine  dont  tous 
les  points  sont  à  l'intérieur  ou  sur  la  circonférence  de  T,,  circonfé- 
rence de  rayon  li,  =  W/'i/z)  tangent  en  t,  à  <)\.  Cela  veut  dire  que 

la  partie  imaginaire  de  la  fonction -r-— — —  est,  à  l'intérieur  ou  sur  la 

circonférence  de  1  ,      à  une  certaine  limite  négative  qui  est 


i 


7(s)  —  rj         IV     ' 
Or  lorsque  z  décrit  l'intérieur  de  I".  on  a 


('). 


le  signe  <  étant  remplacé  par  =  quand  z  \  ient  sur  l\ 
Donc  lorsque  :■  décrit  la  circonférence  I,  on  aura 


/(Z)  —  T,  U-T)/'(7) 


(')   Car,    évidemment,    le    point  — ,   lorsque    c,   est   dans    T,    est    dans    le 

z\       ~i 
demi-plan 


-i  —  -\  '        i>i 
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La  fonction 

i 


75 


[/(*)— T, 


(*— T)y    - 


est  une  fonction  harmonique  et  régulière  en  tout  point  intérieur  à  I". 

et  en  tout  point  de  V,  sauf  peut-être  au  point  z  =  t. 
(  >r,  en  ce  point,  on  a 


=  (3  — T)/'(T)[l         X(5  — T)        ...|. 


Donc 


A*)— T,    ~  "    (-  —  T)/'(T)     1  -+->.(;  —  T)-r  ... 

=  (^V(t)"->(;-t)--1' 

la  quantité  entre  parenthèses  étant  régulière  autour  de  -  =  t. 
Donc 

1 ■  _       _À_ 

/(*)  — T,  (»— T)/'(T)"  /'(T)      '    ••■ 

le  second  membre  étant  régulier  autour  de  s  =  t. 

Donc 

1  1 


/(*)—• r,        (s-t)/'(t) 


est  harmonique  régulière  autour  de  3  =  ~. 

(lotte  fonction,  si  elle  n'est   pas  constamment        <>  Biir  l\  sera 
donc  <oà  l'intérieur  de  Y  puisque,  sur  T,  elle  est     o. 

(  )n  aura  doue,  en  tout  point  intérieur  à  \\ 


/(«)  — T, 


er  -"* 


(-— T,/ 


(  lette  inégalité  ne  peut  devenir  une  égalité  que  si 


/(*)— T,  5  —  V)J 

est  =  o  sur  tout  l\  alors  ladite  quantité  est  nulle  dans    Dut  fel  êvi 
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demment  f( z)  est  une  fonction  homographique  : 

i  i 


/(- 


{S  —  7)J       ' 


!.. 


k  étant  une  constante  réelle  quelconque 

Donc,  hormis  le  cas  ou  J  |  s  )  est  homographique,  on  a,  en  tout 
point  intérieur  à  T, 


/ 


<-3 


(5-T)/      -. 


Cette  inégalité  est  donc  valable  en  tout  point  situe  au-dessus 
de  O./-,  car  on  peut  trouver  un  cercle  V  tangent  en  x  à  Ox  et  conte- 
nant ce  point  s. 

Et  elle  prouve,  ce  qu'il  fallait  démontrer,  que  le  domaine  A.  décril 
par  z,  quand  s  décrit  l'intérieur  de  la  circonférence  d'un  cercle  I'  tan- 


2fk 


Fig.    10. 

gent  en  t  à  Ox,  de  rayon  I»  quelconque  est  intérieur  au  cercle  r,  de 
rayon  K/(  ~  I  tangent  en  t,  à  Ox,  sans  avoir  avec  la  circonférence 
de  r,  d'autre  point  commun  que  t,  lui-même. 

Application.  \  oici  une  application  de  cette  proposition  à  la 
question  de  l'itération  :  J\  z  i,  satisfaisant  aux  li\  po thèses  précédentes, 
sera  une  fonction  rationnelle  ou  une  fonction  entière  conservant  chacun 
des  demi-plans  analytiques  à(z)  >  o'el  h  s)<o. 

Si  t  est  un  point  double  de  la  transformation  r,  f{  :  i  situé  sur  <  >  c, 
on  aura 

r,=/(r)=T. 


Si,  en  outre,  on  a  o</ci     i,  il  est  clair  que  tout  cercle  T  tan- 
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gent  en  x  à  Oc  deviendra  un  domaine  A,,  intérieur  à  I  ,  n'ayant 
avec  r  7//''  x  comme  point  commun.  Tout  point  r  de  I'.  distinct  d 
devient  un  point  de  s,  intérieure  \'\  z,  donnera  un  point  : 

intérieur  au  cercle  mené  par  z{  et  x  tangent  en  x  à  (  »  / (  >n  voit 

gr«e  /<v  .s7//7r  z,  3,,  z2,  ...  te/id  régulièrement  vers  l'j  point  -.  pour 
lequel  x=/(x),  o</'(t)  i,  quel  que  soit  le  point  :  initial  pris 
dans  le  demi-plan  supérieur  (  non  sur  <  )x  ). 

Ceci  démontre  très  simplement  les  résultats  énoncés  pai  M.  Fatou 
(Comptes  rendus,  21  mai  1917)  pour  1rs  fractions  cercle  fon- 

damental pour  lesquelles,  sur  le  cercle,  se  trouve  un  point  '_' 
tel  que  |ç/CC)|  =  i   :   tout  point  intérieur  ou  tout  point  extérieui   au 
cercle  a  des  conséquents  successifs  qui  tendent  régulièrement  ver»  .'. 
(  )n  verra  plus  loin  (pie  les  deux  cas  |ç/(  '1)\  <  1  et  |o'(  Ç)|  =  1  se  dis- 
tinguent l'un  de  l'autre  profondément. 

Remarque.    -  Tontes  les  hypothèses  laites  plus  haut  sm  la  1 
tion  /(z)  ne  sont  pas  également  indispensables  :  voici  des  bypothi 
plus  générales  qu'on  peut  faire  pour  donner  au  le  m  me  de  Schwarz 
l'extension  qui  nous  a  servi  dans  l'application  précédente;  ces  hypo- 
thèses sont  d'un  ordre  aussi  général   que  celles  qu'on   fait   dans  le 
Jemrne  de  Schwarz  lui-même  : 

Soity"(  z)  une  fonction  analytique  à  V intérieur  d'un  cercle  C  du 
plan  des  z  qu'on  peut  toujours  supposer  être  le  demi-plan   1    : 
supposons  en  outre  : 

1"  Oue    tout    point    ^    intérieur    à    (  '.    soil    transformé    en    un 
point  zt  =f(z)  intérieur  à  <  \  ou  situé  sur  (  ! 

A  |  /  (  ;  1  |     m         en  tout  point         ^(-0  > 

2°  Qu'un  point  0  du  cercle  (  !  reste  invariant,  par  exemple  I  origine 

/(o)     0. 

3e  Que>/(z)soil  holomorphe  dan-  une  petite  région  autour  de  ce 
point  (').  (On  ne  suppose  rien  d'autre  sur  C  ailleurs  qu'en  0 


(')  Il  suffit  même  de  supposer  que  f\     1,  holomorphe  dans  I     sdmel  q 
tend  vers  0  dans  C  une  dérivée   première  et    une  dérn  nde  finies  H 

continues  de  façon  qu'on  puisse  écrire 

1 
1 

I  étant  holomorphe  clans  <  '.  et  ten  lanl  eei      ■  1  ■  ] 
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Alors  il  faut  nécessairement  que/'(o)  soit  réelle  et  positive  pour 
que  la  condition  (  1"  )  soit  vérifiée  autour  de  l'origine. 

On  se  rend  compte  immédiatement  que  tous  les  raisonnements  faits 
pour  la  démonstration  du  lemme  étendu  que  nous  avons  donné  plus 
haut,  valent  ici  encore,  c'est-à-dire  qu'en  tout  point  intérieur  à  C, 
m  -  )  >>  o,  on  a 


I  égalité  ne  pouvant  «noir  lieu  que  si  /'<  ;  1  est  homo graphique. 

Donc,  lorsque  z décrit  l'intérieur  et  le  contour  d'un  cercle  quel- 
conque  Y  de  rayon  \\  intérieur  à  <  '..  tangent  en  O  à  C,  s,  décrit  un 
domaine  A,  dont  tous  les  points*,  y  compris  les  points  frontières 
(sauf  O)  sont  intérieurs  à  un  cercle  I ',,  langent  en  <>  à  C,  et  de 
rayon  R,  =  R/"'(o).  A,  est  tangent  en  <  >  à  (  '. 

En  particulier,  si  f'(°)  =  l>  -^1  est  t0,lt  entier  intérieur  à  1\  sauf 
en  (  >  où  A,  touche  V. 

Ainsi  énoncé,  le  lemme  nous  sera  fort  utile  plus  loin. 

(>.   Rappel  de  notions  sur  les  fonctions  algébriques.  --  Soi  1  pi 
une  fonction   rationnelle   quelconque;    [>(-)   la    fonction   algébrique 
inverse  de  35(5).  Posant  9(2)    :;„  on  a  3  =  ^(2,).  Envisageons  la 

surface  de  liiemaiin  a  étalée  sur  le  plan  des  z,  relative  à  li  3);  9  étant 
de  degré  /.-,  #  a  /.  feuillets,  et  3  =  '^(r,  |  est  une  fonction  uniforme 
sur  *;  prenant  toujours  des  valeurs  distinctes  en  deux  points  distincts 
de  &,  quand  bien  même  ces  points  auraient  même  affixe  s{ . 

A  une  valeur  de  -,  correspondent  h  valeurs  de  -,  distinctes  ou  con- 
fondues, ses /•  antécédents. 

I.  Imaginons  que  z{  décrive  l'intérieur  A'  une  aire  A,  du  plan  analy- 
tique A,  étant  d'un  seul  tenant,  et  limitée  par  un  ou  plusieurs  contours 
analytiques.  Pour  voir  quelles  sont  les  aires  décrites  par  l'ensemble 
des  antécédents  de  s,  il  suffit  d'étudier  les  points  de  la  surface  de 
Riemann  A  qui  se  projettent  sur  le  plan  analytique  en  un  point  inté- 
rieur à  Taire  A,.  Plusieurs  cas  sont  possibles. 

i°  Il  peut  arriver  que  ces  points  forment  sur  >;,  k  aires  -s,  d'un  seul 
tenant,  distinctes,  superposées,  chacune  ayant  un  seul  feuillet,  étant 
identique  à  A,.  Ceci  arrivera  si  et  seulement  si,  partant  d'un  point 
quelconque   -,   intérieur  à  A,   avec  une  détermination  quelconque  de 


SUR    L  ITÉRATION     DES     FONCTIONS     RATIONNEL] 

ty(zt)  et  y  revenant  par  un  chemin  quelconque  intérietu  à  A,,  on 
retrouve  en  z,  la  même  détermination  de^i  :t  i.  Uors  aucun  pt  irU  de 
ramification  de  ty(z)  ne  peut  être  intérieur  à  !..  mais  cette  condition 
n'est  sûrement  suffisante  que  si  A,  est  limitée  pai  mi  seul  contour. 

Alors  chacun  des  k  antécédents  de  -,  représente  une  fonction  holo- 
rnorphe  de  zt  dans  A,  et  décrit  une  aire  simple  A.  limitée  pai  des 
contours  analytiques,  aire  à  un  seul  feuillet.  Les  /,  aires  A  ainsi  oblen 
sont  deux  à  deux  extérieures,  ''Iles  ne  peuvent  avoir  en  commun  que 
des  points  frontières,  et  ceci  n'arrive  y//'-  si  lu  frontû  n  cL  A  con- 
tient un  point  (h-  ramification  de  y<  :  i.  L'intérieur  de  chacune  des 
/■  aires  .s,  de  .R  se  trouve  représenté  conformément  mit  l'intérieur 
d'une  A,  par  la  fonction  -Il  z  >. 

20  II  peut  arriver  que  ces  points  forment  sur  Ai s  de  A  aires  dis- 
tinctes chacune  d'un  seul  tenant,  à  cause  de  ce  fail  que  l'une  de 
aires  peut  être  à  plus  d'un  feuillet.  Ceci  se  produira  quand,  partant 
d'un  point  z{  intérieur  à  A,  avec  une  certaine  détermination  «I 
on  pourra  décrire  un  chemin  intérieur  n  A,  y///  rameur  <n  z,  une 
autre  détermination  <ie  i(  z,  )  que  ta   détermination  initiale.  Cela 
voudra  dire  «pie  l'on  pourra  passer  d'un  point  P  de  R,  projeté  à  l'inté- 
rieur de  A,,  à  un  point  I*'  superposé  à  P,  situé  sur  un  autre  feuille! 
de  $\  que  P,  par  un  chemin  continu  tracé  sur  R  donl  tous  les  poinU 
projettent  à  l'intérieur  de  A, .  I*  et  P  appartiendront  donc  à  une 
située  sui"  a,  d'un  seul  tenant,  comptant  au   moins  deux  feuillets  dont 
les  points  se  projettent  à  l'intérieur  de  A, . 

(  !e  fait  se  produira  certainement  quand  l'aire  A,  contiendra  au  moins 
un  point  de  ramification  de   l>  s).  Mais  cela  n'est  pas  né 
l'on  envisage  en  effet  une  fonction  ç(z)  du  deuxième  degré,  relat 
ment  à  Laquelle  4»  <  z)  compte  deux  points  critiques  - ,.  -    et  si  l'on  con 
sidère  deux  courbes  fermées  C,  et  Ca  dont  chacune  sépare  \,  et 
courbes  qui  ne  se  coupent  pas,  elles  délimitent  un  .mur. m    <    <       qui 
constitue  une  aire  A,  doubjemenl  connexe.  Il  est  visible  que  les  points 
de  ,a  projetés  à  l'intérieur  de  A,  forment  une  seule  <•(  uniq 
d'un  seul  tenant,  à  deux  feuillets  superposés,  <'t  limitée  par  chacune 
des  courbes  (  I,  et  (  ... 

Quoi  qu'il  en  soit,  si  Ton  envisage^  aires  I  p  I  i ainsi  découpées 
dans  la  surface  de  Kiemann  de  \>(z)  il  est  visible  que  l'ensemble 
des  /•  antécédents  de  s,  décrira,  lorsque  a  décrira  l'intérieui  de  A,. 
un  ensemble  de  n  aires  A,  chacune  étant  d'un  seul  tenant,  i  on  seul 
feuillet,  et  fournissant  une  représentation  confoi  me  d' 


8o  '-  VSTON     II  LIA. 

sur  le  plan  z.  Ces  p  aires  A  sont  deux  à  deux  extérieures,  elles  ne 
peuvent  avoir  en  commun  que  des  points  frontières,  et  seulement  dans 
le  eas  où  la  fonlière  de  A,  passe  par  un  point  de  ramification  de  'h(z). 

Il  pourra  arriver  en  particulier  que,  partant  d'un  point  s,, intérieur 
à  A,  avec  une  détermination  quelconque  de  '^(s,),  on  puisse  tracer  un 
chemin  intérieur  à  A,  qui  ramène  en  s,  toute  autre  détermination 
de  i>(zt  ).  Alors  l'ensemble  des  points  de  A  ,  projetés  à  Pintérieurde  A, 
formera  ////'■  seule  aire  S  n  d'un  seul  tenant,  ;i  /•  feuillets  superposés 
(ici/)  =  i).  Partant  d'un  point  P  de  «a  projeté  dans  A,,  on  pourra  par- 
venir en  chacun  des/  —  i  points  de  A  superposés  à  P.  en  décrivant  un 
chemin  continu  tracé  sur  A  dont  les  points  se  projettentdans  l'aire  A, . 
Il  est  clair  alors  (pie,  lorsque  r,  décrira  l'intérieur  de  A(,  l'ensemble 
(!<•  ses  /•  antécédents  décrira  une  seule  aire  A  du  plan  des  3  (aire  à  un 
seul  feuillet)  qui  sera  une  représentation  conforme  de  Taire  S,  à 
/•  feuillets. 

lui  résumé,  lorsque  s,  décrira  l'aire  A,,  l'ensemble  de  ces  /•  anté- 
cédents décrira  [>  (  j>  /■,  p  pouvant  être  =  i)  aires  distinctes  A  du  plan 
des  s,  chacune  à  un  seul  feuillet  d'un  seul  tenant,  limitée  par  des  con- 
tours analytiques  [avec  peut-être  des  points  anguleux  quand  la  fron- 
tière de  A,  passera  par  des  points  critiques  de  ']>{  :  >].  (  !es  /'  aires  sont 
deux  à  deux  extérieures;  elle  ne  peuvent  avoir  en  commun  que  des 
points  frontières  en  nombre  fini  et  seulement  quand  la  frontière  de  A, 
passe  par  un  point  critique  de  \L 

II.  Considérons  deux  aires  A,  et  A,  du  plan  analytique,  A,  étant 
intérieure  à  A,,  s,  décrivant  A,  l'ensemble  de  ses  k  antécédents 
décrira  p  aires  distinctes  A  du  plan  z{  i  p  k),  et  il  est  clair  que 
lorsque  z,  décrira  l'aire  A',,  l'ensemble  de  ses  k  antécédents  décrira 
p  aires  distinctes  A  du  plan  s,  //  étant  p.  De  plus  chaque  aire  A  sera 
intérieure  à  une  aire  A  .  Il  pourra  arriver  que/?'  soit  <Cp,  et  que  deux 
aires  A  distinctes  soient  intérieures  à  une  même  aire  A'. 

III.  Si  Ton  considère  maintenant  deux  aires  A,  et  A:  du  plan  ana- 
lytique extérieures  rime  à  l'autre,  l'ensemble  des  /•  antécédents 
d'un  point  z-\  qui  décrit  A,  décrira  p  aires  distinctes  A  du  plan  s,  et 
lorsque  zf  décrira  A,,  cet  ensemble  d'antécédents  décrira  //  aires  dis- 
tinctes A' du  plan  s.  11  est  bien  certain  que  chacune  des  A  est  >■  vtérieui  e 
à  chacune  des  A',  et  si  A,  et  A',  n'ont  pas  de  point  frontière  commun, 
aucune  des  A  ne  pourra  même  avoir  de  point  frontière  commun  avec 
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une  À'.  Nous  utiliserons  ce  résultat  plus  tard,  dans  la  formation  des 
domaines  de  convergence  vers  les  points  limites  à  convergence  régu- 
lière ['^  —  ou' ),  |<p'(Ç)|<i.  Nous  verrons  immédiatement  que  les 
domaines  relatifs  à  deux  tels  [>oints  limites  distinct-  ne  peu\  eni  a\  où 
aucun  point  inférieur  commun. 
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Étude  générale  de  l'itération  d'une  substitution  rationnelle. 
Ensemble  des  points  singuliers  de  l'itération 


7.  Dans  tout  le  cours  du  Mémoire,  nous  désignerons  pai 
fraction  rationnelle  dont  il  s'agit  d'étudier  l'itération;  nous  poserons 

-,       ? 

Les  points  ;,,  s2,  ...,  z,t,  ...  s'appellent  les  conséquents  d'ordre   i, 
2,  ...,  n,  ...  de  z.  Inversement,  z  est  antécédent  d'ordre  i  de  z,,el 
antécédent  d'ordre  n  de  zn.  Un  point  quelconque  admet  A  antécédents 
si  <p  est  une  fraction  de  degré  /".  Les  fonctions  rationnelles  p 
on(z),  ...  seront  dites  les  itérée*  de  >  (z  i. 

Le  problème  de  l'itération  consiste  à  étudie]  la  suite  

z,n  ...  et  principalement  à  étudier  ^ensemble,  dérivé  de   l'ensemble 
dénombrable  précédent,  et  comment  cet  ensemble  d<  du 

choix  de  s,  élément  initial. 

Ce  problème  n'a  été  étudié   jusqu'ici  qu'au   punit    de  vue   local; 
logiquement,  cette  restriction  s'explique  par  la  façon  dont  une  fonction 
analytique  ?<")  esl  définie  en  général:  par  une  série  de  puissa 
convergeant  au    voisinage  d'un    certain   point:   si   l'on    veut    que   In- 
conséquents successifs  d'un  point   3  puissent  se  définir  de  proch< 
proche,  il  faut  que  les  valeurs  s,  que  prend  f  (:  1  dans  le  domain» 
elle  est  définie  ne  sortent  pas  de  ce  domaine     d'où,  avei  presque  I 
les  auteurs  qui  se  sont  occupés  jusqu'ici  de  la  question,  la  préocupation 
d'étudier  les  conséquents  au    voisinage  seul  des   points     racini 
z=f(z)  pour  lesquels*  |/'(  z)  |<  1    par  exemple;  c'esl  qu'alors 
valeurs  de  \z{      Ç|  sont  «    |:       Ç|,  pourvu  que  \z       ]\  soit  assez  petit 

1 ./  H/m .  de  Math.    '  ><ii'-  I .  tome  i\  . 
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et  par  suite  les  conséquents  successifs  restent  clans  la  région  voisine 
de  s  oùf(z)  est  définie  ('  >. 

Pour  étudier  l'itération  de  z  quel  que  soit  z  dans  le  plnn  analytique, 
il  faut  que/(3  )  et  to  ites  ses  itérées  soient  parfaitement  définies  pour 
tout  point  du  plan.  Il  faut  pour  cela  que  seul  le  point  à  l'infini  puisse 
être  un  point  essentiel  def(z).  Et  ceci  conduit  à  supposer  que/ est 
une  fonction  rationnelle  ou  une  transcendante  entière.  Dans-ces  deux 
cas  seulement,  quel  que  soit  z  à  distance  finie  il  a  des  conséquentsbien 
définis,  et  le  problème  a  un  sens. 

iNous  supposerons  donc  pour  l'étude  générale  en  vue,  que  la  fonction 
à  itérer  est  rationnelle  z,  =  o(  z).  On  verra  de  soi-même  quelles  seront 
celles  de  nos  conclusions  qui  s'étendront  à  l'itération  des  transcen- 
dantes entières,  m  étant  rationnel,  le  point  à  L infini  sera  assimilé  à  un 
point  ordinaire  quelconque,  c'est-à-dire  que  l'on  considérera  \>*  flan 
complet  ( 2  ). 

Une  première  remarque  à  faire  est  la  suivante  :  toutes  les  itérées 
cp2  (5),  ...,  <p„  (s),  ...  sonl  rationnelles,  et  si  l'on  suppose  (en  laissant 
de  côté  le  cas  où  3  est  du  premier  d  is  bien  facile  el  bien  connu) 

que  ap  est  d'un  degré  £j>i,  leurs  d  (grés  respectifs  sont  h2,  k3 /" 

Aucune  n'est  identique  à  z.  Cela  se  voil  tout  simplement  en  remar- 
quant qu'un  point  arbitraire  an  plan  aura  A:  antécédents  d'ordre  1, 
k-  antécédents  d'ordre  2,  kn  antécédents  d'ordre  //.  .... 

Les  études  locales  ont  montré  l'importance  des  groupes  circulaires 

de  points  £,,  £2,  £„_,  racines  des   équations   z  lorsque 

pour  un  de  ces  groupes  on  a 

1  <puo  I  =  1  ?î,(Ci)  1 =.  •  •= I  ?;,(?*_,)  1  -  .)!<'• 

Un  tel  groupe  est  appelé  groupe  circulaire  limite.  (  >n  a 

■:, 

Mais  on  ne  trouve  rien  dans  la  littérature  du  sujet  qui  se  réfère,  par 
exemple,  à  une  racine  de  z  =  z(z)  lorsque  |©'(£  )|  ]>  1.  Les  auteurs 
qui  ont  traité  le  point  de  vue  local  passent  tout  de  suite,  dans  ce  cas, 


(*)  Ces  points  z  /(-)  où  \/(z)\  <i  sont  dits  points  limites  à  convergence 
régulière.- 

(2)  Quelquefois  on  préfère  alors  prendre  la  sphère  de  Riemann  comme  sup- 
port de  la  variable  z. 
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à  la  fonction  inverse  z  =  -l(  zt)  pour  laquelle  z  —  -  .'  1 1  <  i . 

ce  qui  ramène  tout  de  suite  au  cas  précédenl  (point  limite 
limite),  mais  pour  y<  s)  et  «o//  ^owr  y{z)\  on  .1  ainsi  des  indi 
sur  certains  antécédents  d'un  point  c  voisin  de  ..  non  sui   ses 
quenls.  La  suite  va  pourtant  nous  révéler  des  propriétés  profondes 
extrêmement  intéressantes  de  pareils  points. 
Envisageons  l'ensemble  des  équations 

3  =9(3),  "  Sp2<  3  =  9«(3 

aucune  d'elles  n'est  identité.  Chacune  a  un  nombre  fini  de  racines    1 
M.  ECœnigs  a  défini  ce  qu'il  fallait  entendre  par  racine  primitif 

d'une  équation 

z  =  on(z) 

ainsi  que  par  groupe  circulaire  de  racines  attaché  à   .'    Nous  appelle- 
rons 'C,  'Cn  £2,   ...,  £„_,    les  //   racines  d'un   tel   groupe.    EIL 
distinctes  et  l'on  a 

Ç,  =  <p(Ç),  =<?(Ç,) 

?;<Ç)  =  9»(Çi)  =  ---  =  ?«(Ç»-i)  = 

La   substitution  |  r,  ip(^)]  permute  circulairemenl    les    racines  d'un 

groupe. 

8.  L'ensemble  E.  —  Appelons  E  V ensemble  dênombrable  formé 
des  racines  primitives 'C  de  toutes  les  équations 

z  =  yn(z)  i  i,a,  «  [9, 

pour  lesquelles  on  aura 

I  <?;,«)  I 


(')  M.  Kœnigs  dit  quelquefoi    qu'une  telle  1 
cai  elle  n'e  1  racine  d'aucune  équatii  n  poui  un  indice  / 

Si  au  lieu  de  pai  1  il  de  la  substitution 

1 1  >  1,  on  partait  de  la  sub9l  1 1    1 

•!■ 
pour  former  l'ensemble  C  des         'I1  <P 


u 
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î).    i"   Existence.  —  Four  ne  pas  raisonner  dans  le  vide,  il  importe 
d'abord  de  prouver  que  K  contient  toujours  des  points. 

Prenons  donc  z  =  o(z)—  (jfz(>  P  et  Q  étant  deux  polynômes  de 

degré  k  (  '  ).  Ses  racines  '.',.  '.'_, £A+I  sont  celles  de  l'équation 

P—  z()-- o. 

Si  Q  =  a0cA  H-. . .,  on  a 
Or, 


-+-. . 


Et  les  -,  étant  racines  de  Ri  r  i  =  o,  on  .1 

1;  li  ,;,, 


Donc. 
(0 


Q(C/) 


Rappelons-nous,  d'autre  pai  1.  qu'à  cause  de 

QCO         ",,;' -•-■■■ 

R(-)  _  //„-*+!  +  ..   .    ' 

on  obtient,  en  décomposai)!    ",  en   fractions  simples,  la  relation  bien 
connue 


(2) 


V  _^j 


.1  d    sont  identiques  car  toute  racine  de  z  =  9P(  "  )  où  I  9' (c)  |  >•  1  salis fail  .1 


et  l'on  a 


Donc  |  4>p(z-  )  |  >  1  pour  celte  racine;  de  plus,  toute  équation  :       «!>,       I  esl  une 
z7=9k(z)(k  =  np)el\Vp(z)\  =  \9'ap(z)\: 

(')  On  peut  toujours,  en  faisant  au  besoin  sur  :  et  ;,  une  même  substitution 
homographique,  supposer  que  P(s)et  Q(s)  ^ont  du  même  degré  k,  degré  de  la 
fraction  rationnelle , 
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A  un  point  M,  d'affixe  ?  (£,),  pour  lequel  |ç'<  '.',  )|  <  ipond 

par(i  )  un  point  N,  d'affixe  rnW-j  situé  dans  le  demi-plan, 

^(;i      partie  réelle  de  s< • 

si   |a>'(C')  ^>I'  :>S'  est  ^ans  'c  demi-plan  ft(V) >-         et   r   <  ipro- 

quement. 


ÉÊ 

■ 

2/ 

JÉÉllP 

jÉP 

-1 

î 

0                  ) 

s/yy/A/rti. 

iftlP 

■ 

Fie. 


La  relation  (2)  prouve  que  les  /.  -h  1   points  \  .  \ V. 

pour  centre  de  gravité  le  point  d'affixe  qui  est  dans  I"  demi 

plan  »; (  -  »      ,  donc,  un  au  moins  dés  point-  N   <i-t  dans  ce  demi- 
plan,  et  non  sur  sa  frontière  ('). 

Il  y  a  donc  une  au  moins  des  valeui  se  qui  esl  en  module  >  1 , 

Y.  contient  donc  sûrement  des  points  j  -  ,. 

Remarque.  —  Lorsque  I*  ri  Q  sonl  de  même  degré   ..  comm 

peut  toujours  le  supposer,  le  point  à  l'infini  ne  peut  être  racine  de 


(')  La  même  relation  montre  que  tou    !■     N    peuvent  être  dan;   le  demi-plan 

c'est-à-dire  qu'il  peut   n  >    a  un  />oint  lim 

filici   régulière 

Voir  la  note  additionnelle  .1  la  fin  du  Mémo 
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On  peut  même,  l'ensemble  dos  racines  d<>s  équations  z  =  ç,  «  c  )  étant 
dénombrable,  su|)pospr  que  le  point  à  l'infini  du  plan  n'appartient  pas 
à  cet  ensemble  :  il  suffit  pour  cela  d'envoyer  à  l'infini,  par  une  même 
substitution  homograpliique  convenable  sur  z  et  zn  un  point  n'appar- 
tenant pas  à  l'ensemble  précédent. 

Ceci  n'a  rien  d'essentiel  d'ailleurs,  puisque,  dans  notre  étude,  le 
point  à  l'infini  ne  se  distingue  en  rien  de  tout  autre  point  du  plan 
(lorsque  m  est  rationnel);  l'avantage  formel  qu'on  peut  retirer  de 
Tliypothèse  précédente  est  de  pouvoir  parler,  sans  ambiguïté  possible, 
de  la  valeur  de  9„('C)  en  tout  point  Ç  racine  de  r  — -  zn(  z ):  si  "^  pouvait 
être  le  point  à  l'infini,  il  faudrait  quelques  précautions  de  langage,  et 
par  exemple,  on  conviendrait  que  9„('C)  en  ce  P°>nt  a  même  valeur 
qu'en  tous  les  points  du  groupe  circulaire  'Ç,  £,,  ...,  £„_,  auquel  appar- 
tient le  point  à  l'infini  i.  (^ette  convention  est  naturelle  :  si  l'on  soumet 
le  plan  z  à  une  transformation  homographique  quelconque 


/  '    /Z,  4-  o 

la  nouvelle  forme  de  la  substitution  à  itérer  se  déduira  facilement  de 
zt  =  <p(s);  ce  sera  Z,  =  <l>(  Z  )  ;  les  groupes  circulaires  fournis  par  o(z) 
deviennent  par  la  transformation  <  S)  les  groupes  que  fournit  (1>(Z), 

et  la  valeur  de  <f^(()  P0llr  un  groupe  'Ç,  '(>{ £„_,  est  égale  à  >  elle 

de  $'/z(Z),  pour  le  groupe  Z,  Zn  Z„_,  correspondant  au  pi 

dent. 

Tout  ceci  résulte  immédiatement  de  la  formule  classique 

dZx  _  rfZ,  dzx  dz 

{ô)  dz~dTx"dl  m: 

sans  qu'il  soit  utile  d'insister. 

Avec  ces  éclaircissements  la  convention  qui  définit  z>J'l  )  au  point  à 
l'infini  Ç  dans  le  cas  où  ce  point  est  racine  de 

est  toute  naturelle.  On  voit  aussi  comment  on  peut,  pour  étudier 
l'itération  de  ©(s),  soumettre  le  plan  s  à  telle  substitution  homo- 
graphique (S)  qu'on  voudra  de  façon  à  avoir  une  transformée  de 
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la  substitution  \  z,  o(  z  )\  pat  S(')  qui  soit  plus  commode  à  étudier 
que  p<  z   . 

Dans  la  suite,  il  nous  arrivera  souvent  'I  user  de  ces  transfoi  mations 
homographiques.  Nous  étudierons  l'itération  dans  le  plan  complet  ou, 
si  l'on  préfère,  sur  la  sphère  de  Riomann,  support  de  la  variable 

10.   2°  Propriétés  des  points  d^  E.   -      H  y  a  toujours  un  p 

de  E  satisfaisant  à 

s  =  :  i  |  >  i  ■ 

I  ne  transformation  homographique  convenable  permet  de  supp< 
que  ce  point  est  l'origine  s  —  o.   Nous  allons  étudier  l'itération  d'un 
petit  domaine  entourant  O,    et   tout    ce   que    nous    dirons    pou 
s'appliquer  à   l'itération  de   la  substitution    .  autour  d'un 

point  s  satisfaisant  à 

les  itérées  de  on  font  partie  de  celle  de  ç  et  Ton  connaîtra  bien  i 
ration  d'un  petit  domaine  entourant  ".  par  <p,  si  l'on  connaît  l'itération 
de  ce  domaine  par  yn. 

D'après  l'hypothèse,  01  s  i  se  développe  autour  de  l'origine  en  une 
série  de  Taylor 

(4)  -1=  0(C)  =  (7,  -:  —  a„zz  4   .  .  .  ave< 

Remarquons  d'abord  que,  parmi  tous  les  antécédents  d'ordre  1 

il  y  en  a  un  et  un  seul  confondu  avec  0  à  cause  de  ç'(o)^o.  I  iOi 
varie  autour  de  l'origine,  cet  antécédenl  -  qui  est  bien  déterminé  > 
autour  de  l'origine  et  l'on  a  un  développement  de    Paylor  pour  :   en 
fonction  de  -,  tire  de  1   1    , 

"1 

Les  résultats  obtenus  par  M.  Ko  nigs  prouvent  qui 
cercle  C,  de  rayon  assez  petit,  autour  de  l'origine,  :  défini  pat 
décrira  une  courbe  C  toute  inU  Heure  à  ■  pie, 


(')  Si  l 'on  désigne  par  1  l'opération  qui  l'ail  pass< 
passer  <!<•  /   a  <D(Z      sera    S    '2S,  comme  il  est   bien 
groupes. 
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si  |  zt  |  <;  S,  S  étant  assez  petit,  on  a  aussi 

\z\<  fc\si\         avec         /,  <  i, 

et  si  z{  décrit  Taire  D,  limitée  par  C,,  s  décrira  l'aire  1)  limitée  par  ( 
On  peut  dire  aussi  bien  :  si  r  décrit  une  aire  D  limitée  par  un  cercle  <  '- 
(je  dis  :  cercle  pour  fixer  les  idées)  de  centre  O,  de  rayon  assez  petit, 
t,  décrira  une  aire  D,  limitée  par  une  courbe  C,  transformée  de  C,  et 
D,  contiendra  D  à  son  intérieur. 

D,  est  la  première  itérée  de  l'aire  D;  prenons  les  itérées  successives 
de  D.  z{  décrivant  D,,  z2  décrira  une  aire  D.  qui  contiendra  D,  (ouf 
entière  à  son  intérieur;  D2  se  recouM'ira  elle-même  si,  pour  deux 
valeurs  distinctes  de  r  dans  D,,  cp  reprend  la  même  valeur  :  on  envisa- 
gera alors  que  D;,  se  compose  de  deux  ou  plusieurs  feuillets  superpo- 
à  la  façon  d'une  surface  de  Riemann;  ;  décrivant  D.  |  tous  le?  feuillets 
de  D2),  <p(-)  décrira  une  certaine  aire  D3  itérée  de  D2,qui  contien- 
dra \)2  à  sou  intérieur,  et  pourra  être  comme  D2  une  surface  de 
Riemann  à  plusieurs  feuillets.  Il  est  juste  de  remarquer  que  toutes 
les  D,  successives  sont  simplement  connexes,  comme  l'aire  D  initiale. 
Chacune  des  aires  D;  est  tout  entière  contenue  dans  la  suivante  D/+  , . 
c'est  clair  si  D,  et  Di4.,  n'ont  qu'un  feuillet;  si  elles  ont  plusieurs  feuil- 
lets, tout  feuillet  de  D,  fait  partie  d'un  feuillet  de  D,  ,  et  sur  ce  feuillet 
tout  point  de  D,  ou  de  la  frontière  de  D,  est  intérieur  à  D/  +  (.  La 
question  qui  se  pose  immédiatement  est  la  suivante  :  tout  point  du 
plan  est-il  intérieur  à  une  D,  d'indice  assez  grand  (  '  ),  ou  bien  y  a-t-il 
des  points  du  plan  qui  ne  sont  intérieurs  à  aucune  D,-.  La  réponse  est 
particulièrement  simple  et  intéressante  : 

11.  Théorème  fondamental.  -    Ti  ois  cas  seulement  sont  possibles  : 

1"  Ou  bien  deux  points  distincts  du  plan  completet  deu\  seulement 
restent  extérieurs  à  toutes  les  D,  successives  (2).  En  les  envoyant 
respectivement  en  a  et  à  l'infini  par  une  homographie  eonvo- 
uable,  -,  =  o(  z)  se  réduit  à  Tune  des  deux  formes  simples 

Z, — a  =  (Z  —  a  )''  011  Zi  — 


(Z- 


(')  C'est-à-dire  :  evis Le-L-i i  un  feuillet  de  I),  qui  recouvre  ce  point. 

(2)  C'est-à-dire  ne  sont  recouvert?  par  aucun  feuillet  des  I>    successives, 
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alors  toute  aire  iinie  du  plan  ne  contenant  pas  le  point  a  esl  intéi  ieure 
à  une  I),  d'indice  assez  grand  et  à  toutes  les  itéi  ées  de  I  » 

2°  (  )u  bien  il  va  un  point  du  plan  complet  et  un  seul  <|ui  reste  ext<  - 
térieur  à  toutes  les  Dt :  successives.  Kn  envoyant  ce  point  à  l'infini  pai 
une  homographie  convenable,  <p(~)  ne  peut  être  alors  qu'un  polynôme 
et  elle  l'est  effectivement.  [Cette  conclusion  est  encore  vraie  si  s  -  esl 
une  transcendante  entière.  |  Dans  cette  hypothèse,  toute  aire  du  plan 
située  à  distance  finie  est  intérieure  à  une  I),  d'indice  assez  grand  el  à 
toutes  les  itérées  de  1),. 

3°  Ou  bien  tout  point  du  plan  complet  est  intérieur  à  une  D,- d'indice 
assez  grand  (•),  et  comme  le  plan  complel  I  l  est  un  ensemble  fei  mé, 
ily  aura  une  I  ){d'indi  ce  assez  grand  qui  recou\  rira  toul  le  plan  complet; 
il  en  sera  de  même  de  toutes  les  itérées  de  cette  I  >..  <  l'est  le  cas  d'une 
fraction  rationnelle  o<  s)  générale.. 

Supposons  en  efîet  que  trois  points  distincts  du  plan  complel  restent 
extérieurs  à  toutes  les  I),  et  remarquons  que  l'ensemble  des  points  du 
plan  recouverts  par  une  \),  représente  l'ensemble  des  valeurs  prises 

par  la  fonction  z;( z  )  itérée  de  q>(s  )  dans  l'aire  I  )  initiale.  <  >n  c lui  ait 

de  là  qu'il  existe  aux  moins  trois  valeurs  que  la  famille  des  fond 

»(*),     ?s(5),     ....     9i(z),     ... 

ne  pourrait  prendre  dans  I).  dette  famille  est  composée  de  foncti 
rationnelles;  elle  serait  donc  normale  dans  D,  au  sens  de  M.  Mon 
c'est-à-dire  que  de  la  suite  des  3>t(s)  on  pourrait  extraire  une  suite 

partielle 



qui  tendrait  uniformément  dans  toute  aire  intérieure  à  1>.  vers  une 
fonction  méromorphe  dans  1  >,  qui  pourrait  être  partout  infinie  dans  I  > 
Cette  dernière  éventualité  est  impossible,  puisqu'à  l'origine  toutes 
les  -^  sont  nulles.  La  fonction  limite /(  :  i  serait  donc  nulle  à  l'origine 
et  méromorphe  dans  I ).  L'origine  serait  point  ordinaire  de    i 
dans  une  petite  aire  A  entourant  l'origine  el  contenue  dans  D, 
serait  holomorphe.  Dans  cette  aire  A,  l'v>  -    tendraient  uniformément 


(  '  i    C'est-à-dire  est  recouvert  par  un  feuillet  au  moins d'u   •    D 
\  enable. 
(' )   Ou  la  Bphère  de  Kiemann  donl  il  esl  la  proj< 

JOUM.    tir     Math      .  ■  .    r 
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vers  f(z).  En  particulier  aussi,  les  valeurs  des  dérivées  des  ç„  à  lori- 
ffine  o'„  (o)  tendraient  vers  la  valeur  bien  déterminée  et  finie  de  la 
dérivée/"' («V)  de  fk  l'origine.  Ici  se  rencontre  une  contradiction,  car 
bien  évidemment,  le  développement  de  Taylor  de  o„.(-)  autour  de 
l'origine  est 

-  a\*z  +  .. . ,         0^(0)  = 

si 

atz-h 

et  comme  n,  devient  infini,  a"' devient  infini  aussi  puisque  la,|>  1 
par  hypothèse. 

Deux  points  seulement  peuvent  échapper  à  toutesles  1  ),  ;  on  a  donc 
trois  cas. 

Premier  cas.  —  Ou  bien  il  j  en  a  deux  distincts  et  alors  chacun 
d'eux  coïncide  avec  ses  propres  antécédents,  ou  bien  chacun  d'eux 
coïncide  avec  tous  les  antécédents  d'ordre  un  de  L'autre;  en  envoyant 
les  deux  points  respectivement  en  a  et  à  l'infini  par  une  homographie 
convenable,  la  relation  z,  =  ©(Y)  se  transformera  (  '  )  soit  en 

/.,  Z  — a)*, 

soit  en 

/.,  —  a 


(Z- 


On  voit  immédiatement  que  toute  aire  à  distance  finie  ne  contenant 
pas  le  point  a  sera  intérieure  à  toutes  les  h  d'indice  /  i,  i  étant 
convenablement  choisi. 

On  reconnaîtra  aisément  qu'on  est  dan-  1  e  1  as,  à  ce  fait  qu'alors  il 
existe  deux  points  Ci  el  £2,  et  deux  seulement,  où  <p'(-)  =  °  et  ces  points 
sont  tels,  en  outre,  que  :  ou  bien 

:?(Ç|),         ?'(£,)  =  <>,         .( 


(')  Pour  abréger  il  nous  arrivera  de  dire  que  la  fraction  (1>(/.),  fournie  par  la 
transformation  de  3,=  ?(z)  en  /  <l>  /  .  à  l'aide  de  l'homographie  auxiliaire, 
est  la  transformée  homographique  de  o  (z). 

(-)  Chacun  d'eux  est  alors  un  point  limite  à  convergence  régulière  et  l'on  verra 
plus  loin  qu'il  n'est  ni  point  de.  I",  ni  limite  de  points  de  I. 
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avec 

;.     ?(Ç,),     (p'(Ç,)  =  o,     ?"(Ç2)      o,      ... 

ou  bien  (') 

:         p(Ç,),       <p,(Çi)  =  o,       <p'(Ç,)      :o 

avec 

?(Çi),      ?'(?.)  =    o,  o,      ■         ...      . 

Deuxième  cas.  —  Il  y  a  un  point  ci  un  seul  qui  échappe  à  toutes 
les  D,,  il  coïncide  alors,  nécessairement,  avec  ton-  ses  antéo  lents. 
Si  on  l'envoie  à  l'infini  pur  une  homographie  convenable,  la  relation 
zx  =  9(3)  se  transforme  en  une  relation  Z,  =  $<  X  1,  $1  /  1  étanl  une 
fraction  rationnelle  dont  (mus  les  pôles  sont  à  I  infini  <  car  un  pôle 
un  antécédent  du  point  à  l'infini),  c'est-à-dire  un  polynôme  entier 
en  Z. 

On  reconnaîtra  aisément,  étant  donnée  une  forme  rationnelle 
si  l'on  a  affaire  à  ce  deuxième  cas.  I  .a  fraction  sera  transformée h<  n 
graphique  d'un  polynôme  si,  et  seulement  si  l'on  trouve  un  point  -  qui 
coïncide  avec  tous  ses  antécédents.  Ce  point  sera   critique   pour  la 
fonction  'l('),  inverse  de  9(3),    il    sera  aussi  un   poinl   où  ç 
puisque,'  parmi  les  antécédents  d'un  poinl  critique  de  |    :  1,  il  ei 
un  où  qj'|  s  i      o.  C'est  donc  un  point  '-.  pour  lequel  l'équation 

a  ses  /,  racines  égales  à  '-'. 

C'est  un  point  '-'      ?(£)i  Mm  annule  •- 
.  1  /  o-,  et  c'est  a  cela  qu'on  le  reconnaîtra 

Si  l'on  est  dans  ce  cas,  il  sera  aisé  de  transformel    :    .  1  en  un  ; 
nome,  et  alors  on  reconnaît  tout  de  suite  que,  quelle  que  soil  l'aii 
à  distance    finie  du   plan  z,  <>u  peul  trouver  un  indice  /  tel  que  les 
itérées  de  I)  d'ordre    1  recou\  renl  complètement  -\    - 


i  '  1  1 U  forment  alors  11  u  groupe  circulaire  limite  d'ordre 
ne  -«.ni  m  pointa  de  K,  m  limites  de  points  di    I 

1   .'-1  donc  u  m  point  limite  à  con^ 
limite  de  points  de  I 
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que  chaque  point  de  l'aire  A,  qui  est  un  ensemble  borné  el  fermé  i  '  », 
est  intérieur  à  une  D;  ;  donc,  les  D,  étant  contenues  chacune  dans  la 
suivante,  il  en  est  une  bien  déterminée  qui  contient  A  à  son  intérieur. 
Pour  bien  préciser  encore  une  fois,  cela  voudra  dire  quV  existe  un 
feuillet  de  D,  sur  lequel  tout  point  de  l'aire  A  ou  de  son  contour  est 
un  point  intérieur  à  D,. 

Troisième  cas.—  Si  la  fraction  rationnelle  o(z)  donnée  ne  se  laisse 
ramener  à  aucun  des  types  offerts  par  les  deux  cas  précédents  (et  l'on 
a  donné  le  moyen  de  reconnaître  quand  ces  deux  cas  se  présentent), 
c'est-à-dire  s'il  n'existe  ni  point  qui  coïncide  avec  tous  ses  antécédents, 
ni  système  de  deux  points  dont  chacun  coïncide  avec  les  /.  antécédents 
d'ordre  un  de  l'autre,  on  peut  affirmer  que  tout  point  du  plan  com- 
plet sera  intérieur  à  une  1),  d'indice  assez  grand,  et  comme  le  plan 
complet  (2 )  est  un  ensemble  fermé,  il  existera  un  indice  i  tel  que 
toutes  les  itérées  de  D  d'indice     i  recouvriront  le  plan  complet. 

Ainsi  se  trouve  démontré  notre  théorème  fondamental. 

Remarque.  —  L  L'aire  D  initiale  a  été  prise  limitée  par  un  cercle 
de  centre  O  uniquement  assujetti  à  être  assez  petit,  c'est-à-dire  dont 
le  rayon  soit  inférieur  à  un  nombre  déterminé  /•,. 

Mais  toutes  nos  conclusions  sont  encore  vraies,  quelle  que  soil 
Vaire  <o  entourant  <  >  dont  on  parte,  si  petite  soit-elle,  car  une  telle 
aire  contiendra  toujours  à  son  intérieur  une  aire  circulaire  I)  de 
centre  O  assez  petite,  et  il  est  évident  que  toute  iti'iVc  de  contienl 
à  son  intérieur  l'itérée  ]),  de  D. 

II.  Dans  un  langage  équivalent  à  celui  du  théorème  précédent  on 
peut  dire  : 

Quelle  que  soit  l'aire  arbitrairement  petite  (0  entourant  O  que  l'on 


(')  Je  fais  ici  appel  au  lemme  de  théorie  des  ensembles  appelé  Lemme  de 
Bon  l-Lebesgue  :  «  Si  tout  point  d'un  ensemble  fermé  borné  à  deux  dimensions 
est  intérieur  à  une  aire  plane,  on  peut  trouver  un  nombre  fini  de  ces  aires  qui 
contiennent  à  leur  intérieur  tous  les  points  de  l'ensemble.  »  Mais  ceci  n'est  pas 
essentiel . 

(2)  Ou,  si  l'on  veut,  la  sphère  de  lliemann  considérée  comme  support  de  la 
variable  z . 
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envisage,  il  existe  deux  valeurs  complexe-  i  \  compi  is  l'infini    au  plos 

que  ne  puissent  prendre  dans  o  les  fonctions  0,1  s)  itérées  de  pi  :  ), 

Premier  cas.  —  Il  y  en  a  deux  qui  se  ramènent  à  a  et   V infini 

lorsque  z>(  z  )  se  ramène,  par  homographie,  à 

Z,  —  a  =  (Z  —  n  ou         Zj  — 


(  Z  -  a  y 


Alors,  si  l'on  considère  une  aire  quelconque  A  du  plan  complet  De 
contenant  pas  ces  deux  points  à  son  intérieur  ou  sur  sa  frontière,  à 
partir  d'un  certain  indice  /chacune  des  itérées  £/(-),  /  '.  prendra 
dans  ûD  toutes  les  valeurs  affixes  des  points  de  l'aire  A. 

Deuxième  cas.  —  Il  y  en  a  une  qu'on  peut  supposer  être  ['infini, 
lorsque  o(z)  se  ramène  par  homographie  à  mil  polynôme  quelconque. 
Alors  il  existe  un  indice  i  tel  que  chaque  itérée  p,    :»  d'indice  / 
prenne,  dans  ce»,  toutes  les  valeurs  affixes  des  points  d'un  domaine 
borné  quelconque,  fixé  à  l'avance,  du  plan. 

Troisième  cas.        Pour  une  fraction  quelconque  p(«)  qui  u'esl  ni 
transformée  d'un  polynôme,  ni  transformée  de  /.,       y  par  homogra- 
phie, il    existe  un  indice  i  tel  que  toute  itérée   i  (z)  d'indice 
prenne,  dans  ffi,  toutes  les  valeurs  complexes  finies  ou  infinies. 

\*1.  (  'orollaires.      i"  Les  conclusions  précédentes  sont  vraies  si  l'on 
remplace  le  point  (  ),  racine  de  z  =  y(z)  où  |q>'l  ;)|  l    i ,  par  un  point 
quelconque  «le  E,  racine  de  z      -f„(  z  >  où  |  z'„\  z  |  |  >  i .  quel  que  soil 
l'indice//.  Il  n'v  a,  pour  s'en  assurer,  qu'à  substitue! 
pour  former  les  itérées  successives  de  l'aire  ••  entourant  le  point  de  I 

considéré;  on  étudie  o„,  ce  d'où  l'on  conclut  poui 

toute  la  suite  cDn  av, d, que  le  théorème  précédent  est  \i,n. 

••"  Tout  pointde  E  est  point  limite  pour  l'ensemble  des  antécédents 
successifs  d'un  point  quelconque  du  puM)  exception  faite  pour  deui 

points  du  plan  au  plus  qui  peuvent  :  OU  bien  Coïncider  cli.n  un  B 

propres  antécédents,  ou  bien  coïncider  chacun  avec   tous  les  ant< 

dents  d'ordre  un  de  l'autre. 

On  a  l'ait  remarquer,  d'autre  part,  que,  parmi  les  antécédents 
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d'ordre  i  d'un  point  quelconque  de  E,  il  peut  y  en  avoir  un  au  plus  qui 
coïncide  avec  ce  point  lui-même,  un  peu  de  réflexion  suffit  alors  à 
prouver  qu'un  point  quelconque  de  E  a  une  infinité  d'antécédents 
successifs  et  par  conséquent  tout  point  de  E  est  point  limite  pour  V en- 
semble de  .ses  propres  antécédents  l  '  ). 

3°  De  là  suit  une  propriété  très  intéressante  des  points  de  E,  à 
savoir  :  tout  point  de  E  est  limite  de  points  de  E,  c'est-à-dire  que 
dans  un  voisinage  arbitrairement  petit  d'un  point  V  de  E 

[Ç    :<p,(Ç);  |?;(0|>i]i 

il  v  a  toujours  une  infinité  de  points  de  E,  racines  d'équations  telles 

que 

z  =  on(z),        où        \o'„(z)\>i. 

En  effet,  quelque  petite  que  soit  l'aire  cE)  entourant  un  j>oint  P  de  E, 
on  peut  trouver  dans  à)  un  point  distinct  de  1'  qui  soit  antécédent  de  P 
d'ordre  assez  élevé  ///  :  soit  l\  ,„  ce  point-là,  on  peut  l'entourer  d'une 
aire  A_m,  intérieure  à  (Q  et  ne  contenant  pas  P,  assez  petite  pour  que  la 
transformée  de  A_,w  par  fm(z)  qui  est  une  aire  A  entourant  P,  soit  une 
aire  simple  à  un  seul  feuillet  aussi  petite  qu'on  voudra  |  nuiis  ceci  n'a 
pas  d'importance,  l'essentiel  est  que  A  entoure  I*  ).  L'itéi  ée  cTordi  e  n 
de  A  est  itérée  d'ordre  ///  -t-  n  de  A_,„,  et  l'on  peut  prend  i en  assez  grand 
pour  que  la  petite  aire  finie  A_,„  soit  tout  entière  à  l'intérieur  d'un 
feuillet  de  A„  (ceci  résulte  bien  de  ce  qu'aucun  des  antécédents  d'un 
point  E  ne  peut  être  un  de  ces  deux  points  exceptionnels  qui  inter- 
viennent dans  le  premier  et  le  deuxième  cas  de  notre  théorème  fonda- 
mental). 

La  fraction  ym+n(z)  transforme  alors  l'aire  A  ,„  en  une  aire  A,,  qui 
peut  se  recouvrir  elle-même  à  la  façon  d'une  surface  de  l'uemann, 
mais  qui  est  telle  que  A _m  est  intérieur  à  un  feuillet  de  A„,  c'est-à-dire 
que,  sur  le  feuillet  considéré,  A_,„  et  son  contour  ne  renferment  que 
des  points  intérieurs  à  \,t  et  non  sur  le  contour  de  A„.  Ceci  suffit  pour 
affirmer  (2)  que  l'aire  A  ,„  renferme  à  son  intérieur  une  racine  de 


(')  Ut)  point  de  E  n'est  donc  jamais  un  des  deux  points  exceptionnels  prévus 
au  théorème  fondamental 

(2)  Von-  aux  Préliminaires,  v>  .">. 


sun   i.  i  rÉH  \  i  io\   des   i  o» 

z  =  ym+n(z)  pour  laquelle  :tte  racine  esl  distincte 

de  P,  car  A.„,  ne  contient  pas  P. 

On  a  ainsi  montré  que  toute  aire  arbitrairement  petite  iranl 

un  point  P  de  E  contient  un  point  de  E  distinct  de  P;  elle  en  conti 
donc  une  infinité  :  donc  tout  point  de  E  esl  bien  limite  de  points  de  I  . 

Ceci  montre  en  outre  < j u «>  E,  qui  contient   sûrement  ud  point  au 
moins,  en  contient  toujours  une  infinité  dénombrable.  Il  esl  a 
permis  de  parler  de  /  ensemble  E'  dérivé  de  E.  E  contient  I  . 
qu'affirme  le  corollaire  3°  que  nous  venons  de  démontrer. 

i"  Les  principes  sur  lesquels  reposent  la  démonstration  précédente 
prouvent  aussi  que  tout  antécédent  d' un  point  <!<■  I .  appartient  à  I 
enfin  il  est  évident  que  E'  est  un  ensemble  pai  fait,   car  d'une  part  il 
contient  spn  dérivé  E",  d'autre  part,  il  contient  E,  et  tout  point  de  I 
étant  limite  de  points  de  E  est  limite  de  point-  de  I       Don   .  I     est 
identique  à  E",  E'  est  parfait. 

Remarque.  —  Le  l'ait  :  tout  point  de  E  est  limite  de  points  de  I  . 
est  capital,  nous  l'avons  obtenu  par  nue  analyse  toute  naturelle, 
comme  conséquence  du  théorème  fondamental.  Voii  i  une  nouvelle 
démonstration  directe.  Elle  utilise  le  théorème  de  M.  Picard,  avec  le 

perfectionnement  apporté  par  \I.  Landau,  dont  voici  l'énom 

a  et  3  riant  deux  nombres  complexes  quelconques 
existe  un  nombre  R(a,  [J)  nedépendant  que  de  %  <  Ud  que 

toute  fonction  holomorphe 

dans  le  cercle  \  z  |  <  R,  prend  dai  ercle  la  valeur 

valeur  i  n  . 

Supposons  que  l'origine  soit  un  point  de  I   et,  p  >ur  simplitiei  I  ex- 
position, que  cesoit  une  racine  de  :  -  i,  ce 
pas  là.  comme  on  l'a  dit  plusieurs  fois,  restreindre  la  généralité. 

pi  ;  i  se  développe  .m tour  de  l'origine  sous  la  forme 

L  itérée  d'ordre  n  de  -  a  un  développement  fa<  île  .i  cal< 
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Or 

22^    ^a'[-\-a,a"t-l(a"i-y)z+  ....  (K|>0- 

On  est  sûr  alors  que  dans  un  cercle  de  rayon  R  [#',',  a2a"~\a'[  —  1)], 

^'  _      prend,  si  elle  est  régulière  dans  ce  cercle,  en  un  point  distinct 

de  O,  la  valeur  zéro  ou  la  valeur  ////. 

M.  Hurwitz  a  montré  {voir  Picard,  Traité  <l   tnalyse,  2e  édition, 
l.  :J,  p.  377)  que 


1;  y.  î)    f6j-^-,  v!«rv/|«— M- 


On  peut  donner  des  expressions  plus  précises  de  R.  niais  celle-là 
)us  suffit.  Si  l'on  calcule  avec  elle  la  m 
trouve  une  expression  qui  est  de  l'ordre  de 


nous  suffit.  Si  Ton  calcule  avec  elle  la  valeur  de  I!  pour     " /  >   on 


1    1 

l«"l*    * 

-  • 


|a,|«»- 

c'est-à-dire  qui  te«d  yers  cr/-/  quand  n  grandit  indéfiniment. 
La  conclusion  de  tout  cela  est  que  dans  un  cercle  de  centre  O  donl 

le  rayon  est  d'ordre   \a{  (rayon  arbitrairement  petit  si  //  est 

assez  grand),   •'' _"    a  un  pôle,  ou  bien  un  zéro,  ou  prend  la  valeur  1, 
ailleurs  qu'à  l'origine. 

i°  Si  ~  prend  la  valeur  1,  le  théorème  est  démontré,  car  en  ce 
point  z,  on  a  ©n  =  z.  Les  seuls  cas  embarrassants  sont  ceux  où.  quel 
que  soit  n  à  partir  d'un  certain  rang,  —  prendrait  bien  les  valeurs  o 

et  x  ,  mais  pas  la  valeur  1 . 

i°  Si  c'est  la  valeur  zéro,  on  arrive  à  la  conclusion  que  O  est  point- 
limite  de  ses  propres  antécédents  et  l'on  se  tire  de  la  difficulté  bien 
aisément  par  le  procédé  employé  au  3e  corollaire  :  le  cercle  <  )3  qui  est 
arbitrairement  petit,  contient  un  antécédent  P.  «  de  l'origine  qu'on 
peut  entourer  d'une  aire  A  „  assez  petite  pour  être  contenue  dans  C  et 
pour  que  son  itérée  A  par  s„(r)  entourant  O  soit  arbitrairement  petite  ; 
comme  l'étude  locale  des  environs  de  O  suffit,  C  étant  arbitrairement 
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petit,  à  prouver  qu'une  certaine  itérée  .A    de  A  i   nferme  à   -ou  ii 
rieur  C,  et  par  suite  A     ,  on  conclut  quei     et  par  suit   I  en! 

un  point  de  E  distinct  de  <  )  pour  lequel 

-  =  ©«+/,  (s),  i. 

i    Enfin,  -i    "_"    a  toujours  un  pôle  dans  le  cercl<  <  '..  cela  veul 

que  O  est  point-limite  pour  l'ensemble  formé  par  les  antécédents  du 
point  à  l'infini.  Par  une  homographie  convenable,  -  il  existe  un  point 
du  plan  distinct  de  O  donl  les  antécédents  n'admettent  pas  0  j 
point-limite,  on  enverra  ce  point  à  l'infini  el  la  difficulté  t  nie 

-c  trouvera  écartée.   Il   ne  serait  impossible  de  la  conjurei  que  si  (> 
-•tait  point-limite  d  antécédents  pour  tout  point  du  plan.  Ma  fine 

avant   alors  des  antécédents   distincts  d'elle-même,   on   raisonnerait 
comme  au  20  et  le  théorème  sérail  encore  démontré. 

Cette  deuxième  démonstration  n'esl  pas,  mi  fond,  différente  delà 
première,  surtout  >i  l'on  songe  que  M.  Monte!  ;i  déduit  le  théorème 
de  Picard-Landau  de-  notions  qu'il  ;i  introduites  mu  le-  familles  nor- 
males de  fonctions.  <)u  remarquera  le  lieu  étroit  qui  rel 
faits  :  1"  tout  point  de  E  est  point-limite  de  points  de  I.  :  2°  tout  point 
de  I.  est  point-limite  pour  -e-  propres  antécédents. 

I.">.   Uensemble  E\dérwéde  I..       Vous  avons  vu  queE  est  parfait. 

Tout  point  I*  de  E  étant  limite  de  point-  de  E,  quelle  que  soit  i  aire 
arbitrairement  petite  i  dont  on  entoure  l\  il  y  aura  toujours  dans 
un    point   de    E,   et   par   suite   il    \    aura  .111    plus   deux   point-  du   plan 
(conformément  aux  premiei  et  deuxième  cas  de  notre  théorème  fonda- 
mental 1  qui  resteront  extérieurs  à  toute-  les  itéi 

C'est  la  une  propriété  caractéristique  des  points  de  I 

Théohème.    -   La  condition  nécessaire  <•(  suffisante  pour  quun 
point  V  du  plan  complet  jouisse  de  la  propru  (amentale  sut' 

vante  :  quelque  petite  >///>■  ^<>it  /  "  loitrant  P,  deux  points  du 

nia n  complet  "/i  pi n\  puniront  rester  e  vlérieurs à  tou ' 
(cas  correspondant  aux  i°et  i°  de  notre  th  tentai), 

que  dû  soit  un  point  de  I 

<  )n  a  \  u  que,  si  I'  est  «le  I    .  la  condil ion  étail  1 
e-i  suffisante.  Il  est  visible  qu'elle  est  né<  essaire;  1  u  effet,  -1  quel  que 

-oit  0  entourant  un  point  P,  le-  it<  \  renl  tout  | 

loin  n.   ilr  Mu/Il .   |  ni''   l\  .  —    I  ••-■      I  .    : 
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du  plan  complet  sauf  deux  points  au  plus,  il  est  visilde  que  P  est  point 
limite  pour  l'ensemble  des  antécédents  d'un  point  quelconque  du 
plan  (il  ne  peut  y  avoir  exception  que  pour  deux  points  du  plan,  si  ce 
système  de  deux  points  est  identique  à  l'ensemble  de  tous  ses  antécé- 
dents et  de  tous  ses  conséquents,  ce  qui  nous  ramène  aux  premier  el 
second  cas  de  notre  théorème  fondamental).  Parmi  ces  points  dont 
les  antécédents  admettent  P  pourun  de  leurs  points  limites,  se  trouve 
évidemment  tout  point  de  E.  (  <  )n  a  vu  qu'un  point  de  I.  n'est  jamais 
un  des  deux  points  exceptionnels.  )  P  étant  limit»1  pour  les  antécédents 
d'un  point  de  I']  est  donc  de  E',  puisque,  d'une  part,  tout  antécédent 
d'un  point  de  E  esl  «le  K  et,  d'autre  part,  E'  est  parfait. 

P  étant  donc  un  point  de  E'  et  0  une  aire  arbitrairement  petite  qui 
l'entoure,  A  étant  d'autre  part  une  aire  quelconque  du  plan  complet, 
uniquement  assujettie  à  ne  contenir  ni  à  son  intérieur  ni  sur  >.i  frontièi  e 
un  ou  deux  points  particuliers  bien  déterminés,  quand  :p  (z)  esl  une 
des  fractions  visées  par  le  premier  ou  le  second  cas  du  théorème  fon- 
damental, A  pouvant  être  le  plan  complet  lui-même  si  ip  (z)  esl  géné- 
rale, il  existe  un  indice  /tel  que  toutes  les  itérées  de  0,  d'indice  /. 
recouvrent  complètemenl  A  1  '  ». 

1  ï.  Corollaires.  1  "Tout  point  de  E'esl  point  limite  pour  l'ensemble 
des  antécédents  successifs  d'un  point  quelconque  du  plan  complet, 
exception  faite  peut-être  pour  deux  points  au  plus  qui  coïncident 
chacun  avec  ses  propres  antécédents  ou  chacun  avec  tous  le-  antécé- 
dents d'ordre  1  de  l'autre.  (Cas  1"  et  20  du  théorème  fondamental.) 

Dans  un  autre  langage,  il  existe  au  plus  deux  valeurs  complexes, 
finies  ou  infinies,  qu'aucune  des  fonctions 


(  '  )  En  particulier,  tout  point  de  I.'  ne  pouvant  être  un  des  ileu\  points  excep- 
tionnels prévus  au  théorème  précédent,  sera  intérieur  <>  une  ô.,  et  comme 
l'ensemble  E'  est  parfait  (et  borué  >i  l'on  se  place  ~m  la  sphère  de  Rieiuann), 
on  pourra  même  trouver  un  nombre  fini  de  Ut),,  ou  même  simplement  une  ffi 
d'indice  assez  êleve  i0  qui  contienne  a  son  intérieur  louL  l'ensemble  E  .  ain-i 
que  toutes  les  (0/  d'indice  i>  i0.  Cela  lient  à  ce  que,  quelque  petite  que  --oit 
l'aire  (0  entourant  I*  de  E',  elle  contient  une  petite  aire  circulaire  entourant  un 
point  de  E,  el  pour  les  itérées  de  cette  petite  aire,  qui  sont  toutes  intérieures 
au\  itérées  de  même  rang  de  (D,  la  propriété  précédente  a  déjà  été  reconnue 
exacte. 
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ne   puisse  prendre  dans  un   voisinage  donné       de  P  arbitrairement 
petit. 

2°  Tous  les  antécédents  successifs  d'un  point  de  E   el  l 
séquents  appartiennent  à    E';  car  les   uns  el    les  autres  ;nt, 

comme  le  point  de  h'  considéré,  la  propriété  cai  ictéristique  énom 
au  théorème  ci-dessus  (  '  t. 

On  peut  dire  (jue  E'  esl   un  ensemble  parfait  qui  reste  invai 
par  la  transformation  simplement   rationnelle  du   plan  :,  =  . 
par  les  /.  branches  de  la  transformation  inverse. 

3°  Les  antécédents    successifs   d'un    point    quelconque    I*   d<    I 
forment  un  ensemble  partout  dense  dans  I  ist-à-dirc  que  toute 

aire  contenant  des  points  de  E  contienl  des  antécédents  du  point  con- 
sidéré P.  C'est  évident  puisque,  .menu  point  I'  de  E   ne  pouvant 
un  des  deux  points  exceptionnels  prévus  au  théorème  nt,  tout 

point  de  E'  esl  limite  pour  les  antécédents  du  point  i  onsidéré  P. 

V  En   un  point  V  <!<■  E',  il  est  impossible  que  la   famille   . 
s,i  ;j,  ...,  9B(s),  ...ou  une  famille  quelconque  formée  d'une  infi- 
nité de  s,  soit  normale. 

En  effet,  quelque  petit  que  soil  le  cercle  C  de  centre  I'.  il  existe  un 
indice  i  tel  que  toutes  les  aires  <  "...  itérées  de  <  '.  d'indice^    i  recoud  rent 

(')   l)e  la   noie  (l)  (page   précédente)  il    résulte,   en   tenant   compt< 
9econd  corollaire,  que,  --i  l'on  considère  une  aire   arbitrairement   ; 
exemple  un  cercle  de  centre  <  '  entourant  un  point  I'  de  I    ,  el     i  j  i 
intérieure  à  l'aire    0,  l'itérée  (£),,  de    fi   contenant   .i   son   intérieur  tout 
semble  E'  : 

a.  Tout  itéré  d'ordre  /,,  d'un  point  de  i  '  est  un  point  de  I  E 

b.  Tout  point  de  E  étant  intérieu  tura  un    i 

rieur  .i   (0,  cet  antécédent  sera  un  point  de  i    ;  d'où  !  o  ut  : 

roui  point  de  E   e  i  contenu  dans  l'ensemble  il»  •  i 

les  i  Lé  ré  s  d'ordre  i      /„   de  C. 
I  I ;i  peut  donc  dire  qu'a  partir  il,-  tout,-  partie  arbiti 

on  peut  engendrer  tout  Y.    à  l'aide  d'un  no  mi 

de  C,  ceci  nous  sera  utile  pour  discuter  la  structure        I 

c me  conséquence  de  cette  i  ;      ttructun         I 

que  celle  de  toute  partie  '     !•    i 

irbitrairement  petite  du  plan  qui  entoure  un  I 

Il  n'en  est  pas  de  même  des  conséquents  ■!<■  loul  point  d    I 

s.ni  a  priori  que  tout  point  de  I    ou  loul  antécédent  d'ui 

nomb  le  conséquen  i  -  succe  sifs. 
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toute  aire  A  fixée  à  l'avance  et  uniquement  assujettie  à  la  condition  de 
laisser  deux  points  bien  déterminés  du  plan  au  plus  à  son  extérieur. 
Si  la  famille  considérée  était  normale  en  I\  ou  si  une  suite  infinie 
quelconque  extraite  de  la  suite  tp,-  était  normale  en  l\  on  pourrait 
trouver  une  suite 

=»„,(>),     o„.(z),     ....     tpnj,(2),     ••• 

qui,  dans  C  supposé  assez  petit,  tendrait  uniformément  vers  une 
fonction  analytique /(s)  qui  pourrait  être  une  constante;  mais  < 
étant  supposé  assez  petit,  à  partir  d'un  certain  rang  les  an—  C,  , 
C„  ,  ...  itérées  de  C  seraient  voisines  de  l'aire  V  transformée  de  C 
par /(s  ),  et  par  suite  seraient,  comme  T,  arbitrairement  petites.  (  !eci 
contredit  le  fait  que  pour  tout  indice  y  supérieur  ou  égal  à  l'indi 
dont  il  a  été  (pie-lion  plus  haut,  (  '.(  recouvre  A. 

5°   Dans  toute  aire  (0,  arbitrairement  petite,  entourant  un  point  I* 
de  E'  il  existe  deux  valeurs  complexes  l  finies  ou  infinies)  au  plus  que 

ne  puisse  prendre  aucune  des  fonction-  p     z),  z>'t(z) -      z)  ou 

même  que  ne  puisse  prendre  aucune  des  fonctions  d  une  suite  infinie 
extraite  de  la  précédente  : 


<p'*.(s),     ? 


- 


Car  s'il  existait   trois  valeurs  complexes  distinctes   qu'aucune   des 

fonctions 

ne  prenne  dans  iô,  cette  suite  sérail  normale  dans  >\  ,>|  |  ()n  en  dédui- 
rait de  suite  que 

p„ t  (  z  p „ ,  (  s  ) .     . . . 

sérail  aussi  normale,  contrairement  au  Y  corollaire. 

h>.  La  structure  de  E'.  —  Des  exemples  simples  montrent  immé- 
diatement que  E' peut  être  :  i"  un  ensemble  parfait  discontinu,  ou 
2°  un  ensemble  parfait  continu  linéaire  (1),  mais  3°  rien  n'exclut 
a  priori,  la  possibilité,  pour  1/  d'avoir  des  portions  qui  soient  des 
continus  superficiels,  des  aires. 


(')   A  priait.    E'  peut  être   ;»    la    fois    discontinu    dan-    certaines    régions    el 
continu  linéaire  dans  d'autres;  non-  verrons  plus  loin  que  cela  ne  peut  être. 
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\  i  e  titre  la  proposition  suivante  esl  intéresi 

Théoi  ème.  —L'ensemble  E'  ne  peu!  comprendre  de-  aires  qu 
comprend  toul  le  plan  complet;  en  d'autres  termes  :  s1  in  point 

du  [>lan  complet  qui  n'appartienne  pas  à  E',  E    ne  peu!  l'un 

ensemble  continu  linéaire  ou  un  ensemble  parfait  discontinu,  mais  ne 
comprend  certainemeni  aucune  aire  du  plan.  Autrement  dil  enc< 
dans  ce  cas,  E'  n'a  pas  de  point  intérieur. 

En  effet,  si   \  esl  un  point  du  plan  n'appartenant  pas  à  I    .     ni 
l'entourer  d'une  petite  aire  A  dont  aucun  point  n'est  de  1    .  i    i   me  des 
antécédentes  de  A  necontienl  depoinl  deE  :  pai  suite,  un  poinl  Pde  I 
ne   peul    être  point  limite  pour  les  antécédents  d'un    point  arbit) 
rement  choisi  dans  Ai'),  que  si  dan-  tout  cercle  de  i  enti  e  P  il  \  .t  des 
points  n'appartenant  pas  à  E'.  Ceci  exclut  donc  la  possibilité  ni     r  P 
d'il.'  o  poinl  intérieur  »  il'-  I  -dire  d'être  centre  d'un  certain 

petil  cercle  donl   tous  les  points  sont  de  E'.  Comme  nous  le  veri 
par  la  suite,  l'étude  locale  aux   environs  des  points  remarquables  du 
plan  déjà  signalés  par  VI.    K.œnigs  permel  de  fixer  certaines  1    . 
qui  ne  contiennenl  pas  de  poinl  de  E  . 

A  priori,  E'  peut  donc  :    i"  être  un  ensemble  parfait  discontinu  on 
continu  linéaire  i  J  i,  ou  •>'■  être  identique  au  plan  complet. 


i'Wi   écarle   I  objection  an   raisonnement   actuel  que  pourrait  faire  naître 
l'hypothèse  que  tous  le-  antécédents  <!<•  \  ne  sonl  qu'en  nombre  lini,  h v j 
qui  correspond  ;m\    premierel  deuxième  cas  'lu  théorème  fondamental     \ 
supposé  un  des  deux  points  exceptionnels  dont  il  est  fait  mention  alors.  Nous 

rons  d'ailleurs  plus  lard  que  cesdeux  | is   exceptionnels  dans   les  premû 

deuxième  cas  ne  sont  jamais  des  points  de  I    .  et  qu'on  peut  le>enl 
d'une  aire  ne  contenant  pas  de  poinl  de  E  :  i Is  forment  en  effet  un  groupe 

I limite  <l  ord  i  .•  •.  ou  bien  chacun  esl  poinl  limili 

( 2 )  Voici  une  conséquence  immédiate  de  li \.<-  |  '  i  de  la  page  99   lu  \ 

Mémoire  :  Si  dans  une  région  1^  arbitrairemeul  petite  du 

fo ni  un  ensemble  partout  discontinu,  c'est  ■>  >l  1 1  <•  •  mal  en» 

quelc |ues  de  ses  points     .    I     1  ml  entiet 

tout  |">i ni   de  I'    peu  1  êti  e  entou ré  d'u ne   pi  I  ' 

contient  H  .1  son  intérieui   1  car  un  poinl  de  I  1 

exceptionnels    qui   peuvent   êchappei    .1   toutes  les   I'       Il  v  1    I «1 

dente  K      d'ordre    1   de   H   qui   esl    toul   enl  t  I),  D 

points  d     I     forment  un     usemble  ma 

points,  cai   -1  ce!  enseuibh    partiel  était  bien  enchaîné   enl  i 
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1(>.    i°   Voici  des  exemples  simples  du  premier  cas  : 
i°  E'  est  ensemble  parfait  discontinu  :  Il  suffit  d'envisager  les  frac- 
tions rationnelles  signalées  par  M.  Fatou,  dans  sa   Note  des  Comptes 

-I; 

rendus  An  ro  octobre  1906  :    s,=  ^- — >  pour  lesquelles  il  démontre 

que  tout  point  du  plan  complet  n'appartenant  pas  à  un  certain 
ensemble  parfait  discontinu  E'  a  des  conséquents  qui  tendent  vers 
l'origine. 

Par  la  transformation    z  =  y>  ces   fractions  se   réduisenl    à   des 


no 


ynomes 

/,    =  aZ'-r-l 


et  le  point  de  convergence  pour  tout  le  plan,  sauf  E',  esl  le  poinl  à 


l'infini. 


E'  est  obtenu  par  VI.  Fatou  de  la  façon  1 1  «'•>  simple  que  \<>ici  :  Il 
détermine  un  cercle  C0  de  centre  situé  à  l'origine,  donl  le  rayon  :  se 
calcule  d'après  les  formules  de  \l .  Kœnigs,  et  tel  < pif,  si  |  r|  <  ;.  "ii  ail 

|s,|<K|a|        (o<K<i). 

k   se  détermine  connaissant  la  valeur  de  —■  à  l'origine,  < j  1 1  i  est  ici 

nulle.  C0,  dans  le  cas  présent,  contient  les  deux  points  critiques  de 

la  fonction   algébrique   z(zt)  inverse  de   r,       ?(-)  Mm  s,mt    z <  —  l 


son  itéré  d'ordre  i  le  se t;> i t  aussi;  or,  cet  itéré  d'ordre  1  contient  la  portion 
de  E' contenue  dans  R  (puisque  I)  contient  lî  ,)  qui,  par  liypothèse,  est  par- 
tout  discontinue  dans  R. 

De  même,  -i  dans  une  région  R  arbitrairement  petite  du  plan,  le-  point-  de  E 
forment  un  ensemble  continu  linéaire,  c'est-à-dire  l)ien  enchaîné  entre  deux 
quelconques  de  ses  point-,  E  ,  tout  entier,  sera  bien  enchaîné  entre  deux  quel- 
conques de  ses  points,   E'  sera  un  continu  linéaire. 

E'  ne  peut  donc  être  partout  discontinu  dan-  une  région  et  continu  dans 
d'autres.  Il  ne  peut  se  composer  de  deux  portions  continue-  sans  point  commun, 
mais  rien  n'empêche  a  priori  E'  d'être  tel  que,  dans  toute  région  du  plan,  il  y 
ait  des  points  de  E'  entre  lesquels  lî'  est  bien  enchaîné,  et  d'autres  entre  lesquels 
E'  soit  mal  enchaîné;  c'est-à-dire  que  rien  n'empêche  que  dan-  toute  région  du 
plan  contenant  des  points  de  E',  -i  petite  -oit-elle,  il  y  ail  des  portion-  de  I. 
continues  et  des  portions  discontinues. 
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et  ;,  =  o.  Alors  si  l'on  prend  les  antécédentes  successives  de  '  !     on  a 

successivement  k  courbes,  puis  k2  courbes k*  courbes,  la  portion 

du  plan  limitée  à  C0  contenant  O  a  pour  antécédente  une  portion  du 
plan  contenant  la  précédente  et  limitée  aux  h  courbes  antécédentes 
de  C0,  cette  dernière  portion  a  pour  antécédente  la  portion  du  plan 
contenant  O  et  limitée  aux  /. -'  antécédentes  d'ordre  2  de  C  .  et< 
(  Ihacune  «lf *s  régions  antécédentes  l'une  <lc  l'autre,  ainsi  détei  min< 
contientsa  conséquente,  et  chacune  de  ses  courbes  limites  délimite 
une  région  ne  contenant  pas  O)  où  se  trouvenl  h  courbes  limites  de 
la  région  antécédente  de  la  région  considéi 

Par  ce  processus,  on  voit  que  les  courbes  antécédentes  successives 
de  C0  ainsi  introduites,  se  rétrécissent  indéfiniment  dans  toutes  leurs 
dimensions.    L'ensemble  des    points    u'appartenanl    à    aucui 
régions  envisagées  précédemment,  qui  sont  les  anté<    denl 
du  cercle  C0,  est  un  ensemble  parfait  partout  discontinu.  Tout  poinl 
de  cel  ensemble  est  point  limite  pou:  les  antécédents  de  tout  |><>ini  du 
plan,  sauf  l'origine  (qui  est  un  point  exceptionnel  du  typ 
deuxième  cas  de  notre  théorème  fondamental),  c'est  évident  d'à] 
la   définition    même    de  cel   ensemble;   on   reconnaît    ainsi  que 

ensemble  n'est  aul  re  que  l'ensemble  E  relatif  à  la  fraction  z.  = 

20  E  est  un  continu  linéaire  :  Il  suffit  de  prendre  l'exemp 
qui  entre  dans  le  premier  cas  <ln  théorème  fondamental. 
Ici  l'itérée  d'ordre  //  <lc  :.-  est 

Les  racines  .  de  :  ont   toutes  1  pour  module,  excepté  : 

sont  les  racines  de 


bn  chacune  de  ces  raci nés,  on  ,1 

(loin 

I?  I 
et ,  par  suit»-, 

I  .'-s  racines  de 

\  fi      1 . 
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sont  toutes  des  points  de  E.  Mlles  sont  partout  denses  sur  le 
cercle  j  r  |  =  i .  E'  se  compose  de  toute  la  circonférena     :     =  i. 

I/équalion  z  =  z(z)  admet  en  outre  les  racines  o  et  x  |  < jui  sont  les 
deux  points  exceptionnels  du  théorème  fondamental  (/ier  cas)], 
où  I  <D'(.s)|est  nul.  Ce  sonl  respectivement  le*  points-limites  des  consé- 
quents de  tout  point  de  la  région  du  plan  limitée  par  le  cercle  \z\  =  1 
qui  les  contient. 

3"  Nous  verrons  plus  loin  quelle  complexité  peut  offrir  l'ensemble  E' 
dans  des  cas  où  il  esl  linéaire.  Nous  verrons  en  particulier qu^l  pourra 
diviser  le  plan  en  une  infinité  de  régions,  c'est-à-dire  qu'il  sera  pos- 
sible de  donner  des  fractions  :i:i  simples  pour  lesquelles  il  existe  une 
infinité  de  régions  distinctes  du  plan  limitées  chacune  par  une  partie 
de  E'. 

17.  La  question  -e  pose  de  savoir  -i.  effectivement,  E' peut  com- 
prendre le  plan  complet  tout  entier,  et  «le  répondre;)  cette  question 
soit  par  la  négative,  soit  par  l'affirmative,  en  donnant  un  exemple  de 
fonction  rationnelle  jh  s  )  pour  laquelle  tout  point  du  plan  soil  rie  I  . 
Nous  verrons  plus  loin  qu'une  telle  fonction  n'est  ni  un  polynôme  ni 
une  fraction  se  ramenant  au  premier  cas  de  notre  théorème  fonda- 
mental. 

Montrons  dès  maintenant  comment,  par  analogie  avec  une  question 
connue  et  bien  simple,  on  peut  penser  que  E'  pourra  peut-être 
compter  tout  le  plan. 

E' a  été  défini  par  sa  propriété  caractéristique  :  Tout  point  de  I 
point  limite  /tour  1rs  antécédents  d' un  point  quelconque  <lu  plan 
complet,  sauf  peut-être  pour  deux  points  nu  plus. 

Or,  prendre  les  antécédents  successifs  d'un   point  -  du  plan, 
résoudre  l'équation 

z>(:    ,  )  _—  s     qui  donne /r  antécédents  :    ,  d'ordre  1. 

cp  (  5  i)  /. 2  •    • 


Ce  problème  est  un  cas  particulier  du  suivant  :  f(z,  3,)  =  o  étant 
une  relation  algébrique  entre  z  et  s,  (/est  un  polynôme  en  z  et  z,). 
z  est  dit  antécédent  de  zK\  z_,  défini  par  /(«_,,  z)=o  sera  anté- 
cédent de  r,  etc.  On  définit  ainsi  les  antécédents  successifs  de  cet  la 
question  est  d'examiner  l'ensemble  dérivé  de  l'ensemble  formé  parces 
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antécédents.  Or  il  esl  facile  de  voir  que,  pour  certains  i  hoix  de    f 
ensemble  dérivé  se  compose  du  plan  i<>m  entier,  « j ur* I   que  ^oit   le 
point  s  envisagé. 
En  effet,  si 

s'=S,(s),  :         S,(a), 

sont  les  substitutions  fondamentales  d'un  groupe  automorpht  un/ 
premenl  discontinu  dans  tout  le  plan  (groupede  Picard  pa 
où  ces  substitutions  sont 

_, ,_  _  i 

en  prenant 

/(Z,    S,)  [3,-S,(c)]   [J,.   ■S,(5)]...[3I  - 

les  antécédents  successifs  d'un  point  quelconque  r,  du  plan  m 
pas  autre  chose  évidemment  i|ue  tous  l«-s  homologues  de  :,  dans  le 
groupe  considéré.  Le  groupe  étant  improprement  discontinu  quel  que 
soit  -,  dans  tout  l<v  plan,  ces  homologues  seront  denses  partout  d 
le  plan;  l'ensemble  dérivé  de  l'ensemble  de  ces  homologues  se  •  :om- 
pose  de  (oui  le  plan  complet,  quel  que  soit  le  point  :,  dont  on  est 
parti. 

La  question  qui  nous  occupe  :  détermination  de  I.'  pour  une 
lion 

:  étant  rationnel  en  r.  et  la  question  <!••  la  déterminati l«'s  points 

du  plan,  autour  desquels  un  groupe  automorph  d'être  proj 

ment  discontinu,  sont  donc  deux  cas  particuliers  de  la  question  plus 
générale  suivante  :  détermination  de  l'ensemble  dérivé  poui  I  ensemble 
des  antécédents  d'un  point  quelconques,  «lu  plan,  ces  ant< 
étant  définis  de  proche  en  proche  par  la  relation  algébrique 

\  ce  t  itre,  puisque  le  deuxième  cas  particulier  i 
donne  facilement  des  exemples  où  1     est   identique  au  plan  c< 
on  peut  tout  au  moins  penser  qu'il  xC\   a  pas  (!<•  raison  ti  />/•/<       | 
que  la  question  qui  nous  occupe  dans  ce  Mémo  ration  d< 

tions  rationnelles)  ne  comporte   pas  de  tels  exemples 

Joui  n    >ir    Math.  •        •  ■  ■     ,  t<  inf   IV  ...«.il  '   ■ 
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signalée  serait  plutôt  une  présomption  eu  faveur  de  l'affirmative  I  '  ». 
Je  profite  de  l'occasion  pour  signaler  d'autres  analogies  entre  la  ques- 
tion de  l'itération  et  celle  des  groupes  automorphes. 

18.  Si  l'on  prend  pour  S,  (s  S     z)  les  substitutions  d'un  groupe 

fuchsien  à  cercle  fondamental,  il  est  clair  que.  pour  tout  point  du 
plan,  l'ensemble  dérivé  de  l'ensemble  des  antécédents  sera  composé 
de  tous  les  points  du  cercle  fondamental  :  E'  se  compose  de  toute  la 
circonférence  conservée  par  le  groupe.  On  a  trouve  un  résultat  ana- 
logue dans  le  deuxième  exemple  signalé  plus  haul  l  s 

Si  les  S,(  ;  )  sont  les  substitutions  fondamentales  d'un  groupe  klei- 
néen  de  l'espèce  de  ceux  qui  conservent  l'intérieur  d'une  courbe 
continue  pourvue  de  tangente  en  une  infiniléde  points  et  dépourvue  de 
cercle  osculateur  en  ces  points  (courbe  signalée  par  Poincaré  dan-  son 
Mémoire  sur  les  groupes  kleinéens  >,  E  se  composera  de  tous  les  points 
de  cette  courbe.  Effectivemenl .  nous  donnerons  plus  tard  de-  exemples 
de  fonctions  rationnelles  pour  lesquelles  1/  se  compose  de  tous  les 
points  d'une  courbe  de  Jordan  sans  tangente. 

Enfin,  si  les  S/(s)  sont,  par  exemple,  les  substitutions  fondamen- 
tales d'un  groupe  fuchsien  pour  lequel  le  polygone  fondamental  a  des 
côtés  de'  la  deuxième  sorte,  ce  qui  conduit  à  des  fonctions  fuchsiennes 
définies  dans  tout  le  plan,  sauf  aux  points  d'un  ensemble  parlait  dis- 
continu   E'    situé    sur    le   cercle   fondamental,   on    a    l'analogue    du 


premier  exemple   signalé 


où   l'ensemble  étail    parfait 


(')  Depuis  le  dépôt  de  ce   Mémoire,  M.  Lattes  a  fait  connaître  dans  une  Note 
des  (  'omptes  rendus  (7  janvier  1918)  un  exemple  intéressant  de  ri-  (;i-. 
Kn  posant 

=         ;  I  a  )  \ 

■  Il  I 

on  a 


Tous  les  points  m  ■■■  v  iiv)  pour  les  quels  r  el  w  ont  des  développements 
périodiques  simples  fans  le  système  de  base  2  avec  n  cliiffresà  la  période,  sont  tels 
que   '"//       u  à  une  période  près  et  correspondent  à  des  racines  de  -  3«(") 

pour  lesquelles  ç>,',(-3)  '  •  Ce  sont  des  point-  de  E;  les  «  précédents  étant 
de  n -e-  dans  le  parallélogra  mme  des  péril  >des,  I"  est  dense  dan-  tout  le  plan .  E'  est 
identique  au  plan  complet. 
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discontinu.  On  aura  facilement  un  exemple  de  tels  S    z    en  ; 
trois  cercles  extérieurs  deux  à  deux  C<}  C3,  (    .  considérant  l'aire  qui 
leur  --si  extérieure,  I"  réfléchissant  sur  un  des  cercles,  < '..  j  ai  exemple, 
et  considérant  l'ensemble  de  l'aire  primitive  et  de  son  imas  ime 

le  domaine  fondamental  d'un  groupe  fuchsien,  en   faisanl  se 
pondre  dans  le  domaine  fondamental  obtenu  <.    el  son  imag    I 
-•i  (  ;  .  Si  les  S,(  z  »  sonl  les  substitutions  fondamentales  d'un  groupe 
kleinéen  donnanl  des  fonctions  kleinéennes  définies  dans  tout  le  plan. 
sauf  aux  points  d'un  ensemble  parfait  discontinu  (groupe  Schottrky, 
par  exemple  ),  on  aura  encore  une  foule  d'exemples  où   I .   est 
discontinu,  mais  n'a  pas  ses  points  sur  un  cerck'  fondamental. 

J'ai  un  peu  insisté  suc  les  rapprochements  entre  l'ensemble  I.  relatif 

'itération  d'une  fraction  rationnelle  et  L'ensemble  s  "ù 

un  groupe  automorphe  cesse  d'être  proprement  discontinu  m'a 

paru  que  les  deux  questions  <ju<'  ces  deux  ensembles  dominent 
tion  d'une  fraction  rationnelle,  et  étude  d'un  groupe  automorphe) 
devaient  s'éclairer  l'une  l'autre,  toutes  deux  étant  cas  particuliers  de 
la  question  plus  générale  relative  à  la  fonction  algébrique  :  finie 

par   /'(.-,-,)  =  (>  que  j'ai    signalée    plus   haut.    Dans   nos  deux 
particuliers,   tout    point    de    E    (ou    de        i  est    point    l'uni: 
l'ensemble  des  antécédents  <  ou  des  hoirn  d'un   point 

rique  du  i>l<ih.  el  cette  propriété  caractéristique  de  I    comm 
-■-I   trop  importante  pour  « ] u <■  nous  n'avions  pas  mis  en  lumièn 
liens  étroits  qu'elle  établit  entre  les  deux  quesl 

.1"  bornerai  là  cette  digression  pour  ne  pas  m'écarter  trop  du  - 
propre  de  ce  Mémoire,  <|ui  est  l'étude  de  l'itération  d'une  fracl 
ratii  mnelle. 

lit.    s;i,|s  nous  attarder  à  la  question  de  savoir  si,  effectivement, 
\ .  peut,  pour  certaines  fractions  rationnelle  mposerdu  plan 

tout  entier,   nous  poursuivrons  plus  avant  l'étude  des 
reconnu  que  I'  n'est  pas  superficiel.  <  >n  reconnaît  le  pi 
par  l'étude  locale  des  environs  d'un  point  limite  [z  \  |. 

ou  d'un  groupe  <-ii culaire  limite. 

Montrons,  «-u  effet,  que  si  l'on  reconnaît  pour  la  fraction  : 
l'existence  d'un  point  limite  à  convergence  régulièi  :  un 

point  \  racine  de 

..m 

mi   peut    fixer  un   voisinage  de   ce   point   dans    lequ< 
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équations 

s  =  ©„(«)         (/i  =  i,a x 

//V/  ^A-  racine  distincte  de  A  <  '  i. 

On   sait,  en  effet,  que  si  l  est  l'affixe  de  A,  on  peut  trouver  un 
nombre  o  tel  que  si 

s-:i<p 

on  ait 

5,  — Ç|  <   H   .0. 

II  étant  compris  entre  o  et  i. 
De  là  s'ensuit 

--      ;  •  .h 

z  décrivant  le  cercle   C   de  centre  A  de   rayon   p,    z{   décrira   une 


Fig 

courbe  G,  sans  point  commun  avec  C,  toute  intérieure  à  C.  Si  :  décrit 

l'aire  D  intérieure  à  C, -,  décrit  l'aire  D,  intérieure  à  C,.  Si  -     - 

on  peut  supposer  p  assez  petil   pour  que,  l'aire  D  étant  simple  el  à 

un  seul  feuillet,  Taire  I),  décrite  par  z{  soit  aussi  à  un  seul  feuillet; 

il  est  clair,  alors,  que  les  itérées  successives  de   l>  seronl  emboîtées 

chacune  dans   la   précédente   et   tendront  vers   A  dans   toutes    leurs 

dimensions. 

Si  o'(Ç  )  =  o,  alors  l'aire  décrite  par  ;,  sera  à  2  feuillets,  quel  que 
soit  /,  et  admettra  A  pour  point  de  ramification;  mais  ceci  n'a  pas 
d'importance,  l'essentiel  est  que,  dans  tous  1rs  cas.  z  décrivant  le 
cercle  C  dans  le  sens  positif  autour  de  A,  :,,  z.,,  ...,  -„ décrivent 


(')Totii  polynôme  admet  le  point  à  l'infini  connut'  point  limite  à  convergence 
régulière,  on  peut  s'en  assurer  par  une  homographie  arbitraire  qui  ramène 
à  distance  fi  nie  le  point  à  l'infini.  Pour  aucun  polynôme  K  ne  peut  donc  être 
superficiel. 
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ions  des  courbes  complètement  Intérieures  à  C.  Car  alors, ainsi  qu'on 
l'a  indi(|ii(''  dans  les  préliminaires,  la  variation  de  l'argument  de 
lorsque  z  décrit  C  est  nécessairement  égale  à    <.-.  comme  la  variation 
de  l'argument  de  z —  Ç,  d'où  il  >uit   que,  dan-  l'aire  D,   les  éq 

lions 

-  —  9„{z)-     o         poui  «  =  1,2....     / 

n'ont  d'autre  racine  que  '1. 

L'ensemble  E  se  composant  de  points  qui  sonl  racines  de  telles 
équations,  il  est  visible  que  aucun  point  de  E  ni  de  E'ne  figure  dans 
l'aire  I).  E  n'est  alors  sûrement  pas  superGciel. 

La  démonstration,  pour  un  groupe  limite  '-'.  - .'  _,  provenant 

des  racines  de 

:      ?/,(3),        Ç,  =  9(Ç) :,.  .      ?    ' 

P'(Ç)?'(Ç        -    -    .)• 

esl   à   peine  différente  (').   Comme   l'a   montré   M.  Kœnigs,  chacun 
des  Ç,  peut  être  entouré  d'un  cercle  C,- de  rayon  p<  tel  que,  si   : 
intérieur  à  un  (  '.,,  ses  itérés  tombent  respectivement  dans  les  cercles  i 
suivants.  zp  revenant  tomber  dans  C,de  telle  façon  que    :       C/|<p 
entraîne    z r—  »,|  <[  Il  :,,  El  étant  <C  i .  On  peut  toujours  suppose)  que 
les  C/  sont  extérieurs  deux  à  deux  et  assez  petits;  alors,  si   z  décrit  I  . 

5,,  3.j ;„_,  décrivent  des  courbes  extérieures  à  <  .  et  respective  m 

voisines  de  Ç, '!,„  ...,donc  la  variation  de  l'argument  de  : 

i  /      i,2,...,/?,...)  I*'  long  de  <  '.  est  nulle. 

(  )n  voit  immédiatement  qu'il  en  sera  de  même  quel  que  soit 
pour  les  valeurs  de  i  multiples  de  d;  la  variation  de  arg 
toujours  nulle  le  long  de  <  '.  si  i  n'est  pas  multiple  de  p\  ell< 
à  '.»■-  si  /  est  multiple  de  />.  <  h\  conclut  que,  dans  l'aire  h  limitée 
l>ar  (  !,  les  équations 

s  — 

ri  ont  pas  de  racine  si  n  n'est  pas  multiple  deo,  et  n'ont  qu'une  racine 
i  <|ui  esl  -  »  m  //  est  multiple  dr  p.  Le  même  raisonnement  vaut  p< 


<  'n  peul  toujours  supposeï  que  tous  les  points  du  groupe 
i ,  sans  i  esl  i  ei  ndre  la  généralité 
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les  aires  D,,  D2,  ...,  D^_,  limitées  par  les  cercles  (  ', .  (  '. ,.  . ..,  C^—,  ('  ). 
En  rapprochant  ce  que  nous  venons  de  dire  du  troisième  corollaire 
de  notre  théorème  fondamental,  on  peut  dire  :  «  Dans  l'ensemble  des 
racines  des  équations 

S  =  <?«(-)  "      =  1,3 X>). 

»  i"  Si  une  racine  'Ç  rend  \z,'j'l  )\  <^  \ ,  elle  est  isolée  dans  l'en- 
semble; 

»  2°  Si  une  racine  'Ç  rend  |  :  _  >  i,  elle  est  limite  de  points  de 
l'ensemble  j  et  le  troisième  corollaire  dit  même  qu'elle  est  limite  de 
racines  d'équations  z       o,,( '-)  pour  lesquelles  j  -     - 

Ainsi  se  distinguent  nettement  les  points  de  I.  des  points  lim 
convergence  régulière  ou  <le>  groupes  circulaires  limites. 

20.  Il  peut  arriver  aussi  que  îles  propriétés  particulières  de  la  frac- 
tion o(z)  considérée  permettent  d'énoncer  des  propriétés  de  l'en- 
semble E'  et,  en  particulier,  de  reconnaître  de  suite  qu'il  n'est  pas 
superficiel,  c'est  le  cas  des  fracl  ions  qui  conservent  l'intérieur  et  la  cir- 
conférence d'un  cercle  fondamental  et  que  \I.  Fatou  a  signalées  dans 
une  Note  des  Comptes  rendus  (21  mai  1917).  On  peut  toujours  sup- 
poser que  ce  cercle-C  est  le  cercle  |z|£i;  alors,  pour  |-|<i,  <>n  a 
l<p(s)|  <  1 ,  et  pour  |  z\  =  1  on  a  \<o(z  )|  =  1  •  [M.  Fatou  a  donné  I. 
l'orme  nécessaire  des  z>(z)  jouissant  de  celle  propriété  en  ramenant 
le  cercle  au  demi-plan  analytique  supérieur,  par  une  transformation 
homographiquc.|  o(z)  est  supposée  de  degré  k.  On  voit  qu'à  deux 
points  s  et  z'  symétriques  pai  rapport  au  cercle  O  correspondent  deux 
points  0(5)  et  ç(-')  symétriques  par  rapport  au  cercle.  La  fonction 
algébrique  inverse  de  <p (z)  a,  en  général,  k  —  1  points  critiques  inté- 
rieurs à  (  i,  et  (k  —  1  )  autres  points  critiques  symétriques  des  premiei  - 
par  rapport  à  C.  Si  l'on  considère  la  surface  de  Riemann  R  relatn 
cette  fonction  algébrique,  la  circonférence  |  z  |  :  =  1  découpera  dan- -es 
/•  feuillets  une  aire  S  simplement  connexe  à  k  feuillets  contenant  <  >  el 

(')  Pour  toute  fraction  du  type  correspondant  au  premier  cas  de  notre   il - 

rème  fondamental,  c'est-à-dire  pouvant  par  homographie  se  ramener  à 


le  point  «  et  le  point  à   l'infini   (c'est-à-dire   les   deux    points   exceptionnels   du 
théorème)  forment  un  groupe  circulaire  limite  d'ordre  2. 
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limitée  à  la  circonférence  ■  parcourue  h  fois.   La   fonction  aie 

brique  z  ■    \{zx)  in  ver-,-  de  j  (z)  donne  une  repn    ■  ntation  coi 
sur  l'intérieur  du  cercle  C  de  l'intérieur  de  la  surfai     ~^        euilletsi 
cédente;  par  la  même  fonction,  la  portion  de  la  nann  l! 

considérée  extérieure  à  \  z\  =  1   se  trouve  représentée  de 
forme  sur  l'extérieur  du  cercle  |-|=  i.  En  définitif 
sente,  conformément  sur  Le  plan  complexe  des   :.  la  surface  de  R 
ma n n  R,  complétée  par  les  /.  points  à  l'infini  des  k  feuillets,  qui 
cou  une  on  sait,  fermée  *-\  de  genre  zéro.  Si  r  parcourt  C  dans 
positif  une  fois,  z>      '-  '  :    parcourra  <  '.  /"//jours  dans  lé 
et  /,  fois  d'où  il  suii  facilemenl  que,  sur  G,  se  trouvent  A' —  1  ra 
moins  de  l'équation  r      ©(s),  et,  s'il  y  en  a  plus  de  A    - 1  il  yen 
c'est-à-dire  <  1 1 1  *  *  toutes  sonl  sur  (  ). 

S'il  v  on  a  effectivement  /.  -r-  i ,  on  verra  qu'il  j   aura  sur  < .  toutes 
les  racines  des  équations  z       p„(s)pour/2       i.   i 

En  effet,  za  décril  (  '.  dans  le  sens  positif  A*a  fois,  :    I»-  décrit  /.  ■  fois 
Chacune  des  équations  z  ■■  ■■  o„(  s)  a  sur  Cau  moins  /        i  racin   s    I 
en  ;i  en  tout  A"  r-  i .  Il  ne  peul  en  exister  deux  hors  de  <  Ique  si  chacune 
esl  racine  de  :      s  i  r  i,  ce  qui  est  impossible  puisque 
k  -+-  i  racines  sur  <  !,  ou  si  les  deux  racines   considérées  forment  un 
groupe  circulaire  fourni  pai  .  mais  <»n  voit  immédiatement 

que  ces  deux  racines  devant  être  symétriques  l'une  de  l'autre  p 
porl  ;'i  (1,  l'hypothèse  actuelle  est  impossible  à  accepter,  car  la  trans 
formée  z>  >  :  i  de  la  racine  intérieure  à  <  •  sérail  -,  extérieure 
par  li\  pothèse,  esl  impossible. 

(  Conclusion.  —  Ou  bien  toutes  leséquations: 
ont  leurs  racines  sur  C;  ou  bien  l'équation  i  deux  ! 

symétriques  (')  par  rapport  à  C,  non  Bituées  suri  !,  el  toute 
racines  ainsi  que  toutes  les  autres  racines  des 

sonl   sur  (  '.. 

La  donnée  du  cercle  fondamental  permet  donc  d'affirmel  immé  : 
ini'iii  que  I.'  u'esl  pas  superficiel.  M.  Fatou  a  énoncédans  -    N 
si   toutes  les  racines  sonl  sm   le  cercle  C,  il  peul  arriver  qu'ell» 
Forment  un  ensemble  dont  le  dérivé  (qui  comprend   I     éviden 
soii  parfait  discontinu,  ou  soil  composé  de  '    tout  entier. 

i  '  i  II  peul  arrh er  que  ce    di 
\  .-i  ifienl    alors  forment 

mai    i   esl  là  uni  i s  pa r t i c u I i e r , 
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21.  Si  z  =  o(z)  admet  deux  racines  symétriques  par  rapport  à  <  ". 
non  situées  sur  C,  on  peut,  à  une  homographie  auxiliaire  près,  sup- 
poser que  ces  racines  sont  o  et  ce.  Alors  o(s)  est  telle  que 

• 

cp  (  o  )  =  o  ;  <  i     si     -  <  i  ;  -    :  i     -  i     =  =  i  ; 

|  cp( s)  I  >  i      si      s>i;  p(oo)    .:  ce. 

Le  lemme  de  Schwarz  rappelé  dans  les  Préliminaires  (§  ô)  prouve 

alors.  "A  z  i  n'étant  pas  linéaire,  que,  pour  \z    <<  i  •  on  a 

I  <?(-)!<  1*1     C) 

sans  égalité  possible  et  cela  prouve  qu'à  l'origine  on  a  :/(o)|.<i 
sans  égalité  possible  puisqu'un  petit  cercle  y  de  centi  eO  se  ti  msforme, 
par  o{  s  ),  en  une  courbe  intérieure  à  y 1  voir  les  Préliminaii 

L'origine  est  un  point  limite  à  convergence  régulière,  et  I  on  \oit 
qu'il  en  est  de  même  [tour  le  point  à  l'infini. 


^B 


r-' 


1     - 

Il  est  facile  de  montrer  que,   dans  l'hypothèse   actuelle,    >  /,   fout 

point  de  (  ]  on  a    z>'(z)\^>  i  (2). 
En  effet,  pour  |  z  |  =  i, 

=  i, 
et  pour  \z\  <  i, 

?(-)Kl-'|. 


(  '  )   On  a.  de  même,  pour    z\  >  i . 

=  1- 

('-)  Celle  proposition  me  paraît  un  complément  1res  utile  <\  la  Net.',   signalée 
plus  haut,  de  M.  Fatou. 
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Par  suite,  tout  segment  AI»  normal  au  cercle  |^        i  esl 
on  un  arc  de  courl>e  A,  15,  joignant   A,  |  sur  le  <  i    à  B 

(intérieur  au  cercle  de  rayon  (  >B  i.  I  >onc,  la  longueur  de  l'ai  cA,B 
toujours  supérieure  h  celle  de    \l».  sans  égalité    possible  I 

entraîne  que  |<p'(z)|  [  en  A  (2).  D'ailleurs,  la  courbe  1  i  :  =i 
étant  une  courbe  algébrique  ne  pourrait  rencontrei  i.  qu'en  un 
nombre  fini  de  points  <-t  Ton  voit  bien  aisément  qu'en  ces  |  oints,  I'  ne 
saurait  couper  C  en  un  poinl  \.  ou  lui  être  tangente,  ou  avoir  un 
poinl  multiple  en  A  sans  aboutir  à  une  contradicti  l'un 

ou  de  l'autre  des  faits  suivants  :  [°  aux  environs  de  \  poinl  i  oinmun, 
à  C  el  T,  il  y  aniait  sur  le  rayon  ()A  ou  sur  son  prolongement, 
segmenl   VB  sur  lequel  |<p'(c)  serait  <i,  sauf  en  A,  et  à  ce  segment  \  l! 
ne  pourrait  correspondre  un  arc  A ,  l>,  de  longueur  supérii 
du  segment  AB  lui-même;  2°. ou  bien  il  \  aurait  sur  C,  aux  environs 
de   \    des  points  où  |  z>'{  z)  |  <  i . 

Les  figures  a  et  l>  montrent  l'impossibilité  pour  T  de  coupei  I 

un   point  simple   A,   la  région   voisine  de  A   bachun st  ce  le 

|ç'(z)|<i.  c  montre  l'impossibilité  pour  rde  touchei  <    el  a? Tirai 
sibililé  pour  P  d'avoir  un  point  double  (nécessairement 
rectangulaires)  en  un  poinl  de  I    à  cause  du  premier  <>u  du  deuxième 
fait  précédent. 

Donc,   en  chaque   point   de  <  .     -  i  :  •      *i.    routes  les  racines  de 

z  =  œ„i  z  )  i  n  =  i ,  2 »)  situées  -m  C  rendent  donc|?  i  :      >  i . 

Klh's  sont  donc  de  E.   Il  est  aisé  de  montrer  quelles  sont 
denses  sur  (  !. 

En  eflel ,  sur  (  I  on  a 

:)  |  >  M       I 
\l  n'étant  pas  égal  à  un. 

Si   z  décrit  un  arc  ipiclroinpic  al>  de  ( ..  son  itéré  :    décrit 


(')  De  menu:  ,i  tout  segmenl   \  \'<    mal  à  I  ' 

arc  \ ,  l!,  LoujoHi  s        \  I '■  . 

(')    Kn  cli'-'l.   on  ;i 


arcA.B,       /  |<fc|. 


ci  si  en  \  |  p  i  .  i  j  était   <  i .  il  sérail  <  i  sur  un  certain  segmenl  VH   le  OA    i 
l'on  aurait 

...-■  \.  i:  .     fB 

i  mu n    de  Math    i    'sériel    Lomé  IV.  Fisc.  II,  ' 
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arc  ajj^   dans  le  même  sens   que    ab,    qui    sera   >Mx(arca&). 

^2  décrira  un  arc 

'/   62>  M2 (arc  ab)  .... 

Les  arcs  a,,  bi  grandissent  indéfiniment.   Il  existe  un  itéré  zn  qui 


(a) 


(O  lr' 


décrit  sûrement  un  arc  anbn  comprenant  autanl  de  circonférences 
qu'on  voudra  et  quile  décrit  dans  le  sens  positif  si  s  décrit  ab  dans  le 
sens  positif  :  il  faut  donc  évidemment  que  le  point  zn  coïncide  avec  z 

pour  une  certaine  position  de  -.  c'est-à-dire  que  z-  .  ■:  ail  une 
racine  dans  l'arc  ab.  L'arc  ah  étant  quelconque,  ceci  veul  dire  que  les 
racines  des  équations  \z  —  o&n(z)  =  o  sont  partout  denses  dans  le 
cercle  C.  E'  est  identique  au  cercle  ( .  /"///  entier. 

1*1.  Remarque  (*).  —  Si  Ton  avait  considéré,  au  lien  d'un  cercle  C, 


(*)  Après  le  dépôt  de  ce  Mémoire,  M .  Fatou  a  démontré  dans  une  \<>tr  des 
Comptes  rendus  i  \  février  1918),  que  Y  ne  pouvait  être  qu'un  eercle,  dès  l'ins- 
tant qu'elle  était  formée  d'un  arc  régulier  de  courbe  analytique.  Cette 
remarque  n'a  donc  plus  de  raison  d'être  et  le  lecteur  c^t  prie  de  n'en  pa>  tenir 
compte. 
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un*'  courbe  analytique  simple  V  séparant  deux  régions  qui  se  h  ans! 
ment  chacune  en  elle-même  A  fois(,)par   -  lire  limi 

par  G  se  transforme  en  elle-même  k  fois,  on  sérail  arrivé  aux  mêi 
conclusions  que  les  précédentes.  Nous  appellerons  la  i  >m  be  cou  i 
darticntdlc  Y.  Ou  bien  toutes  les  racines  des  s  =  q  .  r 

3ont  sur  r,  ou  bien  deux  d'entre  elles  seulement,   ra<  ines  de  z 
sont  hors  rie  I".   Dans  ce  dernier  cas,  >i  l'on  fail  une  rei 
conforme  de  l'intérieur  (*)  de  T  sur  l'intérieur  de  C     / 
la  fonction  z  =f(2*)  analytique  dans  I    et  sui    I      I"  est  en  effet 
courbe  analytique  simple  sans  singularités)  la  relatiou  -, 
fait  correspondre  r,  à  z  dans  r  devient  une  relation  X,      $   Z 
fait  correspondre  X,  à  Z  dans  <  !.  <l>  est  anal)  tique  dans  C  el   sur  C;  si 
Z  est  sur  C,  X,  est  sur  C,.  Si  l'on  fait  correspondre  une  racine 
z  =  pi  :  i  intérieur  à  I'  à  X      o,  alors  on  a 

«l«,o)  =  o,         <l>     /         i   si    |  Z 

A  un  point  zK  intérieure  r  correspondent  A  points  z\  doni   a  / 
rieur  à  C  correspi  ndent  k  points  Z,  $i  Z)  n'est  donc  pas  linéaire,  donc 

on  a  pour  |Z  |<  i 

|*(Z)|<|Z|. 

Doue,  à  l'origine,  $'(°)  0«   De  là  suil  que  les  points  s 
hors  de  I'  rendent    x»'(z)|  <  i.  En  effet  en  ces  points 


//<D 

dzt 

/          / 

riz 

,1/ 

et  comme  s       s,  el  X      X,  aux  points  considérés,  on  .1  aussi,  <'n  -    ■ 


«    esl   a  'li re  qu'à  z  intérieu  spond  un  poi 

.1  la  courbe  el  à  s,,  k  points  :  distincts  en  général;  -1  1  esl  *u 
sur  la  courbe.  La  courbe  ["restant  invariante   par  une  infinité  de  substitut 
rationnelles  z,       „.    :       doil  être  de  genre  zéro  ou  un .  -1  ell 

d'après  un  1  héoi  è de  M    Painlevé 

1  Vous  appelons  inti  rieur  de  I'  une   quelconqui    des   deux 
quelles  I'  divise  le  plan  complet  el,  poui  ii\>-i    les  idi 
racine  d<  1.   Mous  verrons  d'ailleurs  \>\n-  loin  que,  dai 

des  deux  régions  conl ienl   une  de  1  so léi 

racines  |  p'(a)|  <  i . 
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points, 

d:t        dz 
dZi  ~  dZ  ' 

Donc 

dz,       dZ,        .,, 
dz         dZ  [ 

La  fonction  inverse  de  ®(z)  a  /•  —  i  points  critiques  (en  général) 
intérieurs  à  T  et  k  —  i  extérieurs  à  T;  sur  les  k  feuillets  de  sa  surface 
de  Kiemann  T  découpe  une  aire  simplement  connexe  à  ^feuillets,  inté- 
rieure à  T,  limitée  par  la  courbe  I\  A  fois  parcouru»'  I  ><>  même  la 
fonction  inverse  de  <!>(/  )  a  k  —  i  points  critiques  intérieurs  à  C:  sur 
les  k  feuillets  de  s;i  surface  de  Kiemann  (]  découpe  une  aire  S  à 
k  feuillets,  intérieure  à  C,  contenant  l'origine,  simplement  connexe  el 
limitée  par  C,  A"  fois  parcourue. 

La  fonction  Z  =  y(Z,  )  inverse  de  \  Z  )  réalise  donc  la  représentai  ion 
conforme  sur  Taire  simple  |Z  j  i  de  l'aire  S  (2).  Les  bords  des  deux 
aires  en  correspondance  étanl  analytiques,  cette  représentation 
conforme  peut  se  prolonger  analytiquement.  Complétons  S  en  lui 
adjoignant  sa  symétrique  S  par  rapport  à  C  et  soudant  S  *-i  >  le  long 
de  C  parcouru  k  fois.  L'ensemble  S  H-  S'  fait  une  surface  de  Riemann  I» 
fermée,  à  A'  feuillets,  de  genre  zéro.  A  deux  points  Z,  el  Z,  symé- 
triques par  rapport  à  C,  faisons  correspondre,  d'après  le  principe  des 
symétries  de  Schwarz,  deux  points  Z  et  Z  s\  métriques  par  rapport  a  <  '.  : 
on  aura  alors  réalisé  l'application  conforme  de  K  sur  le  plan  complet, 
à  l'aide  de  la  fonction  }(Z,)  et  de  son  prolongemenl  précédent.  Mais 
on  sait  que  la  fonction  qui  réalise  l'application  d'une  surface  feri 
de  genre  zéro  à  k  feuillets  (Z,  (sur  le  plan  complet  deZ  est  une  fonction 
algébrique  Z  =  ^i  Z,  i,  fonction  inverse  d'une  fraction  rationnelle  l 
de  degré  k. 

On  voit  donc  que  Z,  «I>  Z  i  est  néi  essairement  une  fond  on  ration- 
nelle de  Z,  et  c'est  une  des  fonctions  rationnelles  a  cercle  fondamental 

(M  Celle  aire  est  celle  que  décrit  z{  lorsque  c  décrit  l'intérieur  de  l 

(2)  On  sait  d'ailleurs  qu'à  une  substitution  homographique  près  qui  conserve 
l'aire  [Z|li,  la  fonction  ,l\'/.\)  qui  réalise  cetle  application  e-t  parfaitement 
déterminée. 

(3)  On  peut  dire  aussi  en  raisonnant  directement  que  Z,  est  une  fonction 
analytique  de  Z,  n'ayant  dans  le  plan  complet  (pie  de>  pùle>  ;  c'est  donc  une 
fonction  rationnelle. 
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conservant  l'origine  que  nous  avons  considérées  plus  haut.  Aux  racines 

de  Z  =  <Ê„(Z)  (/i  =  i,  2, ...,  oo)  partout  denses        -  .    I 

dront  par  la  représentation  conforme  z      /   Z  i  des  racines  de  z 

partout  denses  sur  F,  dans  le  cas  où  non-  non-  plaçons  :  i  el  li 

des  racines  de  z  =  <p(s)  s0"t  hors  de  I'.  et  Ton  voit  pai  ce  qui  ; 

que  de  ces  deux  racines,  l'une  est  intérieure  el  l'autre  extériei  I  . 

I\  ,  ici  encore,  est  identique  à  la  courbe  F. 

Il   peu!   sembler   bizarre   <i  priori  que  la  Fonction   z       f(Z)  qui 
applique  conformément  l'intérieur  de  I"  sur  l'intéi  ieur  d<  <       / 
qui,  si  r  n'est  pas  un  cercle,  n'esl  pas  linéaire,  donne  une  i 
Z,      «Im  Z  i,  transformée  de  zt  =  <p(z)  qui  soit  rationnelle  el  de  même 
degré  k  que  z,  =  ç(z).    En  effet,  la  relation  z       /    Z)  applique 
seulement  r  et  son  intérieur  sur  l'intérieur  de  <  '.,   mais  en 
une  petite  bande  limitrophe  de  V  <  extérieure  à  l' l  surunepetiti 
limitrophe  de  C  (extérieure  à  C),  puisque,  la  courbe  I    élan!  an; 
ti(jne,  l'extension  analytique  de  z       h  /  i  au  delà  de  < .  el  I  se  fail 
la  méthode  des  symétries  de  Schwarz. 


I  ig.   i  >. 

<  >  1 1  [><>iir*i,»it  être  alors  tenté  de  croire  que  s       '    Z)  réalise  l'appli- 
cation de  tout  le  plan  r  sur  le  plan  Z  (a),  ce  <|ni  nest  sûrement 
vrai  si  I'  n'est  pas  un  cercle,  car  alors  f\  /.  >  ne  peul  être  linéaire  .    a 
loue  i  ion  /"(Z)  aura  \\n  domaine  d'existence  plus  grand  que  (  ,  n 
qui  ne  s'étendra  sûrement  pas  sur  tout  le  plan  :  on  esl  mu  d'avai 
que,  f  n  étant  pas  un  cercle,  l'extension  de  f\  /  \  au  delà  de  <    n 


>  '     OndémontrefacilementquesiZel*  respond<    i 

/       <|.     / 


on  .i  ;i ussi  en  Z  61  e 


i    i   D'aulanI    plus  que   la   i  elalion  /        'I'   / 
définie  il. m-  tout  le  plan  / 
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possible  indéfiniment.  11  n'y  a  plus,  dès  lors,  paradoxe  à  ce  que  la 
relation  rationnelle  z{  =  v(z)  se  transforme,  par  la  substitution  auxi- 
liaire non  linéaire 

*=/(Z),  [*,=/(Z,)]I 

/(Z)  n'existant  que  dans  une  partir  du  plan  Z,  en  une  relation 
rationnelle :Z,  =  *(Z).  Si  la  fonction  s  =/(Z)  réalisant  la  transfor- 
mation de  z,  =  <p  s)  en  Z,  =  $|  Z  |  était  définie  dans  tout  le  plan  Z, 
elle  devrait  être  linéaire.  Mais  si  elle  n'existe  que  dans  une  partie  du 
plan  Z  au  delà  de  laquelle  elle  n'est  plus  prolongeais  analytiqueraent, 
il  n'y  a  nulle  nécessité  qu'elle  soil  linéaire. 

23.  Elude  des  régions  du  plan  qui  ne  contiennent  aucun  point 
de  E'.  —  Soit  I)  une  aire  quelconque  du  plan  ne  contenant  aucun  poinl 
de  E'.  Il  est  clair  qu'aucune  des  itérées  de  D  ne  contiendra  de  point 
de  E',  car  l'hypothèse  contraire,  E'  coïncidant  avec  tous  se-  anté- 
cédents, nous  conduirait  à  admetti  e  que  D  contient  des  points  de  E'. 
Il  est  donc   immédiat  que  dan-  l'aire  l>  aucune   des  fonctions  de  la 

famille  <p,(z),  a  :,/  :i,  ...  ne  prend  une  valeur  affixe 

d'un  point  E'.  E'  est  parfait;  il  y  a  donc  une  infinité  de  valeurs  i  avant 
la  puissance  du  continu )  qu'aucune  des  o,-  ne  saurait  prendre  dans  I 
Il  suit  de  là,  d'après  les  travaux  de  M.  Montel,  que  la  famille  des 
est  normale  <lans  I).  De  toute  suite  infime  extraite  de  la  suite  des  X  . 
on  peut  extraire  une  suite  qui,  dans  toute  aire  intérieure  à  I  >  tende 
uniformément  vers  une  fonction  limite  <jui  est  méromorphe  dans  1 1 
{eonane  les  pfl  ),  et  qui  peut  être  une  constante,  voire  une  constante 
infinie. 

C'est  là  un  résultai  primordial  pour  l'étude  de  l'itération  el  en 
particulier  de  l'ensemble  dérive  de  l'ensemble  des  conséquents  d'un 
point  du  plan. 

Si,  en  effet,  s  est  un  point  quelconque  intérieur  à  D,  zx  =  $(~), 
z2=  <p2(z),  ...,  àn=:on(z)1  ...  sont  ses  conséquents  successifs.  Soit 

?«,(5),  ?.,(*).     ••• 

une  suite  infinie  extraite  des  ç.,,  qui,  dans  toute  aire  intérieure  à  D, 
tende  vers  une  fonction  limite  f(~-)  méromorphe  dans  D,  qui  peut 
être  une  constante.  Alors  s  étant  un  point  quelconque  intérieur  à  D, 
ses  conséquents 

Snt=  ¥«,(*).  s„  =9,,  (*), 
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auront  un  point  limite  'Ç=/(z)  qui  sera  la  valeur  on  z  de  la  fonc- 
tion /<  z)  limite  dans  D  (Je  la  suite  des  ©„  (z  ,. 

Lorsque  z  variera  dans  toute  aire  intérieure  à  h.  .  pourra  / 
fixe,  sa  valeur  pouvant  être  infinie;  sinon  '-'  dépendra  analylique- 
ment  de  z,  '((-)  sera  méroniorphe  dans  h  «  1  la  un  résultat 

particulièrement  intéressant  et  simple.  Il  est  d'ailleurs  immédiat 
si  Ton  connaît  une  suile  particulière 

(z),     9„7(z),      ...,     y^ix),      ... 

tendant  uniformément  dans  toute  aire  intérieure  à  D,  vers  une  fonction 
méromorphe  dans  D,  ou  vers  une  constante  finie  ou  infinie,  <>n  connaît 
l'allure  de  toute  la  suile  y(  z  i,  z  a  z),  ...,  ç„  z),  ...  dans  I  ».  <  !ar  bien 
évidemment,  si 

'->",(-),      ?«,(*) ?,     I ■  : :), 

tend  vûrsf(z)  dans  D,  la  suite 

<?n,  +  l(-),        ?B,+l(=) %+l(  =  )i 

tendra  uniformément  vers  ©[/"l  z)]  dans  I  ),  et  généralement 

tendra  uniformément  vers  tp/[/(.z)]  dans  toute  aire  intérieure  .1  I», 
quel  que  soit  i.  Il  est,  d'autre  part,  évident  que  toute  fonction  - 
d'indice  /.>>//   figure  dans  l'une  des  lignes  précédentes,   pour  une 
certaine  valeur  de  /. 

On  peut  donc  dire,  en  résumé  que,  z  variant  dans  D,  les  pointa 
limites  de  ses  cou séi juents  successifs  varient  analytiquemenl  avec  s  : 
ce  qu  il  faut  entendre  par  là  est  suffisamment  expliqué  par  les  lig 
précédentes. 

(  '  )  Si  l'on  sait  seulement  que,  :  élanl  un  poinl  déterminé  intérieui      D 

de   E  1,    £  est   point  limite  d'une  suile   s„  ,   zn z„  ,  de  conséqui 

de  :.  de  la  suite  p„  .  p„  ,  .  .  .,  o„  ,  .  .  .  normale  dans  D,  on  pourra  extraire  une 
suite 

pNl,      pNl<      ...      pNpl      ... 

qui  converge  vers  une  fonction  limite  méromorphe  dans  tout  Del 
cette  fonction  au  poinl  z  ne  saurait  être  différente  de  .'.  ce  qui 
point  limite  Ç  poui    l'ensemble  des  conséquents  de  -  dé| 

de   S  dans   I  >. 
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D'autre  part,  on  a  vu  que,  en  un  point  quelconque  de  E',  et  par 
suite  dans  toute  aire  contenant  un  point  de  E',  aucune  suite  infinie 
extraite  de  la  suite  des  s,  ne  pouvait  être  normale  ;  il  s'ensuit  donc 
qu'aucune  suite  infinie 

ne  peut,  dans  une  aire  cou  louant  un  point  de  E',  tendre  vers  une  fonc- 
tion analytique.  On  voil  doue  que  s  variant  dans  uu<-  telle  aire,  aucun 
point  limite  pour  l'ensemble  de  conséquents  successifs  ne  pourra 
dépendre  analyliquement  de  s  dans  toute  l'aire.  Les  points  de  E' 
apparaissent  ainsi  comme  des  points  singuliers  essentiels  des  fonc- 
tions limites  de  la  suite  des  i  :  >.  ^La  propriété  caractéristique  des 
points  de  lv  est  d'ailleurs,  au  fond,  identique  au  théorème  de  M  .  Picai  d 
sur  les  points  singuliers  essentiels.  C'esl  pour  cela  que  nous  appelle- 
rons points  singuliers  de  l'itération  tous  les  points  de  E  . 

24.  \  ce  titre,  l'importance  des  points  de  E  apparaît  comme  pri- 
mordiale, pour  délimiter  les  régions  du  plan  complet .  dans  chacune 
desquelles  l'allure  de  la  suite  des  fonctions  ©,•(  z  i  est  toujours  la 
mena-. 

\  oici  ce  qu'il  faut  entendre  par  là  : 

(  Considérons  une  région  du  plan,  d'un  seul  tenant ,  qui  naîtra  pour 
points  frontières  que  des  points  de  E'.  On  peut  en  définir  une  à 
partir  de  toul  point  A  du  plan  n'appartenant  pas  à  E',  par  la  méthode 
de  prolongement  analytique  :  elle  scia  d'un  seul  tenant,  el  limitée 
uniquement  par  des  points  de  K  ,  si  on  la  définit  V ensemble  des 
points  quon  peut  joindre  à  A  par  une  ligne  simple  dont  aucun  point 
n'est  île  E'.  Appelons  II  cette  région,  aucun  de  ses  points  intérieurs 
n'est  de  E'.  Elle  peut  être  simplement  connexe  dans  i  ei  tains  cas,  si  E 
est  identique  à  une  ligne  simple  fermée  (par  exemple,  l'intérieur  du 
cercle  j  ;  |  =  i  relativement  à  l'itération  de  -,  z3  esl  une  région  I!  : 
elle  peut  aussi  être  multiplement  connexe,  voire  d'un  ordre  de  con- 
nexion infini  (*),  si  E'  est  un  ensemble  parfait  discontinu  dans  tout  le 

(')  A  ce  point  de  vue,  on  peut  faire  une  remarque  intéressante.  Si  l'on  a 
reconnu  que  dans  une  petite  aire  dit  plan  les  points  de  K'  forment  un  ensemble 
bien  enchaîné  entre  deux  quelconques  de  ses  points,  on  sait  que  E'  tout  entier 
est  un  continu  linéaire.  Alors,  toute  région  R  du  plan,  d'un  seul  tenant,  dont  la 
frontière  est  formée  par  E'  ou  partie  de  E'  est  nécessairement  simplement 
connexe,  car  l'hypothèse  contraire  impliquerait  l'existence  d'une  ligne  I-  simple 
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plan.  Il  peut  (comme  dans  les  deux   exemples  pi 

qu'un  uombre  fini  de  régions  1!  dans  tout  le  plan  ;  il  peut  a 

exister  une  infinité,  et  nous  en  verrons  plus  loin  des  exemples  bien 

simples. 

Quoi  qu'il  en  soit,  il  est  certain  que  dans  toute  aire  I  »  intérieui  eàR 
la  suite  des  cp,  est  normale.  Si  donc,  par  un  moyen  quelconque,  on  a 
reconnu  qu'une  suite  partielle 

>,,<:,.       p„s(3),       ....      (p„p(3),       ... 

tendrait,  quelque  soit  s  à  l'intérieur,  d'une  aire  I  »  i  d'ailleurs  arbitrai- 
rement petite),  toute  entière  située  dans  IJ.  vers  une  fonctioQ- 
I imite  f(z),  méromorphe  dans  I  ),  ou  peut  affirme]  que,  quelle  que  soil 

Taire  A  intérieure  à  I!  qu'on  envisage,  la  suite 

tendra  uniformément  vers  une  fonction-limite  f\  :■  >  méromorphe 
idins  tout  A.  Il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de  considérei  des  a 
emboîtées  les  unes  dans  les  autres  contenant  toutes  M  a  leur  intérieur, 
et  ayant  pour  limite  II.  Toute  aire  A  intérieure  à  II  peu!  être  linsi 
enfermée  dans  une  aire  A  intérieure  à  I!  et  contenant  l  >  à  *">n  intéi  ieur. 
Il  est  clair  maintenant  que  d'une  pari ,  la  suite  des 

f    («)i     Tfn  (*) - 

étant  normale  dans  A',  d'autre  part  cette  suite  convergeant  unifori 
ment  vers  une  fonction  méromorphe  f{  z  \  l  ou  une  constante  finie  ou 
infinie)  dans  une  aire  1)  intérieure  à  A',   cette  suite  tendra  uniformé- 
ment vers  une  fonction  méromorphe  /'(  z  >  dans  tout  A     '   . 

Dire  que  dans  tout  li  l'allure  de  la   Buite  dea  

o„(z),  ...  est  la  même,  c'esl  dire  qu'une  Buite  partielle  extraite  de 
r 

fermée  dont  tous  les  points  sont  intérieurs  à  l>.  el  telle  que  chacune  des  deux 

régions  en  lesquelles  L  divise  le  plan  complet  i 

points  de  I.  .  E'  ne  sérail  donc  pas  un  en  emble  d'un  ^>'ul  tenant,  c     li         nent 

.1  l'hypothèse,  puisqu'un  point  de  E    Intérieui    i  L  el  un  poin 

ne  sa u raien i  ôl re  bien  enchaînés    lans  E    tous  le 

de  I  .mi  un  nombi  e  p  •  Itil  fixe  non  nul. 

(')  Je  m'appuie  i«-i  sur  le  théorème  suivant  de  M.  Monl        s 
de  fonctions  analytiques  |   Innalesdel'l  \ 

Journ.  ilr  Math  ime  IV.  —  Fasc.  II,  i  ' 
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cette  suite  converge  dans  toute  aire  intérieure  à  II  ou  ne  converge 
dans  aucune  de  ces  aires. 

C'est  de  cette  façon  qu'on  peut  dire  que  l'ensemble  parfait  E'  déli- 
mite les  diverses  régions  de  convergence  du  plan  :  dans  toute  région 
'l'un  seul  tenant  que  délimite  E',  les  caractères  de  convergence  des 
diverses  suites  infinies  extraites  de  la  suite  si  ;).  z,.a  «),  ..., 
<p„(.s),  .  .  .  sont  les  mêmes. 

*li\.  Le  théorème  précédent  fait  le  véritable  pont  entre  l'étude 
générale  de  l'itération  dans  tout  plan  et  L'étude  locale,  seule  entreprise 
jusqu'à  ce  jour.  L'étude  locale  nous  apprend,  par  exemple,  < jue  si  l'on 
trouve  un  point  'C  racine  de  z  =  o(z)  pour  lequel  [  ç/('0|  <C  i,  on  peut 
déterminer  un  cercle  C  de  centre  -  dans  lequel  : 

i°  Il  n'existe  aucun  point  de  L  : 

20  Quel  que  soit  z,  ses  conséquents  successifs  zn  z2,  ....:... . 
admettent  'Ç  et  'Ç  seul  pour  point-limite. 

Le  théorème  précédent  nous  donne  aussitôt  un  résultat  plus 
général  : 

i°  'Ç  est  intérieur  à  une  région  1»,  d'un  seul  tenant,  limitée  unique- 
ment par  des  points  de  E'  ; 

2°  C  est  intérieur  à  cette  région  II,,  et.  dans  tout  (',,  la  suite  x»l  z  >, 
ap2(  z),  . . .,  o„i  s  ».  . . .  tend  uniformément  vers  la  constante  .  : 

3°  Il  s'ensuit  donc  que,  quel  que  soil  z  dans  II.  la  suite  tp(-), 
Q2{z),  ...,  ya{  s  >,  ...  tendra  vers  Z:  les  conséquents  successifs  d'un 
point  quelconque  ;  de  II  auront  l  et  l  seul  pour  point-limite. 

A  ce  titre,  nous  dirons  que  I!  est  le  domaine  de  convergence 
immédiat  au  point-limite  t.  Immédiat  rappelle  que  I!  est  d'un  seul 
tenant  avec  'C.  Sa  frontière  est  formée  uniquement  de  points  de  E  . 
chacun  de  ces  points-frontières  n'a  pour  conséquents  que  des  points 
de  E'  qui  n'admettent  pas  'Ç  pour  point-limite. 


Soit  une  suite  infinie  de  fonctions  ft\  ■  i  i.  >,....  »)  holomorpkes 
dans  D  et  appartenant  à  une  famille  normale  dans  I). 

i°  Si  la  suit''  converge  en  une  infinité  de  points  intérieurs  dans  leur 
ensemble  à  D,  elle  converge  dans  tout  D. 

2°  Si  la  suite  converge  dans  D.  la  convergence  est  uniforme  dans  l'inté- 
rieur de  D  {"). 

{")  Il  n'y  a  qu'à  supposer  qu'on  .1  envoyé  un  poinl  P  de  E'  à  l'infini  pour  que,  tous  les 
pôles  des  ?,  étant  antécédents  de  P,  soient  de  E '.  c'est-à-dire  que  tous  les  »,  soient  holo- 
morphes  dans  R. 
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Des  considérations  toutes  analogues  s'appliquent  à  un  point  _'  i  acine 

dez  —  ojz)  pour  lequel  |  9^,  (  !,)  |  <  1   et  aui  pointa  \  qui 

forment  avec  lui  un  groupe  circulaire  limite. 

2(>.  Voici  des  applications  immédiates  de  cel  important  théorème  : 

i°  Si  M'est  un  ensemble  partout  discontinu  (1),  il  n'\   a  qu'une 
région  I»  composée  de  tout  le  plan,  sauf  I.  :  il  ne  peut  doni 
qu'un  point-limite  à  convergence  régulière 

mais  jamais  deux  points  limites  distincts,  ;i  convergence  i-  gui 
ni  un  groupe  circulaire  limil e 

Le   poini    limite  à   convergence   régulière,  si   l'on  reconnaîl   son 
existence,  aura  pour  domaine  de  convergence  toul  l<-  plan  saul  I .'. 

Ceci  s'applique,  en  particulier,  aux  fractions  rationnelles  à  cercle 
fondamental  si  E   esl  partoul  discontinu. 

20  Pour  les  fractions  à  cercle  fondamental  C  qui  admettent 
deux  racines  z  ç(z  symétriques  par  rapporl  à  C,  <>n  a  vu  qu'en 
chacune  de  ces  racines  on  avail  ç»'  -  <C.i\  ces  racines  sonl  des 
point  -  h  m  il  es  ;'i  convergence  régulière,  E'  es1  identique  au  cerch  I 
le  domaine  de  convergence  pour  chacun  des  deux  points  limites 
se  compose  de  la  région  du  plan,  limitée  par  C,  qui  contient 
point . 

(')  El  d'une  façon  générale,  si   E'  ne  <li\i^'  pi>  le  plan  en  plusieurs  < 
telles  que  tout  chemin  allant  d'un  point  intérieur  .1  l'une    1  un  poinl  inléru 
l'autre  contienne  nécessairement  un  poinl  de  I    . 

(*  )  En  effet,  s'il  v  avait  deux  points  limites  distincts  à  convergence  : 
al  ',,  Il  \  aurait  deux  aires  !\  el  l>.  intérieures  à  R  entouranl  t.  -  neni 

1    '  ,  telles  que  dans  I  >,  la  suite  des  inifoi  m<  mi  ni 

('(instante  r,,  el  dans  Dj  cciit •  même  suite  converge  vers  .'..  ce  qui  conln  d 
nui  1  c  1  héorème. 

s  1 1  j  avait  un  groupe  cire  11  laire  1 1 

Ï--  l<PÎi(0| 

■  m  pourrai)  en  ton  ici-  les  points  '  1  1  ',  qui  sont  distincts  des  petites  tii    -  D  1  1  I  '■ 
telles  que  la  suite 

converge  uniformément  vers  la  constante  J  dans  D  el  vers  la  c<  n  1 

.',  dans  l  >, .  el  nol  re  théoi  ème  sei  ait  ei  mti  edîl . 
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Ces  résultats  t°e1  2°son1  d'accord  avec  ceux  signalés  par  M.  Fatou 
dans  sa  Note  du  21  mai  1917  aux  Comptes  rendus  de  V Académie  des 
Sciences. 

.3°  Si,  a  priori,  on  reconnaîl  l'existence  simultanée  de  deux 
pomis  limites  distincts  à  convergence  régulière,  on  d'un  groupe 
circulaire  limite,  on  peul  affirmer  que  E'  comprend  un  ensemble 
continu  linéaire  qui  divise  le  plan  en  plusieurs  régions,  car  E'  ne 
peut  alors  ni  contenir  toul  le  plan,  ni  être  partoul  discontinu  dans 
aucune  aire  du  plan,  et  les  domaines  de  convergence  immédiats 
vers  chacun  des  deux  points  limites  distincts  (par  exemple  .  ne 
pouvant  évidemment  avoir  aucun  poinl  commun,  doivenl  être 
séparés  I  un  de  l'autre  par  E',  de  façon  (pion  ne  puisse  aller  de  l'un 
dans  I  autre  par  aucun  chemin  simple  qui  ne  contienne  de  poinl 
dcE'- 

DEUXIÈME  PARTIE. 

Étude  de  la  convergence  régulière  vers  un  point  limite 
et  de  la  convergence  périodique  vers  un  groupe  circulaire  limite. 

27.  Le  théorème  énoncé  à  la  lin  du  Chapitre  précédenl  nous  a 
montré  que  si  I  on  connaissait  l'allure  de  la  suite 

dans  une  aire  arbitrairemenl  petite  intérieure  à  une  région  I!. 
d'un  seul  tenant,  dont  les  points  intérieurs  ne  sont  pas  de  1'/.  mais 
dont  tous  les  points  frontières  sonl  de  E',  on  connaissail  par  cela 
même  l'allure  de  la  suite  dans  toute  la  région  15.  Nous  avons  Fail 
remarquer  alors  que  I  étude  locale  de  l'itération,  telle  qu'on  l'avait 
pratiquée  jusqu'à  ce  jour,  donnait  des  renseignements  sur  l'allure 
de  la  suite  des  tp,(z)  dans  le  voisinage  :  i()  de  tout  point  dit  point 
limite  à  convergence  régulière,  c'est-à-dire  de  toute  racine  de 
z  =  <p(z)  pour  laquelle  |cp'(z)|<i;  20  de  toul  point  appartenanl 
à  un  groupe  circulaire  limite,  c'est-à-dire  de  toul  point  t  racine 
de   z  =  sp„(z)    (x)    pour   lequel    |  <pj?(z)  |  <  1,    et    des    n     -  1    autres 

(')  On  suppose,  bien  entendu,  avec  M.  Kœnigs,  que  -'  n'est  pas  racine  d'une 
équation  s  —  yp{z),  où  p  <  //.  On  dit  quelquefois  que  'Ç  appartient  à  l'indice  n, 
ou  que  c'est  une  racine  primitive  de  :  =  on{:)-  par  analogie  avec  les  équations 
binômes. 
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pOUltS 

:,    =<p(Ç),       Cî  =  <p(Ç.) |: 

<|ui  avec  Ci  formenl  le  groupe  circulaire  limite. 

Nous    allons    maintenanl    approfondir    l'étude    des 
d'une  région   R  qui  contienl  à  son  intérieur,  soil   un  poinl   limite 
;'i  convergence  régulière,  -<>ii  un  poinl  d'un  group<  cir<  iilaire  limite. 

*2H.  Domaine  <!<•   convergence   immédiat   vers   un    i»>ini   limii 
convergence  régulière.         Bornons-nous   pour   l'instant    au  cas  du 
poinl   limite  à  convergence  régulière  1      s    .'  .    x  i  <-i  nous 

verrons   ensuite   que    nos   conclusions    vaudronl    encore    pour   les 
grou  pes  circulaires  limii  es. 

On  peul  toujours,  grâce  à  une  homographie  préalable,  supj 
que  l<-  poinl  limite  considéré  es1  ;'i  |  ,,  igine.  '  >n  peul  supposer  au 
que  h-  poinl  à  l'infini  (')  est  un  poinl  qui  n'admel  pas  o  pour  limite 
de  ses  conséquents.  I  n  poinl  z      }   ~  ■  distind  de  l'origine,  pou 
par  exemple  être  envoyé  a  l'infini 

Z{    =    '-j{z)    =    lly  Z    -H   «■•  3*  +   •    •    •   .  |  "l    |    <    '  • 

Si  a ,    /  o,  l'origine  a  '//'  antécédent  et  un  seul  confondu  ava  elle- 
même. 

Si  a,        o,  I  origine  a  au  moins  deux  antécédents  confondus 
elle-même.  Sml  z  un  nombre  positif  assez  petil  :  si  je  Fais  décrire  au 
I  mi  ni  z  le  cercle  C  de  centre  O  de  rayon  p  : 

i"  Si  a,  I  <i,  l'antécédenl    unique  z  ,   <!<•  :   <|ui  devient 
zéro  pour  z      o  décrit  autour  de  l'o  igini  une  courbe  analytiqui  I 
qui  comprend  C  à  son  intérieur  ivanl   l'aire  limitée   pa 

ri.pi  cna  ni  (  ).  :.   ,  qui  es1  fonction  analytique  de  :  dans  C,  décrit  I 
limii ée  par  C   ,  contenant  I  K 

■"  Si  a,      o,  a,      o a     ,      o  (a        o),  l'o  l  p  anté- 

cédents confondus  avec  elle  cl  p  seulement,      étanl   voi  in  di     ■ 
ces  p  antécédents  sonl  voisins  de  zéro  el  forment  un  seul  et  mi 
système  circulaire  ;  s  décrivant  C  p  fois  de  suite  dans  le  sens  positif, 
chacun  des  p  an1  écédents  précèdent  s  d<  ' 

p  i  mel  de  i   mclui      |ue  dana  u  • 

les  fonctions  . ,,,  i  .-.  i  (  n       i .  ■ ,  le  I 

qui  i  ■•  te  finie 
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analytique  fermée  entourant  C;  r-  décrivanl  l'aire  S  simplement 
connexe,  composée  de  />  feuillets  superposés,  chacun  identique  à  La 
surface  <lu  cercle  C,  ces  feuillets  se  ramifiant  au  point  <>  les  uns 
aux  autres.  S  étant  d'ailleurs  limitée  par  le  cercle  C,  [>  fois  décril 
et  einil euaiil  (  >  à  son  intérieur,  chacun  des  \>  antécédents  de  z,  donl 
il  a  été  parlé  précédemment,  décril  une  et  une  seule  fois  I  intérieur 
«le  la  courbe  C  ,  précédente;  toul  poinl  z  intérieur  au  cercle  C  a 
p  antécédents  intérieurs  à  C  ,  e1  j>  seulement  :  toul  point  intérieur 
à  C_,  a  son  conséquent  et  par  suite  tous  ses  conséquents  dans  C. 
Nous  savons  d'autre  pari  que,  si  r  est  un  point  quelconque  inté- 
rieur à  C,  | z\  <  p,  on  a 


et   par  suit  e 


\z,\<\\   .p. 


La  suite  r,.  z2 zn,  .  .  .  a,  quel  que  soil  :  dans  <"..  •  >  et  (  )  seule- 

ment  pour  point  limite.  Nous  allons  étudier  des  propriétés  du 
domaine  de  convergence  immédiat  du  point  <  >.  entendanl  par  là 
l'ensemble  des  points  du  plan  dont  lis  conséquents  admettenl  0 
pour  seul  point  limite,  cl  qu'on  peut  joindre  au  point  O  par  un 
chemin  simple  dont  tous  les  points  jouissent  de  la  propriété  pré- 
cédente (d'admettre  o  pour  seul  poinl  limite  de  leurs  conséquents  . 
Ce  domaine,  c'esl  la  région  \\  du  plan  d'un  seul  tenanl  contenant  0 

limitée  par  l'ensemble  parfail  lv  :  toul  poinl  intérieur  à  cette  rég 

admet  O  pour  seul  poini  limite  de  ses  conséquents,  el  peut  être  joinl 
à  (>  par  un  chemin  simple  dont  tous  les  points  sonl  intérieurs  à  K 
et  jouissent  de  la  propriété  précédente.  I  n  point  frontière  de  la 
région  li  appartient  à  E',  ses  conséquents  sonl  dans  E',  ils 
n'admettent  pas  (  >  pour  poinl  limite,  car  <  >  n'étanl  pas  de  E  est, 
comme  on  I  a  déjà  vu,  entouré  d'un  cercle  ('  où  ne  pénètre  aucun 
point  de  E'. 

Sur  la  frontière  de  \\  les  points  de  Esontdenses  partout,  c'est-à-dire 
que  dans  toute  aire  du  plan  qui  coniieni  des  points  frontières  de  R 

il   s'en    trouve   qui    sonl     des    racine-    de  z  =  On(z      pour   des    valeurs 

convenables  de  n.  et  pour  lesquels  p^(z)|>i.  Tout  point  :  inté- 
rieur à  l{  ayant  0  pour  'poinl  limite  de  ses  conséquents,  il  s'ensuil 
qu'un  certain  :,  sera  intérieur  a  C,  ainsi  que  tous  les  conséquents 
suivants  de  z. 

R  peut   donc  se  définir  aussi  :  Vensemble  des  points,  d'un   seul 
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tenant  avecO,  dont  un  conséquent  tombe  dans  C,e<  nous  tomi 

duits  à  le  construire  par  le  processus  dont  nous  allons  maintenant 

nous   occuper. 

z  décrivanl    l'aire   intérieure   à   C,   cherchons   l'aire   décrite   f  >. 1 1 
celui  ou  ceux  de  ses  antécédents  qui  s  annulenl  avei  si  l'aire 

limitée  par  (1   ,,  j<'  I  appellerai  pour  abrégei  I 

<  > f i  ;i  vu  que  C   ,.  conl  ienl  C. 

z   ,   décrivanl    I  aire  C  .,,  celui  ou  ceux  de  ses  ant(  -  qui 

s'annulenl  avec  z  ,  décriront  une  aire  C  :  qui  contiendra  C   ,  à 
intérieur,  puisque  C.  ,  contenail  C  e1   puisque  l'aireC   ,  esl  anti 
dente  <l<-  C.  C  2  sera  dite  antécédente  d'ordre   •  de  <".. 

Il  importe  de  faire  de  suite  une  remarque  :  si  a{      <>.  !••  point  <> 
esl    un    point    critique    pour   lu    fonction   algébriqui 
de  »(z  .  c'esl   aussi  un  poinl   qui  annule  z.'   z    :  le  domaine  R  de 
convergence   immédial    vers  <>   contienl    alors   à   son   il  un 

poinl  critique  de  1  inverse  de  œ   :  ,  conséquent  «I  un  point  qui  annule 

Supposons   un    contraire  a,  /  o   et,    partant    du    petil    cercle   C 
envisagé    précédemment,    définissons    successivement    l'aire   < 
antécédente  <lc  l'aire  C,  décrite  par  z   ,,  antécédent  unique  de  s,  qui 
si»ii         o    pour   z  =  o  lorsque    z   décril    l'aire  C;  puis  C      ant< 
dente  «le  C   ,  dans  les  mêmes  conditions,  e1  ainsi  de  suite.  Le  p 
cessus  se  poursuivra  sans  difficulté  tanl   que  les  aires  successives 

(!_,,  C   ._. C  ,-,  <|ii  "ii  déterminera  ainsi  ne  contiendront  pas  de 

poinl  critique  de  la  branche  de  fonction  algébriqui 
•  le  p(z),  qui  devienl  égale  à  o  pour  z  o;  toutes  les  aires  ainsi 
déterminées  seronl  à  un  seul  feuillet,  simplement  connexes,  et 
chacune  complètement  intérieure  à  son  antécédente.  Si  ci  p 
cessus  se  poursuivait  indéfiniment  sans  qu  aucun  point  critique 
de  i  :  soil  intérieur  à  une  des  aires  C  successives,  I  !  se  présen- 
terait comme  la  limite  de  l'aire  C  poui  andissant  indéfini- 
ment l  '  ■ .  Je  vais  montrer  que  cri  i  c  hypothèse  esl  impossible. 

i1  i  II  cm  facile,  en  effet,  de  voir  que  si  l'aire  »  '     ne  renferme   iu    n 
critique  de  [1(2),  chacun  des  K   antécédents  de      esl  fonction  analvtiq 
dans  C  t\  chacun  décril  une  aire  à  un  seul  feuille)  limitée  par  un  conl 
lytique  simple,  si   1  décrit  l'aire  '       el  les  '■ 
deux  •  <  deux  ni  point  inl  rieur  m  point  fron 
chaque  fois  nous  intéresseï  l'antécédente  de  C      1 
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liï).  En  effet  R  sérail  alors  une  aire  simplemenl  connexe  (r)  donl 
il  est  aisé  (2)  de  faire  la  représentatio nforme  sur  l'aire  inté- 
rieure à  un  cercle  |Z|<j  (tous  les  points  de  E'  étanl  extérieurs  à 
R  ou  points  frontières  de  R.  c'esl  bien  sur  un  cercle  que  se  l'ait  la 
représentation  :  cette  représentation  conforme  z  =  /(Z)  l'ail  corres- 
pondre à  loui  point  z  intérieur  à  H  un  point  X  de  module  Z|<i, 
la  correspondance  ('tant  biunivoque  et  analytique  pour  tous  les 
points  intérieurs.  Nous  ferons  correspondre  entre  elles  les  origines 
il''-  plans  z  et  X.  |  /  o)  =  o  |  ainsi  que  les  directions  positives  des 
axes  réels  de  ces  plans  [/'(o)  réel],  A  deux  points  r.  et  z,  qui  se 
corresponde^  parz1  =  ç(z)  la  représentation  conforme  l'ait  cor- 
respondre deux  points  Z  e1  X. .  Quel  que  soil  Z  dans  /.  |  <  i .  il  lui 
correspond  un  point  3  par  z  =  /(  X  .  puis  z,  par  z,  =  tp|  :  ,  puis  Z, 
parz1  =  /(Z,).  Ainsi,  à  toul  point  Zdans|Z|<i  correspond  un 
point  Z,  dans  |  Z,  |  <i  qui  évidemmenl  dépend  analytiquemenl  «le 
X  dans  j  X|  <  i .  Inversemenl  à  X  dans  |  X,  j  <  1  correspond  un  point 
Z  e1  un  seul  dans|Z|<[]  <pii  dépend  analytiquemenl  de  Z,.  La 
relal  ion  X,  «l>  X  .  holomorphe  dans  I  Z|  <  1  I ain^-i  que  son  inverse 
Z  =  ,|'(Z1)  dans  |  X  |  <  1  |  es1  la  transformée  de  z,  =  ©(z)  par  la 
substitution  z  •  /  X  .  La  relation  X, -— -  <l»  X  transforme  en  lui- 
même  ['intérieur  du  cercle  |  X  |  <<  i  e1  n^/sr/iv  Vorigine  si  /.  o, 
X,  —  o),  il  en  es1  de  même  de  la  fonction  inverse  X  il  X,  .  La 
transformation  es1  biunivoque,  analytique.  C'esl  un  résultai  bien 
connu  qu'elle  ne  peul  être  autre  qu'une  rotation  autour  <{<■  l'ori- 
gine (3)  :  on  a  nécessairement 


c'est-à-dire  qu'en  <  »  on  a 


Z,  =  / 
rfZ, 


rfZ 


(')  La  relation  c,  =  o(-)  ferait  correspondre  à  toul  point  z  intérieur  à  l>  un 
point  zt  intérieur  à  lî  et,  inversement,  à  tout  point  s,  intérieui  à  R  i  orrespon- 
drait  un  et  un  seul  point  z  intérieur  à  R. 

(-)  On  peut,  par  exemple,  en  désignant  par  /„(Z)  la  fonction  qui  applique 
sur|Z|<i  l'aire  C  _„  |  /„  (o)  =  o,  /,',  (o)  réel  |,  affirmer  que /(Z)  est  la  limite 
de  la  suite/',  (Z),  ...,  /n(Z),  ...,  uniformément  atteinte  dans  toute  aire  inté- 
rieure à  |  Z  |  <  1. 

(3)  Voir  Poincaré,  Sur  les  groupes  des  é<jualiotis  lira  aires,  §  7.  Lemme  fon- 
damental. 
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Or  c'esl  là  un  résultai  contradictoire  avec  nos  hypothèsi 
En  effel   <m  ;i 

rfZ,     _  /,//. 

1  y/  'o     '  dz  Tl    ' 


d'après  l'hypol  hèse. 

I  )()I)C 


1     ,//)„=  "" 


e1   l  on  m  suppose  [a,  |  <0- 

Il  es1   donc  impossible  de  supposer  sans   contradicti [ue   la 

région  \\  ne  renferme  à  son  intérieur  aucun  poinl  critique  • 
ou  aucun  poinl  qui  annule  ff(z),  antécéden'1  d'un  tel  poinl  critiq 
Dans   la   formation   indiquée   plus   haul    des  antécédentes   su< 
sives  C  i  de  faire  C,  on  tombera   toujours   sur  une  ai      I        qui, 
contiendra  un   poinl   critique  de  la   fonction    inverse  d<    . 

30.   Nous  avons  donc,  que  la  dérivée  soil  nulle  au  poinl 

considéré  ou  qu  elle  \  soil  toul  simplemenl  en  i Iule  inférieur» 

un.  le  l  héorème  fondamenl  al  suivanl  : 

Théorème.        Le  domaine  de  convergence  immédiat  R.  «Tu 
limite  à  convergence  régulière  Z,(2  .  contient  toujow  au 

moins    nu    point    critique    poui    la    fonction    algébrique    invers 
j   z).  (  'e  poinl  est  critique  pour  In  bram  he  de  cette  fonction  qui  devient 

(')  Pour  définir  alors  \r>  ;iiii<'cr<l<Mitc>  <U-  l'aire  C    ...  qui  contient  un 
critique,  il  faul  Imaginer  que  z  décrive  l  aire  <     , .  alors  il  j  a  deux  de 
cédents  en  général  qui  deviennent  égaux  si  s  vient  au  poinl  critique;  le  | 
sidéré  étanl  critique  pour  l;i  branche  \>(z  >  qui  s'annule  .1  l'oi  igine,  l'un  <\<-  ■ 
cédents  est  fourni  précisément  par  la  bran<  h<  décrivant  l'ail    ' 

une  seule  lois,  l'ensemble  des  antécédents  qui  deviennent  égaux 
lorsque  s  vient  au  poinl  critique,  décrit  une  aire  C  |u 

intérieur,  et  qui  est  ;i  un  seul  feuillet,  limitée  par  une  seule  rem! 
L'aire  C        ,    est  l'antécédente  de  C      qu'il  faut  considérer  dai 

(1  II  1 1  ' \  a  rien  de  parlicuiiei  à  dire  poui  le  cas  ou  \  poinl 
gence  régulière  esl  le  poinl  à  l'infini  du  plan;  pai  homograph 
veut,  ramener  ce  point  .1  distance  finie,  mai  1   là  qu'une  coma    I  l 

langage.  Ceci  ^<-  présentera  chaque  fois  que 
sera  poinl  limite  à  convergence  r<  gulière  et   lussi  poinl  critiqi 

Joui  h.  de  Math  une  i\         Fiic.  II,  1  l 
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égale  à   ,  pour  z  =  (,  il  est  conséquent   d'un    point,    intérieur   aussi 
à  \\.  où  ç'(z)  =  o  ('). 

La  démonstration  de  ce  théorème  qui  résulte  de  l'analyse  précé- 
dente basée  sur  la  représentation  conforme  es1  toute  naturelle 
quand  on  cherche  à  définir  I».  comme  nous  l'avons  fait,  par  la 
limite  des  antécédentes  successives  <!<■  l'aire  G. 

.">  \ .   Voici  une  deuxième  démonstration  qui  n'esl    |>a-~  différente, 
en  principe,  mais  <(ui  n'utilise  pas  la  représentation  conforme. 
!  {.éprenons 

Si  =  <?(-)  =  a,  s -h..., 

d'où,  pour  la  branche  de  -i   z   qui  es1  nulle  à  l'origine, 


Si  le  processus  indiqué  plu-;  haut  pour  la  formation  des  anté- 
cédentes C   ,.  C     d<v  l'aire  C  se   poursuil    indéfînimenl   sans 

que  Ton  rencontre  à  l'intérieur  d'une  C-,  <!<■  poinl  critique  pour 
la  branche  de  d/l  z  considérée,  cela  veul  dire  que  la  fonction  '}„(-) 
inverse  de  z>n(z)  a,  quel  que  soil  //.une  lira  ne  lie  nulle  à  l'origine  e1 
analytique  dans  C  ('"). 

C'est  ici  le  lieu  tl  appliquer  le  théorème  suivanl  : 

Si  une  fonction  w  =  F(  z  holomorphe  dans  un  cercle  C  d  a  ntn  (  > 
de  rayon  i  et  sur  ce  cercle,  pow  laquelle  lr(<>)  »,  1  o  i.  ne 
prend  /minus  dans  ce  cercle  la  même  valew  en  deux  points  distincts, 
alors,  z  décrivant  le  cercle  C  de  rayon  :.  w  décrit  une  h  mie  L  dont  la 
plus  courte  distance  à  V origine  est 

d>— ip         •  (»). 

(')  En  réfléchissant  un  peu,  on  se  rend  compte  que  le  théorème  précédent  est 
encore  vrai  pour  l'itération  d'une  fonction  entière  transcendante  dans  le  voisi- 
nage d'une  racine  de  z  —  y{z)  qui  rend  |cp'(;)    <  i . 

(2)  Grâce  à  la  précaution  prise  d'envoyer  à  l'infini  un  point  qui  n'adm 
zéro  pour  point  limite  de  ses  conséquents,  il  n'y  a  dans  (]  aucun  pôle  de  l„(z) 
(quel  que  soit  n)  en  choisissant  C  assez  petit, 

(')    Voir  Klein  et  Fiucke,  Fonctions  automorphes,  p.  5oo. 
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La  branche  de  ^re(z),  inverse  de  <p„  z  .  aulle  à  l'origine,  es1  ana- 
lytique dans  C  et  sur  C  (si  C  es1  assez  petit),  son  développemenl  de 
Taylor  dans  G  est 

"     n  —  <\>n  (  «  )  = 


Cette  branche  étanl  l'inverse  d'une  fraction  rationnelle  ne  peul 
prendre  la  même  valeur  en  deux  points  différents  :  e1  z',  le  théo- 
rème   précédent  peut  lui  être  appliqué;  d'autre  pari 


lUl 


à  I  origine,  a  une  dérivée  égale  à  i  à  1  origine;  z  décrivant   I 
décrira  C  -„  antécédente  de  C  d'ordre  n. 

Il  s'ensuit  donc  que  la  plus  cour  h-  distance  de  (i_„  à  l'origine  Bera 


'/«>  — } — p 


p  étanl  le  ra\  on  de  C. 

Cela  voudrait  dire  que,  pour  n  assez  grand,  l'aire  C      contien- 
drai! un  cercle  de  centre  ()  de  rayon  aussi  grand  «pion  voudrait 


(  puisque 

cause   de 


est    aussi   grand  qu'on  veul    pour  n  assez  grand,  à 

<0).  Mais  il  n'y  aurait  qu'à  choisir  ce  rayon  égal  à 
la  distance  à  l'origine  d'un  point  critique  pour  la  branche  de  l  :  . 
imwr.se  de  s(z),  nulle  à  Vorigine,  pour  Tire  sûr  que  l'aire  C  con- 
tiendrait à  son  intérieur  un  point  critique  de  la  branche  consi- 
dérée, contrairement  à  I  hypothèse,  Faite  au  début. 

32.    Remarque.  —    Le    thébrème   précèdent  étant   admis,  voici 

coin  nient  il  faudra  opérer  pour  trouver  II  à  partir  de  C.  On  imagine 
qu'on  ail  étalé  sur  le  pian  z  la  surface  de  Riemann  A  à  K  feuillets 
de  la  fonction 'l'(z),  algébrique,  inverse  d<  Partons  de  C;  -  il 

est   assez,  pet  il   el   si  '_/  (  •  >  !    /  o,  il    ne  contient    pas  de  point   de  i  .niii- 
lica  I  ion  de  ,ft.  C  décou  pe,  dans   <\ .  Araires  identiques  superp 
quand  z  décril  chacune  de  ces  aires.  -  (  décrit  dans  le  pi. m  ana- 
lytique z  une  aire  simple  limitée  par  une  courbe  anal}  tique  simple. 

61  il  Y  a  une  de  ces  aires  et  uni'  seule  ( ',  ,  qui  contient  (  *,  à  B0Î1  inté- 
rieur. Les  i  /,       i    autres  aires  n'oni  pas  de  point  commun  avi     I 

Puis  si    l'aire  C_n  comme  C(    ne  contient    pas   de  poinl    de  ramifii 

hou  de  .'". ,  on  opère  sur  elle  comme  on  vienl  d  opérer  sur  (.:  on 
continuera  ainsi  jusqu'à   ce  qu'on  arrive   à   une   an  lini 
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par  une  courbe  C_,  analytique  simple,  contenanl   à  son   intérieur 

un  point  de  ramification  de  Si.  Si  l'on  suppose  que  l'origine  appar- 
tient au  feuillet  supérieur  de  R.,  C  ,  sera  l'antécédente  de  l'aire 
découpé  par  C  dans  le  feuillel  supérieur  e1  les  (k —  i)  autres  aires 
décrites   par  z_{  seront  les  antécédentes  des  k       i  aires  découpées 

par  C  dans  les  2e,   ><' A"""  feuillets  de  Si.  11  en  sera  de  même 

tant  que  la  courbe  C_,  ne  renfermera  pas  à  son  intérieur  (*■)  de 
point  de  ramification  de  Si,  et.  en  précisant,  de  point  qui  ramifie  le 
feuillet  supérieur  de  Si  avec  un  feuillel   inférieur. 

Car  s"il  arrivai!  que  la  courbe  C_,  contienne  un  point  qui  ramifie 
entre  eux  deux  feuillets  de  R  distincts  «lu  feuillel  supérieur,  ce 
point  ne  serait  pas  critique  pour  lu  branche  de  la  fonction  l  z  qui 
s'annule  à  Vorigine,  celle  branche  sérail  parfait»  men1  bolomorphe 
dans  l'aire  C  ,;  alors  C_,  découperail  dans  le  feuillel  supérieur  une 
aire  simple,  dont  l'antécédente  C_(/-f.,  serait  aussi  une  aire  simple, 
contenanl  C_£.  \  vrai  dire,  dans  ce  cas,  il  \  aurait  à  envisager 
les  feuillets  qui  SOn1  ramifiés  entre  eux  en  un  point  P  intérieur  à 
la  courbe  C_,:  il  \  en  ;i  deux  en  général;  la  courbe  C  ,  découpe 
dans  ces  deux  feuillel  s  une  aire  S  simplement  connexe,  se  recouvrant 
elle-même:  Z  décrivant  l'intérieur  de  celle  aire  S,  il  \  ;i  deux  de 
ses  antécédents  (qui  deviennent  égaux  lorsque  :  vienl  eu  I'  qui 
décrivent  une  même  aire  simple  S_n  à  un  seul  feuillel  du  plan. 
limitée  par  un  seul,  contour  analytique  :  chacun  de  ces  antécédents 
détail  toute  l'aire  1  ,,  si  z  décrit  hmie  l'aire  1:  on  peut  donc  dire 
si  Ton  veut  (pie  1  ,  es1  décrite  deux  fois,  une  fois  par  chacun  des 
deux  antécédents  de  z  considérés,  lorsque  z  détail  une  fois  l'aire  I. 
en  ce  sens  qu'à  huit  point  :.  intérieur  à  C_  correspondent  deux 
antécédents  intérieurs  à  !_,. 

Mais  Taire  1  ,  n'auraii  aueiin  poim  commun  avec  l'aire  inté- 
rieure à  C„;4_,  cl  1  ,  ne  peul  être  prise  en  considération  dans  la 
formation  du  domaine  It  de  convergence  immédiat  de-  i  >.  >i  elle 
reste  toujours  extérieure  aux  courbes  C_„  successives,  1  ,  sera 
intérieure  à  une  certaine  antécédente  «le  l'aire  simple  I  !.  elle  appar- 
tiendra bien,  comme  nous  le  verrons  plus  tard,  au  domaine  de 
convergence  total  de  0,  mais  n'aura  aucun  point  commun  avec  le 
domaine  immédiat. 

(')  L'intérieur  de  C_<  s'entend  toujours  :  la  région  du  plan  limitée  a  C_/  qui 
contient  l'origine. 
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Ceci   étanl    I » ï<- n    précisé,    on    se    pend    compte    du    mécanisme 
de   formation  de   II.   tanl    que  chacune  di      C      décou]  le 

feuillel  supérieur  une  aire  ne  contenanl  pas  de  point  où  ce  feuillel 
se  ramifie  avec  un  feuillel  inférieur,  c'est-à-dire,  épétons-le,  de 
poinl   qui  soil   critique  pour  la  branche  de    1    -     nulle  à  l'origine. 

Mais  nous  savons  qu'un  certain  contour  C_     '    contiendi 
intérieur  un  i<-l  poinl  I*.  En  ce  poinl  I'-  feuillel  supérieur  se  ramifie 
avec  un  certain  nombre  de  feuillets  inférieurs,  en  gén<  le 

feuillel   immédiatemenl   inférieur  seulemenl 

Supposons,  pour  simplifier,  que  seul  ce  poinl  I*  de  ramification 
de  i;  figure  dans  C    :  la  courbi    ('.     découpe  alors  dans       un  i 
tain    nombre   d'aires   simplemenl    connexes,   superpi  !"iit   la 

supérieure   contienl    l'origine,   es1    limitée  par   la   courbi    C 
courue  deux  fois  e1  comprend  deux  feuillets  superposés  ramifiés  en  I'. 
D'une  façon  générale,  on   considérera   l'aire  «l'un  seul  tenanl   S 
découpée  dans  R  par  C     e1  >/iu  <  >>niiaii  I  ■  vurle  feuilL 

rieur:  cette  aire  se  recouvrira  plusieurs  fois  elle-même,  elle  comprend 
la  pailic  du  feuillel  supérieur  intérieure  ;i   C     e1    les  parties  inté- 
rieures a  C  ,  de  ion--  les  feuillets  qui  sonl  d'un  seul  tenanl  avec  !<• 
feuillel  supérieur  à  I  intérieur  de  C    .  c'est-à-dire  de  tous  les  feuil- 
lets tels  qu'on  puisse  joindre  un  point  quelconque  de  ces  feuillets 

intérieur  à  la  courbe  C     au  p i   (  >  du  feuillel    supérieur  pai   un 

chemin  continu,  intérieur  à  la  courbe  C    .  tracé  -m 

L'aire   à    plusieurs    feuillets    S    .   ainsi   déterminée    par    I 
simplemenl   connexe,  si  elle  admel    C      plusieurs  fois   décril    pour 
seul  contour,  »•<•  qui  arrive  par  exemple  si  flic  ne  contienl  «pi  un 
point  «le  ramification  pour  la  fonction  algebriqui 

Mais  il  peut  arriver  que  cette  aire   -"il    multiplemenl    coni 
un  cas  très  simple  où  il  en  es1  ainsi  sérail  celui  où   la  courbe  I 
renfermerait  ù  son  intérieur  deux  points  de  ramification  unissant 
entre  eux  le  premier  e1  le  deuxième  feuillet,  et  uniquement  ceux-là. 


(•)  Cela   pourra   arriver  dès   le   preraiei    contoui    C,  si  l  on 

"■ 
(  -)  Je  rappelle  que  -<\  étanl  le  genre  séro  el 
supérieur  n°  I  sera  uni  au  deuxième  Feuillel   pai    Jeux  points  «!<•  i 

chacun  des  feuillets  n°*  :'.   \ /.       '  sei a  uni  p  i 

.m  feuillel  précédent  el  au  suivant;  enlin  le  feuillel  inféri 
deux  points  au  feuillel  i)  i     »</  Pu  mu    '  ' 
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Alors,  évidemment,  l'aire  considérée  S  sérail  limitée  par  deux 
contours  superposés  à  C  .  le  premier  tracé  tout  entier  sur  le 
feuillet  supérieur,  le  deuxième  tracé  toul  entier  sur  le  feuillel  infé- 
rieur. 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  considérera  donc  l'aire  d'un  seul  tenanl  S 
découpée  dans  la  surface  de  Riemann  par  (î    .  qui  contienl  l'origine 
sur  le  feuillet  supérieur:  z      décrivant    cette    surface,    celui   de  -   s 
antécédents   z  .■,_,_,     qui  devienl    nul   à    l'origine,    décrira    une   aire 
plane  (]  ,,   ,   i'i  un  seul  feuillel  contenant  à  son  intérieur  la  courbe  C 
et  l'aire  plane  limitée  par  C  ,:  l'aire  plane  C       ,    sera   limitée  par 
autanl   de  contours  que  l'aire  d'un  seul  tenant,  découpée  dans 
par  C  ,-,  a  de  contours.  Cette  aire  plane  G  es1  le  Heu  des  points 

qui  peuvenl  être  joints  à  <  >  par  un  chemin  donl  huis  les  points  on1 
leurs  conséquents  à  l'intérieur  de  la  courbe  C  ..  On  peul  dire  de 
«•cite  aire  «pie  c'esi  l'antécédente  contenanl  0  de  l'aire  limitée 
par  (\  l  qui  contienl  <>;  :  décrivanl  I  aire  C  ,.  I  antécédenl  qui  es1 
nul  à  l'origine  e1  tous  les  antécédents  qui  se  ramifienl  avec  celui- 
là  à  l'intérieur  de  C  ,  décriront  la  nouvelle  aire  plane  en  question. 
Bien  qu'il  puisse  arriver  que  celle  nouvelle  aire  plane  antécédente 
de  l'aire  C  ,  ne  soil  pas  simplement  connexe,  je  I  ai 
C  i+l).  On  continuera  à  opérer  sur  C  ,  comme  sur  C  :  on  cher- 
chera l'antécédente  G  £+2  de  l'aire  C  .  qui  contienl  0;  ce  sera 
le  lieu  des  points  du  plan,  qu'on  peut  joindre  à  (>  par  un  chemin 
simple  donl  (mis  les  points  oui  leurs  conséquents  à  I  intérieur 
de  l'aire  C  ,  :  pour  déterminer  C  ,  .  on  envisagera  dans 
l'ensemble  d'un  seul  tenant  avec  l'origine  du  feuillet  supérieur 
formé  par  les  parties  des  feuillets  de  R  qui  se  projettent  à  l'inté- 
rieur de  l'aire  plane  C  ,.  Ce1  ensemble  es1  une  aire  d  d'un 
seul  tenant,  contenanl  l'origine  du  feuillet  supérieur,  se  recouvrant 
elle-même  plusieurs  fois  ;  toul  point  de  S  ,  se  projette  à  l'intérieur 
de  C  ,  ,  ci  peut  être  joinl  a  l'origine  pointée  sur  le  feuillet  supérieur 
par  un  chemin  continu  tracé  sur  &  e1  se  projetanl  à  l'intérieur  de 
l'aire  plane  C  0  décrivant  l'aire  S  [(  0,  celui  de  ses  antécé- 
dents qui  devient  nul  lorsque  z  ,_M)  coïncide  avec  l'origine  pointée 
sur  le  feuillet  supérieur  décrira  une  aire  plane  C  .  2)d'unseul  tenanl 
contenant  l'origine  0,  contenanl  a  son  intérieur  l'aire  plane  C  ,+.,) 
et  dont  l'ordre  de  connexion  es1  égal  à  celui  de  l'aire  S  .lr  Le 
processus,  nettement  expliqué  maintenant  pour  tous  les  cas 
possibles,    peut    se  continuer    indéfiniment.   Les   aires   planes  suc- 
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cessives   (-.  C_,,  C_2,   . . .     ( sonl    contenues  chai  i 

la  suivante,  e1  chacune  C     a  pou    anté<  édente  I'.  qui  la 

contient.    R,  domaine  de  convergent    immédiat  >'•■ 
que  la  limite  de  Vaire  C  ,  lorsque  i  croît  indéfinin  ni    poinl 

intérieur  à  R  es1  intérieur  à  tous  les  G    .dont  l'indice  /  surpass 
nombre   donné    bien    déterminé.    Tou1    poinl    mi  I;    doil 

en  effel  pouvoir  être  joinl  à  <>  par  un    chemin   simple    intérieur 
:i   |{  donl   les  conséquents  admettenl  <>  pour  unique  poinl  limite, 
ci  par  suite  soient,  à  partir  <l  un  certain  rang,  intérieurs  à  Pa 
c'esl  bien  cette  propriété  qui  a  réglé  la  consl  i  ud  ion  d< 
successives  car  toute  région  C  ,  es1    l'ensemble  des   points  qu'on 
peut  joindre  à  O  par  un  chemin  donl   le  i        conséquent   soit   toul 
entier  à  l'intérieur  de  l'aire  C  donl  toutes  les  conséquentes  tendenl 
vers  0  e1  0  seulement.  I  .;i  fronl  ière  de  R  est,  nous  l'avons  déjà  vu, 
uniquemenl  l'on  née  de  points  de  E',  e1  sur  cette  frontière,  les  points 
«le  \]\z  — ■f(z),  |  9,/")  |  >  1 1  sonl   partout   denses.   Le  plus 
(Luis   les  exemples  aisés  à  traiter,  les  C     seronl   toul   simplemenî 
connexes,  e1  il  en  sera  de  même  pour  II.    I.    sera  alors  un  BÏmple 
continu  linéaire.  Mais  on  ;i  donné  plus  haul  un  exemple 


où   I»  avail   un  ordre  de  connexion  infini.   Par  la   transformation 
sl  =  o(r)  toul  poinl  z  intérieur  à   I!   se   transforme  en  un  poinl   :, 
intérieur  n    II.    Inversement,  à   un   poinl  -,   intérieur  à   R, 
pondent    <\<'\\x  antécédents  au   moins  intérieurs  à    I!   à   cause  «lu 
théorème  fondamental  précédent. 

.">.">.  Cas  'lu  groupe  circulaire  limite.         Il  s  agil  ici  «I  un  groupe 

de  />  points  distincts  '_'.  _',. £    ,  racines   de 

lesquels  |  op  ,(  z)  |  <^  i .  On  a 

:,-    •„.  /  :.=.  p(Ç,), 

Nous  envisagerons  la  substitution  i  .  dans  le  vu 

de  chacun  des  poiu i  s  précédents,  dans  le  \  oisina  riple; 

nous  pourrons  définir  comme  précédemment,  à  p 
cercle  C  entouran!    '-'.   le    domaine  do   convei  R 
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vers  l  pour  cette  substitution  zp  =  o,,{z)  :  ce  sera  la  limite  des 
antécédentes  successives  contenanl  .  de  l'aire  C  par  la  branche 
de  'lni~)  inverse  de  z>p(z    qui  devient  égale  à  '1  pour  2 

R  renfermera  à  son  intérieur  un  point  critique  pour  la  branche 
considérée  de  ']>p{z  .  On  aura  les  domaines  de  convergence  immé- 
diats vers  £,,  *(2 -,,  ,  pour  la  substitution  Zp=  ?/»(z)  en  prenanl 

tout   simplemenl  les  itérés  d'ordre  1.  2 p —  1  du  domaine   I!. 

(L'itéré  (Tordre  p  de  R  est  identique  à   11.    Ce  seronl  des  domaines 

R ,.  I»_, l{/;  ,  entouranl  resped  ivemenl  ",.  'l.: -,    ,  :  chacun 

d'eux  est   d'un  seul  tenant,  il-  n'ont  aucun  poinl  commun  deux  à 

deux;  on  peut  les  ranger  dans  un  ordre  circulaire  R,  R,,  R, I  ! 

de  telle  façon  que,  quel  que  soil   le  chemin  intérieur  à  l'un  d  eux, 

R    par    exemple.     Illll--;ilil      llll     poilll      i  11 1  éll  e  n  v   ;'t     |!     ;iil     point      1.    SeS 

conséquents  successifs  sonl  respectivemenl  intérieurs  à  R,,  I! 

R     ,,   R,  |{, périodiquemenl    répétés,  e1    n'onl  comme   points 

limites  que  le  système  des  p  point-  ..'_', 'lf.  ,  qui  sonl  les  seuls 

conséquents  de  '1  distincts.   I  >;m-  Tordre  circulaire,  lî.  I! ,.  I !.. 

H     |  sont  chacun  l'itéré  du  précédenl   par  la  substitution 

*,=  tf(z)\  R,      tp(R),  R,      pi  R,  1 R  =  <p(Rp  ,)]. 

Tout  cela  es1  aisé  à  voir.  Chacun  des  I!  contienl  au  moins  un  poinl 
critique  pour  la  branche  de  la  fonction  inverse  d<  -  qui  devienl 
égale  à  "Ç,  pour   z-     '1,.   Or   les    points    critiques    d<  inverse 

de  d„(z    sonl   les   point-  critiques  d<    i    :    inverse  >J  e1   leurs 

conséquents  d'ordre  i.  2 p       i   .  i    :    a,  en  général,  2    k 

points  critiques  qui  sonl  les  conséquents  d'ordre  :  des  2  /,  1) 
points  OÙ  ®r(z)  =  0  fç  :  es1  d'ordre  /,  |.  ^  :  a  donc  en  toul 
2p(/c  i)  points  critiques.  Il  arrive  donc  nécessairemenl  qu'un 
des  points  critiques  de  '-  z)  au  moins  est  intérieur  à  un  I!  .  e1  -es 
p  1  conséquents  suivants  sonl  respectivemenl  intérieurs  aux  I! 
qui  suivent  le  T»,  considéré  dans  ['ordre  circulaire.  On  peut  encore 
dire  :  il  1/  a  au  moins  un  point  annulant  5'  z)  qui  tombe  dans  un  des 
p  domaines  R,  R,,  ....  Rn  nc  est-à-dire  dont  les  conséquents  admettent 

t,  '( ,  Çp_ ,  comme  groupe  circulaire  limite. 

Dans  le  cas  où  existe  un  groupe  circulaire  limite,  on  est  sûr, 
comme  on  la  dit,  que  E'  comprend  un  ensemble  parfail  continu 
linéaire  qui  divise  le  plan  en  plusieurs  régions  telles  qu'il  s,, il 
impossible  de  passer  de  Tune  à  l'autre  par  un  chemin  simple  qui  ne 
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renferme  aucun   point    de   K'.    II.    I! I!      .    5on1    parmi 

régions  séparées  par  E'.  Leurs  Frontières,  appartenant  E  com- 
prennenl  des  continus  linéaires  qui  séparenl  toul  poinl  intérieur 
à  un  I»,  de  toul   poinl  extérieur    voir  n°  2'i. 

54.    Conclusiois     importante.  Pow  ration- 

nelle o   :     quelconque,    le   nombre   des    points   lirnit< 
régulière  et  des  groupes  circulaires  limites  est  /mi. 

1 1  r>i  clair  «'n  effet  que  chaque  poinl  limiti   .1   i*oiiv< 
lière  devanl   être  poinl   limite  unique  <!«■-  conséquents  d'un  poinl 
au  moins  où  y  (z)  =  o.  e1  les  />  points  d'un  groupe  circulaire  limite 
devanl    aussi   être   points   limites   des   conséquents   d'un    point    au 
iimmiis  où  ç/(z)  =  o,  le  nombre  des    points  limites    à    con1 

régulière3  augmenté  du  nombre  des  g pes  circulaires  limites  ne 

pourra  jamais  dépasser  le   nombre  des  points  où   -  ■•,  lequel 

nombre,  en  général  égal  à  2  k  1  si  3.(2  es1  <l<-  degré  A.  n'esl 
en  1  •  m  1  cas  jamais  supérieur  à  2    /.       1  . 

Je  rappelle  que  le  théorème  fondamental  qui  oblige  un  point  .m 
moins  <ni  "J  iz)  o  à  avoir  des  conséquents  convergeanl  réguliè- 
remenl  vers  un  poinl  limite,  ou  convergeanl  périodiquement  vers 
les  points  <l  un  groupe  limite,  es1  encore  vrai  -1  1  :  esl  une  trans- 
cendante entière.  Mais  la  conclusion  que  non-  venons  de  tirer  ne 
-  étend  pas  à  toutes  les  transcendantes  entièn  1  ar  il  arrive 

en  général  qu  une  telle  transcendante  admel  une  infinité  de  points 
où   "/(:■)        o. 

\um    se   trouve   levé,   bien   simplement,   le  doute  qui  subsistait 
relativemenl    aux    groupes   circulaires    limites.    M.    Kœnigs   dil    en 
effet,  au  paragraphe  >4  de  son  Mémoire,  Sut  les  intégrait 
équations  fonctionnelles,  publié  aux  .1  nnales  de  I  Ecole  normale  supé- 
rieure en  1  SS  |    page   |ni  du  Supplémenl 

I .  importance  de  la  division  du  plan  en  régions,  il  après  le  point 
limite  auquel  conduisent  ses  point-,  se  trouve  ainsi  une  fois  dp  plus 
mise  en  évidence.   Mais  on  concevra  quelle  dilliculté  sattnel 
problème  en  songeanl  qu  il  .  t'alemenl  une  infinité  <i 

circulaires  limites,  pour  -1  grand  que  soil  I  indice  auquel 
appartient.  M.  Caylej  .1  mis  le  premiei  en  avant  ee  probli 
le  cas  de  la  règle  de   Newton;  mai      même  dans 
polynôme  entier,  le  nombre  des  groupes  limites  p<  :'' 

Joui  n.  de    Val  '  '" 
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Celle  dernière  assertion  ne  subsiste  plus  maintenant,  pour  tout 
polynôme  entier  le  nombre  des  groupes  circulaires  limites  es1 
fini.  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  l'application  du  problème 
à  la  renie  de  Newton,  car  nous  verrons  surgir,  dès  que  l'équation 
soumise  à  la  règle  dépasse  le  degré  2,  des  circonstances  toul  à  l'ail 
nom  elles  e1  intéressantes. 

55.  Applications.  <  m  peut,  des  maintenant,  utiliser  les  théo- 
rèmes généraux  établis  jusqu  ici  pour  traiter  complot*  menl  des  pro- 
blèmes d'itération  d'un  caractère  beaucoup  plus  général  que  ceux 
traités  jusqu'ici.  Les  seuls  exemple-  jusqu'ici  connus  de  l'étude 
d'une  itération  dan-  toul  le  plan  sonl  ceux  publie-  par  M.  Fatou 
dans  ses  deux  Noies  des  Comptes  rendus  de  [906  e1  i^r  i  ".  octo- 
bre r 906,  21  mai  1 1 1 1  _  .  <  m  verra  plus  loin  «pie  ce  sonl  les  cas  les 
plus  .simples  (pu  se  puissenl  présenter  dans  I  itération,  e1  l'on 
verra  à  quelles  circonstances  lient  cette  simplicité. 

[°   La  Note  de  lqo6  traite  des  Fractions  z.  =  -7^-       qui  dérivent, 

par  l'homographie  auxiliaire   :  <  des  polynômes  /.         • /.        i   . 

Pour  ces  Fractions  I  origine  esl  un  point   limite  ;'i  convergence  régu- 

Il  ère. 

Le  cercle  C„  de  centre  (  '  que,  avec  M .  Kœnigs,  on  esl  conduil  à 
for  mer  dans  l'étude  locale  au  I  on  r  de  I  origine,  contienl  les  deux  seuls 
point  s  critiques  de  la  fonction  inverse  qui  sonl  z  =  o  e1  :  i .  <  >n 
esl  sûr  alors  que  ces  points-là  admet  1  eut  <  >  pour  seul  poinl  limite 
de  leur-  conséquents.  Il  n  \  a  doue  pas  d  autre  point  limite  à  con- 
vergence régulière  ni  d'autre  groupe  circulaire  limite  :  où 
\o'//(z)  \  <^\ .  R,  domaine  de  convergence  immédial  vers  0,  com- 
porte loui  le  plan  sauf  un  ensemble  parlait  partoul  discontinu 
(|iu  est    E'.    I\  esl   aussi   le  domaine  de  convergence   total   vers  0. 

La  simplicité  de  la  réponse  tienl  à  ce  que  I  inverse  de  z  :  n'a 
ici  que  deux  points  critiques,  el  tous  les  deux  appartiennent  au 
domaine   \\  de  !  origine. 

20   Elle    traite    ensuite  de   l'exemple  particuliei  pour 

lequel  I  origine  e1   le  poinl  à  I  infini  sonl  des  points  limites  à  con- 
vergence   régulière.    Les    points    critiques    de    la    Fonction    inverse 

sont  z  =  —  0  e*  z  =  ao.    Il    esl    immédial    que    :  appartienl 

N  S 
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au  domaine  <!<■  convergence  immédial    l!,,  de  l'origii 
domaine  l«,  «lu   pom1   ;i   I  Infini.   Entourant   l'origine  d'un 

assez   pe1  il'  (  par   exemple  et   prenai  •   lentes 

successives  <!<•  l'aire  C.  <m  formera  des  aires  C  .  C  .  <|ni  toutes 
comprendront  I  origine  e1  seronl  à  distance  finit  Ell<  -  s<  ronl  toutes 
intérieures  à  ur  certain  cercle   I'  de   rayon  id  <|ui  esl  au 

poinl  x  ce  que  C  es1  à  I  origine  :  I  aire  limitée  pa  I  <  ontenanl  x 
se  transforme  par  'r  z  en  une  partie  d'elle-même  ëntouranl  aussi  x, 
c  est-à-dire  «  |  u  <*  la  conséquente  de  la  courbe  I  esl  une  courbe  I, 
(pu  entoure  complètement   I      '   .    <  >n  pourra  prendre  par  exemple 


Fie.  .6. 


pour  r  !<•  cercle  |z|  =  /j.     Toutes  les  aires   C      seronl   simplemenl 
connexes,   elles  auronl    pour   limite   une  aire    I!.    simplemenl 
nexe  intérieure  à   I    qui  scia  le  domaine   «  I  «  -  l'origine.  On  prendra 
de   même  les  antécédentes  successives  de  I  aire  I   limiti  e  pa     I 
eontenanl    !<■   poinl    à    I  infini.   Ces   antécédentes   sont   toutes 
Heures  à  II,,,  elles  on1   une  limite  qui  i  -i   un<    ain    simplement 
uexe  W,  eontenanl  le  poinl  à  I  infini;   cette  aire  esl  le  domaine  du 
|  m  1 1 1 1 1    ;'i    I  1 1 1 1 1 1 1 1 . 

I  (es    aires     II,,    e1     l>,     n  ont     aucun    poinl    intérieur    commun. 
Donc   E'  esl   dans  ce  cas  un  ensemble  qui  divise  le  plan  en  ■  l<u \ 

régions  au  m  ni  us  11     e1    I!    :   I      c prend  un  continu  lin< 

frontière    <!<•    I!„   e1    celle   de    I!      son!    des    continus    app 
à  E  .  Mais  toul  poinl  de  E'  esl  limite  pour  les   antc<  ■  il<  til 

sifs  (I  nu  poinl  quelconque  du  plan    le  | i  à  I  i  il  fini 

si  l'on  choisit   un  poinl   quelconque  dans    I  <     h 


L'aii  <•  limitée  nai  I'  ei  coule ' 

coule i   /  nui  esl  iuli  i  ieure  n  la  ni 
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sont  dans  |{„.  ci  pour  un  point  quelconque  de  R.„,  ils  sonl  tous 
dans  \ix  (1).  Ceci  prouve  que  toul  poinl  de  E'  qui  es1  frontière 
pour  H„  l'est  aussi  pour  I»,  e1  inversement.  Dont  \\„  et  \{x  ont  pow 
frontière  commune  un  continu  linéaire  E'  vers  lequel  tendent  à  la 
fois  les  antécédentes  de  la  courbe  C  et  telles  de  Y.  Nous  verrons 
plus  loin  que  E'  es1  dans  ce  cas  une  courbe  de  Jordan. 

3°  Ce  qui   vient    d'être  «lit   de  z,  =  "  .   peul  évidemmenl    se 

répéter  de  toute  fraction  du  deuxième  degré  qui  possède  deux  points 
limites  à  convergence  régulière,  c'est-à-dire  deux  p. uni-  "_',  e1  'i. 
pour  lesquels  z  =  <p(z),  |ç'(z)  |<  i.  Une  telle  fraction  aura  des 
coefficients  complexes  «pu  pourront  varier  dans  certaines  limites 
(par  exemple  chaque  coefficient  pourra  être  représenté  par  un 
point  du  plan  complexe  ;  i  -  ^  i  j  j  «  - 1 1  i  à  demeurer  dans  certaines  aires 
de  son  plan  ),  mais  ces  limites  sonl  bien  moins  restrictives  que  celles 
qui  consistent  par  exemple  à  assujettir  z,  =  z,(z  .  à  admettre  un 
cercle  fondamental.  Ainsi  que  l'a  montré,  en  effet,  M.  Fatou  dans 
sa    Note   du    2]    mai     i')i--    une    fraction    :        s(z),   qui    conserve 

I  intérieur  d'un  cercle  fondamental  -e  ramené  par  homographie 
■'i  une  fraction  dont  tous  les  coefficients  sont  réels,  et  il  est  clair  que 
la  condition  de  réalité  imposée  a  de-  coefficients  équivaul  a  une 
relation  d'égalité  [ e'esl  écrire  que  la  partie  imaginaire  esl  nulle  -  |. 
alors  que  les  restrictions  imposées  plu-  haul  aux  coefficients  ne 
sont  que  des  inégalités,  Içs  point-  représentatifs  de  ces  coefficients 
pouvant;  décrire  des  aires  éi  deux  dimensions  chacun  dans  leur  plan. 

II  suffit,  pour  se  rendre  compte  de  ce  dernier  point,  de  partir  d'une 
fraction  du  deuxième  degré  particulière  avant  deux  points 
limites  à  convergence  régulière;  le-  racines  de  I  équation  z  z  z  . 
((('pendant  continûmenl  des  paramètre-  qui  entrent  dan-  ^  s 
ainsi  que  la  quantité  op'  :  prise  en  une  de  ces  racines,  on  verra, 
en  considérant  les  deux  racines  de  z  s  :■  qui  rendenl  ~J  r  <  i 
dans  le  cas  particulier  dont  on  part,  que  -i   le-  coefficients  de  \   - 

(')  Car  chacun  de  ces  domaines,  l!„  par  exemple,  renferme  un  point  critique 
el  un  seul  pour  (^(s);  ce  poinl  est  critique  pour  la  branche  de  l(  z  >  qui  esl  es  il'1 
à  zéro  à  l'origine.  A  un  point  intérieur  à  R0  correspondent  deux  antécédents  inté- 
rieurs à  R0  et  un  conséquent  intérieur  à  R 

(■)  Ou  que  le  p  >i  ni  représentatif  de  ce  coeflicienl  est  sur  l'axe  réel  ou  sur  ion- 
circonférence,  transformée  de  cet  axe  par  la  substitution  liomographique  exécutée 
sur  la  variable. 
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décrivent,  chacun  dans  leur  plan,  de  petites  aires  autour  de  le 
valeurs  initiales,  les  deux  racines  précédentes  varieronl  contii 
men1  e1  rendronl  toujours    -J  z )  |  <<  i. 

lt  et  'Ç.,  élaTil    doue  les  deux  points  limites  à  converj 
lière,  chacun  sera  poinl  limite  pour  les  conséquents  d'un  poinl  cri- 
tique de  la  fonction  inverse  de  v(z).  N  \  a  deux  points  critiques  en 

IihiI  e1  on  les  obtienl   facilement   :  si  •— —  esl   la  frac- 

lion    envisagée    &(z  .  ces    deux    points    critiques    s'obtiennenl    en 
égalant  à  zéro  le  discriminanl   de  l'équation 

(a's, — a) z* ■+-  (b'z{ — b)z    ■   <•'-,    -c  =  t>. 

I  Is  sont  racines  de  l'équal  ion 

I  b'zx—by—  \(a'zy—a 

En  dehors  de  £,,  -',,  il  n  y  aura   ni  poinl   limite  à   convergence 
régulière,  ni  groupe  circulaire  limite.  Partanl  de  deux  cercles  suffi- 
samiueni  petits,  G  e1   I  .  entourânl  respectivemenl   -,  el   -    el  cher- 
clianl    les   antécédentes   successives   des   aires   qu'ils    limitent,   on 
verra  que  les  antécédentes  de  ('-  sonl   toutes  des  aires  simplement 
connexes  C   ,,  G_2,    ....   laissanl    V  à    leur  extérieur,  celles  d<     I 
qui  smil   de  même  T  ,,  V   ..   ...    laissenl    C.  ;'i    leur  extérieur.   Les 
premières  C  ,  on1    pour  limite  une  aire  simplement    connexe    I! 
qui  est  le  domaine  de  convergence  immédial   vers  .,.  les  deuxièmes 
T  ,  on1  pour  limite  uni'  aire  l> ,  domaine  *\c  ...  ri   l'on  \<>ii  comme 
précédemmenl  que  R,  et  R._,  ont  pour  frontière  commune  F ensembk  I 
(jiu  est  ici  envoie  un  continu  linéaire  séparant  le  plan  complet 
deux  régions  complémentaires   II,   et   \\ .:  ce   continu   est    la   limite 
commune  des  antécédentes  successives   C      et    I       de-  courb< 
el  T.  Tou1  poinl  du  plan  appartient  sort  à  I!  .  soit    i  11  .  soit  à 
limite  commune  K'.  Sur  la  nature  du  continu  linéaire  I      don!  nous 
savons  déjà  qu  il  n'esl  nulle  pari  superficiel  .  nous  re\  iendrons  plus 

loin. 

'i"   Les  exemples  généraux  que  vient   de   nous  ofTrii    le    1°  nous 
permettent   de  nous  élever  à   <\<~*  exemples   plus  généraux  eim 

Dans  I  exemple  précédent,    les   aires   C      comme  h      I 
sives   étaient    simplement    connexes   et    leurs    limiti  it 

même  frontière;  cela  tenait   au  Fond  h  ■  ■  inrtii   d'un  rrrtain 
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rang,  (.  ,-,  par  exemple,  contenail  un  poinl  critique  pour  la  déter- 
mination de  'l(z)  qui  devient  égale  à  £,  en  £,  ;  alors  :  décrivanl 
I  intérieur  de  l'aire  C,  ,-,  ses  dèua;  antécédents  décrivent  l'intérieur 
d'une  ;iiie  C  ,.  simplement  connexe,  contenanl  (!  a  son  inté- 
rieur; z  ,  décrivant  le  contour  C  ,  une  fois  dans  le  sens  positif, 
z  ,  déenl  (1  deu  ;■  /o/.v  dans  le  sens  positif;  on  peul  dire  la  même 
chose  de  C  ,■  e1  (l  ,■,  pour  />  i  ;  même  chose  aussi  pour  les  I 
à  partir  d'un  certain  rang.  L'essentiel  es1  que  rous  les  antécé- 
dents d'une  aire  C  soient  intérieurs  à  C  ,  dès  que  i  dépasse  une 
certaine  valeur,  e1  qu'il  en  soit  de  même  des  I'  ,•;  alors  il  faudra 
bien  que  I  i , .  limite  *\f  (l  ,-,  qui  a  pour  frontière  une  partie  de  I.  .  voi- 
sine en  ions  ses  points  frontières  avec  II,,  limite  des  I'  .  puisque 
toul  poinl  de  E'  es1  limite  pour  les  antécédents  d'un  poinl  de  C 
comme  <l  un  poinl  de  I     .  D'où  la  conclusion  de    i". 

a.  Ce  <me  nous  avons  dil  précédemment  s  appliquera  donc  aussi 
à  toute  fraction  d'un  degré  quelconque  ayant  deu.i  points  limites 
à  convergence  régulière,  mais  pour  laquelle  la  fonction  inverse  na 
que  deux  points  critiques-,   par  exemple    à    toute   fraction   du    type 

3l  =  o(s)=  *-* 


a,  b,  c,  d  étant  des  constantes  telles  que  l'équation  :       :    :    admette 
deux  racines  '-',  e1  '1,  pour  lesquelles  soil  <  i. 

D'ailleurs  il  es1  facile  de  ramener  toute  fraction  du  deuxième 
degré  -,  s  z  au  type  précédenl  I.  i  par  une  substitution 
linéaire  auxiliaire  sur  z. 

Pour  une  telle  Fraction  le  plan  se  divisera  encore  en  deux  régions 
simplement  connexes.  \\t  ,i  R2,  contenanl  respectivemenl  -,  el 
séparées  par  un  continu  linéaire  E'.  I»,  e1  I!  sonl  respectivemenl 
les  lieux  des  points  donl  les  conséquents  convergenl  vers  .  e1 
Tout  point  de  E'  a  Ions  ses  conséquents  dans  I.'.  Sur  K  les  points 
de  E  [z  =  on(z),  |  <p'„  (z)  |  ^>  i],  points  n'ayanl  qu'un  nombre  fini  de 
conséquents,  sont    partoul    denses. 

h.  Mais  on  peut  encore  généraliser,  en  hissant  de  côté  la  res- 
triction imposée  à  çf(z)  de  n'avoir  que  deux  points  distincts  <>ù 
ç/(z)=o  |  correspondant  aux  deux  points  critiques  de  l'inverse 
de  9  (  "  )  |.  Considérons  une  Ira  cl  ion  du  degré  /■  pour  laquelle  existenl 
deux  points  limites  à   convergence   régulière  £i  e1    - ,  :  entouranl  '.', 
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.■I  '_'..  comme  précédemment,  de  deux  petites  aires  limitées  C  el   I'. 

on   prend  les  antécédentes  suc»  es  de  l  de  F,  à 

branches  de  '\>(z    qui  deviennenl   respectivement   ■ 

en  Xa{  e1  '-'.,  ainsi  qu'on  l'a  expliqué  pi  \  ,,i   \|.  n 

Supposons  qu'en   procédanl   ainsi  on  arrive  à   une  C    ,  simplement 

connexe,  contenanl  '£,,  telle  que  :  ,  décrivarîl   C       tou  anté- 

cédenls  z   , .  ,    décrivenl   une  aire  C       ,.  simplement  connexe,  con- 

tenanl  C  ,  à  smi   intérieur,  en  sorte  que,  :  écrivant   uni 

le   contour   simple  (-    ,   ,    dans   le   s,. t,s  pusitif,  :      décrira  /.   rois  le 

contour  simple  C  ,  dans  le  sens  positif.  Ceci  exigera  ei  I  que 

C  ,  contienne  à  son  intérieur  (k       i     points  critiques  convenables 

de  la  fonction  'j'(z)  inverse  de  :    :  .  points  critiques  qui  seront  tels 

que,  partant  de  L,  avec  une  détermination  quelconque  d< 

pourra    revenir   en    _',    par   un    chemin    intérieur   à    I  telle 

ani  re   dél  < Tininai  ion    <|n  mi    voudra    de 

compte  de  cela  en  imaginant   la  surface  de  Riemann    ■  à  h  Feuillets 

relative  à  'l(z)  :  ii   faudra  <|ne   le  contour  C      dé pe  dans   ■,  une 

aire  simplement  connexe  à  k  Feuillets  superposés,  contenanl 
limitée  par  C   ,•  parcouru  k  fois.   [Ceci  exige  en  général  que  chaque 
feuillet  de  A  suit   relié  au  suivanl    par  un  poinl    critique   intérieur 
à   C  ,,  ce  <|in   dune  exige   la   présence    dan-    C      de    A       i     points 
crit iques  convenables  de  'j'(z). ] 

Supposons  qu'en  procédant  de  même  sur  I"  on  arrive  à  ui 
cédente    T  /  jouissanl    relativement    à    -     des    mêmes    prop 
que  C  i  relativement  à  -:  c  est-à-dire  que,  :      décrivanl  I  intérieur 
de  Taire   simplement   connexe    I      .    tous  ses  k  antécédents 
décrive  ni  I  i  ni  ('rieur  d  une  aire  simplement  connexe  1  on  tenant 

I    ,•  à  sun  intérieur. 

Alors   les  antécédentes   successives   de   l'aire  C,  eomme  eelli 
l'aire  l\  serunl  toutes  simplement  connexes.  Les  premii  pour 

limite  une  aire  R,,  simplement  connexe,  qui  est  le  domaine  c!< 
vergence    vers   -,  :    les   deuxièmes    ont     poui     limite    une    aire    I!  . 
simplement  connexe  aussi,  qui  esl  le  domaine  de  eoir 
R,    et    R2   uni    pour    Frontière    commune    un    continu    lu 
qui  les  sépare  el  qui  est   la  limite  commune  d<  -  i  ourbes  sim| 
el    I'  j,    l'uni    poinl   du   plan   appartient    à    I  !  ,  à    I  !      ou   ù   I 
reviendra  plus  loin  sur  la  nature  >\r  I.'.  el  I  ou  vi    ru  qui 
h\  po1 1 lèses  i  rès  générales,  c  es1  une  courbe  <l<-  Jordan. 

Remarquons  que,  dans  tout   ce  qui  •<  été  dii    prcccdeini 
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peul  se  borner  à  partit  de  C  ci  <lr  Y  j au  lieu  de  Cet  T,  car  c'esl  seu- 
lement à  partir  de  C_,  e1  de  I'  ,■  qu'on  a  commencé  à  tirer  les  conclu- 
sions précédenl  es  sur  R,,  Met  leur  limite  commune  E7.  Si  C_,  el  I"  , 
sont  ii  priori  deux  courbes,  quelconques  d'ailleurs,  entouranl 
respectivement  '-',  e1  'Ç,,  jouissanl  relativemenl  à  '-',  e1  £2  des  pro- 
priétés indiquées  précédemment  dans  tout  leur  détail,  dont 
les  />■  antécédentes  d'ordre  i  soient,  pour  la  première,  confondus 
avec  C    ,,.,  ,  pour  la  deuxième  avec  I        ,.  l'aire  C  contenanl 

C  ,  cl  £,,  e1  I  aire  I'  ,+,  contenant  r_,  et  t2,  alors  on  peul  affirmer 
que  les  ('._,,  successifs  e1  les  r_,,  tendent  vers  la  même  limite  E  3 
séparanl  les  domaines  K,  e1  \\,  de  1,  e1  1,. 

Certaines  des  fonctions  à  cercle  fondamental  signalées  par 
M.  Fatou  Comptes  rendus,  m  mai  1917  rentrenl  dans  ce  cas-là. 
Ce  sonl  celles  qui  admettent  deux  p ts  limites  -,  H  £2  à  conver- 
gence régulière,  symétriques,  par  rapporl  au  cercle  fondamental 
{voir  rc°26  et  suiv.,  et  aussi  nn'H)  du  présent  Mémoire  »"  |.  Si  £,  est 
intérieur  e1  12  extérieur,  R,  se  compose  de  l'intérieur,  e1  I!.  de 
I  extérieur  du  ci' nie.  E'  es1  identique  au  cercle  s<  parateur.  <  >n  peul 
a  priori  choisir  pour  les  courbes  C_,  el  P_;  des  cercles,  très  voisins 
du  cercle  fondamental,   ayant  pour  points  de   Poncelet   -,    et  -:     '   , 

M;us  à  partir  <l  une  telle  fraction  rationnelle  qui,  comme  on  I  a 
l'ail  remarquer  plus  haut,  ;i  des  coeilicients  assujettis  à  des  con- 
ditions légalité  (conditions  de  réalité  ,  on  peut  en  définir  de  beau- 
coup plus  générales,  en  s'affranchissanl  de  la  propriété  de  con- 
server le  cercle  fondamental;  m  cm  ellei  on  fail  varier  assez  peu  les 
coefficients  de  la  fraction  initiale,  chacun  de  ces  coefficients  res- 
tant, dans  son  plan,  dans  mie  aire  assez  petite  entouranl  ^;i  valeur 
initiale,  mais  par  ailleurs  étant  quelconque,  on  obtiendra  une  frac- 
tion rationnelle  beaucoup  plus  générale  dont  le-  coeilicients  ne 
satisferont  pins  qu'à  «les  inégalités  .  ne  conservant  plus  un  cercle 
fondamental,  mais  pour  laquelle,  comme  pour  la  fraction  initiale, 
les  propriétés  fondamentales  relatives  :  1"  a  l'existence  de  deux 
points  limites  £,,  £2  à  convergence  régulière;  i°  aux  courbes  C 
et  F—y,  qui  les  entourent  respectivement,  seront  encore  satisfaites. 
(Si  les  variations  des  coeilicients  sonl  assez  petites,  on  pourra  en 
effet  conserver  pour  (!_,  et  Y  ,  tes  cercles  indiqués  plus  haul  pour 
la  fract  ion  initiale. 

(')    Voir  le  lemine  de  Scliwarz  rappelé  aux  Préli minai re.*. 
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Pour  cette  fraction  la  division  du  plan  en  d<  u  •   l!  . 

par  le  procédé  indiqué  plus  haut,  sera  valable.   I. itinu  K'  qui 

sépare  l>,  de  I>_.  sera  voisin  du  cercle  fondamental  qu  rvait 

la  fraction  initiale,  puisqu  il  esl   compris  entre  les  cercles  (  I 

qu'on  ;i  choisis  pour  la  Fraction  initiale  aussi  voisins  qu'on  a  voulu 
du  cercle  fondamental.  Dans  ce  <;i-  l'on  peul  dire  que  le  continu 
linéaire  E   a  varié  <lr  juron  continue  avet  les  peu  an  ■    In  jrm- 

tion  ï(z  .  résultai  <|m  es1  loin  d'être  évidenl  a  priori;  quanl  aux 
deux  points  limites  ;i  convergence  régulière,  ils  ont,  eux  aussi, varié 
continûment  avec  les  paramètres  des,  ce  qui  résulte  immédiatemenl 
de  la  continuité  de  z  ~  relativemenl  à  ces  paramètres  I  comme 
aussi  de  la  conl  inuil  é  de  z'   z   |. 

."»(».  Domaine  de  convei  genc'e  loin/  vers  un  \><>i ni  In, 
régulière  ou  vers  un  groupe  circulaire  limite.  Il  convienl  d'appe- 
ler ainsi  I  ensemble  de  tous  les  points  du  plan  dont  les  conséquents 
successifs  admettent  (mur  -.cul  poinl  limite  l«-  poinl  limite  con- 
sidéré, un  [tour  seul  groupe  limite  le  groupe  circulaire  considéré. 
\ i hi>  allégerons  I  exposition  rw  nous  bornanl  au  <-.i^  'lu  poinl  limite 
;'i  convergence  régulière. 

|);iiis  toiil  ce  i|in  précède,  aous  nous  sommes  occupés  >l  étudier 
le  domaine  <l<v  convergence  immédiat  I!  vers  le  poinl  limiti 
déré  [J,  '-  -  .  ',"->' ( Ç)  !  <C  '  |-  C'étail  un  domaine  d'un  seul  tenant, 
contenanl  C  à  ><»n  intérieur,  n'ayanl  pour  points  frontières  que 
(li  ^  points  de  E  ,  ii  ;i\;mi  pour  point  intérieur  que  des  points  n  .i|>- 
partenant  |>;is  ;i  E  ,  <|u  on  puisse  joindre  .1  -  par  un  chemin  dont 
aucun  point  n'appartienne  à  E.  Mous  avons  reconnu  que  I! 
contenail    nécessairement    à   ^<>n    intérieui    un    poinl    .m    moin 

o  iloni  le  conséquent  esl  critique  pour  lu  branche  de 
fonction  inverse  de  '-   z  .  qui  devienl   égale   à    -   .m    poin 
indique  :   1"  qu'à  toul   poinl   z  intérieur  a   I!  correspond  un  consé- 
quent   intérieur  à    I!     ainsi   que   tous   les   conséquents   suci 
20  «pu1  toul   poinl    :  intérieur  à   I!  a  nu  moins  <l>  • 
tl  nulle  1  intérieur  à  R,  ces  deux  antécédents  devenant   égaux  ••   une 
valeur  qui  annule  'J   z)  lorsque  :  devienl   égal  ;i  un  point  critique 
intérieur  ù  I »  <lr  la  branche  |         qui  nous  inl< 

Mais  il  n«'  résulte  nullement  de  là,  ainsi  qu  on  l<  >lus  l« » t n . 

que  tous  les  uni,  cédenls  d'un  point  inl  : 

Cela  sérail  vrai  par  exemple  si,  à  partir  d'un  cerl  1111 

Journ    <n-    Wath  une   i\  I  I ■  a 
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les  courbes  C  ,  antécédentes  l'une  de  huître  qu'on  ;i  appris  à 
former  précédemmenl  e1  dont  la  limite  pour  t  =  oc  constitue  la 
frontière  de  li.  étaienl  formées  d'un  seul  contour,  limitanl  une  aire 
simplement  connexe  du  plan,  telles  ;mssi  que  chacune  de  ces  C  ,  (à 
partir  d'un  certain  rang  découpe  dans  la  surface  de  Riemann  R 
a  /,  feuillets  relative  à  ty(z)  une  aire  S  ,  à  A-  feuillets  superposés, 
contenant  »,  simplement  connexe,  limitée  par  la  courbe  C  ,  parcourue 
k  lois.  Alors,  z  décrivanl  l'intérieur  de  C  ,-,  l'ensemble  de  ses  /. 
antécédents  décrira  l'intérieur  (rime  courbe  simple  C  ,. ,  entouranl 
C,  j  ei  contenanl  C  à  son  intérieur.  Puisque  li  esl  la  limite  pour 
i=-=code  l'intérieur  de  C  ,.  il  es1  clair  que,  z  décrivanl  l'intérieui 
de  I!.  l'ensemble  de  ses  l\  antécédents  décrira  mi^i  I  intérieur  de  K. 
Si  I  on  imagine  la  portion  S  de  il,  simplement  connexe,  a  A  feuil- 
lets, qui  se  projette  sur  I!.  r  décrivanl  cette  S,  chacun  de  ses  anté- 
cédents sera  fonction  mu  forme  de  z  s///  S,  et  décrira  I  intériew  'le  I! 
quand  z  décrira  V intérieur  de  S.  S  contiendra  alors  en  général  A  i 
points  critiques  convenables  pour  l  z  .  Il-  devronl  être  tels  que, 
partant  de  1  arec  une  détermination  arbitraire  de  -  z  .  on  puisse 
revenir  en  1  (/ivr  telle  nuire  détermination  <\u  on  voudra  'le  1 
après  avoir  suivi  un  chemin  intérieur  à  I  !  '  .  Dans  ce  cas,  réalisé 
aux  numéros  •■".  '>".  et  i"  des  applications  précédentes,  le  domaine 
h  il  ni  I  )  de  convergence  vers  -.  se  confond  avec  le  domaine  immédiat  I!  -'  . 
En  effet,  un  point  r.  intérieur  au  domaine  total  admettanl  -'  pour 
seul  point  limite  de  ses  conséquents  successifs,  il  arrivera  qu'un 
de  ses  conséquent  :,  d'indice  convenable,  et  tous  les  conséquents 
suivants,  tomberont  dans  le  domaine  lî  qui  contient  _'.  I>  peut  donc 
se  définir  Y  ensemble  île*  points  dont   un  conséquent     <l  nuire  arbi- 


(  '  )  C'est  là,  en  définitive,  la  condition  nécessaire  el  suffisante  pour  que  R  -eut 
identique  à  D,  puisqu'alors  à  tout  point  z  intérieur  à  l!  correspondenl  /.  anté- 
cédents tous  intérieurs  à  li  et  tels  qu'on  (misse  passer  de  l'un  ;i  l'autre  sans  -<>i  tir 
de  l>  en  faisant  décrire  à  ;•  des  circuits  convenables  intérieurs  <<  Il 

(-)  Dans  l'exemple  donné  précédemment  comme  première  appli<  aliou. 


R  est  encore  identique  à  D,  car  la  condition  nécessaire  et  suffisante  qu'on  vient 
dénoncer  se  trouve  là  encore  vérifiée,   H  contenant  tons  le-  points  critiques  de 

4>(c). 
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trairement  élevé  d'ailleurs    tombe  dans  II.   h   <n   corn  R 

et  de  toutes  les  antécédentes  successù  <  s  de  l'un*  |i. 

7û    Dans  le  cas  signalé  plus  haut,  l'aire  R  coïncide av<  inté- 

cédentes   d'ordre    i  :   elle   coïncide    donc   w\  ec    touti 
dentés  successives.  Le  domaine  total  h  de  con 
alors  ulcrii  ique  à  1  ».  domaine  immédial . 

On   a    indiqué    plus    haut    la    condition    nécessaire    el    sullisante 
pour  que  celle  circonstance  se  produise  :  c'est  que  R  soit  un  domaine 
tel  que,  partant  de  '_'  avec   une  détermination   arbitraire  «i     . 
on  puisse  y  revenir,  par  un  chemin  intérieur  .1  II.  avec  t<  Ile  autre 
détermination  de  \{z)  que  l'on  voudra.  C'est  dire,  en  d'autres  tern 
que    l'ensemble   des    points    dé  ■;  [surface   de    Riemann   di 
qui  se  projettent  à  l'intérieur  de  R  doil   former  une  surfa<     S 
seul  tenant  à  k  feuillets    '       tous  les  feuillets  d(         contenanl 

Ceci  exige,  dans  le  cas  oïi  tous  les  points  critiques  sont   simples, 
c'est-à-dire  ne  relienl  entre  eux  que  deux  feuillets  de  la  surfa<  1 
ou  bien  ne  permutenl  entre  elles  que  deux  déterminations  di 
que   \\.  s  il  esl   simplemenl   connexe     -'  .  contienne   -/    son   11 
/,-       1    points  critiques   au    moins    qui    permettent,    /><n    des 
convenables  intérieurs  à   li.  de  permute)   chacune  des   /•   détermina- 
tions de  '\/ [z)  avec  les     I,        1     autres,  sans  sortir  de  II.  Si  les  | its 

critiques  sont  multiples,   ils  devrônl  compter  pour  au  moins    /. 
points  cril  iques  simples 

."»S.  (  >r  il  n  esl  pas  dilïi  ci  le  a  priori  de  constater  que  cette  condition 
ne  peut  se   trouver  réalisée  dans  la    majorité  des   cas   dès   qui 

(')  S  pourra  être  simplement  connexe,  comme  dans  I 

on  d'un  ordre  de  connexion  infini,  comi lans  la  première  ipplu  ili    n.  S 

décrit  R  une  el  une  seule  fois,  son  con séqu'enl       d<    rit  I  iir<   S   1  K  feuilli 

Je  lins  ici  cette  restriction,  car  il  pourrai!  arrivei   que  l> 

nombre  de  points  critiques  que  j'indique  pou  1  les  I aines  siraph  m< 

pu!  satisfaire  à  la  condition  nécessaire  el  suffisante  1  ooncée  |>lu>  haut  s  il 
multiplemenl  connexe  I  l'esf  là  une  question  délicate  que  je  >  éseï  <  e  1 

La  condition  est  toujours  remplù  pai 
çence  vers  le  point  à  l' infini,  dans  le  cas 
rie  degré  h  ;  car  le  pointa  l'infini  coin  pi  '  poinl 

autour  df  lui  se  |"-i  muten  1 .  en  efTel ,  le        !"  • 
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degré  k  de  o(z  dépasse  2.  Lorsque  k  =  2,  il  sulïïl  <l  un  | >« >  1 1 1 1 
critique  dans  J{  pour  satisfaire  à  la  condition,  e1  on  sail  que  ce  point 
critique  figure  toujours  dans  R,  nécessairement;  donc  la  condition 
(■-•I   remplie  d'elle-même. 

Lorsque  k  ^>  2,  nous  allons  voir  que  le  nombre  des  points  limites 
à  convergence  régulière  peul  atteindre  k  alors  que  I»-  nombre  des 
points  critiques  de  '^(z)  ne  dépasse  pas  2  k  -2.  ïl  es1  donc  impos- 
sible, (/  priori,  que  les  domaines  de  convergence  immédiats  vers 
chacun  des  points  limites  à  convergence  régulière,  dans  i  <  »  m  -  les 
c;is  où  l'on  aura  reconnu  <|u  ils  sonl  bien  simplemenl  connexes  '  . 
ces  domaines  étanl  évidemmenl  ^m-  poinl  commun  deux  à  deux, 
renfermenl  chacun  à  leur  intérieur  A"  1  | »< »  1 1 1 1  —  critiques  au  moins. 
dès  que  le  nombre  des  points  limites  existants  dépasse  ■.  '  m  es1  cer- 
tain a  priori  dans  tous  les  cas,  ->  il  y  ;i  plus  de  deux  points  limites 
à  convergence  régulière,  que  pour  un  au  moins  <!»•  ces  points  limites 
le  domaine  total  <!<•  convergence  sera  plus  étendu  que  '<•  domaine 
immédiat.  C'esl  là  une  circonstance  toute  nouvelle,  elle  paraîl 
avoir  échappé  à  tous  1rs  auteurs  « { 1 1 1  se  sonl  occupés  jusqu'ici 
d'itération.  I);ms  hm-  leurs  exemples,  que  j'ai  repris  en  partie  dans 
les  applications  précédentes,  les  domaines  totaux  de  convergence 
coïncident  toujours  avec  les  domaines  immédiats.  .I  en  ai  montré 
la  raison  dans  le  décompte  des  points  critiques  de  {.  figuranl  à 
l'intérieur  des  domaines  immédiats. 

Al  ce  titre,  comme  je  l'annonçais  n°  35  en  traitant  des  applica- 
tions précédentes,  ce  exemples  étaienl  les  plus  simples  qui  puis  en1 
se  présenter  dans  I  itération;  ils  ne  conduisaient  <pi  à  une  division 
du  plan  par  E'  en  un  nombre  fini  de  régions  l>.  ils  ne  laissaienl  pas 
soupçonner  que  L'  pouvail  1res  bien  diviser  \<  plan  en  ////'  infinité 
de  régions,  e1  que  c'étail  là-même  le  cas  le  plus  général  des  que  le 
degré  de  la  fraction  à  itérer  dépassail  2.  IU  ne  taisaient  pas  prévoir 
qu'en  général  le  domaine  total  de  convergence,  vers  un  poinl  limite 
à  convergence  régulière,  se  composerait  d  une  infinité  d'aires, 
sans  point  commun  deux  à  deux,  antécédentes  successives  de  1  aire  |{ 


(')  On  verra  plus  loin  sur  101  exemple  que  ceci  se  reconnaît  en  déterminant, 
pour  chaque  poinl  limite  à  convergence  régulière,  les  points  critiques  de    - 
dont  le- conséquents  convergent  vers  ce  point  limite,  et  examinant  les  permu- 
tations   les  branches  de  <h(z)  autour  de  ces  points 
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(distinctes  de  R)  <|ui  constitue  le  domaine  de  cou  .■  immé- 

diat. 

.">!>.  Montrons  d'abord,  en  considéranl  une  Fraction  rationnelle 
quelconque  du  degré  k,  que  le  nombre  des  points  limites  à  conver- 
gence régulière  peul  atteindre  la  valeur  /..  sans  la  dépasser. 
Reportons-nous  pour  cela  au  paragraphe  de  ce  Mémoire  qui  traite 
de  l'existence  des  points  de  E  |         c  -  1 1    n" 

i' 


la  fraction  ;'i  itérer,  I*  h  <x>  étanl  deux  polynômes  de  degré  A     I  i  - 
racines  de  z    :?(z)  sont  les  racines  £,,  *  .'K        '    de  l'équation 

H  =-.  V        :()  =  o 

de  degré  (k  -f- 1  ). 

<  > 1 1  ;i  d'ailleurs  démonl  ré  la  relal  ion 

v  n  : 

—  i; 
i 
<>u  ^;ni  aussi  que 

H 


(  )n  a  vu  iiii^si  <|ur  si  le  poinl  M,»!  afïixr  p'    -     es1  intérieur  au  i 
de  cfii  I  n-  (  )  de  ray 
dans  le  demi   plan 


c)e  centre  ()  de  rayon  i   I    J  '.'      <  i  I.  le  poinl    \    d'allixe 


.■•;  i  -  i  =  partie  réelle  <lr  .-  ■  • 

e1  réciproquemen  i . 
La    relation 

V 

—  i. 

i 

prouve  que  \i-<    A    •    i     points   \,.  \  .     .,  N       on!   poui    ccnti 
gravité  l<-  poinl   d'allixe 

Il  ^  r 1 1 s 1 1 1 1  1 1 1 1 1 1 1 1 '•  il i ; , 1 1 ■  1 1 1 , •  1 1 1  de  là  que  parmi  ces  | << i 1 1 1 1  -    \ 


.    i  Nom  nous  plaçon  •  Jans  le  cas  gén<  >  1 1 
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y  en  avoir  k,  mais  pas  plus,  dans  le  demi- plan  I!    z)  <C~        •  Onpourra 

se   les   donner  a  priori,  e1    le  (k  +  i )'*'""'  sera    alors  déterminé  par 
la   relation   précédente. 

Connaissant    ;iinsi    a   priori    les    ( A"  — |—  i )    valeurs    des   ^irpr'  un 

formera    immédiatement  7^ -  à  l'aide  de  I  identité 

R  (  z  ) 

Q(z)  _ v      »      Qir,) 

H(c)       —  z  -r,  R'(C/)' 

1 

en  se  donnanl    arbitrairement   les    h        1     points  ..    Q    :     e1    I!    : 
seronl  resped  ivi  tnenl  de  la  forme 

R(=)  =      a„c' 
à  cause  <lc  I  idenl il*'1 

„  Q 


>: 


connaissanl  Q  e1  R  on  aura  I*   z    par 

P(S        1;    ; 

p/  _\ 
e1    la   fraction  z,  =z>(z)  —  „   ' ■  1  admettra   les    points    -t.  -. 

pour  points   limites   ;'i   convergence   régulière,  puisqu'en  ces   points 

|  o' ('(,-)  |  <l  1 .  ;'i   cause  du  choix  des  /  premières  valeurs  .|,  V    dans  le 

demi-plan  A  <  r.  >  < 

On  ;i  ;iinsi  le  moyen  de  former  une  fraction  rationnelle  z   :     du 

degré/f  ayant  k  points  limites    '    à  convergence  régulière  Z  ,,£.; i,. 

arbitrairemenl    choisis,  en   lesquels  les  V  -     onl    des    valeurs'  infé- 
rieures à   1   en  module,  arbitrairemenl   choisies  a  priori.  C'esl   une 


(')  On  voit  aussi  qu'une  fraction  ilu  degré  /.  ne  peut  avoir  plus  île  /,    | is 

limites  à  convergence  régulière.  Il  y  a  toujours  une  racine  de  z  ~  y(-)  qui  rend 
l^'l^l^1  ainsi  qu'on  l'a  fait  remarquer  en  établissant  l'existence  des  points 
de  l'ensemble  E.  On  voit  aussi  qu'il  est  facile  de  former  une  fraction  sans  point 
limite  à  convergence  régulière. 
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fraction  très  générale   eu  égard  aux  arbitraires  qui  entrenl  dans  la 
question.  Pour  une  telle   fraction,     /,        i      de  ces   points   limiti 
convergence  régulière  pourronl  avoir  des  domaines  totaux  d< 
vergence  plus  étendus  que  leur  domaine  immédial  de  cou 

10.   Supposons  donc  que  le  domaine  de  convi  ■      ii .Ii 

vers  un  poinl  limite  ~  à  convergence  régulière  ne  satisfasse  pa$ 
condition    requise    pour   que   le   domaine    total    l>  de  eon 
vers  '1  soil   identique  à    R.  Cela   voudra    dire   que,   z  décrivant    I!. 
il  1/  <i  des  antécédents  île  z  qui  ne  sont  pus  dans  I!.    Imaginant    l'en- 
semble des  points  de  à\  [surface  de  Riemann  de  i    z  ,  inverse  d( 
qui  se  projettent  à  I  intérieur  <l<-  R,  cel   ensemble  se  composera  de 
plusieurs   parties   distinctes,  chacune  d  un  seul  tenant,  telles 

ne  puisse  passer  de  I  une  à  I  nuire  par  un   chemin  'Ion/  l<>us  les   ; 

se  projettent  à  V intérieur  de  I!     '   :  l'une  de  ces  pari  untcnanl 

le  poinl  ~  «lu  feuillel  supérieur,  esl  <\  un  seul  tenant  .i\<-.  la  partie 
du  feuillel  supérieur  qui  se  projette  à  l'intérieur  de  \'< 
viini  S.  un  (!<•  ses  antécédents  r.  ,,  qui  esl  égal  à  .  pour  : 
esl  fonction  uniforme  de  z  sur  S  d  décril  I  aire  simple  ;i  un  seul  t  »  - 1 1 1 1  - 
Ici  R,  z  décrivant  1rs  parties  de  il  projetées  sur  lî  et  ne  se  ramifiant 
pas  avec  S  à  l'intérieur  de  li.  il  \  aura  des  antécédents  :  .  de  :  qui 
ne  tomberont  pas  dans  I!  et  qui  décriront  des  ,    ■  nples  du  plan 

analytique  d  un  seul  tenant,  u  un  seul  feuillel,  sans  point  commun 
intérieur  entre  elles,  ci  suns  point  commun  intéi  ieur  <n  ■ .   I  !    voi\  I 
naires,§6);  nous  appellerons  ces  aires,  les  aires   15    ,  poui  marquer 
qu'elles  sont  décrites  par  des  antécédents  d'ordre   i  <!<•  :  lorsque  : 
décril  R.  Ainsi,  z  décrivanl  R,  ses  antécédents  décrivent  el  R,  et  les 
aires  I!    (  sans   poinl   commun  avec  I!.  L)n  continuera  d<    même;  : 
décrivant  chacune  des  afres  I!   ,  aucun  il'-  ses  antécédents  ne  peut 
tomber  dans  une  aire  I  î    ,  m  dans  I  aire  I  !    -   :  ces  antécédents  d 
ronl   donc  un  certain   nombre  <l  aires   simples,   chacune   <l  m 
tenant,  à  un  seul  feuillel  :  ces  aires,  que  \  appelli  rai  les  I  !     .  ri  ont  m 

point  commun  intérieur  entre  elles,  m  point  u mun  inténeui 

les  I!    M   ni  avec   II.   Lorsque   :  décril  l«.  ses  antécédents  >\  oi 
décrivent  I  v,  les  R_,  et  R     .De  même      déi  rivuul  les  I  : 

(')  Car  autrement  H  satisferait  ■■  la  condition  no< 
tout  point  iotérieui  .i  R  ait  tous  tes  ant  o  -  H 

(*)  (  iar  cela  foi  cerail      ■>  ftl  i  e  dans  li.  ■ 
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(■•'•(lents  décrironl  des  aires  R  ,  sans  poinl  commun  avec  R,  ni  avec 
les  \{   , ,  ni  avec  les  R    ,.  etc. 

En  continuant  indéfiniment,  on  voil  que  le  domaine  total  de  con- 
vergence vers  '-'  se  composera   de    R,  des  R   , des  I! cest- 

à  dire  d  une  infinité  il  mies  chacune  d'un  seul  tenant  l),  à  un  seul 
feuillet,  et  sans  point  commun  intérieur  deua  à  deux,  z  décrivanl   II. 

ses  antécédents  d'ordre  i  décrivenl    les  aires  II.  I!    , U   ..    Les 

\\  ,  sonl  les  antécédentes  des  I!  ,  :  lorsque  z  es1  dans  une  \\  ,. 
son  conséquenl  es1  dans  nue  I!  .  ses  antécédents  d'ordre  i  sonl 
dans  des  R  i}.  Les  points  frontières  de  R,  sont  tous  des  points  de  E', 
«m  le  -;ni .  H  h.ni  antécédenl  d'un  point  de  E'étanl  de  K  .  toul  poinl 
frontière  d'une  R_,  sera  poinl  de  E'.  <  >n  es1  ici  dans  le  cas  où  E' 
comprend   un  ensemble  continu   linéaire  e1   divise   le   plan   en   une 

infinité    de    régions    sans    p i    commun    intérieur   deux   à    deux, 

telles  qu  il  soil  impossible  de  passer  d'un  poinl  quelconque  d'une 
région  ;i  un  poinl  quelconque  cl  nue  autre  par  un  chemin  qui  ne 
r  n  1 1 1 1 1  ■  1 1 1 1  r  de  poinl   de   E'. 

Parmi  ces  régions  sonl  toutes  les  II.  I!    ,.  I! 

11.  S  il  \  ii  un  poinl  limite  ;•  convergence  régulière  autre  que  '.'. 
aucun  des  II  ,  u'aura  de  poinl  commun  intérieur  avec  son  do- 
maine de  convergence  immédial  ou  total;  si  pour  ce  deuxième 
poinl  limite  la  même  circonstance  •  |  u  < -  pour  -  se  produit,  c'est- 
à-dire  si  ^»in  domaine  immédial  de  convergence  n  es1  poinl  iden- 
tique ;i  siui  domaine  total,  on  déterminera  à  partir  de  son  domaine 
immédial  une  série  de  domaines  antécédents  l'un  de  l'autre,  ana- 
logues à  la  série  drs  H.  |{    ,.  I!     etc.  Il  peul   d'ailleurs  arriver 

que  pour  certains  points  limites  ;i  convergence  régulière  le  domaine 
immédial  I»  coïncide  avec  le  domaine  total  I).  sans  que  cela  se  pro- 
duise pour  d  autres.  Nous  en  verrons  des  exemples  plus  loin  :  il  es1 
clair  par  exemple  que,  pour  un  polynôme  s  :  quelconque  de 
degré  k,  I  x  étanl  poinl  limite  à  convergence  régulière,  H  ;ms-i 
point  critique  pour  la  fonction  l  z  inverse  de  s  :  autour  duquel 
se  permutent   les  /,  branches  de  celle  fonction,    le   domaine  immé- 

(')  Si  R  est  supposée  simplement  connexe,  toutes  les  R_,  le  seront  si  tout  mor- 
ceau (lui)  seul  tenant  de  la  surface  de  Riemann  H  qui  se  projette  sur  l'intérieur 
de  R  est  a  1 1  s  -  i  simplement  connexe.  Mais,  a  priori,  on  conçoit  tirs  bien  que 
ceci  puisse  ne  pis  avoir  lieu  pour  les  morceaux  de  A  distincts  du  morceau  S  qui 
contient  le  feuillet  supérieur. 
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diiil   du.poinl  à  l'infini  sera   identique  à  son  domaine   total;  si  en 
outre  il  y  a  au  nu  uns  deux  points  limites  ;i  i  on  vergence  régulièi  i 
distance   finie,  on   pourra   s'attendre  à  ce  que   leur  domaine    total 

compte  une  infinité  <l  aires  lî.  I!    ,,  !»__,,  

Remarquons  encore  qu'en  supposanl  ce  qui  pcul  se  Faire  par 
une  homographie  convenable,  par  exemple  en  envoyant  à  l'infini 
un  poinl  intérieur  à  I  »  d  où  ne  résull  e  aucune  ambiguïté  sur  ce  qu'on 
doil  appeler  I  aire  I!     que  le  poinl  à  I  infini   n  esl    pas    poinl    limiu 

pour   l'ensemble   des   aires    I»   ,.    les    aires    I!   ,(/       i.  • x     ne 

devanl  pas  avoir  de  poinl  commun  intérieur  deux  à  deux,  devront 
se  rapetisser  indéfiniment  lorsque  i  grandil  indéfiniment,  de 
façon,  par  exemple,  «pion  ne  puisse  trouver  de  cercle  intérieur 
;'i  R_i  qui  conserve  un  rayon  fini  lorsque   i  grandira  indéfiniment. 

VI.  Cas  où  le  domaine  de  convergence  immédiat  vers  un  point  limite 
à  convergence  régulière  n  est  pus  simplement  conm              Je  nu-  suis 
borné,  pour  montrer  que  le  domaine  de  convergence  total   pouvait 
être  plus  étendu  que  le  domaine  immédiat,  aux  r;is  un   I  mi  recon- 
naissait, a  priori,  que   le  domaine  immédiat    I!    étail    simplement 
connexe.  (>n  peut  aussi  étudier  le  cas  où   I!  esl   tnultiplement  con- 
aexe.  Il  esl  clair,  pur  la  façon  même  donl  ce  domaine  I!  .1  été  envi- 
_•'•  comme   limite   pour  i-    x  des  aires    C        antécédentes  suc- 
ïsives    convenables    de    la    petite    aire      (.     entourant    le   poinl 
limite   ,,    que    I»    sera  multiplemenl  connexe  si  et  seulement   si 
partir  d  un  certain  indice  /.  les  aires     CL,     le  sonl   aussi.  Il   faudra 
donc,  el   c  esl   une  condition  suffisante,  qu  une  certaine  courbi    I 
formée  <l  un  seul  contour,  embrasse   une   aire     C       donl    l'antéi 
dente  (!,,,,  soil   limitée  pur  plusieurs  contours.  Cela   exige   que   la 
portion  d  un  seul  tenant  de   >i  [surface  de  Riemann  de  l    z   |.  appe- 
lée   précédemment    S  ,.  qui    se   projette  à    I  intérieur   d<  et 
•  1 1 1 1    contienl    le    poinl    ,    du    feûillel    supérieur,    -"il    tnultiplement 
connexe,  el   pour  cela  il  esl   indispensable  que  S      soil    limitée   pai 
jihis  il  un   contour.   S      devra    être    limitée    par    plusieurs    courbes 
fermées  donl  chacune  se  projettera  sur  la   courbe  (.    .  chacuiu 
ces   diverses  courbes    fermées    pouvant    être    tracée    sur   plusieurs 
feuillets  de   >; .  mais  ces  diverses  courbes  étanl  telles  qu  on  ne  puisse 
passer  d  un  point  de  I  une  à  un  poinl  d  une  autre  courbe  distincte 
de  la  première  que  par  un  chemin   qui    traverse   I  intèi 
A 11 1  reineni   dit,   encore,  si  l'on  imagine  que   s  déerivi        ton 

.l,,ui  n    ,i,-  Math      •  nérii       I l\         '  Il 


l54  GASTON    .il  I.l  \. 

('.  ,  la  fonction  algébrique  l  z)  inverse  de  cpl  z  échange  entre  elles 
j>  de  ses  déterminations,  d  une  part,  el  d'autre  pari  p'  autres  déter- 
minal  s.  ||  es1  impossible,  lorsque  z  décril  le  contour  C     de  pasî 

de  I  une  des  p  premières  déterminations  à  l'une  des  /<  autres  déter- 
mination considérées,  mais,  e1  c'esl  là  le  l'ait  important,  partanl  d'un 
point  de  C  f  avec  une  des  p  premières  déterminations,  on  peul  revenir 
en  ce  poinl  avec  une  île*  p' autres  envisagées,  h  condition  de  décrire 
un  chemin  intérieur  à  ( .  .  Pour  avoir  un  exemple  simple,  il  su  11  il 
(I  imaginer  que,  -  :  étanl  du  deuxième  degré,  C  -"H  une  courbe 
simple  fermée  entourant  les  deux  points  critiques  de  '.  ~  Uors  S 
sera  une  surface  de  Riemann  doublemenl  connexe  ;i  deux  Feuillets, 
limitée  par  deux  courbes  distinctes  tracées  chacune  sur  un  Feuillel 
de  i;  cl  chacune  projetée  sur  C  .  les  deux  Feuillets  de  S  étanl 
réunis  par  une  ligne  «le  croisemenl  joignanl  les  deux  points  cri- 
tiques, ligne  qu  on  peul   supposer  intérieure  à  ('-_,-. 

!.">.  Revenanl  au  cas  général,  en  -- 1 1 1 » | >« »^; i ni  bien  entendu  que  les 
points  critiques  de  i  :  sonl  simples  el  au  nombre  de  ih 
(k  étanl  le  degré  de  -  .  il  résulte  d'un  procédé  classique  exposé 
par  exemple  dans  le  Traité  d'Analyse  de  M.  Picard,  i.  II.  ■'  édi- 
tion, p.  |ii>-|i~.  qu'on  peut  supposer  1rs  /,  feuillets  de  R  unis 
chacun  au  précédenl  par  nue  seule  ligne  de  croisement.  Dans  ers 
conditions,  sur  les  p  premiers  feuillets  de  .  C  découpe  une 
courbe  fermée  I  e1  sur  les  p  feuillets  suivants,  elle  découpe  une 
autre  courbe  fermée  I  l).  P_,  el  I'  sonl  des  contours  i\<-  S 
on  ne  peul  passer  d'un  poinl  de  V  ,  à  un  poinl  de  I  que  par  un 
chemin    intérieur   à    S      e1    nullement    en   suivant    le   bord  de  S 

Cela    implique  «pie   la    ligne    de    croisemenl    unique    entre    le    /' 

feuillel    el    le   (  />    |   i  """    a    s,. s   deux    extrémités   intérieures   à   S 
[ce  sont  deux  points  critiques  convenables  de  l   z    \>-\  il  est  bien  clair, 
les  lignes  de  croisemenl  étanl  dans  une  certaine  mesure  arbitraires 
entre    leurs    extrémités    connues,    qu'on    peut     toujours    supposer 

la    ligne    de    croisemenl    entre    le    />"""    e1    le      />    ■    \   feuillel 

intérieure  tout  entière  à   S_/.    Il  suit   de  là    cette    conséquence    forl 
importante   que,    parlant    d  un    poinl    z  <\u   plan    extérieur  à     C 


(')  Si  p  -+-  p  <  /. ',  C_,  découpera  encore  d'autres  courbes  dans   'i .   maïs  cela 
ne  nous  préoccupe  \r.i-  pour  l'instant. 


Mil     I.   I  I  II!  VI  [ON     Dl  S     KON<    I  ln\-.     i;  \  |  |<,\  \  |  |  : 

avec    une   des   p   déterminations   di     [  respondenl    aux 

p  premiers  feuillets  de    d,  on  ne  peul   pass<     à  une  quelconque 
autres  déterminations  de  i  qu'en  décrivant    un   circuit    fermé  qui 
traverse  hure   ( C_, )    en    traversanl    la    ligne    de    croisemenl     i 

le  /'" <•!   le  ( p  \- \  )"'""'   feuillet.    Donc    toul    eircuil    fermé   qui    ne 

traversera  |>;is  I  aire    C       ramènera  ''ii  :  une  des  p  premier» 
minations  de  '\>(z)  du  système  auquel  appartenait  la  détermination 
initiale.    De   même,   si  I  on  pari   de  :.  extérieui   à     C       avec  toute 
autre  détermination   de    l   :     qu'une  des  p  déterminations   p 
dentés,  on  ne  pourra  jamais  revenir  en  :  avec  une  île  ces  p  d< 
minations,  si  le  circuit  décrit   ne  traverse  pas     ' 

II.  La  conclusion  es1  immédiate.  S'il  existe  un  point  limite  à  con- 
vergence régulière   ~    distind    de   '-.  son  domaine  immédiat  R 
ne    pourra    |>;is   satisfaire   à    la    condition    nécessaire    e1    suHisante 
pour   que    R.    soil    aussi    l<-   domaine    total,    puisque,  évidemment, 
W  étanl   extérieur  à    It.  sera   extérieur   ;'■     C        et,   partant    d'un 
poinl    r.  intérieur  à    I!'   avec   une   des   p   premières  déterminations 
de  l  (z)  e1  décrivanl  un  circuil  fermé  quelconque  intérieui   à  R 
ne  traversera  pas  (C       e1  I  on  ne  pourra  pas  revenir  en  z  avec  une, 
/,        p    déterminations  de  '\>   z    distinctes  des  p  premières.    Donc  le 
domaine  total  de  w  se  composera  il  une  infinité  d'aires  distinctes 
poinl  commun  <l   ux  à  deux. 

I.  hypothèse  <|ii"  le  domaine  de  convergence  immédial    vers  un 
des  points  limites  est   multiplerhenl  connexe,  conduit  donc  à   cette 
conc  usion    intéressante   que  le  domaine    total   de  tout  autre  point 
limite  sera  compose  'I  une  infinité  <l  aires.    I  .<•   fait   que   |  éim 
page  i4$  es1  donc  gknkkai  :  Pour  toute  fraction   le  degré  l\  (pu  a 
de  deux  points  limites  à   convergence  régulière,   il  //<■  peu/   p 
qu'un  <le  ces  points  limites  au  plus  qui  ait  un  domaine  d< 
immédiat  {impuni u  avei    ion   domaine   total.    En    effet,    nu   bien    un 
des  points  limites  a  un  domaine  imitiédial   inultiplement  con 
et  alors  tous  les  autres  ont  un  domaine  total    compose  il  une  ml 
d'aires  distinctes     plus   grand  qw    leur  domaine  imrm 
vergence,  ou  bien  tous  les  points  limites  "iii  un  domaine  in  n 
simplement  connexe,  il  j     n  aura  alors  tu  au  plus  qui  pu 
intérieur    les     h        i      points    critiques    tels    <|n. 

condition   nécessaire  H   sullisante  |» < | u < ■  ce   dm 

tique  ;iu  domaine  toi  al  deconvergi  u<  e  vers  !<■  point  lin 
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I;>.  I  ne  autre  conséquence  non  minus  intéressante  se  tire  de 
l'étude  précédenl  e.  Si,  a  priori,  on  vérifie  que  l'un  des  points  limites  a 
un  domaine  de  convergence  total  identique  à  son  domaine  <l>'  <  onvi  i  gence 
immédiat  [ce  <jui  se  fera,  en  générai,  '''<  déterminanl  les  points  cri- 
tques  de  'b(z)  <|ni  sonl  intérieurs  au  domaine  immédial  considéré], 
on  peul  aifirmer,  s'il  existe  d'autres  points  limil»-^  à  convergence 
régulière,  que  1rs  çlomaines  immédiats  de  convergence  vers  cha- 
cun de  ces  autres  points  limites  sont  tous  simplement  connexe  s. 

Ui.  Il  n'esl  |>;is  difficile  non  plus  de  tirei  des  considérations  pré- 
cédentes ce  ï;iii  que  le  domaine  immédiat  •.  de  convergence  vers  un 
point  limite  t  ne  peut  être  multiplement  connexe  sans  avoii  un  ordre 
de  connexion  infini  '  .On  a  vu  en  effel  que,  si  C  esl  la  première 
aire  antécédente  de  l'aire  C  .  qui  détermine  dans  la  surface  de  Rie- 
idiiiii)  cfl  une  surface  de  Riemann  S  .  multiplemenl  connexe, 
contenanl   le  poinl  l  du  feuillel  supérieur,  la  seule  ligne  de  croise- 

menl    L  entre  le  />" ri    le     /'       i   '"'"'  feuillel    peul    toujours   être 

supposée   intérieure  ;'i     S      .    L'aire    I  .  antécédente  de     (. 

sera  «loue  limitée  par  autanl  de  contours  distincts  que  S  aura 
elle-même    <!<•    contours    distincts.    Donc    l'aire     C  aura    au 

moins  deux  contours  distincts  donl  évidemment  aucun  ne  traversera 
la  ligne  de  croisemenl  L  puisque  tous  ces  contours  sonl  extérieurs  ;'i 
(C_,),  l'aire  (C  ,  ,  contenanl  C  à  son  intérieur.  Si  alors  on 
considère  la  surface  il»'  Riemann  S.  qui  es1  formée  des  points 
de  R  projetés  à  l'intérieur  de    C       ,     qu'on  peul  unir  à  Z,  du  feuillel 

(')  C'est  là  une  propriété  qui  esl  vraie  de  loul  domaine  R  d'un  seul  tenant 
limité  par  l'ensemble  E'.  Un  tel  domaine,  -  il  est  multiplement  c iexe,  a  uni- 
connexion  d'ordre  infini.  En  effet,  l'existence  d'une  courbe  I  fermée,  dont  lou> 
les  points  sont  intérieurs  à  R  cl  dont  l'intérieur  et  l'extérieur  contiennent  chacun 
des  points  de  E' (ceci  équivaut  à  dire  que  H  n'est  pas  simplement  connexe 
entraîne  l'existence  'I  une  telle  courbe  dan  ç  toute  aii  e,  ù  petite  soit-  elle,  entou- 
rant un  point  frontière  de  R  d'où  suit  la  propriété  énoncée,  i  11  une  telle  aire 
a  toujours  une  itérée  qui  contient  à  son  intérieur  V  ainsi  que  l'aire  finie  limitée 
par  r  [il  ne  peut  y  avoir  exception  que  | r  les  fractions  banales  s,  — a  =  (z  —  a)* 

Sj —  a  = £  pour  lesquelles  la  question  ne  se  pose  pas    pour  les  polynômes 

le  point  exceptionnel  rejeté  à  l 'in  Uni  ne  gêne  pas].  (  >n  a  d'ailleurs  vu  (p.  101 .  note  2) 
que  E'  ne  pouvait  être  formé  de  plusieurs  continus  linéaires  distincts  sans  poinl 
commun  deux  à  deux,  ce  qui  équivaudrait  à  une  connexion  d'ordre  fini. 


SUR     L  ITÉRATION     DES     FONCTIONS     RATIONNBLES.  I  ">  ~ 

supérieur   par   un   chemin  continu    tracé   sur  jetanl    ;'i 

l'intérieur  de  (C_(/+l)),  il   es1    visible  que  chacun    des   contours   de 
(C_/+0)   donnera    naissance  au   moins  à    deux   contours   de   S 
projetés  sur  le  contour  considéré   de  (C_,+  l    .  En  effet,  :  décrivanl 
an  contour  de  (C_;/+l)),  '|(z)  supposé  partie  d'une  des  p  détermina- 
tions (|in  correspondenl  aux  />  premiers  feuillets  de    R   n'éehai 
la  détermination  initiale  qu'avec  une  autre  des   p  déterminations 
précédentes  sans  jamais  faire  passer  à   la   détermination  qui  cor- 
respond au  (p  -f  i)"*,ne  feuillet,  ni  aux  suivants;  don<    3  .1  un 
premier  contour  limite  projeté  sur  le  contour  considéré  de     I 
cl   tracé  sur   toul    ou    partie   des   p   premiers    feuillets  de      .   Mais, 
.    a\anl    des    points    intérieurs   dan-   le  p        ['  ""    t<u  i  1 1*-  f .  •■!   plus 
généralement  dans  les  p'  feuillets  qui  suivenl  lesp  premiers,  le  même 
raison  ne  ment  que  précédemment ,  fait  sur  le  même  contour  de  C 
en  substituanl   les  p    déterminations  de  l    -    qui  suivenl  les  p  déjà 
considérées  à   ces  />  déterminations,  prouvera   que    3          ;i   aussi 
un  deuxième  contour  limite  projeté  sur  le  même  contour  de    C 
ci  tracé  sur  tout  ou  partie  des  p'  feuillets  <\<-  R  qui  suivenl  les  p  pre- 
miers.   La    conclusion    csi    que   S       ,    aura   au    moins    •-'   contours 
ainsi  que  (C   ,,j)).  En  continuant  le  même  raisonnement,  on  verra 
que    S   lh/)   aura    au    moins    2/M"1    contours,  ainsi    que      C 
hms  ces"  contours  son!    extérieurs  (\r\<,\  à   deux     '   .    C  est 
I  aire  d  un  seul  Icnanl  limitée  par  tous  ces  contours  el  contenant   - 
à  ^on  intérieur.  I{,  limite  de  (C        pour  n       x,  a  donc  un  ordre  de 
connexion  infini. 

On  a  déjà  rencontré  des  exemples  de  ce  fail  1  où  Fatou, 
Comptes  rendus,  [5  octobre  [906  .  e1  l'on  en  a  rappelé  dans  la 
première  partie  (voir  |>.   58  .  C'esl   ainsi   que  pour  :,  1.  le 

domaine  de  convergence  vers  le  poinl  à  I  infini  est  d  une  connexion 
d  ordre  infini,  il  es1  limité  par  les  points  >\r  l'ensemble  parfail 
discontinu  E'  :  c'esl  un  cas  où  les  contours  limites  envisagés  pré- 
cédemment lendenl  vers  zéro  dans  toutes  leurs  dimensions,  quand 
/'  dc\  icni  infini;  d  n'y  a  alors  qu'un  seul  poinl  limite  à  con> 
régulière.  Mais  je  donnerai  pins  loin  un  exemple  avec  plusieurs 
points  limites  à  convergence  régulière,  I  un  d  eux  ayant  un  do- 
maine immédiat,  do  ni    la  connexion  esl   d'ordre   ml:  m.  limiti 

(')  Dans  le  plan  des  ;,    il  peu l   \   en  avoii    un  qi itienl  1 

m. us  mu  l.i  sphère  de  Riemann  ceci  n'a  pas  lieu. 
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une  infinité  de  courbes.  e1  non  plus  seulement   par  un  ensemble  dis- 
conl  mu  de  points. 

17.  Exemples.  .I  en  donnerai  de  trois  sortes  :  d  abord,  sur  un 
exemple  particulier,  j'étudierai  le  mode  de  génération  et  de  groupe- 
menl  des  domaines  I».  li  rencontrés  an  cours  de  l'étude  précé- 
dente; |)in^  je  montrerai  que  l'application  de  la  règle  <lr  Newton, 
pour  la  recherche  des  racines  d  un  polynôme  quelconque  de  degré 
^>  2,  conduit  immédiatement  aux  circonstances  précédentes,  ce 
qui  explique  I  insuccès  <lc  la  tentative  de  Cayley,  quand  il  a  voulu 
délimiter  le  plan  en  diverses  régn >ns  suivant  la  racine  du  polynôme, 
à  laquelle  conduil  l'application  de  la  règle  de  Newton  en  parlant 
il  un  poinl  quelconque  de  la  région  considérée  i  '  .  Il  avait  très  bien 
réussi,  e1  nous  le  montrerons,  pout  les  équations  du  deuxième  degré, 
à  diviser  le  plan  en  deux  régions  contenant  chacune  une  racine  a 
laquelle  conduil  par  approximations  successives  la  méthode  de 
Newton  en  partant  d  un  poinl  quelconque  de  cette  région;  nous 
verrons  que  la  solution  ne  peul  être  aussi  -impie  pour  les  degrés  >  2, 
le  domaine  de  convergence  total  vers  une  racine  pou  va  ni  alors  se 
composer  il  une  infinité  il  aires   séparées. 

Enfin,  je  donnerai  l'exemple  d  un  domaine  immédiat  multiple- 
meni  connexe  qui  u'esl  pas  limité  uniquement  par  un  ensemble 
parlait   discontinu  de  points. 

fS.    Premier  exemple.        Considérons  le  polynôme 

;1==i^±li=?<;). 

Il  y  ;<  trois  points  limites  à  convergence  régulière  : 
i°  z  =  ï,  5/(1)  =  0. 


•o  z=f=-    1.   s'(       1 


°,o 


ce 


c  comme  pour  tout   polynôme. 


L  équation    r-        01  :)  =  -  -    admet     encore      a    racine    3=0 

pour  laquelle  2/(0)  -    -  :  elle  appartient  à  I  ensemble  E. 

• : 

(')    Voir  Koenigs,    [finales  de  l'École  normale,  1 884,  Supplément,  p.  \o  et   \\. 

Caylby,  C.  R.  icad.  Se,  t.  GX,  1 890,  p.  21 5-?.  18.  Il  dit.  en  cou.  lui  ni  :  «J'espère 
appliquer  celte  théorie  au  cas  d'une  équation  cubique,  mais  les  calculs  sonl 
beaucoup  plus  difficiles.  »  Il  n'a  pas  poussé  la  question  plus  loin. 
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Du  calcul  de  î/|  r.)  —  — — -   ',  il  suil  que  les  points  qui  annu  eut 

?     r    sont  z  =  i  et  z  i  ;  ils  sont  à  eux-mêmes  leurs  conséquents. 

Les    points  critiques  de    j    z  .    l'inverse  de   :    :     son!    doiu 
nombre  de  trois. 

i"    I-1'    poinl    r.        i    autour  duquel  se   permulenl    deux    h 
de  '>'  :    qui  sonl  égales  à   i  pou  •  z       i    j  car  :  i     .   ..  |. 

2°   Le  poinl  :  i  autour  duquel  se  pei  mutent  deux   h 

de   '}(  :■     qui    sonl    égales  à  i      pou  i    |  cai 

■       '      ?!■ 

>°   Le  poinl  z       a.  autour  duquel  se  permutent  les  trois  branches 

de  '\>(z),  <|tn  Ion  les  trois  deviennent  infinies  pour  :       x. 

(>n  peul  allirmer  de  suite  qu'en  dehors  des  trois  points  llmiu 
convergence  régulière  airs  plus  haut,  il  ny  a  ni  autre  point  UmiU  . 
groupe  circulaire  limite.  Car  chacun  des  trois  points  limites  .1  con- 
vergence régulière  x.  1.  1  aura  dans  son  domaine  immédiat 
un  point  critique  de  j  :  »,  i,  1  et  puiqu'il  n'y  a  que  trois  points 
crit  iques,  il  ne  peul  \  avoir  m  quatrième  poinl  limite  .'1  convergence 
régulière,  m  d'autre  groupe  circulaire  limite. 

Cherchons  a  former  1rs  domaines  de  convergence  immédiats  de 
chacun  des  points  1.  i.x.  Il  sulïil  de  considérer  1  ej  ac,  car  le 
domaine  de  1       1    sera  symétrique  de  celui  du   poinl    1  par  rapport 

;i  I  origine,  à  cause  de  I  imparité  du  pol\  nome 

- 

donc  à   deux    points  symétriques   par   rapport    .1    U  correspondent 
deux   conséquents   symétriques    par    rapport    .1    t.). 

Pour  le  poinl   r.       x.  on  peul    partir  du  cercle  C  de  centre  (J  de 
rayon   z       J  r.  j        1.  Si   z  est     un    poinl    quelconque   tel    qui 
mi  aura 

cl   par  suite  le  domaine    C     limité  pai  mtcnanl   I'-  pou 

linlini     '     es1    loni    entier   intérieur  au   domaine    de   convi 
immédia  i   \  ers  «. 

1  e  domaine  (C)  n'est  auli  e  i|Ue  l'extérieur  «tu 
du  mot ,  en  coinprenan  L  dan  le  1 
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Cherchons  les  antécédents  successifs  <lu  domaine  C  pour  avoir 
le  domaine  îmmédial  »l<'  convergence  vers  x.  Si  r  décril  l'intérieur 
du  domaine  C  .  ses  trois  antécédents  décrivenl  l'intérieur  d'un 
domaine  C  ,  contenanl  le  poinl  à  l'infini,  ainsi  que  ('.  .  el  limité 
par  une  seul'-  courbe  algébrique  simple  C  ,  antécédente  de  C.  Si  z 
décril  C  ,  une  fois  dans  le  sens  positif,  :,  décrira  C  trois  I  is  dans 
le  sens  positif;  toul  ceci  résull  e  du  simple  fait  que  3  »  est  un  poinl 
critique  autour  duquel  se  permutenl  les  trois  branches  de  l  : 
fonction  inverse  de  s  :  .  e1  c  esl  le  seul  poinl  critique  contenu  dans 
C  .  La  courbe  C   ,  se  définil  très  simlemenl  par  l'équation 


Elle  entoure  les  deux   points        1   el         1.  e1   les  sépare  du  cercle 
C    '   .   :  décrivanl    I  intérieur  du   domaine     C        ses    trois   antécé- 
dents décrironl   I  intérieur  il  un-domaine     I  qui   contienl     C 
e1    qui   esl    limité    par    une    courbe   algébrique   simple    C       antécé- 
dente de  C   ,.  C      entoure  les  deux  points        \  el         1   el   les  sépare 
de    la    courbe   C   ,.   On   continuera   indélinimenl    ainsi.   Toutes    les 
aires  antécédentes  successives     C),  (I        .   I  .    sonl    des  aires 
simplement    connexes    chacune    esl    contenue   dans    les   suivanl 
e1  contienl  le  poinl  à  I  infini.    •         1  -1  limitée  par  une  courbe  al 
brique  simple  C     qui  entoure  les  points         1    el         1     el   les  sépare 

des    courbes    C       , C.   La    limite    de     C        poui   1       *   esl    un 

domaine  I!,.  simplement  connexe,  contenant  le  point  à  l'infini, 
laissant    à    son    extérieur    les    points         1    el  1      ainsi    que    des 

cercles  assez  petits  ayanl  pour  centres  ces  deux  points),  tel  que 
toute  courbe  fermée  simple  intérieure  à  I!..  ou  bien  entoure  les 
deux  points  1  ri  1.  ou  bien  n  en  entoure  aucun,  les  laissanl 
tous  deux  à  son  extérieur,  mais  ne  sépare  jamais  1  de  1  J  . 
.\  insistons  par  pour  le  moment  sur  la  nature  de  la  frontière  de  I!,. 
nous  verrons  plus  loin  que  c'esl  en  effel  une  courbe  continue  ayant 
des  points  multiples  denses  partout  sut  elle-mênu    Sachons  seulement, 

('  )  C'est-à-ili  re  qu'on  ne  peut  aller  du  poinl  1,  pai  exemple,  à  un  point  de  G 
sans  traverser  (  ',    ,. 

( 2)  Cetle  propriété  résulte  du  fail  que  tonte  courbe  fermée  intérieure  .1  H  est. 
îi  partit'  d'un  certain  rang,  intérieure  à   tous  les  domaines     •  poui    chacun 

(lesquels  la*propriété  en  question  esl  évidente. 
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ce  qui  résulte  immédiatement  des  faits  précédents,  que  cette  fron- 
tière es1  un  continu  séparanl  toul  poinl  intérieure  I!,  des  points 
|  i  |  e1  +  l  •  Le  pointa]  in  Uni  étant  poinl  critique  autour  duquel  se 
permutent  les  trois  branches  de  <\>{z),  l'aire  II,  coïncide  avec  toutes 
ses  antécédentes  :  c'esl  à  ta  fois  le  domaine  immédial  e1  le  domaine 
total  <lc  convergence  vers  le  poinl  à  l'infini. 

Il   es1    bon   de   remarquer  que   toul    poinl    de   l'axe   imaginaire 

(excepté  l'origine)  es1  intérieur  au  domaine  I!,:  il  -ullit  | 

assurer  de  remarquer  que  si  l'on  pose  ;  /> .  zi  /"/..  '/.  étanl 
réel,  a,  le  sera  aussi  e1  l'on  aura 

À  =  -      '"'  ■ 


toul  poinl  de  l'axe  imaginaire  ;i  donc  tous  ses  conséquents  sui  ce1 
axe,   e1    ces   conséquents   tendenl    régulièremenl    vers    le    poinl    à 

l'infini,  car  on  a  toujours  |  A,  |  >  -  |  A  |  dès  que  /.  ^  o. 

L'origine  es1  un  point  frontière  (-1)  de  I!,.  c'esl  un  point  multiple 
de  cille  front  ière,  car  on  peul  atteindre  ce  poinl  <  >.  en  restant  dans 
R„  (2i,  par  le  côté  positif  e1  par  le  côté  négatif  de  l'axe  imaginaire, 
cl  il  csi  impossible  de  joindre  un  poinl  infinimenl  voisin  de  (> 
situé  sur  le  demi-axe  imaginaire  positif  à  un  poinl  infinimenl 
\  nisi n  de  0  situé  sur  le  demi-axe  imaginaire  négatif  par  un  chemin 
infinimenl  petil  qui  ne  sorte  pas  de  |{,.  M  n  tel  chemin  doil  en 
cll'ci  couper  Taxe  réel  eu  un  poinl  infinimenl  voisin  de  O,  ci  l'on 
verra  (pu-  les  points  de  l'axe  réel,  aux  environs  de  O,  sonl  exté- 
rieurs à  |{, .) 

L'axe  imaginaire  tout  entier,  -nul'  l'origine,  appartenant  a   I!   , 
il  en  sera  de  même  de  toutes  les  courbes  antécédentes  de  i 
(il  est   confondu  avec   toutes  ses  conséquentes   .  Les  antécédentes 
d'ordre  i  sont  :  ce1  axe  lui-même  cl.  en  outre,  une  hyperbole  dont 
l'équation  se  I ire  de 


"I 


=  •>, 


t  '  i    (  l'est  un  poinl  de  Ë,    p(o)        O,  i  • 

(-)  L'origine  est  donc  un  poinl  frontière  de  R  e  />•/'  l 

1 1        oir  Préliminaires,  §4). 

Journ.  de   Math.  I   -  série  i,  ton*    w  ■        i  a  se    u 
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en   posanl  z      x  f-  irj.  Cette  hyperbole  ;i  pour  équation 

/  i    -  i  < 

Elle  passe  par  les  deux  points  x  =  ±\  >  de  l'axe  réel  qui  ^ml  les 
deux  ;ii  téi  éd(  -  de  i  or  gine  distincts  de  0.  I  s  deux  points  sonl 
des  points  frontières  de  i!,.  tous  les  autres  points  de  i  hyperbole 
sonl   intérieurs  ;'i   R.. 

Les  antécédentes  successives  <  l  «  -  cette  hyperbole  seronl  aussi 
des  courbes  intérieures  à  R».  L'axe  imaginaire  e1  l'axe  réel  sonl 
axes  d<    symétrie  pour  I!,.  puisque  à  deux  points  symétriques  par 

— 
rapporl  à  Ox  ou  à  Oy  la  transformation  z,  =  -  -   rail  corres- 

pondre deux  points  symétriques  par  apporl  à  (>a  ou  à  Oy. 
Donc  (au  sens  de  la  théorie  des  images  par  rapporl  à  une  courbe 
algébrique  .  toutes  les  dentés  d<    l'axe  imaginaire  ou 

de  l'axe  réel  sonl  d  létrie  de  I!.  puisqui   à  deux  points 

de    !!,    symétriques   pa  orl    à    <>//.  <>u  >ndent, 

par  la  i  mal  ion  ;         -  ,  deux  antécédents 

symétriques  par  rapporl  à  l'antécédente  considérée   de  Oy  ou 
<>.,-.  Toutes  i  dentés  suc»  i  mag  inaire 

couperonl   l'a  \  à  angle  droil     I  co le  a\  ec  une  de 

ses  5  c<      '        antécédentes  .   comme   l'axe   imaginaire   lui- 

même,  en  <l<^  points  qui  seronl  tous  les  antécédents  succès  ifs 
réels  de  l'origine  e1  <jui  ^"iil  il<^  points  frontiè     -  d<    R  "iil 

des    courbes   algébriques   donl    les   d  <>nt    constamment    en 

croissant.   Elli  ni    toutes   par  le   point  à  Tin  fini  qui  coïncide 

mtécédenl       Dans   le  plan  complel     ou  sur  la  sphi 
de   Riemann)  elles  sonl   à  considérer  comme  des  courbes  fermi 

Mil   le  point   à  l'inlini  con  me   poinl   multiple.  Ainsi  I  hyperbole 
x2       !  //"-'        !       o    '•-!    à    con  i    name    une    courbe    fermée 

ayanl  pour  poinl  double  le  poinl  à  l'infini,  les  tang  ntes  de 
poinl  double  (asymptotes  .  jointes  à  l'axe  imaginaire  qui  es1  aussi 
une  courbe  antécédente  de  l'axe  imaginaire  ,  étanl  régulièremenl 
disposées  en  étoile  autour  du  point  i\  l'infini;  ces  tangentes  as)  mp- 
totes  de  l'hyperbole  l'ont  en  efTel  des  angles  de  6o°  entre  elles  e1 
avec  l'axe  imaginaire.  Tou1  ceci  résulte  <!»■  ce  que  I  axe  imaginaire, 
dont   on   prend   les  antécédenl  sse  par  le  poinl  critique  :       < 

de  z-,  =ï>(z)  autour  duquel  1rs  trois  branches  >l>  -  :  -  permutent 
e1  il  est  inutile  d'insister  plus  longuemen!   là-dessus,    ajoutons  que 
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les  antécédents  successifs  de  Vorigine  s., ni    tous   points   fronl 
de  FL  et  sont  partout  denses  sur  la  frontière  de   R...  I  tous, 

comme  L'origine  elle-même,  points  multiples  de   cette  frontièn 
el  c'esl  là  un  l'ail  remarquable  qu'on  a  signalé  plus  haut.  On 
d'ailleurs,  au  débul   de  ce  Mémoire,  que  les  points  frontières  d'un 
domaine  comme  R«  sonl  «les  points  de  KL  d'autre  pari  i<»ut  poinl 
de  E',  étant  limite  pour  les  antécédents  d'un  poinl   arbitrai] 
plan  (sauf  I" infini)  et  en  particulier  d'un  point  intérieur  à  R   ,< 
être  poinl   frontière  de  IL.  puisque  les  antécédents  successifs  d'un 
poinl  intérieure  IL.  étanl  tous  intérieurs  à   IL.  toul  poinl  limite 
pour  ces  antécédents  devra  cire  limite  de  points  intérieurs  à   i!   . 
La  frontière  de  IL  épuise  donc  tout  V ensemble  E'  auquel  donne  nuis- 
su  née    lu    met  ion    jrulionnelle 

—  ,-3  -+-  3  3 


Ceci,  on  le  verra,  es1  la  sourc<  d'apparents  paradoxes  qui  résul- 
tent de  notre  intuition  élémentaire  de  la  frontière  d'un  domaine 
sous  l'orme  de  courbe  simple,  dès  qu'on  éclaircil  la  nature  des 
domaines  de  convergence  vers  les  points  |  i  cl  •  i  .  Tous 
paradoxes  s'expliquent  d'ailleurs  parfaitemenl  dès  qu'on  remarque, 
ainsi  que  je  l'ai  fait  précédemmenl  avec  insistance,  que  la  fron- 
tière de  IL  renferme  t\t^  points  multiples  partoul  denses  sur  elle- 
même. 

Si  l'on  étudie  l'axe  réel,  on  voil  bien  facilemenl  que  -cuir-  appar- 
tiennent à  IL  les  deux  demi-droites  de  ce1  axe  qui  vonl  'i'-  v 
à  (-j-  x)  cl  de  (       y/ 5    à  (      x>). 

Les  pomis  4~  \  '  e1        \  i  formenl  d'ailleurs  un  groupe  i 
appartenanl  à  I  indice   ».   Ils  appartiennent  à  I..  car  ils  satisfont  à 

z  =  o.,{z)         avec  :)|>i. 

Ils  sonl  poinl  s  front  ières  de   I  !   .   Dès  que    ;  I  ^>  \  »  on  a,  en  «  ' 

\z{  |  ^>  |  ;  |  cl   les  conséquents  <i  un  poinl  du  demi-axe 

par  exemple,  lendcni  régulièrement  sur  cel  axe  s  x. 

(')  Et,  comme  l'origine,  il-  sonl   points  frontières  de  l> 
h  rien  r  île  K„  :  on  le-  atteint  pai  exemple  en  suivanl  une  courbe  ant«*<    d<  ni 
I  '.i  ne  i  ma  'inaire. 
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49.    Passons   maintenanl    au    point    z=i   pour    déterminer   son 

domaine  de  convergence  immédial    II,.   .Nous   partirons   | 'cela 

•  l'un  pciii  cercle  Y  de  centre  z  =  i  donl  les  antécédentes  successives 
embrasseronl  un  domaine  contenanl  z  —  i  de  plus  en  plus  grand  e1 
tendanl  vers  I!,.  Ce  cercle  V  devra  être  tel,  non-  le  savons,  que, 
si  z  décril  son  intérieur,  le  conséquenl  -.  devra  rester  dans  une 
aire   complètement  intérieure  à  Y. 

Si  p0  est  le  rayon  de  I   on  devra  avoir,  dès  que 

|5,— ||<K|S-I|, 

K  étanl  en1  re  o  e1   i. 
Or  il  es1   facile  d'a^s  oir  la  relal  ion 

-       ._— (--')3-3(-=      0 

«■ ,  —  i  — — . 


1 


,'"• 


Si  \z —  i  |=  p,  on  a 

Pour  que  p,  <Tp,  il  suffit  que  la  5t-à-dire 

O       0  <   " 

Si  donc  on  choisil  ;„  positif  et  <  — -j  pai  exemple  30  =  -» 

on  es1  sûr  que  pour  |  z  —  i 1  <  p0,  on  aura 

|s,-i|<K|s— 1|, 
K  étanl  en1  re  <>  e1   i . 

Imaginons  que  z  décrive  l'intérieur     I"    de  I':  alors  la   branche 
de  ']>(z)  inverse  de  ç(z),  qui  présenl  eenz      i  un  point  critique  simple, 
décrira  l'intérieur  d'une  aire    I"      antécédente  de    f),comprenan1    I 
à  son  intérieur.  T   ,  es1  la  courbe  limite  de    I  L).  Si  z  es1  dans    I    . 

il  y  a  deux  de  ses  antécédents  e1  deux  seulemenl  dans  I  .  ce 
sonl  les  deux  antécédents  qui  se  permutent  <pi;iii<l  z  fail  un  tour 
autour  du  point  s  =  i.  Si  1  on  imagine  deux  feuillets  superposés  e1 
ramifiés  l'un  à  l'autre  en  :;  =  i  e1  l'aire  à  deux  feuillets  simple- 
niriii  connexe  I  découpée  dans  ces  deux  feuillets  par  I".  contenanl 

(  '  )  r_!  est  évidemment  une  courbe  algébrique  simple  fermée  entourant  z       i . 
l^lle  rencontre  l'axe  réel  à  angle  droit,  comme  I'  lui-même. 
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z=i  cl  limitée  par  V  deux  fois  parcouru,  l'aire  I  sera  l'aire 
simple  du  plan  analytique  que  décrira  le  point  z_,  =-j  ;  lo  sque  : 
décrira  l'aire  ï  [<KZ)  ('s|  en  efïel  uniforme  sur  I  e1  ne  prend  qu'une 
fois  chacune  «le  ses  valeurs  dans  £].  I"  ne  rencontranl  pas  l'axe 
imaginaire  Oy,  V  ,  ne  le  rencontrera  pas  non  pins.  Il  es1  bon  de 
remarquer  encore  que,  lorsque  z  décrira  I'  .  h-  troisième  antécédenl 
de  -  décrira  une  aire  simple  à  un  seul  feuillel  entouranl  le  poinl 
z  =—  2  (quiesl  antécédenl  de  z  \  <-\  [imitée  par  une  courbe  algé- 
brique simple  fermée,  sans  point  commun  avec  '  >//.  entouranl  : 

La  suite  «lu  processus  es1  immédiate;  z  ,  décrivanl  l'intérieur  de 
I  ,i.  deux  de  ses  antécédents  z  ,  décrironl  l'intérieur  d'une  aire 
simple  (r_2)  limitée  par  nue  courbe  algébrique  fermée  I  .  sans 
poinl  commun  avec  Oy,  entouranl  I"  ,;  le  troisième  antécédenl 
décrira  une  aire  simple  limitée  par  une  courbe  algébrique  fermée, 
sans  poinl    commun  avec  <>>/.  entouranl    le  poinl  .   I!  es1 

à  peine  besoin  de  remarquer  que  toutes  les  aires  I  I"  ,  .  I  .  ... 
successives  que  l'on  construira  ainsi  seronl  toutes  intérieures  au 
cercle  C  tic  rayon  p  =  î,  «le  cent  re  <  )  qui  a  servi  de  poinl  de  dépari 
dans  la  construction  de  R.,.  Toutes  ces  aires  seronl  dan-  la  région 
intérieure  à  ce  cercle,  limitée  par  Oy,  qui  contienl  :  i.  c'est- 
à-dire  dans  la  moitié  droite  de  l'aire  limitée  par  le  cercle.  Quanl  aux 
régions  (pic  décrirait   le  troisième  antécédenl  de  z,  lorsque  z  décril 

une  des  (T  .,'i.  elles  smii  tontes  dan-  la  moitié  gauche  de  l'aire 
limitée  par  C,  cl  jamais  elles  n'a  m  mil  de  pmnl  cm  mm  m  ni  avec  Oy 
ni  avec  les  aires  i  V  ■  i.  Toutes  les  âne-  |  I'  sonl  simplemenl  con- 
nexes; leur  limite,  pour  i  x>,  <pii  i  si  le  domaine  de  convergence 
immédiat  II,  vers  3  i.  es1  donc  une  aire  simplemei 
tenant   25=  [,  située  dan-  la   moitié  droite  de  l'aire  limil  < 

<  m  reconnatl  immédiatement  que  la  portion  d'axe  réel  comprise 
entre  l'origine  e1  le  point  d'abscisse   \   \  i  appartienl  à  lt,.  les  points 

<  >  et  ^  ;  eux-mêmes  sont  Iront  ièrespourRj       \  i  esl  d'ailleurs  anté- 
cédenl de  l'originel.  <>  es1  d'ailleurs  le  seul  poinl   "à  la   fronti< 
de  \\ ,  touche  l'axe  imaginaire  <  *//. 

M).   Le  domaine  I».  symétrique  de    I!,    par  rapport    à  l'origine 
esl  le  domaine  de  convergence  immédiat  vers  z  i.  Il  contient  le 

segmenl  0,  \  '>  de  l'axe  réel.  La  frontière  de  I!  •  m  n  i  elle 
de   l!:   appartiennent   à    Iv.   Sur  ces   frontières   les  nntéc<   lents  de 
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l'origine  sont  partouï  denses,  mais  alors  que  l'origine,  considérée 
comme  point  frontière  de  R»,  étail  poinl  multiple  de  cette  fron- 
tière, il  ne  semble  pas  a  priori  qu'elle  soil  poinl  multiple  de  la  fron- 
tière de  R,  ou  de  R',.  Cela  tienl  a  ce  que  les  courbes  ('.  .  entouranl 
l'origine,  donl  la  limite  donnait  la  frontière  «le  I!,.  tendaienl  à 
admettre   l'origine  (el  tous  ses  antécédents    comme   point   double, 


^Sl 


1  -    >:• 

c  est-à-dire  que  deux  arcs  distincts  de  i .  .  -\  métriques  par  rapporl 
à  i  origine,  séparés  l'un  de  l'autre  par  une  longueur  finie  de  courbe, 
deux  aie-,  non  infinimenl  voisins  sur  lu  courbe^  tendaienl  tous  deux 
vers  ()  lorsque  /  grandissait  indéfiniment,  tandis  qu'il  ne  semble 
pas  a  priori  que  sur  !  deux  air-  distincts,  non  infinimenl  voi- 
sins sur  relie  courbe,  tendenl  tous  deux  vers  0,  puisque  le-  1"_,) 
n  entourent  pas  V origine  e\  n'atteignenl  pas  Oy    '   . 

\\ ,  et  I  !  :  se  l  oui- lien l  en  leur  poinl  frontière  commun  <  K  cl  en  ce 
poinl  seulement.  I  ! ,  e1  I  ! .  loue  lient  le  domaine  I  ! .  en  0,  comme  en 
I  «  m  i  s  leurs  point-  frontières,  puisque  tous  ces   points  étanl   de   E, 


(l)  Voici  d'ailleurs  une  démonstration  rigoureuse  de  ce  fait  que  0,  comme 
d'ailleurs  tout  point  de  la  frontière  de  R  (ou  de  11,  qui  i  si  ai  cessible  pai  l'in- 
térieur de  K,  i  ou  de  11,  i,  est  punit  simple  poui  celte  frontière.  Prenons  <  >  pai 
exemple;  si  i  'était  un  poinl  multiple  pour  la  frontière  de  R,,  il  existerait  une 
ligne  simple  I.  fei  mée  ligne  de  Jordan  |>.i--.uii  en  '  ».  dent  cha(|ue  poinl  distinct 
de  0  soit  intérieur  %  P>,.  et  qui  ne  pourrait  s<  réduire  au  seul  point  O  par  un 
mouvement  continu  sarîs  rencontrer  un  poinl  frontière  au  moins  de  l>,  distinct 

de  O  (c'est  là  la  délinition  des  points  multiples  d'une  frontière)  ;  c'est   d |ue 

cette  ligne  contiendrait  à  son  intérieur  \  on  sait  tri  -  in  en  qu'une  ligne  de  .lu  ni  an 
divise  le  plan  en  une  région  intérieure  et  une  région  extérieure  un  point  Q,  au 
moins,  frontière  de  K,.  <  le  point  Q  serait  point  île  E  .  il  serait  donc  point  front  ière 
de  II*,  car  I".  est  identique  à  la  frontière  de  l'>^.  Il  j  aurait  donc,  dans  tout 
voisinage  de  Q,  des  points  intérieurs  à  !>,.  Il  existerait  donc  dans  la  région 
intérieure  à  I.  une  infinité  de  points  intérieurs  à  I  \ , .  I  eu  prends  un  au  hasard  Q  . 
Prenant  d'autre  part  un  point  Q"  intérieui  à  R    .  et  qui  soit  sûrement  extérieur 
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appartiennes  à  la  frontière  de  IL  '  .  Il  faut  maintenant  déti  - 
miner  les  domaines  de  convergence  totaux  I),  e1   I»     ve  -  les  points 

2=1  etz=       i  • 

SI.   Si  z  e9l  dans  11,,  deux  de  ses  antécédents  sonl  dans  II,,  le 
troisième  décril  une  aire  simplemenl  connexe  que  je  désigne  pa    R 
entouranl    le   point  z  =  -    2,  contenanl    à    son    intérieur  un    petîl 
segmenl    de    l'axe    réel,    débutanl    à    z  =  —  \  I,    segmenl    qui    es1 
anlécédenl  réel  du  segmenl     <>.        \  '-   .du  même  axe.  I!      n'accède 
par  aucun  point  à  l'axe  Oy,  car  P>,  n'y  accède  que  par  le  poinl  0, 
dont  les  antécédents  sont  0,  (+ \/3,  e1         -\/3   ;  il  esl  toutentierà 
gauche  de  Oy,  il  n'a  pas  de  poinl  commun,  même  frontière,  avec  I  !  . 
ri   il  loin  lie  Pij  au  poinl  z  =       y/3  el    en   ce   poinl   seulement.   I! 
es1   intérieur  au  cercle  C.    Lorsque   z  décrira   lî    '.  chacun   de 
trois  anléeédenls  est   fonction  analytique  de  z  dan-    I!    '    e1    décril 
par  suite  une  aire  simple  à  un  seul  feuillel  simplemenl   connext 
ces  trois  aires  sonl   complet enienl   extérieures  les  unes  aux  au1 
elles  sonl  extérieures  à  H,  ' .  à  \\ ,.  el  à  R'l5  je  les  appelle  les  aires  I  ! 
l'une  d'elles  contient  un  petit  segmenl  de  I  axe  >itif  ant< 

deui  réel  du  segmenl  de  l'axe  réel  négatif  qui  traverse  lî.  :  ce 
segmenl  es1  séparé  du  segmenl  (o,  +  \/3)  par  le  segmenl  symé- 
trique par  rapport  à  <>  du  segmenl  négatif  qui  traverse  I!.  .  le 
segmenl  séparatif  es1  d'ailleurs  intérieur  à  l'aire  R  antécédente 
de  l>,,  comme  l»t  '  es1  antécédente  de  R,.  Le  processus  es1  indé- 
fini. On  définil  de  proche  en  proche  les  aires  lî,  décrites  par  les 
antécédents  de  z  lorsque  z  décril  les  lî,    .  Ces  lî,     sonl  simplemenl 

;'i  I.,  par  exemple  un  point  extérieur  au  cercle  (  - 1    Z|  >  3],  il  serait  impossible 
de  joindre  Q'  el  ()  .  tous  deux  intérieurs  à  il,,  par  une  hune  simple  sans  1 
contrer  L  (en  un  point  intérieur  à  I « , .  (tour  exlérieui  .1  R         u  sans  pas 
point  frontière  de  R«  )•  Ceci  ''-1   absurde  puisque  Q  ,Q    tous  deux   inlérù 
,1  lî ,  .  domaine  il'  un  seul  tenant,  doivent  pouvoir  être  joints  par  une  ligne  simple 
dont  tous  les  points  soient  intérieurs  à  R,  .  La  contradiction  rencontrée  d<  montre 
donc  que  (>  esl  peint  simple  de  li  frontière  de  11,,  el  qu'il  en  esl  de  mi  m 
toul  poinl  accessible  tle  celle  frontière.  Le  raison nemenl  pré<  1  denl  -■■  n  ti    >> 
plu-  loin  (p.  198  el  -n i\ .  |, 

(')  C'est  l.i  qu'est  le  paradoxe  apparent  :  La  frontière  de  l>    esl  u 
celle  de  R«,  mais  sur  celte  partie,  la  frontière  de  R.  a  des  pointi 
partout  :  ce  sont  tous  les  antécédents  de  l'ori    in<    situés  su  1    la  fronlièi 


[68 


GASTON     JULIA. 


connexes  e1   n'empiètenl   ni  sur  les   !!    :    m  sur  I»,  '    ni  sur  R,.  On 

définit  de  même  les  R      ,  les  R'J     ,  ...  symétriques  des  R',    .  I  !      

par  rappoii   à   0.  Toutes  les  aires  ainsi  définies  sonl    extérieu 
deux  à  deux  e1   ne  peuvenl  se  toucher  qu'en  des  points  frontières. 
L'ens»  mble  des  Rn   li,    .  M,    constitue  le  domaine  de  con- 
vergence  total   vers        i.  e1   l'ensemble  des  I!  .  I!      .I!      !<■ 

domaine   de   convergence    total    vers          i  .   Tou1    poinl    fronti< 
d'un  l^     ou  <l  un  I!.      es1   poinl  de  h',  il  es1  poinl   frontière  de  R   . 
en  sorte  que  li,  touche  ions  les  lî,     e1  tous  les  l!        en  tous  leurs 
points  frontières.  On  voil  bien  de  quelle  étrange  espèce  es1  ce  con- 
tinu E'  qui  limite    I!,  e1    tous  les   l!(     e1   M,     .  il  porte  des  | its 

multiples  denses  partout  sur  lui-même3  e1  divise  I»-  plan  en  une 
infinité  de  régions.  L'axe  réel,  par  exemple,  coupe  E  en  une  infinité 
de  points  <|in  sonl  tous  les  antécédents  réels  de  I  o  igine,  auxquels 
il  faut  joindre  l'ensemble  des  deux  points  \  ">.  \5  qui  sont  points 
1 1 mi i es  de  ces  an1  écédenl >  réels. 

,Y1.   Si  l'on  su  il  i  axe  réel  Oa  vers  la  droite,  on  traverse  d'abord  I  ! , 
le  long  du  segmenl    <>.    (-  \/3),  puis  on  traverse  R      .  puis  un,    |  ; 
[mis  une    R',     .  puis   une    I!      .  etc.;  suivanl    une   loi   évidente,  les 
segments   ainsi    décrits    décroissenl    constammenl    e1    on1  y 

pour  poinl  limite.  Puis,  dépassanl  -  y/5),  on  entre  dans  I!  . 
Si  l'on  suil  <  > a  '    axe  réel  a  ers  la  gauche    on  tra  I  !      I  !      .  I  ! 

R^    .  I!      *etc.  Il   sérail    facile  égalemenl    «le   voir  < j 1 1 *■  les  anti 
dents  de   l'axe   réel   traversenl   une  infinité  de  régions  successives 
appartenant  alternativement  aux  domaines  totaux  de  :       i  e1  de 
z=  —  t,  puis  entrenl   dans   I!..    I  ions   l!       e1    I»        h- m  le  ni 

vers  zéro  dans  toutes  leurs  dimensions,  lorsque  i  augmente  indé- 
finiment. <  Mi  s'en  rend  compte  immédiatemenl  en  remarquanl 
qu'à   l'extérieur  des  cercles  I    el    I  "'   < I <■  centres  i     e1  i     de 

-    es1        M.   M    étanl    un 


dz, 


l: 


r;i\  ons   :  la  valeur   il» 

i 

nombre  >  i . 

En  efîel .  sur  I  e1  sur  V ,  on  a 
dz 


•   i 


: 


.-)     I     0 


cl  évidemmenl  la  courbe 

dz 


i  +  z 
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sera   une   courbe   algébrique,    formée   de   deux   ovales    de   Cassini 
•entouranl    respectivement    les    points   ( —  i)   et    (-f- j     où  - 
I  )onc  sur  f,  V  et  à  l'extérieur,  on  a 


dz 


§>■■ 


D'autre  part,  aucune   des   |{,      i  =  j,  2,  ....  x     ai  des   I!        ne 
renferme  de  point  critique  de  ^   z).  Donc  dans  les  I!      comme  dans 
lesR',   ",^(z)estholomorphe.  CesR1,    <i  i  î       sont  toutes  extérii 
aux  erre  les  T  ci  f'  qui  sont  dans  R,  e1  R  .  Donc  dans  toul  I! 


9 


dz 


comme  dans  toul   IV,  ".  Si  donc  S  es1    l'aire  (*)  couverte  par  I! 

(a 
-     S,  e1  celle  couverte 

par  chacune  des  R'-'  sera  <  (-)  S.  Elle  tend  donc  vers  zéro 
quand  t'augmente  indéfiniment  (2). 

Toul  point  de  E'  esl  poini  frontière  de  IV.  il  es1  poinl  limite  de 
régions  II,  e1  de  régions  li,  .  donl  l'indice  i  augmente  indéfini- 
ment, ou  esl  poini  frontière  d'une  li,  '  e1  d'une  It,  .  ou  es1  point 
frontière  d'une  lî,  e1  limite  de  région  11,  .  donl  l'indice  i  croîl 
indéfiniment,  ou  bien  enfin  esl  poini  frontière  d'une  11  e1  limite 
de  région  R.'p  donl  l'indice  i  croîl  indéfiniment. 

Vêla  résulte  de  ce  qu'un  poini  de  IV  esl  limite  pour  les  anté<  i  - 
dents  d'un  poini  arbitraire  de  I  î   .  d'un  poini  de  Rnd'ui]  poini  <\r  I  !  . 

»».».    Il  esl  ;issex  difficile  de  se  représenter  <  xaetemenl  ci   que  peul 
être  ce  continu  IV.  Mais  j|  n'esl  pas  impossible  de  s'en  faire  une  id 
a  laide  d  un  processus  constructif,  que  je  vais  maint  enanl  expo 
e1   qui    montrera  qu'il    n'y  a   nulle  impossibilité  par  exemple  à  ce 

(  '  »   H  ii  est  |>;i--  ;i l>- m  «le  dt-  parler  de  l'aire  de  l! ,  ' .  car  li . .  par  i  temple,  limite 

pour    i  =  oo  des   aires  quarrables   contenues    chacune    ii;ni-   la    suivante       I 

i  T   i),  .  .  . ,  ( r  ,  »,  ....  est  quai' rable.  Il  en  esl  donc  de  même  <!<•  tous  les  R 

de  tous  les  R',   '  el  <!<•  I!, . 

•  >n  montre  <!<•  même  que,  -i   I.  esl   la  plus  di     H 

s  \  i    i 
plus  grande  corde  de  EV,     sera     j      )      I  .  et,  pai   suite,  tend  vers   u  ro  av» 

Journ.  de  Math.  (7*  série),  Lomé  l\         l''as<     il. 


ro 
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qu'une  aire    >{,.  simplemenl    connexe,  soi!   limitée   par  un  continu 
linéaire  K'  ayant  des  points  multi]  '■  »ul  de  isi  -  sur  lui-même, 

continu  qui  divise  le  plan  en   une  infinité  de  -  donl  chacune 

touche.'ïU    par    toute   sa    frontière;    la    Frontiè  e   de  chaque   petite 
région  étant   d'ailleurs    une    courbe   -impie 

Ce  qui  suii  n'esl  évidemmenl  qu'un  schéma,  mais  il  es1  très 
propre  à  aider  l'intuition  e1  à  expliquer  ce  qu'il  \  a  de  paradoxal 
dans  le  fail  que  la  frontière  de  A»  qui  esl  un  continu  linéaire,  tout  «ai 


touchanl  la  frontière  de  chacune  des  petites  régions  précédentes 
en  tous  les  points  de  cette  dernière  frontière,  ne  lant 

pas  avec  elle.  .1  ai  puisé  I  idée  <lu  processus  que  je  vais  exposer  dans 
un   beau    Mémoire  de   M.   Helg  Koch,  rédacteur  suédois  aux 

Acta  Mathematica,  inséré  aux  Acta  de  [906  t.  \\\  sous  le  titre 
/  ne  méthode  géométrique  élémentaire... 

i\\.  Parlons  de  deux  triangles  équilal  é  aux  égaux  opposés  |>ar  un 
sommet.   Soil   <i   leur  côté,   <►  .r  les  deux   triangles.    L'en- 

semble  i\c^  deux  l'ail  nue  ligne  polygonale  I',  fern  0  ilière  e1  de 

côté  a)  OABOA'B'O  qui  divise  le  plan  en  trois  régions  :  i°  R,  inté- 
térieur  de  OAB;  20   i\',,  intérieur  de  OA'B';  m  contenanl  y. 

[imitée  par  la  ligne  polygonale  entière  OABOA'B'O.  <>  es1  point 
double   pour  la   frontière  de  celle  dernière   région. 

Au  indien  de  chacun  des  eôtés  di    la  lig  1e  polygonale  P,   p 

dente,  plaçons   un  sommet    d'un   triangle  équilatéral  de  côté -5»  de 

col  es  parallèles  aux  côtés  de  la  ligne  polygonale  P,  ;  chacun  de  ces 
triangles  étan!  d'ailleurs  dans  la  région  limitée  par  P,  qui  contient  ». 
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CDE,  FGH  sont  deux  (i<  ces  triangles.  L'ensemble  de  P  el  des 
triangles  ainsi  construits  fail  une  ligne  polygonale  h  P    donl 

les  sommets  se  suivenl   dan    l'ordre  OCDECAFGHFB....  P 
le  plan  en  3  -'   6      9  régi»  ns.  à    >a  \  oi  .' .    l'inl  six 

triangles  qu'on  vienl  de  consl  uir<  .  enfin  la  égion  contenanl  x  e1 
limitée  à  P2 ;  pour  cette  dernière  région,  la  fronl  ière,  qui  es1  !' .  • 

entière,  a  des  points  multiples  (doubles    en  <  >.  C,  F il  n'(  si 

inutile  d'ajouter  que  si  I  on  décril  1\  en  ayanl  à  sa  gauche  la  région 
précédente  (contenanl  x>)  les  angles  que  fonl  deux  côtés  consécutifs 
de  la  ligne  P2  (angles  comptés  vers  l'intérieur  de  i  sonl 

de  [ 2o°,  ou  6o°,  ou  3oo°  (36o°-6o°    (Exemples  :  angles  0,  C,  ou   \ 

55.  Au  milieu  de  chacun  des  côtés  de  la  ligne  P2,  nous  pla 
sommel  d'un  triangle  équilatéral  donl  le  côté  es1   le 
sidéré  de  la  ligne  P.2,  donl   les  côtés  sonl    parallèles  à  ceux   <lr  P  . 
chacun  «les  nouveaux   triangles  étanl  situé  dan-  la  région  limî 
par  P2  <|iii  contienl  le  poinl  à  l'infini    KLM.  PQS  sonl  deux  de  i  i  - 
triangles).  L'ensemble  de  P.,  e1  des  nouveaux  triangles  l'ail  une  II 
polygonale  fermée  P3  qui,  quanl  aux  angles,  a  les  mêmes  proprii 
que   P2,   mais  qui   détermine  dans   le   plan   un   nombre  de   régions 
égal  à  celui  qui  déterminai!  1\  augmenté  du  nombre  des  côtés  de  I'  . 
Il  es1   facile  de  voir,  en  effet,  que  deux  des  nouveaux  triangles  con- 
struits ne  peuvent  avoir  aucun  point  commun,  et  qu'ils  sont  bien 
intérieurs  ù  lu  région  /maire  pur  IV,  contenant  le  point  à  Vinfini. 

Pour  la  construction  de  P2,  cette  difficulté  se  présentai   déjà, 
nous  allons  la  lever.  Prenons  le  triangle  CDE  construil  sur  le  1 

(>\   de   P..    A   cause  de  CD=ô  =  -t-»  il   esl    visible   que  l'angle 

s  1 

COD  <  3o°.  (On  a  construil  à  côté  de  la  figure  un  triangle  équi- 
latéral a bc\  cd      -cbetce       ,  cb.  H  es1  visible  que 

COD      cat 

Donc  \c  triangle  CDE  uc  peul   empiéter  sur   le   triangle  analogue 
construil  sur  OB'.  Poinl  de  difficulté  donc  pour  P...  Pour  Pa  d  importe 
seulemenl  de  montrer  que  deux  triangles  consl   uits  sui  <'■  ix  cô 
consécutifs  de  I'..  faisanl  entre  eux  un  angle  de  té- 

rieuremenl  à  la  région  limitée  par  IV  contenanl  k  ne,  peuvent 
empiéter  l'un  sur  l'autre.  Par  exemple,  KLM  1  1  P  ur 
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les  côtés  (  >C  et  CD  de  P_.  Il  es1  visible  en  effel  que 
LOK       VICK        :         à  cause  de 
I  '  i  •  même 

OCP         '.  ;i<-,m>e.le 


Kl  (  "     ,_  0fc 


CD 


i  l' 


Donc    le    triangle    LKM    es1    intérieur  à    l'angle    MCO       3  el    le 

triangle  PQS  es1  intérieur  à  l'angli  PCQ  i.  Ces  deux  angles 
sonl    symétriques   l'un   de   l'autre   par   rapporl    à    la    bissectrice   de 

l  angle  OCD  e1  sonl  séparés  l'un  de  l'autre  par  cette  bissectrice 
•  •I    par    un    angle    égal    à    2  y.    y.  3.  voir   la    figure     qu'elle 

bissecte.  Les  deux  triangles  en  question  ne  peuvent  empiéter  l'un 
sur  l'aul  re. 

On  a  déjà  vu  à  propos  de  I'  que  deux  triangles  construits  sur 
deux  côtés  consécutifs  de  IV  faisanl  entre  eux  120°  tels  les  côtés 
issus  de  0  uepeuvenl  empiéter  l'un  sur  l'autre.  Il  esl  visible,  d'aul  re 
part,  que  les  triangles  construits  sur  les  côtés  de  IV  tels  que  DE 
<'ii  (  !  1 1  ne  peuvenl  empiéter  sur  les  autres  triangles. 

Lou1  ceci  lient  en  somme  dans  cri  h-  simple  remarque  :  le  triangle 
construil  sur  un  de-  côtés  de  la  ligne  polygonale  l\  ou  IV  es1  toul 
entier  intérieur  à  un  triangle  isoseèle,  dont  la  base  esl  ce  côté,  donl 
l'angle  à  la  base  esl  V  II  étail  donc  essentiel  que  eel  angle  3  lui 
choisi    <V  >o°  afin   que   les    triangles  *Ie   à    la  bas 

construits  sur  deux  côtés  consécutifs  de  IV  comme  base,  faisant 
entre  eux  un  angle  de  6o°,  fussent  sûrement  extérieurs  l'un  à  l'autre 
ci  n'eussenl  en  commun  que  le  poinl  d'articulation  des  deux  côtés 
considérés  l  '   . 

Il  esl  bien  établi  dune  que  IV  limite  une  région  d'un  seul  tenant, 
simplemenl  connexe,  contenant  le  poinl  à  l'iniini;  chacun  des  som- 
mets de  cette  région  esl  accessible,  Af  l'intérieur  de  la  région,  par 
tout  chemin  situé  dans  un  angle  de  20c  au  moins  bissecte  par  la 
bissectrice  des  deux  côtés  de  P3qui  aboutissenl  ausommel  considéré. 


(V  C'est  à  celte  lin  que  j'ai  pris  le  liaque  nouveau  triangle  égal  au  \ 

du  côté  de  I'.,  sur  lequel  il  est  construil  :  cela  donne  un  £  <  3o°,  mais  j'aurais  pu 
remplacer  le  dénominateui    8  pai  Loul  autre  nombre  >5(car  pour   \  l'ang 
eût  été  égal  à  3o°).  J'ai  pi  is  8  pour  la  simplicité  de  l'exposition. 
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;>(>.  Le  processus  peul  se  continuer  indéfiniment.  Au  milieu  de 
chaque  côté  de  P,-  plaçons  le  sommel  d'un  triangle  équilatéral,  donl 
le  côté  sera  le  *-  du  côté  de  !',  considéré,  donl  les  côtés  seronl  paral- 
lèles à  ceux  de  P/,  et  <|iu  sera  situé  dans  la  région  d'un  seul  tenanl 
limitée  par  l\  contenanl  le  poinl  à  l'infini.  Les  nouveaux  triangles 
joints  à  l\  donneronl  une  ligne  polygonale  fermée  P  .  I  >n  démon- 
trera de  proche  en  proche  que  la  construction  es1  toujours  possible 
sans  que  les  nouveaux  triangles  à  chaque  fois  construits  empiètent 
l'un  sur  l'autre  ou  sur  les  précédents  déjà  construits.  La  raison  en 
es1  immédiate  :  si  l'on  considère  tes  côtés  de  P3,  les  nouveaux  trian- 
gles qu'on  construil  sur  eux  sonl  intérieurs  aux  triangles  isoscèles 
d'angle  à  la  base  t3  construits  sur  ces  côtés  comme  base.  Les  trian- 
gles isoscèles  ainsi  construits  sur  chacun  des  côtés  de  P3  sonl  deux  à 
deux  extérieurs,  e1  par  suite  1rs  triangles  qu'on  construil  pour 
passer  de  l\.  à  P .  sonl  deux  à  deux  extérieurs  e1  n'empiètenl 
pas  sur  les  triangles  de  IV,.  On  vérifie  ensuite  que  les  triangles 
isoscèles  construits  sur  les  côtés  de  P,  comme  base  avec  l'ai 
à  la  base  3  sont  encore  extérieurs  deux  à  deux  '  .  Ces  triangles 
soni  dans  la  région  du  plan  d'un  seul  tenanl  limitée  par  I',  h  conte- 
nant L'infini,  et  par  suite  le  processus  peul  se  continuer  sui  I' 
connue  sur  I'..   pour  donner  I',.  etc. 

;>7.  Imaginons  donc  que  le  processus  se  continue  indéfiniment.  La 
lie,' ne  polygonale  fermée  P,aura  pour  limite  pour  i  =aoune  ligne  fermée 
cou  I  mue  &' ayant  des  points  doubles  partout  denses  sur  elle-même  -  . 
(>  seronl  les  points  tels  que  <  >.  K.  C,  I*.  F,  etc.,  qui  évidemment 
sonl  denses  sur  chaque  côté  d'une  l\  quelconque.  Le-  triang 
<pi  un  ajoute  à  I*,  pour  passer  à  I*,  ,  < > n I  des  côié->  qui  tendenl 
vers  zéro  lorsque  i  croîl  indéfiniment.  La  portion  du  continue' 
comprise  entre  deux  sommets  consécutifs  d'une  I*  esl  toul  entii 
à  l'intérieur  du  triangle  isoscèle  d'angle  à  la  base  i  construit  sur  le 
côté  de  P,  unissant  les  deux  sommets  comme  base.  C  esl  immédiat. 
C    divise  le  plan  en   une   infinité  dénombrable   de   régions,   qu  on 


(')  Ces  triangles  isoscèles  élanl  intérieurs  à  ceux  construits  sur  les 
l\.  il  Mifiii  d'examiner  ce  qui  se  passe  à  l'intérieur  d'un  des  triai  . 
construits  sur  les  côtés  de  l\,  el  là  encore  la  vérification  esl  imniéd 

i    i   II  est  i  [air  nue  •'     .1  tous   ses  points  ù   l'intérieur  des  triangles 
d'angle  à  la  base  5  construits  su  1  les  côtés  des  de u\  triangles  équi latéraux  inili 
comme  base. 
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peul    ranger  par  ordre  :    i°  iR<    e1  ■>;,  :  2°  l'intérieur    -I'-    i  iangles 
construits  pour  passer  de  IV  à  P2;  3°  l'intérieu    de  ceux  construits 
pour  passer  de  P2  à  P3,  etc.;  enfin  une  région  simplement   connexe 
d'un  seul  tenant  contenanl   le  poinl  à  l'infini,  e1   limi  £', 

c"csi  la  limite  de  la  région  contenanl  le  poinl  à  l'infini  e1  limitée 
par  \\  quand  i  =  oc.  Tou1  sommel  d'une  ligne  P,  quel  que  --"il  i 
est  un  point  de  C1,  un  point  accessible  (-1)  de  l'intérieur  <!<• 
par  tous  \c<  chemins  compris  dans  un  angle  »a  ayanl  même  I 
sec  i  n ce  que  la  bissectrice  d<  I  angle  considéré  de  la  ligne  P  bissec- 
trice dirigée  vers  l'intérieur  de  M  .  c'  es1  identique  à  l'ensemble 
dérivé  de  l'ensemble  dénombrable  formé  par  tous  les  sommets  d<  s 
lignes  IV    '—1,2.  ....  x  .  Sur     '.  toul   point  (|iii  I   d'une 

ligne  P.  où   les  deux  côtés  de   P    fonl    entre  eux   un  angle  de  l 
compté  vers  l'intérieur  de  R      es1  un  poinl  doubh  de  la  frontière  de 
de  .»;,.    <>  es1    aussi   poinl    «  I  «  •  1 1 1  »  I  <  - .    Les  points  doubles  de   .  '   —  «  -  »  1 1 

denses  partoul   sur  c'.  1  Ces  sommets  des  P  joi le    ôle  des  anté- 

(•(''(lents  de  l'origine  dans  i  itération  <!<•  z.  =  - 


vîS.  Le  continu  linéaire  1  '  que  nous  venons  de  construire  jouit 
doue  de  toutes  les  propriétés  de  I  ensemble  E'  relatil  ;i  fa  fonction 
ra  l  ionnelle 

J'ai,  avec  intention,  affecté  de  lettres  correspondantes   les   > ■!•'•- 

- 

tnents  qui,  dans  l'itération  de  -   e1   dans  la  construc- 

tion  précédente,  jouaienl  ce  même  rôle  :  ainsi  i  '  el    E',   <\ ,  e1   I!  . 
ei  I!,,  ., ,  ei  I!,.  Quanl  aux  triangles  que  les  lignes  polygonales  IV. 
IV,.   ...   ajoutent    à    la    ligne    !>,.    on    peut    \    voir   l'analogue    des 

domaines  I  !        I  !      .  I» ,    .  I! ,     

Tous  les  points  -  de  la  frontière  de  R.4  sont,  ici  aussi,  des  points 
de  la  frontière  c'  de  H„,  -ans  que  C'  coïncide  pour  cela  dans  |;, 
région  du  plan  considérée  avec  la  frontière  di  contienl  cette 

(')  Le  sens  de  l'expression  point  frontière  d'un  domaii  ûble par  l'inté- 

rieur de  ce  domaine  est  bien  ne!  {voir,  pai  exemple,  les  Préliminaires 

('-')  Il  est  évident  (pie  tout  poinl  de  la  frontière  de  A{  e-t  simple  sui  cette 
frontière  $\  ,  puisque   di,  est  l'intérieur  d'un  triangle  équilatéral. 
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dernière  frontière,  c  esl  \  ai,  mais  sur  sur  cetti    d<  -nii  re  i    >ntii 
il  l'an!  bien  le  remarquer,  car  c'est  essentiel,     'a  des  points  doubles 
partoul  denses. 

Je  n'ai  pas  besoin  <l  insister  sur  la  nouveauté  d<  istances 

que  cet  exemple  bien  simple,  z,  =  -  a  fail  surgir.  Il  monl 

avec  quelle  précaution  il  faul  raisonner  dès  <|n  on  ne  suppose  rien 
a  priori  dans  les  questions  d'analyse  e1  de  théorie  des  fonctions. 
Les  notions  les  plus  subtiles  relatives  aux  frontières  des  domaines 
plans  simplemenl  connexes,  sur  lesquelles  récemmenl  il  a  i 
('■ciit  bien  des  Mémoires  intéressants  '  ,  surgissenl  naturellement, 
ri  c'est  au  regard  «les  circonstances  actuelles  que  l'on  peul  di 
ainsi  que  je  l'ai  déjà  l'ail  remarquer  plus  haul  que  les  exemples 
d'itération  jusqu  à  ce  jour  traités  étaienl  les  plus  simples  possibles. 

,>!>.  Deuxième  exemple.  .)  ai  annoncé  qu'il  étail  d'ordre  général 
cl  qu'il  était  fourni  par  I  application  <lc  la  règle  de  Newton  à  une 
cijuai  ion  algébrique  quelconque. 

Si /(z)       o  esl  une  équation  algébrique,  /  :    étanl  un  polynôme, 
on   s;iii    que   la    méthode   <lc    Newton    pour   évaluer   une   racine   - 
il./  -        o  consiste  à   procéder  par  approximations  successive? 
partir  d'une  valeur  z  assez,  voisine  de  1:  le  conséquenl  de  :  -,-  définit 
par  la  relal  i ai  ionnelle 

les  conséquents  successifs  de  z  sonl  les  approximations  successives, 
leur  limite  esl  une  raeme  '1  de  /  :  o.  /  :  étanl  un  polynôme 
quelconque,  envisageons  dune  i  itération  définie  |>;ir 

-       - 
-i      - 

•-i  /  esl  de  degré  /..  s   :    esl  rationnelle  el  de  degré  /.. 

Si 

./ 

i      /,./,. 

(')    Voir  Linuelof,    Sur  un  principe  général  de  V  I  ]         s        s 

ifiinicii,    ii,i.")  i.    on  se   trouve   une    bibliographie    •   >mpl  ' 

Montbl,  Sui  la  représentation  confornu     Comptes  ■ 
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Le  poinl    z-    x  es1    une   racine  infinie  de  :    =0(2),  c'esl   un  poinl 
double  de  la   transformation  z,  =  o(z)  du   plan.  Si  on  le  ramène  à 

l'origine   par   l'homographie   auxiliaire   z-        ■>  :  •  la   substitu- 

tion transformée  de  z,       z   :     es1 

/.'/„/  4-... 


/ 


numérateur  e1  dénominateur  étanl  cette  fois  ordonnés  suivanl  les 
puissances  croissantes  de  /..  On  voil    bien  qu'à   /.      <>  correspond 

Z,  =  o.    D'ailleurs,   à    l'origine,  — ~  -  -,  donc       ■  [.  Donc 

<i/.        /.  -    i  ii/. 

l'origine  es1  un  poinl  de  I  ensi  mble  E  relatif  à  /.        'I'   /.  . 

Revenanl  à  z{  z  :  .  I  infini  esl  un  poinl  de  E  pour  cette 
substitution.  L'équation  z  z  z  a,  en  outre.  A*  racines  à  distance 
finie,  ce  son l   le-  k  racines  de  /   3     =  o. 

En  chacune  de  ces  racines  '.'.  un  a 

'/--,  =i_  I 
cl  à  cause  de  f(z        o,  km  a 

Donc  les /c  racines  dey    :    sonl  A   points  limites  à  con 

lici'c.  cl  ;i ii^>i  k  (Munis  critiques  <lc  la  fonction  algébrique  inverse  de 

__ 

e1    ;mssi   /,■  poinl-  où-   -  =  o.   Le  point  ;'t  I  infini  étanl    poinl    ordi- 

naire  pour  l'inverse  de   z(z  .   on   voil    que,  outre   les  k  racines  de 
f(z),  les  seuls  points  <ln  plan  complel   qui  soienl  ci   tiques  pour  i  in- 
verse de  ç(z)  sont  les  conséquents  des     h  points  où  /"(s) 
I  bailleurs 
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et  <"ii  une  racine  'C  de  f[z)  =  0,  on  a 

<*'»«__. HO 

Donc  -yY-  ^  0  si,  comme  on  peul   le  supposer  dans  le  cas 

chacune  des  racines  rend  f'('Ç)  =£  o. 
En  un  point  où  /"(s)  —  o,  on  a 

^2 - 
cl,  dans  le  cas  général-,    ,  V  scia  ./.  0  en  un  tel  point. 

Donc,  dans  le  cas  général,  les  points  critiques  de  1    :    inverse  de 

o(z)  sont  : 

i°  Les  /c  racines  de  /(z)  =  o  qui  sont  des  points  critiques  simples 
autour  desquels  se  permutent  deux  branches  de  l    :    : 

20  Les  conséquents  d'ordre  i  des  (h — :>.  racines  de  /  :  =  o, 
qui  sont  aussi  des  points  critiques  simples  autour  desquels  se  per- 
mutent deux  branches  de  '\>(z).  Cela  l'ail  bien,  si  /  :  es1  quel- 
conque de  degré  k,  ik  —  i  points  critiques  distincts  pour  la  fonc- 
tion algébrique  '^(z)  inverse  de 

60.  a.  Liquidons  d'abord  le  cas  le  plus  simple  :  celuùoù  /  i   estdu 
deuxième  degré.  Si  l'on  désigne  par  '.',  el   Ça  ses  racines,  ce   sonl 
aussi    les   deux   seuls    points    critiques    de   l'inverse  de   :, 
dans  ce  cas  [car  /"(z)  ==•  const.j,  ce  sonl  deux  points  limites  à 
vergence  régulière.  On  es1  donc  dans  le  cas  simple,  traité  à  l'appli- 
cation 3°  (p.   i  \o  du  présent   Mena. ire   .  Le  plan  doit  donc  se  d 
en  deux  régions  \\,  e1   II.,  séparées  par  un  continu  linéaire,  chacune 
de  ces   régions  contenanl    un  des   points   limites,  donl    elle  est   !«• 
domaine  de  convergence  total  I  I»,  contienl  -,  el  H  ni 

Pour  apercevoir  tous  ces  résultats,  il  sullil  de  se  rapp<  l<     qu 

/  ' ..  .  .  . 

Journ,  il,    U.ttli    i  ;•  soi  ie  ,  Lomc  l\         Fas     II,  i  ns- 
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et,  par  suite,  la  relation  <l  itération  s'écril 


(») 


z,  étanl  le  conséquenl  de  z.   De  là  se  conclul   que  :  si  ;  décrit  lu 
perpendiculaire  au  milieu  du  segment  '.',  ...  :,  la  décrit  aussi. 


K.g 

Le  |ilu^  simple  pour  le  voir  es1  de  Faire  une  transformation  homo- 
graphique  auxiliaire  qui  soil  un  simple  déplacemenl  <  i  u  plan  : 
e1  amène  -,  e1  "..  à  être  sur  I  axe  réel  symétrique  l'un  il<-  l'autre  par 
rapporl  à  l'axe  imaginaire;  il  es1  clair  qu'on  aura  la  même  relation 

que    i    en1  re  1rs  1  ransformés  des  points  :.  :. .  .' 


Il 


Rien  n'empêche  donc  de  supposer  d'emblée  £,  réel  positif  el 
Z.2  =  —  £,.  Ce  n'esl  pas  non  plus  diminuer  la  généralité  que  de 
suppose  i     il  sullil  (I  une  simple   homothétie  auxiliaire   pour 
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y  arriver).  Le  problème  se  ramène  donc  à  étudier 


Alors,  si   z  es1    purement   imaginaire,    — —   e1  on1    deux 

points  symétriques  par  rapport  à  Oy.  Donc  leur  somme  sera   un 

point    de  Oy.    Donc  sera  puremenl   imaginaire,  comme  z  el 

par  suite  comme  s,.   Donc  la    perpendiculaire   au    milieu  <lc  Ç(  t, 
csi  conservée  par  la  relation  <lc  Newton 

/(*) 

Il  est  encore  facile  de  prouver  que  chacun  des  demi-plans  qu'elle 
détermine  se  transforme  aussi  en  lui-même.  On  es1    donc  dan-  le 
cas  de  ces  fractions  à  cercle  Fondamental  que  M.  Fatou  consid 
dans  sa  Note  du  2  1  mai  1  «ji  7  aux  (  'omptes  rendus.  Le  plus  simple  pour 
le  voir  consiste  à  revenir  à  l'expression 

où  Ton  suppose  f(z)  =  z2 — 1,  ainsi  qu'une  homographie  auxiliaire 
qui  transforme  '(<  et  '-'._,   en   les   points  i      e1  i     le  permel 

assuréinenl .  Cela  donne 


et,  sur  celle  expression,  il  esi  clair  que  chacun  des  demi-plans  que 
détermine  la  perpendiculaire  au  milieu  de  £,  'i.  es1  transformé  en 
lui-même  par  la  subsl il ution 

(z) 


1    - 


chacun  d'eux  est  le  domaine  de  convergence  total  vers  celui  des 
points  Xs{  ou  Z.,  qu'il  contient.  Sur  la  frontière  commune  des  deux 
domaines,  (pu  esi  la  perpendiculaire  commune  au   milieu   >; 

les   points   racines   des   équations   z  =  n  =  i,   ■ x      pour 

lesquels  |s„(-)!>  i  (ensemble  E)  sonl  partoul  denses. 

(il.   h.  Si  Ton  revient  à  un  polynôme  général  /   :    de  degré  A*,  lu 
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admet,  on  l'a  vu.  pourpoints  limites  à  convergence  régulière  les 
k  racines  distinctes  de  f(z)  =  o.  La  fonction  i  -  Inverse  de  o(z) 
admel  pour  points  critiques  les  A:  racines  àef(z)  =  o  el  les  (A'  —  2) 
racines  de  f'{z)  qui  sonl  distinctes  en  général  des  précédentes. 
Il  Miil  de  là  que  (k—  -  1)  au  moins  des  racines  de  j  z  ont  un  domaine 
de  convergence  total  jointe  d  une  infinité  d'aires  du  genre  de  ceux 
considérés  dans  le  premier  exemple.  Il  suffit  de  se  reporter  aux 
remarques   faites   page    [55  pour  s'en  assurer  immédiatement. 

(i'2.  Si.  par  exemple,  on  considère  le  polynôme  /   :        :   :.-'-—  1) 
dont  les  racines  sonl  o,       i .    -   i .  on  a 

-1) 


cl  si  l'on  transforme  cette  substitution  par  l'homographie  auxiliaire 


il  \  icnl 


/.'         *■-   /.,' 


c'est-à-dire   le   premier  exemple  traité,  ^\w  lequel   il   es1    par  suite 
innl  île  d'insisl  er. 

Donc,  en  général,  la  division  du  plan  en  régions,  qui  conduisent 
chacune  à  une  racine  déterminée  de /(z)  =  o,  sera  un  problème 
impraticable,  puisque  k  1  au  moins  des  racines  ayanl  un 
domaine  de  convergence  formé  d'une  infinité  d'aires,  on  sérail  con- 
duil  à  diviser  le  plan  en  nue  infinité  <lc  régions.  Voilà  la  raison  de 
l'échec  de  la  tentative  de  Cayîej  pour  l'application  de  la  renie  aux 
équal  ions  de  degré      !. 

(>,">.  Citons,  pour  terminer,  le  cas  de  /   z    =z3-    a\ 

Alors 

-»-       3s» 

Les  trois  racines  de  /.  a,  ao>,  e1  aw2  (to3  =  i  sonl  trois  points 
limites  à  convergence  régulière  e1  trois  points  critiques  de  I  inverse 
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de  ©(z).  Le  quatrième  point  critique  de  \  :  es1  évidemment 
le  point  à  L'infini,  car  le  point  à  l'infini  a  deux  anté(  édenl  -  confon- 
dus à  l'origine.  C'est  un  point  de  E'.  Il  n'\  a  donc  pas  de  groupe 
circulaire  limite,  ni  d'autre  point  limite  à  convergence  régulière. 
Le  domaine  immédiat  de  convergence  vers  chacun  des  points  a, 
<7(o.  aoj2,  ne  contiendra  pas  à  son  intérieur  d'aul  re  poinl  cril  ique  que 
ce  point  lui-même  qui  permute  entre  elles  deux  branches  seulement 
de  ty(z).  Donc  chacun  des  domaines  de  convergence  totaux 
vers  a,  cuo  ou  aa>2  se  composera  d'une  infinité  de  pièces,  comme  dans 
l'exemple  précédent,  chacun  (\r^  domaines  de  conv<  rgence  vers  i 
et  -j-  i.  Chacun  de  ces  domaines  totaux  fournil  les  deux  autres  par 
deux  rotations  successives  de  1200  autour  de  l'origine,  car,  évidem- 
ment, à  z  et  zw  correspondent  les  conséquents  z,  e1  z,û>. 

Le  continu  linéaire  E',  qui  forme  l'ensemble  des  frontières  des 
domaines  totaux  précédents  (chaque  domaine  totol  a  évidemment 
pour  Frontière  tout  l'ensemble  E',  car  tout  point  de  E' es1  limite 
pour  les  antécédents  successifs  d'un  point  arbitraire  pris  dans 
chacun  de  ces  domaines),  se  conserve  par  une  rotation  de  [200 autour 
de  l'origine.  Par  une  transformation  homographique  simple 
(z  =  «Z),  on  ramène  au  cas  où  a'"'  i .  Alor^.  sans  diminuer  la  géné- 
ralité, on  prendra 

1  z3  -f-  1 

Les  trois  points  limites  sont  1,  oj,  or. 

(  )n  reconnaît  a  priori  que  la  partie  posil  ive  de  l'axe  réel  appartient 
au  domaine  immédiat   vers  (+1),  0  et  x  étant    points   frontièi 
Ce1  axe  réel  est  axe  de  symétrie  pour  le  domaine  considéré.  On  a 
ainsi  quelques  renseignements  sur  les  domaines  des  points  1.  tu,  w2. 

64.  Troisième  exemple.  Conformément  aux  considérations 
exposées  aux  pages  [53-i58  du  présenl  Mémoire,  montrons  que  le 
domaine  immédiat  de  convergence  vers  un  poinl  limite  peul  e1 
Limité  par  un  ensemble  infini  de  courbes  deux  à  deus  extérieures  e1 
non  seulement  de  points  comme  dans  les  exemples 
mentionnés  précédemment.  J'obtiendrai  immédiatement  un  tel 
exemple  par  le  procédé  suivant  :  z,  sera  un  polynôme  pour 

lequel  ©;(z)  0  n'aura  que  deux  racines  distinctes  à  distance 
lime,  0  et  a.  Je  prendrai  a  réel,  e1  y  m  arrangerai  pour  que  le  poinl 
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z  =  a  soit  du  domaine  immédiat  du  point  x;  on  sail  que  pour  un 
polynôme  quelconque  le  point  x  a  un  domaine  immédial  de  conver- 
gence I!,  confondu  avec  le  domaine  total.  Si  a  appartient  à  Rx,  il 
est  clair  que  R«  ne  sera  pas  simplemenl  connexe,  car  I!,  contiendra 
deux  points  critiques  de  !  :  qui  sonl  x  e1  le  conséquent  de  a,  e1 
un  contour  décrit  autour  des  ces  deux  points  critiqui  -  si  ulemenl     ' 

ne  p 'ra  pas  permuter  une  détermination  quelconque  de  l   :    avec 

toutes  les  autres  déterminations  de  l  :  .  En  effet,  la  surface  de 
Riemann  <\  relative  à  ty(z)  inverse  d'un  polynôme  de  degré  /,.  peul 
être  construite  en  prenant  pour  lignes  de  croisement  entre  les 
divers  feuillets  des  lignes  unissant  les  points  critiques  de 
situés  à  distance  finie  au  poinl  ».  I  n  peu  de  réflexion  suffît  alors 
à  se  rendre  compte  de  ce  que  je  viens  d'avancer. 

Si  maintenant  j  impose  au  poinl  '  >  d'être  un  point  limite  à  con- 
vergence régulière  en  prenant  ç(o)  =  o  avec  -J  o  o,  ce  poinl 
aura  un  domaine  immédiat  l!1;  de  convergence  simplement  connexe 
limité  par  un  continu  linéaire  qui  appartiendra  à  la  frontière 
de  II.  .  Ki  il  es1  clair  que  le  domaine  total  de  convergence  vers  zéro 
sera  composé  d'une  infinité  d'aires  antécédentes  de  l!  .  toutes  sim- 
plement connexes  évidemment,  toutes  extérieu  es  .1  R.,  limitées 
chacune  par  un  continu  linéaire.  L'ensemble  de  tous  ces  continus 
linéaires  e1  de  leurs  points  limites  formera  la  frontiè  de  I! 
\\,  es1  ninsi  limité  par  une  infinité  de  continus  linéaires  e1  leurs 
poinl-  limites  ,  sans  que  tous  les  continus  réunis  forment  un  con- 
tinu (on  le  voit  il  après  le  mode  même  Entre  deux 
points  appartenant  à  deux  de  ces  continus  distincts,  !;i  frontière 
de  \\,  es1  mal  enchaînée;  «m  peut  tracer,  dans  le  domaine  I!,.  une 
infinité  de  courbes  fermées  deux  à  deux  extérieures  qui  contiennent 
à  leur  intérieur  comme  à  leur  extérieur  une  infinité  de  ces  continus 
linéaires.  La  génération  de  I  \, .  à  partir  d'un  petit  domaine  entourant 
le  point  x,  nid  tout  ceci  en  évidence,  comme  pour  l'exemple 


mais  i\;\w*  ce1  exemple-là  les  courbes  limites  des  antécédentes  suc- 
cessives de  ce  petil  domaine  tendaient  vers  zéro  dans  toutes  leurs 
dimensions,  e1  se  réduisaient,  à  la  limite,  à  un  ensemble  de  points, 
dont    le  dérivé  était    l'ensemble  parfait   discontinu    E 

(')  Il  n'y  a  pas  d'ambiguïté  possible  sur  le  sens  de  cette  expression. 


SUR    L  ITERATION     IiF.S    FONCTIONS    RATIONNELLES, 


83 


65.  Ceci  bien  compris,  la  réalisation  de  l'exemple  es1    facile.  Je 
prends  luni  simplemenl 

'/  (  s)  =   \  ; :(  z  —  a)9, 

A  étanl  un  nombre  réel  positif  à  déterminer  e1  a  un  nombre  positif 
arbitraire,  mais  fixe.  Alors,  je  prendrai 


<P(5)=A 


2flT  -t-  a-  -r 
4 


r 


pour  avoir 


9(0)  =  o.         p'(°)       P    °) —  o. 


Le  poinl  0  es1  point  limite  à  convergence  régulière,  il  faul  s'arranj 
pour  que  les  conséquents  de  a  tendenl  vers  l'infini. 

La  courbe  z,~f(z)i  z  et  zK  étant  considérés  comme  des  coor- 


données rectangulaires  d'un  poinl  à  l'allure  ci-contre;  il  suffira 
que  la  portion  de  courbe  correspondanl  à  la  variation  de  z  dans 
(a;  -j  ao)  soil  loul  entière  au-dessus  de  In  bissectrice  :.,  z  pour 
qu'on  soi!  sûr  que  les  conséquents  «le  a  ont  des  abscisses  régulière- 
ment croissantes  vers  -j-00-  Or,  c'esl  là  nue  chose  aisée  :  il  suffira 
de  choisir  A  assez,  grand  pour  que  l'on  ait,  pour  z    a  ^>  0, 


I  )r.  la  courbe 


3       s 


Z,       -         2  a  " 

i 


ayani  une  forme  èien  déterminée  analogue  à  la  précédente,  il  sera 

en  ell'ei  toujours  possible  de  choisir      assez  petil  e1  positil  pour  que 
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la  droite  de   coefficient    angulaire   :   i->sue    de    l'origine    soit     l<»ut 
entière  au-dessous  de  la  portion  de  cette  courbe 

-s  s*  -:> 

Z,  =  -=■  —  2  a  —  -h  <r<2  ^- 
o  i  3 

qui  correspond  à  la  variation  de  z  dans  (a;  +  x  ■ 
(>6.   A  étanl  ainsi  choisi, 


?K 


-     —   2(7  —  +  «' 
I 


aura  pour  points  limites  à  convergence  régulière  o  e1  ».  Il  n'y  aura 
ni  autre  poinl  z  =  s  :  où  |o'(z)|<  i.  ni  groupe  circulaire  limite. 
L'équation  s'(z)  =  o  n'a  que  deux  racines  distinctes,  o  e1  a.  I   :  . 

inverse  de  x    s),  n  a  que  deux   points  critiques  qui  sonl  o  el    ,'    à 

distance  finie. 

Autour  de  0  se  permutenl   trois  déterminations  de  i    :  ;  autour 

i  -,  ^  "  i  •  •       • 

du    poinl    3  =  -=—    se     pcriiml  cul     aussi     Imis    <  l<-l  i  rmi  n;i  1 1<  •ti-.     <  )n 

peul  imaginer  les  trois  feuillets  supérieurs  i.  i  e1    I  ramifiés  autour 

d(   :       <».  ci  les  troisième,  quatrième,  cinquième  ramifiés  en  :  =  -= — 

00 

Les  cinq  feuillets  sonl   ramifiés  en  z  =  ».  Les  lignes  de  croisemenl 

peuvenl  être  tracées  de  o  à       *  e1  de  »  sur  l'axe  réel.  Quand 

on  1 1  m  me  autour  de  o  dans  le  sens  positif,  on  passi  ra  du  premier  au 
deuxième,   puis  du  deuxième  au   troisième,   puis  du    troisième   au 

premier  I < •  u 1 1 i < ■  i .  En  tournanl  autour  < I <■  z  on  passera  «lu  troi- 

sième  au  quatrième,  du  quatrième  au  cinquième,  du  cinquième  au 
troisième,  etc. 

Partanl  <l  un  poinl  du  premier  Feuillel  e1  décrivanl  dans  le  sens 
négatif  un  circuil  <|in  entoure  les  deux  points  critiques,  on   pas 
sur  le  cinquième  feuillel .  etc. 

(>7.  Les  cinq  feuillel      i  ramifiant  autour  du  j it»,le  domain»  l! 

sera  à  la   fois  domaine  immédial   e1  domaine  total  de  converi 

vers  I  infini.  l\,  est  d  un  seul  tenanl  e1  infinimenl  connexe.  Partanl 
il  une  courbe  c  <|in  délimite  l'ain     i     entourant  le  point  à  l'infini  et 
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prenant  ses  antécédentes  successives,   l'une  d'elles   délimitera  une 

région  (C_,)  contenant  l'infini  et  z  = -T-   et  les  antécédentes  C 

seront  d'un  ordre  de  connexion  de  plus  en  plus  grand.  Tou1 
aires  (C_7,)  laissent  o  à  leur  extérieur.  Quanl  à  I!  .  domaine 
immédial  de  convergence  vers  o,  il  contiendra  le  seul  poinl  cri- 
tique o  de  tp (z).  R0  sera  simplemenl  connexe.  I!  laissera  I!  à  son 
extérieur,  niais  aura  tous  les  points  frontières  de  R(  pour  points 
frontières.  Cela  résulte  de  ce  que  ces  points  sonl  points  de  I".'.  et  R  . 
d'un  seul  tenant,  étant  domaine  total  de  convergence  vers  l'infini, 
la  frontière  de  R*,  est  identique  à  l'ensemble  E',  puisque  toul  poinl 
de  E',  étant  limite  pour  les  antécédents  successifs  d'un  poinl  de  I!  . 
antécédents  qui  sont  tous  intérieurs  à  IL.  devra  être  poinl  fron- 
l  [ère  de  R„. 

68.   R(,  découpe  dans  la  surface  de  Riemann   R  de  l   :    :  i°  un 
morceau  simplement  connexe  S, ,  <|iii  comprend  les  portions    rami- 
fiées entre  elles  autour  de  o  :  dc>  trois  feuillets  supérieurs  qui  se  pro- 
jettent à  l'intérieur  de  R0;  2°  deux  autres  morceaux  simplement  con- 
nexes identiques  à  R0  qui  sont  les  parties  des  quatrième  e1  cinquième 
feuillets  projetés  sur  R0.  z  décrivant  R0.  trois  de  ses  antécédents 
décrironl     R0,    les    deux  autres,  correspondanl  aux  quatrième    e1 
cinquième   déterminations    de    <b(z)    décrironl     chacun    une    aire 
simplement  connexe,  extérieure  à  R,,,  ces  deux  aires  n'ayanl   ni 
entre  elles,  ni  avec  \\ „  de  poinl  commun  intérieur  ou  frontièn 
seront  les  aires  |{ Q  ' .  (  >n  pourra  tracer  un  contour  simple  entouranl 
R„   et    laissant    à    son    extérieur   les   deux   aires   15        e1   de  même  un 
contour  entouranl    une   des    aires    I!    '    et    laissanl    l'autre   el    I! 
à  son  extérieur,   Continuant    ainsi,  on  déterminera   les    aires    I! 
antécédentes  de  l!(i  '  ,  etc.  Toutes  ces  aires  lî      seronl  simplemenl 

connexes,  aucune    d'elles    ne   contiendra  de    point    critique   >\<-    '.     :    . 

Elles  sont  toutes  à  distance  finie.  Mlles  s'agglomèrenl  entre  elles 
de  façon  que  toul  point  frontière  d'une  aire  I!     ,  étanl  point  de  I 
soit,   par   exemple,    poinl    limite    pour    les   antécédents    successifs 
des     continus     linéaires     frontières     des     anrs     |;        '.I! 
tout  es  aires  qui  sonl  extérieures  à  l'aire  I  !      envisagée.  Il  n  es1 


(')  Par  un  processus  analogue  a  relui  suivant  lequel  se 
d'un  ensemble  parfait  discontinu. 

/ou/ti    de  Math.  ("]'  série),  tome   l\  .        I  .<-■     II,  '' 
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utile  (I  insister  davantage  sur  un  processus  de  Formation  qui  nous 
es1  déjà  familier.  Le  domaine  II.  apparaît  ainsi  comme  un  plan  dans 
lequel  seraienl  percés  une  infinité  dénombrable  de  trous  tous  à 
distance  finie  e1  extérieurs  deux  à  deux  donl  les  courbes  frontières 
s'aggloméreraienl  pour  former  un  ensemble  parfait,  toul  poinl 
d'une  courbe  frontière  étanl  poinl  limite  d'une  infinité  de  courbes 
frontières  de  plus  ou  plus  petite-,  extérieures  à  la  premii 

Le  domaine  total  de  convergent    vi  's  l'origine  se  ail   l'ensemble 
des  aires  intérieures  à  t  ous  ces  t  rous. 

(>9.  Quatrième  exemple.        Nous  avons  vu,  page  [8o,  à  propos  de 

l'exemple  g,        " ,  _.,     >  tiré   de    la    règle   de    Newton,   qu'un   poinl 

critique  de  la  fonction  l  :  inverse  de  a  :  .  conséquent  d'un  point 
où  f' (z)  =  o  pouvail  faire  partie  de  l'ensemble  lv.  En  écrivant 
pour  un  polynôme  du  deuxième  degré  que  le  deuxième  conséquenl 
du  point  où  %>' (z)  =  o  est  un  point  double,  on  tombe  sur  l'exemple 

a 

a  étanl  un  paramètre  arbitraire  :  posanl  az      /..  d  vienl 

/       /  -a, 

et     eel    exemple    es1     i  11  I  iTOSil  11  I  .    <Ul    VOÎ1     I  II  1 1  lied  i;i  t  e  1 1  ie  1 1 1     <pie    Z=2 

es1  un  poinl  de  E,  son  antécédent  point  critique  de  i   Z  . 

cest  un  poinl  de  E'.  <  h\  voil  que  tous  les  antécédents  du  poinl  Z  =  2 
sont  réels  et  compris  entre  •  .  1  2.  l'ont  point  du  segmenl 
(     2,    i  2)  ;i  des  conséquents  qui  ne  sortent  pas  d<  .   nent.   Donc 

ce   segmenl  2,       2     n'appartienl    pas   au   domaine   du    point    à 

l'infini.  Z  2  étanl  de  E,  ses  antécédents  sonl  partoul  denses 
su  ■  lv'  qui  esl  doue  l'ensemble  dérivé  <le  l'ensemble  des  antécédents 
de  Z  2.  E'  a  doue  tous  ses  points  sur  le  segmi  ni  2,  |-  2  .  l 'oui 
point  du  plan  hors  de  ce  segmenl  a  donc  des  conséquents  qui  con- 
vergent régulièrement  vers  l'infini.  1-e  domaine  I!,  comprend  toul 
le  plan,  sauf  la  coupure  ■  .  '  >n  en  conclul  que  le  segmenl 

(  2,  -\-'i).  frontière  complète  de  Rx,  est  l'ensemble  E'  lui-même. 
et  que  les  antécédents  de  Z  =  2,  comme  de  toul  point  du  segment, 
sont  partoul  denses  sur  ce  segment. 

Ce1  exemple  montre  que  E'  peut  être  un  continu  linéaire  avec 
deux  bouts  distincts.  Jusqu'ici  on  n  avait  donné  que  des  exemples 
de  continus  linéaires  fermés  pour  E7. 


sua  l'itération  des  fonctions  rationnelles.  iH- 
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Sur  la  nature  des  continus  linéaires  qui  délimitent 
les  divers  domaines  de  convergence. 

70.  En  étudiant  la  convergence  régulière  vers  un  poinl  limite 
(comme  aussi  la  convergence  irrégulière  vers  un  groupe  circulaire 
limite),  il  arrive  d'avoir  simultanément  plusieurs  points  limites  à 
convergence  régulière.  Chacun  d'eux  a  alors  un  domaine  immédial 
de  convergence  dont  l'intérieur  es1  séparé  de  toul  poinl  extérieur 
par  un  continu  linéaire  <|ui  coupe  toute  ligne  simple  joignanl  un 
point  intérieur  au  domaine  à  un  point  extérieur.  On  peul  essayer 
de  pénétrer  plus  avanl  dans  la  question  en  recherchanl  quelle  est 
la   nature   des  continus   linéaires  <pii  se   présentent  ainsi.  Déjà,  a 

propos  de   l'exemple  z,  =  -  — >.on  u  eu  affaire  à  des  continus 

d'une  n;it  ure  très  compliquée.  On  peut  cependanl  montrer  dans  des 
cas  très  généraux  que  la  complexité  de  tels  continus  peut  se  résoudre 
en  une  agglomération  de  continus  linéaires  d'une  nature  beaucoup 
plus  simple,  par  exemple  de  lignes  de  Jordan,  courbes  continues 
fermées,  sans  points  multiples,  .le  n'ai  pas  toujours  réussi  à  dissé- 
quer les  propriétés  caractéristiques  de  ions  les  continus  «pu  se 
présentent  dans  les  itérations  de  fractions  rationnelles;  j'ai  néan- 
moins, sous  des  h \  put  héscs  i  rès  générales,  réussi  à  montrer  qu  ils  se 
ramènent  à  des  lignes  de  Jordan.  Ceci  jettera  un  jour  nouveau  -m- 
la  structure  de  ces  continus,  ri  expliquera  les  difficultés  rencontrées 
jusqu'à  ce  jour  dans  la  délimitation  des  domaines  de  convergence. 
A  ce  titre,  on  verra  que  les  exemples  d  itération  traités  jusqu  ici, 

et  notamment  celui  i\c>  fractions  à  cercle  fondamental,  SOn1  d'- 
exemples particulièrement  simples  (voir  p.  eio,  n°20e1  la  généra- 
lisation indiquée  en  remarque,  p.  i  i  i-i  t8  de  ce  Mémoire  . 

Je  coin  i  nen  ce  rai  par  un  exemple  simple,  qui  fera  bien  C prend  i  e 

la  méthode  que  j'ai  suivie.  Ainsi  qu'il  es1  bien  naturel,  je  prendrai 
toujours  des  fractions  rationnelles  donl  je  saurai  ><  priori  qu  elles 
oui  au  nu  >i  us  d  eu  \  points  limites  distincts  à  convergence  régulière  : 
je  serai  sûr  ainsi  a  />n<>n  <pie  l'ensemble  E  comprend  un  continu 
linéaire  qui  divise  le  plan  en  régions,  d  c'esl  -m'  la  nature  di 

C0n1  mu    (pie   Va    port  er   l;i    recherche  QCl  Uelle. 
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71.   Prenne)   exemple.       Je  reprendrai  le  cas  de  z,  =  - — —  signalé 

par  M.  Fatou  dans  sa  Note  du  [5  octobre  1906,  aux  Comptes  rendus. 
Nous  avons  reconnu  antérieurement  <|u'il  \  a  dans  ce  cas  deux 
points  [imites  (o  e1  x  à  convergence  régulière.  Le  plan  se  dh  ise  en 
deux  régions  l>„  e1  I»,  simplemenl  connexes  contenanl  respective- 
menl  oetoo,ayan1  pour  commune  frontière  un  continu  linéaire  E' 
[voir  p.  [38  du  présenl  Mémoire  .  E'  es1  la  limite  commune  des 
antécédentes  successives  de  deux  cercles,  l'un  C  entouranl  l'origine 

|z|=  7'    l'autre   Y  entouranl    le    poinl    à   l'infini  |s|  =  4  {l}-   Les 

points  critiques  de  l'inverse  de  s   :    sonl  z  =  ~    =  e1  z  =  x.  Si  donc 

z  décril  une  fois  C,  l'ensemble  de  ses  deux  antécédents  décril  une 
courbe  algébrique  fermée  C  ,  entouranl  C.  Si  z  décril  C  deux  fois, 
chacun  de  ses  antécédenl  •  décril  C   ,  une  Fois;  on  peul  dire  la  même 

chose  des  antécédentes  successives  C     .  C qui  tendenl  vers  I.'. 

Je  dis  que  la  convergence  des  C  vers  E'  es1  uniforme;  voici  ce  qu'il 
Tant  entendre  par  là.  Les  courbes  C  successives  sonl  emboîtées 
les  unes  dans  les  autres;  d'après  le  processus  de  formation,  quel  < j  1 1  •  ■ 
soil  le  uombre  positif  2  donné  à  i  avance,  il  sera  possible  de  déter- 
miner un  indice  \  assez  grand  tel  que,  quels  que  soienl  les  indices  n 
cl  p  supérieurs  à  N,  l'écart  des  deua  courbes  C  e1  C  soil  toujours 
<^  î.  (  )n  pourra  appeler  écarl  de  deux  courbes  le  maximum  (2) 
de  la  plus  courte  distance  d'un  point  de  Vune  à  Vautre  quand  le  point 
considéré  décrit  la  courbe  sur  laquelle  il  est  situe.  Dire  que  deux 
courbes  L  cl  1/  on1  un  écarl  <  z,  c'esl  dire  que  I.'  esi  toul  entière 
dans  la  bande  balayée  par  un  cercle  de  rayon  :  donl  le  centre 
décrirail  L. 

1*1.  Pour  montrer  ceci,  je  remarquerai  que  de  la  relation 

£      ■-.,  =  .  =  i  +  5, 
az  •>. 

il  résulte  que  I  on  \^>  1  en  toul  poinl  extérieur  au  cercle  •■ 

(\{'  cenl  re  |  )  de  ra\  on  i . 

(  '  )  Il  n'y  a  pas  d'équivoque  sur  ce  qu'il  faut  entendre  pai  là. 
(2  )  C'est  un  nombre  bien  défini,  positif  lorsque  les  den\  courbes,  en  m  ne 
le  cas  pour  C   ,.  el  C   ,  .  sont  des  courbes  continues  sans  poinl  commun. 
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Écrivons  d'ailleurs 


18g 


■+•  z* 


et  nous  verrous  que  lorsque  z  décril  le  cercle  précédera  . 


2  -H  -    =1, 


1      _  I 
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(loin;  z,  décrit  au  cercle  y,  de  centre  —  »  de  rayon     •  c'esl  uncercli 
complètement  intérieur  au  précédent,  et  qui  contienl   à  son  inté- 
rieur le  point  critique  (  —  ^j»  et  aussi  le  point  de  convergence  o. 

Il  n'en  faut  pas  plus  pour  affirmer  que  y  es1  toul  entier  intérieur  à  I  !  . 
les  conséquentes  successives  de  y  ayant  o  pour  seul  poinl  limite. 
()n  voil  immédiateinenl  que  pour  définir  Rfl  on  peul  partir  de  y 
aussi  bien  que  de  C,  on  arrivera  toujours  à  la  frontière  E'  comme 

limite   des   antécédentes   successives  y_,,  y. y_,-,  Les  y-i 

jouissent  les  unes  par  rapport  aux  autres  des  mêmes  propriétés 
que  les  C_,-  les  unes  par  rapport  aux  autres.  Si  z  décril  une  y  une 
lois,  son  conséquent  z,  décrira  y  (  (  deux  fois  de  suite,  etc.  Sans 
qu'il  soit  nécessaire  d'insister,  on  voil  0,11e  l'aire  contenanl  <  >  limitée 
par  une  C  1  quelconque  sera,  pour  I*  assez  grand,  intérieure  à  toutes 
les  y_/;  d'indice  p>P.  Inversement,  une  y_,  quelconque  sera, 
pour  I*  assez  grand,  intérieure  à  toutes  les  ( ;  ;i  d'indice  assez  grand. 
Tout  ceci  tient,  répétons-le.  à  cette  propriété  essentielle  que,  si  : 
décrit  une  aire  (C_,)  ou  uneaire(y  ,  ,  ses  deux  antécédents décrivenl 
une  aire  (C_(/+|)),  ou  une  aire  (y  ,.,  I  qui  comprend  à  son  intérieur 
l'aire  (C.  ,•)  ou  l'aire  (y_,-)  ;  j'ai  Ion  nue  ment  insisté,  lors  de  la  recherche 
du  domaine  immédiat  de  convergence  vers  un  point  limite  à  con- 
vergence régulière,  sur  ce  fail  essentiel  qui  permel  de  définir  le 
domaine  immédiat  comme  limite  des  domaines  C  ou  des  * 
lorsque  i  augmente  indéfiniment . 

7."».   Puisque,  en  toul  point  extérieur  à  y,  on  a  }>  1.  il  en 

résulte  que,  pour  I  assez  grand,  toute-  les  C  1  I  entourant  y, 
on   aura   à    l'extérieur    de    ces    C        r  >M>i.    Pour    la    inénn 

raison,  }i  3)  étanl  la  fonction  inverse  d<  .  on  aura,  pour  I  in- 

dice asse/  grand  I. 


19°  G  \s TON     .11  LIA. 

(1rs  que  3  es1  extérieur  à  <l  ,.  il  suffira  de  choisir  pour  cela  I  de 
lollc  façon  que  C  t  entoure  -;.  car  alors,  si  :■  es1  i  ctérieur  à  C  l3 
chacun  des  antécédents  esl  extérieur  à  C    , ..  e1  l'on  a 


*'(*)  =  17 


I  >onc,  z     étanl  ex1  érieur  à  y 

l+'(s)l  =  T 


Désigi -  par  b  l'écarl  entre  C  ,  e1  C   ,.,.  cela  veul  dire  que  la 

plus  courte  distance  de  toul  poinl  de  C  ,  à  C  ,  es1  S.  Ima- 
ginons une  quelconque  de  ces  plus  courtes  distances  \l>.  Aux 
points  Bel  A  corresponde^  des  antécédents  situés  espectivemenl 
sur  C    ,      el  C    ,     . 

Soil  I)  ,  un  antécédenl  de  lî:  z  décrivanl  BA,  la  détermination 
:    donl  I  afïixe  es1  B   ,  quand  zesl  <'n  \\.  aura  pour  affixe  un  cer- 


li.        12. 

tain  poinl  A  ,  quand  z  viendra  en  A.  A_,  sera  un  antécédenl  de  \. 
et  z  décrivant  B  A,  '\/(z  décrira  une  courbe  unissant  B  \  .Puisquej 
surBA,  on  a  I  o'   :        \<[i,  onaura 

longueur  arc  \      B        Nx  segment  \  I'.     N 

car  \P>  c.  il  es1  donc  clair  que  Pécari  de  C  et  C  ,  sera  Su, 
puisque  la  plus  courte  distance  de  A_,  |<|ui  esl  en  somme  un  poinl 
quelconque  de  C    ,     .  à  condition  de  choisir  convenablemenl  A  sur 
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C  ,+u]  à  C_,,+1)  étant  sûremenl  arcA  ,  l>  ,  sera  No,  quel  que  soil 
le  poinl   A    ,  de  C_,1+2 . 

74.  On  montrera  de  même  que  l'écarl  entre  (\   ;      e1  C   ,         sera 
<NPS,  N  étanl   <i.   On   voil    donc  que  l'écarl   en1  ■<■  C     e1  <! 
décroît;   dès    <pi<-    />i    suivanl    une    progression    géométrique.    Il 
est,  d'autre  part,  évidenl  que  Y  écart  entre  C  ne\  it  infériew 

à   la   somme   des   écarts   entre   C_ra   et   C_  „ .  ,  .  C     ,   ,    e1    C  

C  „!;  i  e1  C  ■„./.  :  puisque  Ton  peut,  d'un  poinl  quelconque  A  de 
C  n,  aller  à   un   certain   poinl    de  C    n.r    par  un   chemin   formé  de 

segments  rectilignes  A. A,,  A,A2 \A   ,.  A,.  A,  étanl  sur  C 

A,A,(I  étant  là   plus  courte  distance  de  A,  à   C  .  e1   puisque 

chacun  de  ers  segments  est  inférieur,  quel  que  soil  A  initial,  à 
l'écarl  entre  les  deux  courbes  que  décrivenl  ses  extrémités.  On 
en  conclut  donc  que,  si  Ton  considère  la  série  convergente, 

N  o  -+-  N2  ô  -+- . .  .  +  N''  o  -+- . . . , 

• 

l'écarl  entre  C  „  e1  C  „.„  sera,  dès  que  n  //,,.  na  étanl  as 
grand,  que]  qu$  soit  d'ailleurs  n',  inférieur  au  reste  de  /<■■  .série  pré- 
cédente, pris  à  partir  d'un  certain  rang  p,  e1  ce  reste  es1  arbitrai- 
rcnicul  pchi  si  />  es1  assez  grand,  ii  es1  bien  prouvé  ainsi  que  les  C 
convergenl  uniformémenl  vers  leur  limite  qui  es1  E'.  Il  en  résulte 
immédiatement  que,  i  tendanl  vers  l'infini,  C  ,•  tend  vers  une  cou;  be 
continue,  c'est-à-dire  vers  un  ensemble  de  points  E'  représenté  par 
1rs  équa  i  ions 

x  =f(t),       .v-9(0        (o<<    i  . 

1rs  fonctions  /  e1  o  étanl  des  fonctions  continues  de  i  dans  l'inter- 
valle (o,  I  i. 

7»i.  Je  vais  montrer  ceci  d  une  façon  bien  nette  en  formant, 
théoriquement,  les  fonctions  y  /  e1  s  /  .  el  je  déduirai  d'aul  ei 
propriétés  de  E'. 

A  partir  d'un  certain  rang  I.  on  ^;iil  que  toutes  les  C  I    sont 

dans  la  région  où  | 'r'  :  M  ^>  i ,  par  suite  aussi  dans  une  région 
où     '  \  <  i .  i   z    étanl   la  fonction  inverse  di    - 

Considérons  ]  anneau  compris  entre  les  deux  courbes  (  '.     i  i  C 
I ics   deux   courbes    limites   sonl    des   courbes   algébriques   simples 
formées  dun  seul  arc  analytique  fermé,    puisque    le   ('.   initial     ni 
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aucune  des  C_/)  ne  passanl  par  aucun  poinl  critique  de  v|y,  aucune 
des  C  ,  n'aura  de  poinl  anguleux.  <  >n   peul   alors  faire  une  repré- 
sentation conforme  de  l'anneau  (C_„C_I+1))  sur  un  anneau 
compris  entre  deux  cercles  concentriques.    II   sufïil    pour  cela   que 
le  rapporl   des  rayons  des  cercles  z  e1  z'  soil   un  nombre  conve- 


nable.  La  fonction  analytique  I  :  qui,  à  toul  poinl  :  intérieur  à 
l'anneau  (3£'),  fait  correspondre  un  poinl  I  ;  intérieur  à 
l'anneau     C    .  I .  est  encore  analytique  sur  s,  z'  et  un  peu  au 

delà,    puisque   C  i   comme   C  sonl    Formés   d'un   seul    arc   ana- 

lytique '  .  \u\  rayons  tels  que  •  '  qui  unissenl  un  poinl  d( 
à  un  poinl  de  z'  correspondent  «les  courbes  analytiques  unissanl 
un  poinl  A  «le  C  .  à  un  poinl  B  de  C  , . ,  .  A  e1  -1 ,  I  >  e1  -1  '  se  cor- 
respondenl  par  la  fonction  V  :  .  L'arc  de  courbe  analytique  AB 
coupe  orthogonalemenl  les  courbes  C  ,  e1  C  ,  .  puisque  le  rayon 
-l-l /  coupe  orthogonalemenl  z  e1  z'.  e1  puisque  les  angles  sonl  con- 
servés   par   la    représentation   conforme   que   I     :     définit.   .1    tous 


(')    I  oir  Picard,  Traité  d'Analyse,  t.  II  (ae  édition  i,  p.  3oi  el  suiv. 


si  i;     l.Yl'KKATION     itKS     FONCTIONS     RATIONNELLES.  Iû3 

les  rayons  de  Vanneau  B31  correspondent  ainsi  des  trajectoires  ortlio- 
gonales  de  C_,  et  C_(1+,  ;  ers  trajectoires  font  correspondu-  ;i  tout 
poinl  A  de  C^,  un  point  B  et  un  seul  de  C  ,..  situé  sur  la  trajec- 
toire orthogonale  de  ÀB.  A  deux  points  distincts  de  C  corres- 
pondent deux  points  distincts  de  C  ,.,  e1  réciproquement.  Deux 
trajectoires  orthogonales  issues  de  deux  points  distincts  de  C 
n'ont,  aucun  point  commun,  e1  par  chaque  point  de  C  ,  ne  pa 
qu'une  de  ces  trajectoires. 

7(>.  z  décrivant  C_,,  considérons  un  de  ses  antécédents  jz_<  -  z 
il  décida  C_„+1);  si  z  décrit  la  trajectoire  orthogonale  AB,  z_ .,  va 
décrire  une  courbe  A„,B_,  qui  sera  orthogonale  à  C  , ..  comme 
AB  l'est  à  C_,  ;  en  B_„  cette  courbe  A  ,  B.  ,  sera  or1  hogonale  a  C  , . . 
comme  AB  l'est  en  B  à  C  .,  , .  Lorsque  z  occupe  tenir-,  les  positions 
sur  CL,,  à  chaque  antécédent  z_,  de  z  correspond  ainsi  une  tra- 
jectoire qui  coupe  orthogonalement  C  ,r,  et  C  l+4);  si  la  trajectoire 
orthogonale  AB  issue  de  z  balaie  deux  fois  de  suite  l'anneau 
(CL,,  C  ,+t(),  la  trajectoire  A_,B_,,  antécédente  de  AI5  [qui  esl 
décrite  par  une  détermination  quelconque  de  *\>(z)  quand  z  décrit 
AB  |  balaie  une  fois  l'anneau  (CL  I+1),  C  ,  .  Gela  tient  à  ce  que  si  : 
décrit  deux  J'ois  de  suite  C_,,  chacun  de  ses  deux  antécédent  -  con  es- 
pondani  à  une  quelconque  des  deux  déterminations  de  i>(z)  décrit 
une  fois  d'une  façon  continue'  C  ,.,  en  marchant  toujours  dans  le 
même  sens. 

77.  Chaque  trajectoire  orthogonale  AB  de  l'anneau  C  C 
admet  deux  antécédentes  qui  sont  trajectoires  orthogonales 
l'anneau  (C_.I+.,,,  C_ll+2)).  Ce  dernier  anneau  est  donc,  lui  aussi,  sillonné 
de  trajectoires  orthogonales  à  C  ,  ,  ei  ('.  ,  .  et  qui  sont  telles  évi- 
demment que  deux  quelconques  de  ces  trajectoires  sonl  ou  bien 
identiques,  ou  bien  n'ont  aucun  point  commun.  Ces  nouvelles 
trajectoires  prolongent  celles  de  l'anneau  C  ,.('  ,  y,),  avec  continuité 
de  la  tangente,  mais  sans  nécessairement  les  prolonger  analytique- 
ment  (').  Eu  effet,  la  trajectoire  l>l>  de    C        ,  C  qui   pa 

en  B  a  pour  tangente  en  B  la  normale  à  la  tombe  (',        .  mais  i 
un  arc  analytique  qui  es1   antécédenl   d  une  trajectoire    l<  (      I 

i  ')  Il  ne  faut  |»;is  croire  que  les  trajet  Loin  si 
deux  trajectoires  déterminées,  d'ailleurs  quelconques  d<     <.      I 
antécédentes  de  ces  dernières,  il  n'en  esl  rien  en  général. 

Journ.de  Math,   k  ,'  lérie),  lome  i\.       Kaac    U. 
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issue  du  conséquent  1>,  de  B,  e1   il  n  y  a  aucune  raison  a  priori  pour 
que   l'antécédente   1U)   de  la  trajectoire  B,l>,  de  (C  „  C  soil 

prolongement  analytique  de   la    trajectoire   AB  de  (C  „C    ,..,). 

1 1  anneau  (C_,,  C_(I+.2,)  (-1)  est  donc  sillonné  de  trajectoires  ortho- 
gonales à  C  |,  C  , ...  C  ,  Formées  chacune  de  deux  arcs  ana- 
lytiques se  raccordanl  sur  C  ;  avec  continuité  de  la  tangente. 
Deux  trajectoires  n'onl  aucun  poinl  commun  ou  coïncidenl  sur 
I oui   leur  parcours. 

Le  processus  peul  évidemmenl  se  continuer,  car  la  zone  où 
Ion  opère  (région  entre  C  ei  I'  ne  contienl  pas  de  poinl  cri- 
tique de  \{z).  On  définira  ainsi  des  trajectoires  orthogonales  à 
hmic.s  les  C_,  d  indice  /  I.  Elles  seronl  formées  chacune  d'une 
infinité  d  arcs,  à  savoir  les  portions  entre  C  ci  C,  .  qui  seronl 
individuellement  analytiques,  se  raccordanl  les  unes  aux  autres 
avec  continuité  <\<-  la  tangente.  Deux  trajectoires  ou  bien  sonl 
identiques  <>u   bien  n  mil  aucun  |><nni  commun  intérieur  à  H,,  (2). 

78.  On  voit  que,  à  I  aide  de  ces  trajectoires  orthogonales,  -  et  nid  il 
une  correspondance  biunique  ci  continue  entre  les  points  d  une  C 
quelconque  d'indice  /  ^>  I  et  le-  points  de  {]  ,  elle-m<  me  .  I  aisanl 
correspondre  à  chaque  poinl  de  C  ,  un  paramètre  varianl  de  <>  à  1 
par  exemple,  on  choisira  sur  C  ,  une  origine  w  el  un  sens  de  par- 
cours; si  /  esi  In  longueur  de  C  ,,  à  toul  poinl  \  de  C  ,  corres- 
pondra  le  paramètre  /        y  s  étanl   I  arc  de  C  ,  décril  dans  le  sens 

positif  pour  aller  de  a)  à  k.  ;  t  variant  de  o  à  1 .  V  décrit  une  fois  C  ,dans 
le  -eus  positif  de  ci)  à  tu  .  mu  \<>ii  que  les  coordonnées  a  ,  y  d'un  poinl 
qui  décril  (',     seronl  des  fonctions  continues  du  paramètre  / 


I       Si  l'on  faisait  la  représentatioi forme  de  l'anneau  (C   1,  C    ,        sui   un 

anneau  (©S")  formé  de  deux     1  >ncentriques,  il  n'v  a  aucune  raison  pour 

que  Ie>  trajectoires  qu'on  vient  de  trouvei  1  orrespondent  aux  rayons  qui  coupent 
orthogonalement   les  cercles  -      car,  dans  cette  représentation,  la  courbe 

<]    I,,   ne  correspondra  pas  en  générale  un  cercle  concentrique  à  ~ 

{-)  A  priori,  rien  n'empêche  deux  trajectoires  distinctes,  issues  de  deux  points 
distincts  de  C_i,  de  tendre  vers  un  même  point  <lr  E  ;  nous  verrons  plus  loin 
c|ue  c'est  impossible. 

(3)  On  fera  correspondre  entre  eux  le-  point-  situés  sur  une  même  trajet  toire 
orthogonale. 
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cl  l'on  n'aura  simultanémenl 

fi{a)  =  fi{b)< 
?t(a)        ?;{b), 

que  si  a  =  o,  b  =  r ,  ou  bien  a=  b  (1). 

Tous  les  points  des  C  ,-  (i  =  I  +  i,  I  +  2,  ...    situés  sur  une  même 
trajectoire  orthogonale  correspondent   à   La   même  valeur  de  /. 

79.  Je  vais  montrer  que  les  /,(£)  tendenl   uniformémenl  vers  une 

limite  f(t)  ainsi  que  les  fi(t). 

Lorsque  A,  de  paramètre  t,  décrit  C_,  l'arc  de  trajectoire  compris 
entre  C_i  et  C  ,(I  a  un  maximum  A  e1  un  minimum  tous  les  deux 
positifs  (le  maximum  A  j  «  m  i  «  *  un  rôle  analogue  à  ce  qu'on  a  appelé 
plus  haut  Vécart  entre  C_,  et  C_„+1)).  Il  es1  clair  que  |'-|>'(z)|  étanl  •  N 
dans  toute  la  région  où  sont  les  C_,  d'indice  i  i.  toute  portion 
de  trajectoire  comprise  entre  C  ,+)  e1  C  ,..  sera  MA,  car  ces 
portions  sont  décrites  par  '\>(z)  quand  3  décrit  les  portions  situi 
entre  C  .,  et  C  .,.,,  .  De  même  on  voit,  en  continuant,  que  toute  portion 
de  trajectoire  comprise  entre  C    ,      et   C    ,  sera   <  V'A.  On  en 

déduit  immédiatement 

l./iV'M-    /i+p    i(0|     N'A, 

(p  =  o,  1 x 

quel  que  soil  t,  car  évidemment  | ./  ,  i  /  a  t  |  différence  des 
abscisses  de  deux  points  extrémités  d'un  arc  de  trajectoire  compris 
entre  C  ,  cl  (.  /+))  est,  en  valeur  absolue,  inférieure  à  la  longueur 
de  cet  arc  qui  est  elle-même  \A  d'après  ce  que  l'on  vienl  de 
\  oir. 

Donc  la  suite  des  fi(t)  tend  uniformément  pour  1  x  vers  une 
Ponction  limite /(i)  qui  est  continue.  De  même  la  suite  des  gi(i  tend 
uniformément  vers  une  fonction  limite  g(t  continue.  Cela  résulte 
en  somme  de  ce  que  la  série 

1  A        \A        VA  \     \ 

convergeanl    fc'esl    une   progression   géométrique     \       1    |.  on  en 


1  '.     répond  exactement  .1  la  définition  des  courbes  de  Jordan  simples  fei 
mées,  que,  pour  abréger,  l'on  appelle  courbes  de  fordan. 
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déduit 

|/iH-p(0-/i+iH^(Ol<e, 

\gl+p(l)—gl+p+g(t)\<£, 

quel  que  soit,  ^  positif,   i  étant  arbitrairement   donné  à  l'avance, 
dès  que  p  es1   pris  assez  grand  pour  que  le  reste  P/r  de  la  série  l  1 
soil  <C  î. 

80     L'ensemble  E'  esl  donc  l'ensemble  des  points 

./■=/(/  r=é    t  (0<«<i), 

/  e1   g  étanl  deux  fonctions  continues,  et 

f(o)=J 
jsr(o)=  . 

Toute  trajectoire  orthogonale  es1  formée  d'une  infinité  d'arcs 
doni  les  longueurs  successives  -uni  aux  termes  delà  progression  (I). 
Chacune  «If  ces  trajectoires  a  donc  une  longuew  finie,e\  le  poim  où 
,-lic  coupe  C  ,  tend  uniformément  vers  mi  point  limite  et  un  seul, 
quand  i  grandil  indéfiniment;  à  savoir  !<•  poim  /  /  .  -  i  |  corres- 
pondant à  la  valeur  de  /  <|ui  caractérise  la   trajectoire  considéi 

81.  Il  peut  subsister  dan-  l'espril  du  lecteur  un  doute  relatifs  la 
représentation  particulière  choisie  pour  les  C  d'où  découle  une 
représentation  particulière  pour  la  limite  des  C  .  Il  es1  facile  de  la 
dissiper.  Si  P  est  un  point  quelconque  de  E',  il  est,  on  l'a  vu,  limite 
de  points  des  <",  .  On  peut  sur  chaque  C  choisir  un  poinl  P 
tel  que  l'ensemble  des  P,  ail  P  pour  seul  poinl  limite.  On  prendra 
par  exemple  pour  P,  le  pied  de  la  plus  courte  distance  PP  abaissée 
de  P  sur  C   ,,  alors 

ïïPi, ,      ri-    -iïï7,  ,.... 

car  C  entoure  C_,;PP,  est  une  fonction  de  i  qui  décroîl  cons- 
tamment vers  zéro  quand  i  croît  indéfiniment.  Evidemment 
avec  ce  choix  des  I*  l'ensemble  des  P,  u'a  pour  point  limite  que  le 
poinl  P.  Soil  t,  la  valeur  du  paramètre  t  qui  correspond  au  point  I*  : 

P,  a  pour  coordonnées  /,(/,)  et  g,- (*,-)•  L'ensemble  des  /  es1  en 
général  un  ensemble  infini  dénombrable  compris  entre  o  et  i.  H 
a  donc  au  moins  un  point  limite  t  (si  une  infinité  de  /.  coïncident, 
on  prendra  pour  t  une  des  valeurs  qui  coïncident  avec  une  infinité 
de  th  ceci  pour  lever  l'objection  relative  au  cas  où  les  t    ne  -étaient 
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distincts  qu'en  nombre  fini  à  cause  des  coïncidences  précédentes), 
c'est-à-dire   qu'on   peut  trouver  dans    tous    les   cas    une    infinit» 

d'indices  croissants 

h,     '■: iP\ 

lels  que,  quel  que  soil  £  donné  à  l'avance,  on  ; i i L  |  —      /    |<e,  dès 
que  /;  >  P,  P  étant  assez  grand.  Il  esl  clair  alors  qu'à  cause  de  la 

convergence   uniforme   des   /,(/)    vers   f(t)  et   des    g    t     vers  g  t  . 
la  suite 

./;,</,,>•  //,(</.) fip{iiry  ... 

tendra  vers  /(t)  et 

tendra  vers  g(t).  Or  la  première  suite  es1  celle  des  abscisses  de  la 

suite 

p      p  p 

qui  tend  vers  P  et  P  seul,  et  la  seconde  est  celle  des  ordonnées  de  la 
même  suite.  Il  en  résulte  que  P  (qui  esl  un  point  quelconque  de  1/ 
a  des  coordonnées  fournies  par  les  fonctions  f(t)  e1  g(t)  pour  la 
valeur  t  du  paramètre.  Donc  la  courbe  continue 

*  =  /(*),      y  =  g(t)      (o<t  i), 

es1   bien  identique  à  l'ensemble  E'. 

82.  Dans  ce  qui  précède,  rien  ne  nous  assure  a  priori  que  l'ensemble 
des  /,  n'a  pas  plus  d'un  point  limite  t;  donc  rien  ne  uous  assure 
a  priori  que  E'  est  une  courbe  continue  simple  fermée,  c'est-à-dire 
donl  chaque  point  ne  correspond  qu'à  une  valeur  /  du  paramètre 
exception  faite  bien  entendu  pour  les  valeurs  o  e1  i  qui  donnent 
le  même  point).  Dire  que  toul  poinl  P  de  E'  correspond  à  une 
valeur  au  moins  t,  de  /,  cela  veul  dire  qu'il  \  a  au  moins  une  tra- 
jectoire orthogonale  du  système  considéré  donl  I*  esl  l'extrémité, 
c'esl  celle  qui  passe  par  le  poinl  de  C  ,  de  paramètre  t. 

Celte  trajectoire  orthogonale,  aboutissanl    en    P,  esl   une  ligne 
simple.  [  c'est-à-dire  une  courbe  continue  qui  correspond  biunivoque- 

iiicii  I    cl    coul  inùnicnl    a    un   segmenl    de   droite    [voir   Pré!  i  nu  naires, 

i'lv\  r\)\,  donl  tous  les  points,  sauf  P,  sonl  intérieurs  à   R     C'esl 
dire  que  tout  point  P  de  E  qui  est  point  frontière  de  1 »„  -  si  eu  cessi  blé  pur 

l' intérieur  de  \\lten  suivn ni  une  îles  tru/ei  toires  orthogonales 
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85.  Je  vais  maintenant,  en  m'aidanl  de  considérations  nouvelles 
puisées  dans  la  théorie  des  continus  frontières  d'un  domaine, 
montrer  que  E'  est  ligne  de  Jordan  fermée  simple. 

Je  dis  en  effet  que  tout  point  P  de  E'  est  point  simple  de  la  fron- 
tière  de  R„.  L'hypothèse  contraire  conduirait  à  dire  qu'on  peul 
trouver  une  ligne  simple  fermée  L  ou  courbe  de  Jordan  fermée,  issue 
de  P  e1  revenanl  en  P  f1),  dont  h»us  les  points,  sauf  P,  soient  des 
points  intérieurs  à  R0,  telle  aussi  qu'elle  délimite  une  région  inté- 
rieure (2),  dans  laquelle  se  trouve  au  /nains  un  point  Q  frontière  <!<■ 
Il,,  ( :!),  car  cela  revient  à  dire  qu'on  ne  peul  réduire  cette  courbe  de 
Jordan  L  au  seul  point  P  d'un  mouvemenl  continu  sans  rencontrer 
de  poinl  Q  de  E'  distinct  de  I*.  I  n  raisonnement  déjà  fail  antérieu- 
rement \yoir  p.  166,  note  (1)]  prouve  que  Q  ne  pourrail  alors  être 
limite  pour  les  antécédents  successifs  d'un  poinl  arbitraire  de  I! 
sans  qu'on  se  heurte  à  une  contradiction,  car  il  y  aurail  alors  des 
points  intérieurs  à  I!.  dans  l'intérieur  de  la  ligne  L,  points  qu'on 
ne  saurail  joindre  à  des  points  intérieurs  à  I  !  assez  éloignés  dans  le 
plan  (pour  lesquels  par  exemple  :  \  pour  être  extérieurs  à  L,  par 
aucune  ligne  simple  qui  ne  rencontre  L,  c'est-à-dire  qui  ne  sorte 
de  R.  (car  les  points  de  L  sonl  dans  lt„  .  on  ne  passe  en  I*.  c'est- 
à-dire  encore  en  un  poinl  non  intérieur  à  I!,.  e1  ceci  contredil  le 
fail   que  I!,  esi  d'un  seul  tenanl  e1  simplement  connexe. 

Tout  point  T  de  E'  étanl  accessible  pai  R  •  t  point  simple  de  la 
frontière  de  I  !„.  cette  frontière  ne  peut  être  qû*  une  courbe  de  .1  mil  an  \oir 
Th.  XXIV,  p.  366,  du  Mémoire  cité  plus  haut,  de  M.  Carathéodorj   . 

Hri.  Il  n'esl  poinl  nécessaire  de  recourir  à  re  théorème  pour  vérifie] 
que  E7  est   une  courbe  de  Jordan. 

En  «Il  «i .  on  a  vu  que  toul  poinl  de  E7  es1  accessible  par  l'intérieur 
de  R0.  Mais  tous  les  raisonnements  faits  pour   l!,,  valenl    pour   I! 
et  pour  l'approximation  de  E' à  l'aide  des  courbi     I      successives; 

')   Pétant  accessible  par  l'intérieur  de  R0.  il  n'y  a  rien  là  de  contradictoire. 

(2)  On  sait  ce  (|u'il  faut  entendre  par  {'intérieur-  d'une  courbe  de  Jordan 
fermée  simple. 

(3)  Tous  les  auteurs  ne  donnent  pas  cette  définition  pour  un  point  multiple  de 
la  frontière  {voir,  par  exemple,  Carathéodory,  Math.  An//.,  t.  LXXIII,  p.  36^ 
et  suiv..  §  kï.  V.'i,  i-6,  'iS  et  surtout  Th.  \  \  1  \  .  mais  dans  le  cas  où  le  point  fron- 
tière  considéré  est  accessible,  ces  définitions  reviennent  à  celle  <|tie  j'indique. 
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<ar,  dans  la  région  comprise  'Mitre  C  ,  e1   I.  région  "ù  sonl    traci 
toutes  les  T  ,.  on  a  |  •!>' (z)  |  <  N  <<  i,  ci  c'esl  là  ce  qu  iblir 

la  convergence  uniforme  des  T  ,  vers  E,  comme  on  a  établi  celle 
des  ('.  ,  vers  E'.  On  voil  donc  que  tout  point  de  E'  est  accessible 
aussi  par  l'intérieur  de  R.^.  I  ne  courbe  conl  inue  I  /  fei  mée,  donl  toul 
poinl  es1  ainsi  accessible  par  son  intérieur  lt,  e1 
rieur  (Rx),  n'est  autre  <|u  une  courbe  de  Jordan^  courbe  continu* 
fermée  dont  les  points  correspondent  biunivoquemeni  et  continûment 
aux  points  d'une  circonférence  [voir  Schœnflies,  Die  Lehre  von 
den  Punktmannigfaltigkeiten,  2e  Partie,  Chap.  V,  §  Il  el   \2  . 

H't.   La  ligne  fermée  simple  E',  frontière  commune  de  l!    el   I!   . 
renferme  des  points  racine-  des  équations 

z  =  -j„(z)  (//  =  t .  ■>..   .  .  ..  /•). 

où  I  ©'„   z)|>]  (points  de  E  ,  partoul  denses  sur  elles-mêmes.   Elle 

passe,  en  particulier,  par  le  poinl  z  =  i  =  0(1),  o'(i  j  =  -•  Tout  poinl 

de  E'  a  tous  ses  conséquents  et  tous  ses  antécédents  sur  E'.  C'est 
dire  que  E'  reste  invariante  par  la  substitul simplement  ration- 
nelle z,  v  :■  i  el  par  ses  inverses.  M  Fatou,  à  I  aide  i\>-  la  théorie 
des  équations  fonctionnelles,  annonce  dans  sa  Vote  des  Comptes 
rendus  «pi  elle  n'esl  pas  analytique  11  es1  facile  de  voir  qu  en  un 
point  de   E,  elle  n'a  pas  en  général  de  tangente  déterminée. 

8(>.  El  luni  d'abord  remarquons  qu'à  cause  ^\<-  la  relation 

i  /        i  i 


< 


8 


a  un  point  arbitraire  z,  de  E'  correspondenl  deux  antécédents  :. 
symétriques  par  rapport  au  poinl  »  situés  su  montre  que 

la  courbe  E   admet  le  point  pour  centre  de  synu  esl  elair 

•  pi  elle  ad n ici  pour  axe  de  symétrie  I  axe  réel  (  >  ' .  puisque  ( .  el  les 
(.  '  successives  sont  symétriques  par  rapport   à  ce1  axe,   D  ailleurs 
les  points  i\i-  E  sonl    deux  à   deux  symétriques  par  rapport 
axe  puisque  z      Vn(z    rs|   '""'  équation  à  coellicients  réels,  i 
points  de   E,   partout   denses  sur  la   courbe  <\<-  Jordi 
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suffisant  à  la  déterminer,  la  déterminent  symétrique  par  rapport 
à  Ox,  comme  l'ensemble  E  lui-même. 

En  définitive  E'  admet  pour  axes  de  symétrie  Ox,  et  La  parallèle 

à  l'axe  Oy  menée  par  le  point  (  —  -  j  •  Ox  coupe  E'  en  deux  points 

qui  sont  le  point  i  et  le  point  — 2,  le  segment  ( —  2. 1  )  est  intérieur 
à  R0,  les  deux  demi-droites  (1,  +  ce)  et  ( — 2, — ce)  sont  intérieures 
à  IL.  Cela  se  voit  immédiatement  dès  qu'on  remarque  que  le  seg- 
ment (  —  -,  1  \  de  l'axe  réel  est  intérieur  à  R0,  car  tous  ses  point-, 
sauf  le  point  z  =  1,  ont  o  pour  seul  point  limite  de  leurs  conséquent  -  ; 
Je   segment   ( — 2, — -I    symétrique  du   précédent  par   rapport    à 

z  = (qui  est  centre  de  E')  est  aussi  intérieur  à  R0.  La  demi-droite 

(1, -]- ce)  est,  on^Je   voit   de   suit»-,  intérieure    à    Rx,  ainsi    que    sa 

symétrique  (  —  2,        x     par  rapport  a  z= 

E'  n'a  sur  Ox  d'autre    p 1    que   les   points  z  =  i    et  z=  —  2. 

E  n'a  donc  sur  <  >  x  d  autre  poinl  que  z  =  i. 

S7.    Considérons    alors   un   poinl    -  de   E,   racine   imaginaire  de 

z  =  z*n{z),  non  située  sur  Ox.  Désignons  j>;ir  _',, ,  les  points 

de  E  qui,  avec  '-',  formenl  groupe  circulaire  d'ordre  n  [1). 

Ona 

f    {z)=o'(i 
Or 

Les  arguments  de  Z      -.J,  -}  ■-....,  w„_(-f    -son    les  angles  que  fonl 

avec  Ox  les  segments  allanl  du  poinl aux  points  Ç,  j,,  Ç2,  . . .,  -'„. 

Ces  arguments  ne  sonl  pas  nuls  si  -  es1  un  poinl  arbitraire  de  E, 
doue  imaginaire.  La  somme  de  ces  argument  ne  jouil  pas  <l  une 
propriété  particulière.  Elle  n'esl  pas  constamment  nulle  pour  les 
points  de  E.  En  général  tf^('£)  n'est  donc  /-as  réel  en  un  point  arbi- 
traire de  E.  11  pourrait,  à  ce  sujet,  \  avoir  doute  pour  1rs  groupes 
circulaires  o1 'ordre  pair,  pour  lesqu»  Is  comme  pour  le  groupe  d'ordri 

(l  )  Si  Ç  est  imaginaire,  le-  Ç,  le  sont  aussi  en  gênerai. 
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(  -,  —  3  —  i  \J  i  •")     y  —  3  -H  l  v''  l  •")    |      ■ , 

U~ >  >-,  = l  j  il  pourrait  arriver  peut-être  que 

les  £,  Ç >'-'„- ,   fussent  deux  à   deux  symétriques   par  rapport  à 

l'axe  réel  [l'équation  z  =  cpn(z  étanl  à  coefficients  réelsl,  auquel 
cas  $'„{'()  sérail  réel.  Mais  pareil  l'ail  ne  se  produira  certainement 
pas  pour  les  groupes  d'ordre  impair,  les  racines  d'un  te]  groupe  ae 
pouvant  se  grouper  deux  à  deux  par  symétrie.  On  es1  donc  en  droit 
de  penser  (pic.  sauf  des  points  exceptionnels,  un  poinl  arbitraire  '.' 
de  E,  appartenant  à  l'indice  n,  rend  ©'„(£]  imaginaire.  Il  esl  même 
probable,  dans  le  cas  général,  que  I  argument  de  z»\  i  sera  incom- 
mensurable à  27:.  Considérons  alors  un  tel  poinl  -  de  E,  -  s  - 
où  arg©^(Ç)=^=o  ou  -.  Les   points   critiques   de   l'inverse  <\r   z 

étanl    ceux  de  l'inverse   de   o   :     i  c'est-à-dire        ^  e1  x  )   el    leurs 

conséquents  jusqu  à  I  ordre  n,  qui  u Ont  puni-  point  limite  n  deve- 
nu ni  x  )  que  o  ei  x.  on  pourra  entourer  £  d'un  cercle  dans  lequel  la 
fonction    inverse    de    z,n>  [z]   aura    une    branche   holomorphe 

devenanl    égale    à    '1  pour  z  =  '(.    On    aura    |/(  £)  =  -  — — .    Donc 

- 

1^'II('C)\<^\  et  arg(J//2(Ç)  ^  o  ou  z,  et  même  arg<|/;j  '.'  incommen- 
surable à  ■>-,  en  général.  <  >n  peul  alors  entourer  -  d'un  cercle  C 
de  rayon  o  dans  lequel  la  relation  |  z     ■  'Ç\  <  p  en  traîne 

|^(,)-r|.-:ii|,-:|       (o     n<i). 

C/esl  dire  que  les  points  '|„(  :  .  '}_,„(;;;,  ....  ij/^J  ;  .  ...  qui  SOnl  i\r~ 
antécédents  d'ordre  />.  2n,  !//.  ...  du  poinl  z  tendenl  vers  -  dès 
que  \z  —  *(|<p. 

Mais  il  est  clair  que,  dès  que    :■     -Ç    es1   assez  petit,  on  aura 

a  ru  |    iJ»Bl  : }  -  Ç  |  —  arg(-:  —  >;)  -  sensiblement  ai 

argfd'pH(-)      -|       arg(s  —  Ç)  =  sensiblement  arg  [       .'  i=/*arg 

Ceci  veut  dire  que  les  points  •!/„.  z  .  '1/ ...  :  .  ...  se  rapprochent  de  - 
ei  les  rayons  qui  joignenl  -  à  deux  points  consécutifs  de  cette  suite 
l'ont  entre  eux  un  angle  qui  tend  vers  arg<]>  -  .  quand,  leur  indice 
devenanl  x,  les  points  considérés  tendenl  vers  .. 

Si  doue  ar«rv|/i  -        o  ou  tc,  arg|  }  Ç]  ne  tendra  pas 

une  limite  déterminée  quand,  />  augmentant   indéfiniment, 
tend    vers    '-'.   el     même,    si    argtj  incommensurable 

arg|'J/.n(z        -|  sera   voisin  de  toute  valeur  chois  n  i 

Jmti  n.  de   Math.      '  léi  ie      tome  in         f  ■•-■■  1 i. 
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pourvu  que  \>  soi!  choisi  assez  grand.  Remarquant  maintenanl 
que,  si  -  es1  choisi  sur  F/,  tous  les  'l>pn(z)  seronl  sur  F/,  cela  voudra 
dire  que  E'  n'a  pas  ru  '.'  de  tangente  déterminée,  e1  même  si 

ai  g  d     -         incommensurable  ù   !  -. 

cela  voudra  dire  que  E'  a,  au  voisinage  de  .'.  des  points  voisins  de 
toute  droite  issue  de  t.  "-  es1  alors  analogue  à  ces  points  doubles  de 
substitutions  loxodromiques  E'  situés  sur  la  Frontière  du  domaine 
d'existence  d'une  fonction  kleinéenne  [voir  Poin<  vré,  Mémoire  sur 
les  groupes  kleinéens  Acta,  t.  ML  [88  >,  p.  -_  i,  e1  aussi  S<  hœnfi  h  s, 
Die  Lehre  ...,  Gbap.  Y.  §  14,  déjà  cité  plus  baul  .  La  courbe  E' 
entoure  un  de  ces  points  '-'  à  la  manière  d'une  double  spirale  loga- 
rithmique ayanl  un  seul  pôle  '  .  Je  u'insiste  |>u~-  là-dessus,  les 
travaux  récents  sur  la  nature  des  lignes  de  Jordan  ayanl  —  1 1 1 1  ï  — 
sammenl  éclairci  l'allure  de  ces  courbes  au  voisinage  d'un  di  leurs 
points. 

88.  Mais,  puisque  j'ai  parlé  d'un  rapprochemenl  entre  les  points  Ç 
de  E  situés  sur  1/  ci  les  points  doubles  des  substitutions  il  un  groupe 
kleinéen  admettanl  une  courbe  fondamentale  du  genre  de  celles 
signalées  par  Poincaré,  je  vais  indiquer  une  génération  de  I.'. 
d'un  caractère  théorique,  toul  à  Fail  parallèle  à  la  génération  de  la 
courbe  Fondamentale  du  groupe  kleinéen  à  partir  du  domaine  Fon- 
damental de  ce  groupe.  Dans  ce  dernier  cas,  on  sail  que  Poincaré 
pari  d'un  domaine  Fondamental  l>  simplemenl  connexe  limité  |>;n 

des  cercles  C,.  C, C,   tels  que  C,   touche  C2,  <..  touche  C. . 

C„  ,  louche  C.  .  C„  louche  C,,  tous  les  contacts  étanl  extérieurs. 
En  ajoutanl  ù  I  )  les  domaines  déduits  de  I  >  par  symétries  relatives 
à  ses  côtés,  puis  ajoutanl  au  domaine  obtenu  ses  symétriques  par 
rapport  à  ses  côtés,  ...  indéfiniment,  le  lieu  des  sommets  des 
domaines  successifs,  l'ensemble  dérivé  de  I  ensemble  de  ces  sommets, 
esl   lu  courbe  signalée  pur  Poincaré. 

i  l)  Cela  n'a  rien  de  contradictoire    I  ntre  deu*  spirales  logarithmiques  non 


sécantes   iv;mt  même  pôle  ~.  on  peul  observer  une  aire  simplemenl  connexe  puni 

laquelle'  ''  e9t  point  frontière  (voir  la  figure). 
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8i).  Je  rappelle  que  j  ai  signalé  au  débul  de  ce  Mémoire  un  rap- 
prochement entre  la  génération  des  antécédents  successifs  d'un 
poinl  z,  dans  l'itération  dez,  =9(2)  el  la  génération  des homolo 
d'un  point  -,  dans  un  groupe  automorphe,  comme  antécédents  suc- 
cessifs (1)  du  poinl  z,,  un  antécédenl  z  de  :.,  étanl  défini  |>;n-  la 
rela  !  ion 

./'(-■    5l)  =  [=t-S,(3)]      ..|C,  -S.     3)]  = 

les  S,(z)  étant  les  substitutions  fondamentales  du  •_  'oupe    voir  p.  io5 
et  s  u  i  \ .  : .   Le  domaine  fondamental    l>  du   groupe  klcim    i    i 
que,  que]   que  soil    le   point    z  intérieur  au   domaine   d'existi 
il  ,-iit   un  homologue  seulemenl    intérieure  D  (deux  dans  le  cas  où 
l'homologue  est  sur  une  fronl  ière  de  I  )). 

ÎMJ.  Je  vais  déterminer,  parallèlement,  un  domaine  fondamenl 

pour  l'itération  de  zt  =  -      :  >  c'est-à-dire  un  domaine  <B,  intérieur 

1  2 

à  R0J  tel  que  si  l'on  choisit  un  poinl  quelconque  :  intérieur  à   il 
il  \  ait,  dans  l'ensemble  de  ses  antécédents,  un  antécédent  au  plus 
de  chaque  ordre  (a    qui  soil  intérieur  à  cD  (exception  Faite  pour  les 
points  situés  sur  le  contour  de  0  .  te]  aussi  qu'à  partir  d'un  certain 

indice  /.  il  y  ;nt,  <i;uis   o.  un  conséquent  de  chaque  ordre  :  

Pour  faire  une  exposition  plus  simple,  nous  ramenons  d'abord,  en 
posant 

:.=-•-  +  / 

la  substitution  -,      si  z)  •"  à  s'écrire 

z        1/ 

pour  laquelle  les  points  limites  à  convergence  régulière  ^mi  ae  <•! 


(')  S|  étant  dit   conséquent  de  ;.  il  est  évident  qu'ici  l'enseml 
fjuents  successifs  d'un  poinl  esl  identique  à  celui  de  ses  antécédents  bu 

('-')  J  ai  dû  faire  ainsi  parce  qu'en  réalité    dans  ! îi  les  liomologues  d'ui 

poinl  3)  (huis  un  groupe  automorphe  sont  définis  comme  antécédents  ou  consè 

quenta  successifs  de  z(  par  la  relation  i\  5,  -  0    il  j  a  une  inj  1 

dents  qui  tombent  dans  î>.  mais  ils  sont  tous  confondus  en  un  m 

el  il  n'\  en  a  qu'un  de  chaque  ordre.  ('■>-  sont  loutes  ces  proprit  l      de  I  »  qu 

attribuées  .1  CE). 
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Tout  point  Z,  du  plan  a  deux  antécédents  symétriques  par  rap- 
port à  la  nouvelle  origine  Z  =  o.  Donc,  il  a  un  antécédent  ri  un 
seul  dans  le  demi-plan  supérieur  3(z)  ]>o  que  j'appelle   D   ,. 

3 
Remarquons   maintenant    que  Z,  =  s  est  poinl   critique  | r  la 

'  7-  -i—  #> 

fonction  Z  =  *F(Z,    inverse  de  Z,         — ~ — -•  Si  donc  Z,  décrit  l'axe 

réel  de     (-  oo  à  •   -oc,  à   la   demi-droite  [ -f-  oo,  ^  )  correspond  pour  Z 

la  demi-droite  x>,o  ,  Z  étanl  l'antécédent  de  Z,  qui  est  situé  dans 
le  demi-plan  supérieur  quand  Z,  es1   quelconque  dans  le  plan:  Z, 

décrivant  (  >  ce),  Z  décrira  />/  partie  positive  Oy  de  V axe  imagi- 
naire' /.,  décrivant  le  demi-plan  3  Z,  >  <>.  celui  de  ses  antécédents 
qui  es1  dans  le  demi-plan  supérieur  décrira  le  premier  quadrant 
X(  >V[  r  (Z        o,  5|  /.    >  o]  que  j'appelle    D  2. 

foui  poinl  «lu  plan  a  donc  un  antécédenl  <l  ordre  i  dans  le 
demi-plan  supérieur  I)  ,  e1  un  deuxième  antécédent  symétrique 
du  précèdent  par  rapporl  à  o;  parmi  les  antécédents  il  ordre  ■ 
ceux  qui  aaissent  du  premier  antécédenl  «I  ordre  i  sont  l'un  dans  le 
premier,  l'autre  dans  le  troisième  quadrant;  ceux  qui  naissenl  «lu 
deuxième  antécédenl  «I  ordre  i  aonl  respectivement  dans  le  deuxième 

cl    le   quatrième   quadranl      car   à    deux    points    symétriques   par 

rapporl    à    l'axe    réel   correspondent    des  antécédents   symétriques 

par  rapporl  à  cel  axe  I  Z  —étanl  à  coefficients  réels  ),  donc 

à  un  poinl  quelconque  «lu  demi-plan  inférieur  correspond  un  anté- 
cédenl dans  le  quatrièmi   quadranl  «■!  un  antécédenl  opposé  dans 

le  deuxième    . 

loul  poinl  du  plan  a  donc  un  antécédenl  «I  ordre  2  e1  un  seul 
dans  le  premier  quadranl   I  > 

On  continue  l'application  du  procédé.  Toul  point  Z  du  demi- 
plan  supérieur  avait  un  antécédenl  Z  ,  e1  un  seul  dans  le  premier 
quadrant;  toul  poinl  Z  ,  de  ce  premier  quadranl  aura  donc  un  anté- 
cédent et  un  seul  Z  2  dans  une  partie  du  premier  quadrant  «pii  sera 
décrite  par  I  antécédent  Z_,  d'ordre  i  de  Z  quand  Z  décrira  le 
premier  quadrant. 

Pour  cela,  on  l'ail  décrire  à  Z:  i°  le  demi-axe  réel  !    (-  oc,  ^  j  auquel 
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cas  Z  ,  décrit  (-f-  oc,  o)  ;  2°  les  egment  N»  o)  auquel  cas  Z  ,  décril 
un  segment  00_l3  de  I  axe  imaginaire  O^i  (.0  ,,  antécédent  de  O  a 
pour  affixe  -*—  j  ;  3°   le   demi-axe    imaginaire  OY   auquel    cas  - 

décril    une    demi-branche    d'hyperbole    II    issue    du    point    (  '— ) 

or1  hogonale  à  OY  et  située  dans  le  premier  quadranl . 

L'équation  de  cette  hyperbole  esi  aisée  à  obtenir  :  à  Z       \       >  \ 

correspond  Z,  =  X,  +  tY,,  tel  que 

.         Ï<V      ï»)  +  3 

X|=  8~      -' 

Y,  =  XY. 

L'hyperbole  H  en  question  s'obtienl  par  X,  =  o;ellea  donc  pour 

<'([iial  ion 

X'_Yâ-fJ  O. 

I 

Elle  est  équilatère. 

Lorsque  Z  décril  le  premier  quadrant,  celui  de  ses  antécédents 
(jiii  est  au-dessus  de  OX  décril  Taire  limitée  par  OX,  <  M  >  ,  e1  la 
branche  II,  aire  contenant  la  bissectrice  de  XOY.  .I  appelle  D 
cette  aire.  Tout  point  du  plan  a  donc  un  antécédent  d  ordre  1  et 
un  seul  dans  1)  .,,  comme  il  avail  un  antéeédenl  d'ordre  2  el  an  seul 
dans  D_2.  Reprenant  tout  cela,  on  voit  qu'un  point  quelconque 
du  plan  a  un  antéeédenl  d'ordre  i  e1  un  seul  dans  |)  ,.  un  anté- 
cédent d'ordre  2  et  un  seul  dans  I)  .,,  un  antéeédenl  d'ordre  i  et 
un  seul  dans  I)  ,.  Mais  on  a  vu  aussi  qu'un  point  arbitraire  du 
plan  a  deux  antécédents  d'ordre  deux  dans  IL,:  il  aurait  donc 
deux  antécédents  d'ordre  trois  dans  I)  ._,.  e1  quatre  antécédents 
d  ordre  trois  dans  I)  ,,  etc.  Donc,  si  nous  voulons  rechercher  un 
domaine  û0  fondamental  tel  qu'il  n'y  ait  qu'un  antécédent  ou  plus 
de  chaque  ordre  dans    o   pour   loul    point    intérieur  à    l>„.  nous   ne 

pouvons  prendre  pour    o  m    |)    M   ni    l>    . mais  il  faut   pous 

le  procédé  indéfiniment. 

Tou1  point  Z  intérieur  à  D  ,  a  un  antéeédenl  et  un  seul  dans  une 
aire  I)  ,  intérieure  à  I)  n  limitée  par  :  i°  l'axe  <  >\  :  •"  le  segmenl 
00  ,.  de  OY;  3°  l'are  0  ,0  ,  de  la  branche  d'hyperbole  II.  qui 
limite  D  .  (0  ..  élani  l'antécédenl  de  0  ,  sur  cette  branche   :  i°  une 
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branche  infinie  II    ,  d'une  courbe  algébrique  antécédente  d'ordre  i 
<lc   II.  issue  de  0  ,  orthogonalemenl  à   II.  tracée  dans  l'intérieur 

de  D  3,  ayanl  une  direction  asymptotîque  qui  fail  l'angle  ^  avec  OX, 
la  direction  ;i>\  mptotiquede  11  faisant    -    -  avec  (  >X.  I  >e  même  toul 

■4 

poinl    intérieur  à    I)    ,    aura    un    antécédenl    e1    un    seul    dans   une 
aire  D_5  antécédente  de  D   ,  intérieure  à  D   ,,  limitée  par  OX,  00 
l'arc  de  H  qui  va  <!<■  <  >   ,  à  <  >     .  l'arc  de   II    ,   qui  va  de  0   ,  à  0 
antécédenl  de  <>  _..  enfin  une  branche  infinie  II   ,  de  courbe  algé- 
brique antécédenl  e  de  II   ,  qui  pari  «  I  <■  <  >      orthogonalement  à  II 

e1  es1  tracée  dans  I)     .  sa  direction  asvmptotique  es1  -=• 

\)\ .   Poursuivons  ce  processus  indéfiniment,  les  aires  D   , .  I  » 
sonl  contenues  chacune  dans  la  précédente;  si  /.  décril   h    ,  il  a  un 
antécédenl  d'ordre  i  e1   un  seul  dans  l>        :  I'         esl  antécédente 
de  I  )  ,.  .!•'  di^  que  I  aire  I  >     ne  tend  | > i »  —  vers  zéro  quand  i  augmente 

indéfiniment.    Envisageons   en   effel    l«-   voisina  g<    d<    /  qui  esl 

I >4  > 1 1 1 1    limite  à   convergence   régulière,  par  exemple,  la  partù      \ 
située  au-dessus  de  ().\  de  V aire  limitée  par  un  cerch  assez  petit 

centre  X         >  e  esl  une  aire  située  dans  l>   ,.   h     .    le  dis  <  1 1 1  «  -  si  elli 

esl  dans  Û  (-,  elle  est  aussi  dans  D        .En  effel ,  si  Z  décril  l'aire    E 
son  antécédent  d'ordre  i  situé  au-dessus  de  OX  décril   une  aire 
qui  contient  à  son  intérieur  -  I  aire   _  ,  ,  les  frontières  de  ces  deux  aires 
n  ayanl  en  commun  qu'un  segmenl  de  l'axe  réel.  0  est  contenue 

dans  I)   ,  ,.  <';ir  l>         esl  décrite  par  I  antécédenl   de  /.  situé  dans 


(')  On  pourra  prendre  le  cercle    Z i      ~>  car  la  distance  de  -.m   poinl 

r  '  M.  ' 

••■/'  '  i  .        -         i  ' 

critique  voisin  qui  esl  Z,        -  etanl     >  nous  prendrons  un  cercle  2 1  de  rayon  <  s 

laissant  le  point  critique  extérieur  pour  ne  pas  avoir  de  difficulté  relativemenl  .i 
l'antécédent  choisi. 

Ceci  résulte  de  la   remarque  évidente  qui' si     Z. —  •    pai    exemple, 


on  a 


/.  '  /.—  - 


par  un  procède  maintes  fois  employé  dan-  ce  Mémoire, 
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le  demi-plan  supérieur  quand  Z  décril   I)  ,.  1) I)         contenant 

■xz)  contienl  Tain'  (3,)  intérieure  à  z. 

Donc  tous  les   I)  ,  contiennenl  (':,  .  On  peul    donc   parler  sans 
équivoque  de  V aire  A  limite  de  I)  ,  pour  i    =  qc.  Elle  contienl  l'a 
(r,j.  Elle  es1  limitée  par  une  infinité  de  lignes  algébriques  :  •"  l'axe 
réelOX;2°léségmen1  00  ,deOY;  3°l'arcO   ,0  2de  la  branche  II: 
£o  l'arc  0  , 0_3  de  la  branche  H   ,  antécédente  de  H  ;  5°  l'arc  0     0 
de  la  branche  II   2  antécédente  de  II   ,,...;    i-\  i   "  l'arc  0     M)0 
de  la  branche  H   ,— ..  antécédente  de  H    ,_..   

A  est  un  polygone  curviligne  d'une  infinité  de  côtés  donl  tous 
les  angles  sonl  droits;  si  on  le  parcourt,  à  partir  du  poinl        /-.  en 

venant  vers  0  sur  l'axe  réel,  puis  décrivanl  <  ><  >  ( on  a  l'aire  i 

à  sa  droite,  e1   chaque  côté  du  polygone  est    antécédent  d'ordre   i 

du  précédent.  Il  faudrait   encore  remarquer  que   le   poinl    \  esl  à 
considérer  comme  un  sommel  du  polygone  (sommel  critique    donl 

Ta u l  ('('(''(Ici) L  est  0;  <  M  )  ,  esl  antécédenl  du  segment  |  o,  s  )  de  OX, 

et  OX  <vsi  antécédenl  de  la  demi-droite  |  -       »)  d<-  OX. 

î)'2.  t  n  point  intérieur  à  A  esl  intérieur  à  tous  les  l>  ;doncl'anté- 
cédenl  d'ordre  i  de  ce  poinl  situé  au-dessus  de  OX  esl  aussi  inté- 
rieur à  tous  les  I)  (- d'après  la  définition  de  ces  h  ;  donc  ce1  anté- 
cédenl esl  intérieur  à  A.  Tou1  poinl  intérieure  A  a  un  antécédent 
d'ordre  i  el  un  seul  intérieur  à  A.  Tout  poinl  intérieure  A  a  son 
conséquent  intérieur  à  A,  car  ce  conséquenl  est  intérieur  à  tous 
les  I)  ,. 

Tous  les  conséquents  <l  un  point  intérieur  à  A  sont  intérieurs  à  A. 
Examinons  les  antécédents  successifs  d'un  point  intérieui  à  A. 
Il  \  en  a  un  d'ordre  i  e1  un  seul  intérieur  à  A.  D'ailleurs  tout  point 
extérieur  à  A  /m/  aucun  antécédent  d'ordre  \  dans  A.  ni  sur  son 
contour,  car  le  conséquenl  d  un  poinl  intérieur  à  A  ou  sur  son 
contour)  étanl  intérieur  à  A  ou  sur  son  contour,  il  faudrait 
admettre,  contrairement  à  I  hypothèse,  <  |  m  «  -  le  poinl  donne  r^i 
intérieur  à  A.  hune  un  point  extérieur  à  A  n'a  mutin  antécédent 
dans  A.  Mais  un  poinl  intérieur  à  A  ayant  un  antécédent  d  ordre  i 
et  un  seul  intérieur  à  A  aura,  de  ce  Fait,  un  antécédent  de  chaqu* 
ordre  et  un  .seul  in  I  (''rieur  a  A. 

A  possède  doue  déjà  cette  propriété  que  tout  point  du  plan  aura 
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un  antécédenl  e1  un  seul  de  chaque  ordre  dons  A.  s'il  est  intérieur 
à  A.  cl  n'en  aura  aucun  s'il  est  extérieur  à  A. 

95.  .Je  dis  que  A  est  tout  fut  ici  à  distance  finie,  toul  poinl  intérieur 
à  A  a  par  exemple  un  module  Z  <  |.  de  même  t < m t  poinl  du  con- 
tour de  A,  sauf  peut-être  des  points  de  l'axe  OX,  es1  à  distance  finie. 
En  efïel  toul  poinl  du  contour  de  A,  non  situé  sur  OX,  a  un  consé- 

quenl  sur  (  M  )  ,,  e1  un  sur  le  segmenl  [  O,       de  l'axe  <  >\.  tous  les 

points  de  ce  dernier  segmenl  sont  d'ailleurs  intérieurs  à  R0J  comme 
on  le  voit  immédiatement.  Donc  tous  les  points  du  cMiih.ni'  de  A. 

■ 

sauf  la  demi-droite  |   '•    j-oo]  de  OX     '   .  sonl  intérieurs  à  R„.  On 

pourrail  en  conclure,  puisque  A  étanl  un  domaine  simplemenl 
connexe  limité  par  nu  seul  contour,  que  A  toul  entier  es1  intérieur 
à  R0.  Il  y  a  cependanl  une  difficulté  qui  se  lève  facilement. 

Pour  cela,  je  remarque  que,  !<>ui  poinl  Z  intérieur  à  A  ayanl  tous 
ses  conséquenl s  /.,,  dan-  A.  si  9n  désigne  l'argumeni  du  conséquent  Z„ 
on  devra  avoir  tang6w>  <>.  quel  < | u «•  -oii  n. 

(  >r  -i  /■  e1  0  sonl  les  coordonnées  de  Z, 

/       ,    . 

si  ?■,  cl   0,  sonl   les  coordonnées  de  Z  . 

/.  =  ,   , 
Ona 

/4r»_3\i  ,;,: 

Cl 

S/-  la  ne 


tango, 


Si  !  r  !  :1  \ ,  <  M  )  a 


d'où 


cl 


,/  !       3>0,  /-,  -,  et  j/|_3>  ,,; 


i  rs  +  3 
lang0,>  langd     à  cniulition  que     tang5!;^  7 — 

.1  /'  —  0 

i  /'  4-  3 


tang  9,    .;  0     -i     tang1  S  >• 


4r*-3 


(')  Qui  d'ailleurs,  on  le  reconnaîtra  immédiatement  plus  tard,  n'est  pa-  froi  ■ 
tière  de  A.  n'étant  pas  limite  de  point*  intérieurs  à  A. 
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Dans   ce   dernier   cas,    si   tang20>  — - — £»tangO,<o;  don< 

n'est  pas  dans  cO;  donc  z  n'y  est  pas  non  plus. 

c  •  .         <>  r,   ^  4  '-i  h-  3 

bi  tang-'J  <_  — — 7>  on  aura 

tango,    »  tang  9     el     r,>  r; 

donc  Q<  grandil  ainsi  que  r.  On  continuera,  tanl  que 

«■».<f4±£. 

i  »  /      »> 
à  avoir 

laiig6»/.!l>  tango,     i  9, .  ,  >  5,  |         el 

Mais,   r,  grandissant  indéfiniment   avec   l'indice  i,    '  décroîl 


n—  3 


constamment   vers   i,    tandis    que   tangO,    croît    constamment,    il 

arrivera  que,  pour  un  certain  indice  p,  on    aura  tangO/(  >  y 

et  le  conséquent  LpK  étant  alors  hors  de  A.  Z  ne  pèul  être  dan-  A. 
Je  dis  qu'il  arrivera  fatalement  qu'un  certain  /.,  soil   tel  que 

,  4  /  '  -t-  o 

ta"gôP>7-| ôi 

I  '  ,,         ■■» 

car  T  hypothèse  contraire  obligerail    tangO,,  croissant    à   avoir   une 
Limite  positive      i  pour  p  =  ce,  mais  la  relation 

tang0 8 ^_,  tango,.,, 

où  Tp  tend  vers  x  si  />  augmente  indéfiniment .  prouve  qu'il  es1  impos- 
sible que  tang  0/;  ,  et  tang8yj  tendenl  vers  une  même  limite  / 
on  devrail  avoir  pour  l  la  relation 

/ 


qui  n  esl  satisfaite  que  pour  le  nombre  réel  /      b  e1  les  imaginaires 
l  =  ±  i.  Il  esl  donc  prouvé  que  toul    point    du   cer<  i  esl 

extérieur  à  A,  car  un  au  moins  <lc  se-  conséquents  esl  extérieur  à  A 
celui   pour   lequel   tango.,      o).   Donc  A  tout  entier  est  intéri 
/ 1     \.  Tout  point  intérieur  à  A  a  tous  ses  conséquei  rieurs 

a  A,  e1   non  sur  son  contour,  ces  conséquent      -"lit   <|o 
tance  finie,  \)^\u-  toul  poini    intérieur  à  A  esl  intérieur  à  R .,,  ainsi 

fourn.de   Math.  (-t    série),  Lomé  IV.        Kua<     II, 
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que  tout  point  du  contour  de  A,  sauf  la  demi-droite  (  +->  -}-«)  de 
l'axe  réel  OX.  Nous  conviendrons  que  cette  demi-droite  n'appartient 


Plan  des  ? 

z  x./  y 


I ... 

/»//.s  <m  contour  de  A.  aussi  bien  il  n  \   .1  |>;i-  de  poinl   de  -\  hors  de 
I  axe  réel  au  voisinage  <lc  toul   poinl   de  k  |.   Donc  A  aura 

pour  frontière  !<•  segmenl  t>,  de  OX,  | >u  1  -  ()()_,,()  (.)  ,  etc., 
ions  ces  côtés  étanl  intérieurs  .1  l!  e1  délimitanl  une  région 
simplement  connexe  contenanl  l'aire  (2,)  L 
dessus  de  OX,  donl  il  a  été  fail  mention  plus  hau1 


située  au- 


94.  Soit  A',  le  domaine  symétrique  de  A  par  rapporl  à  l'axe  réel. 
Envisageons  le  domaine       formé  par  la  réunion  de  A  e1  A',  après 

suppression  de  leur  segmenl  1  ommun  de  IV" ni  ière     0,   ■  )  situé  sur 

l'axe  réel.    0  est  un  domaine  d'un  seul  tenant  simplemenl  connexe. 

intérieur  à   R0,  u'ayanl   en  commun  avec   la   frontière   de    R„  que 

3 
le  poinl   Z  =  -«A   ayanl   exactement   les  mêmes  propriétés  que  \. 

à  cause  de  ce  fait  que  deux  points  symétriques   par  rapport    à  OX 
ont  leurs  antécédents  e1  leurs  conséquents  symétriques  par  rapporl 


à   OX,    la    relation    Z, 


./.'      ! 


établil    donc   nue    transformation 
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biunwoque  de  l'intérieur  de  A'  en  lui-même,  comme  de  l'intérieur 
de  A  en  lui-même. 

L'ensemble  A  -f-  A'  =  a    contienl    le    cercle    _ ,   /.    --    <  —  oui 

entoure  le  point  limite  Z    -  -à  convergence  régulière.  Il  en  résulte 

que  toul  point  intérieur  à  l>„.  ayant,  à  partir  d  un  certain  rang, 
ions  ses  conséquents  intérieurs  à  :,.  aura,  à  partir  il  un  certain 
rang,  tous  ses  conséquents  intérieurs  à 

i)o.  io  a  bien  les  propriétés  requises  : 

i°  Tout  point  intérieur  à  I!,,  ne  peut  avoir  qu  un  antécédent 
au  plus  de  chaque  ordre  intérieur  à  o.  Kl  cela  arrivera  en  effel  e1 
n'arrivera  que  si  le  point  considéré  es1  intérieur  à  .  >  il  esl  inté- 
rieur à  A,  il  y  ;i  un  antécédenl  de  chaque  ordre  intérieur  à  A:  -  il  es1 
intérieur  à  A',  il  y  a  un  antécédenl  de  chaque  ordre  intérieur  à  A'. 

2°  Tout  point  intérieur  à  |{„  a,  à  partir  d'un  certain  rang,  tous 
ses  conséquents  successifs  dans  tf  (il  n'y  a  bien  sûr  qu'un  conséquent 
de  chaque  ordre). 

A  tout  point  intérieur  à  i0  correspond  un  antécédenl  intérieur 
à   o,    mais  pour  dire  que  l'intérieur   de    ù  es1    transformé  biunivo- 

quemenl  en  lui-même,  il  faut,  à  cause  du  point  critique  /.  s« 
supposer  qu'on  a  coupé  ûô  suivant  le  segment  I  O,  -  -jdeOX  qui 
contient  Z  =  ^  h  et  imaginer  que  la  coupure  ainsi  tracée  appar- 
tient à  la  frontière  de  >>.  Celte  coupure  a  pour  antécédente  le 
segmenl  ( — ,      -¥—  )  de  <  >^  .  suivi  du  segmenl  |  0,     |  de  »  ►  \ 

!M>.  A  cause  de  la  propriété  2°  de  D,  on  voil  que  R0  s'obtient  en 
ajoutant  aux  aires  A  et  A'  toutes  leurs  antécédentes  d  ordre  i  .  puis 
toutes  leurs  antécédentes  d'ordre  2 indéfiniment  el  en  suppri- 
mant toutes  les  pari  i es  communes  ;fn\  Iront  ières  de  deux  aires  ainsi 
déterminées.  Cela  nous  donne  une  génération  de  I!    .1  partir  de  A 

qui   rappelle  la   générati In   domaine  d'existence    <\  w<      roupe 

kleinéen  rappelée  plus  haut 

En  effel ,  les  antécédentes  de  A  sonl  A  e1  sa  symétrique  par  rap- 
port à  (  >,  celles  de  A'  sont  A'  et   sa  symétrique  par  rapport    >  0 
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Ces  quatre  aires  réunies  après  suppression  des  frontières  communes 

segmenl    l  — ~,+~)^e  OX,   segment —  >   + -^—  de   OY 

orment  un  polygome  curviligne  CD_,  symétrique  par  rapport 
à  OX  el  ()Y  limité  par  des  arcs  des  courbes  algébriques  H,  H_ ,,  ... 
qui  limitaient  A,  polygone  dont  tous  les  angles  sont  droits.  (©_,  est 
le  polygone  décrit  par  les  deux  antécédents  de  Z,  quand  Z  décrit  ®. 
(ô_,  est  formé  de  o  et  de  son  symétrique  par  rapport  à  OY.  Or 
à  deux  points  symétriques  par  rapport  à  OY  correspondent  des 
antécédents  deux  à  deux  symétriques  par  rapport  à  l'hyperbole  H 
équilatère  qui  es1  antécédente  de  l'axe  OY  (c'est  la  définition  même 
de  la  symétrie  par  rapport  à  une  courbe  analytique,  au  sens  de 
Schwarz  .  Donc  lorsque  Z  décrira  ><_,.  ses  deux  antécédents  décri- 
ront le  polygone  <D_M  auquel  il  faudra  adjoindre  son  image  par 
rapport  à  l'hyperbole  II.  Cette  image  se  compose  de  deux  poly- 
gones curvilignes  séparés,  le  premier  touchant  8  le  long  du  côté 
0_, 0_a  et  de  son  symétrique  par  rapport  l\  <»>  (*),  le  deuxième 
symétrique  du  premier  par  rapporl  à  0.  L'ensemble  de  D_,  e1  de 
son  image  par  rapport  à  H  fait  un  polygone  curviligne  CD  ,  à 
angles  droits  du  même  genre  que 

Le  même  raisonnement,  «pu.  de  •  formé  par  I  ensemble  de 
de  son  symétrique  par  rapport  à  OY,  déduil  0  ,  formé  de  1  ensemble 
de  cD  et  de  son  image  par  rapport  à  l'hyperbole  II.  côté  de  CD  ,  anté- 
cédent de  OY,  prouve  que,  /.  décrivant  q  .  ses  deux  antécédents 
décriront  un  domaine  0  formé  de  B  e1  de  son  image  par  rapporl 
;'i  la  courbe  algébrique  U     ,  ant  écédente  de  I  li>  perbole  H. 

L'image  de  par  rapporl    à    II      es1   formée  de  quatre  poly- 

gones séparés  symétriques  l'un  «le  l'autre  par  rapporl  aux  deux 
axes  coordonnés  e1    touchanl   respectivement  suivant  quatre 

arcs  qui  se  déduisent  de  l'arc  0  0  de  H  ,  qui  est  côté  de  A 
(arc  prolongé  par  son  image  relative  à  H)  par  symétrie  relative 
aux  axes  coordonnés  et  à  l'origine.  Le  processus  se  poursuit  indé- 
finiment, ©_(/+,)  se  déduit  de  CD  ,  en  lui  ajoutant  l'image  de  fB_j 
par  rapport  à  la  courbe  algébrique  H_(i_n  antécédente  d'ordre  i 
de  OY;  Z  décrivant  .    -es    deux   antécédents  décrivent  CD       , 

R„  sera  évidemment    la   limite  de  CD_,-  pour  i  =  x.   il  saute  aux 


(')   Première  branche  de  l'hyperbole  H. 
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yeux  que  le  procédé  employé  pour  engendrer  R0  à  partir  de  (S)  es1 
celui  qui  sert  à  engendrer  le  domaine  d'existence   d'une  (onction 
kleinéenne  à  courbe  fondamentale,    à  partir  du  domain.-  fonda- 
mental I)   du  groupe,  en  adjoignant  à  ce  domaine  D  ses  ima 
successives  par  rapport  à  ses  côtés. 

Rien  d'étonnant  alors  à  ce  que  la  frontière  de  R„.  comme  la 
courbe  limite  signalée  par  Poincaré,  soit  une  courbe  de  Jordan  E' 
simple  fermée,  sur  laquelle  les  points  où  elle  n'a  pas  de  tangente 
peuvent  former  un  ensemble  partout  dense.  Ces  point  >  de  E, 
partout  denses  sur  E',  qui  sont  des  points  coïncidant  avec  un  de  leurs 
antécédents  (x),  jouent  ici  un  rôle  parallèle  à  celui  des  points 
doubles  (2)  des  substitutions  du  groupe  kleinéen,  situés  sur  la  courbe 
fondamentale  du  groupe.  En  tous  ceux  de  ces  derniers  points  qui 
sont  points  doubles  de  substitutions  loxodromiques,  la  courbe  Fon- 
damentale du  groupe  ne  peut,  on  le  sait  bien,  avoir  de  tangente 
déterminée  {voir  Schônflies,  loc.  cit.,  Chap.  V,  i;  I  /i).  C'est  pour  la 
même  raison  que  E'  ne  peut  avoir  de  tangente  déterminée  en  tout 
point  'Ç  de  E  où  argç/ (£)  ^  o  ou  -. 

Je  ne  me  suis  aussi  longuement  étendu  sur  l'exemple  précédent 
que  parce  qu'il  est  un  type  simple  d'une  catégorie  d'exemples 
beaucoup  plus  généraux  conduisant  aux  mêmes  conclusion-,  qu'il 
suffira  maintenant  d'indiquer.  Ces  exemples  seronl  choisis  paral- 
lèles à  ceux  exposés  dans  les  applications  3°  et  4°  (p-  '  i<»  ;|  >  i  5 
du  Mémoire  présent)  de  la  deuxième  Partit1. 

97.  Deuxième  exemple.  —  Prenons  d'abord  le  cas  d'une  Fraction 
quelconque  du  deuxième  degré  z,=  z(z)  admet  tant  deux  points 
limites  '(,  et  '(.,  à  convergence  régulière,  et  supposons  qu'on  puisse 
entourer  respectivement  '(,  et  Ç2  de  deux  courbes  C  e1  I   telles  une  : 

i°  La  conséquente  de  l'aire  (C)  contenant   -,  soit   une  aire    C 
intérieure   à    (C)    contenant    un    point  critique   de    i    z)   Fonction 
inverse  def(z); 

2°  La  conséquente  de  Taire  (Y)  contenant    _     soil   une  aire     I 

(  '  )  Car  ils  satisfont  ;i  Z  =  y,,  (Z)  pour  //  -    i     • ,        .  t  ;  ces  | ils  de!  .  <  :oïn 

ci  (la  n  i  avec  leur  conséquent  d'ordre  //,  coïncident  .wcr  un  de  leurs  antécédent* 
d'ordre  //. 

(2)  Ces  points  douilles  sont,  en  etl'ei,  des  points  qui  coïncident  avec  ni'  de 
leurs  homologues  dans  If  groupe. 
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intérieure  à  (T)  et  contenant  un  point  critique  de  }(z)  |  cela  veut 
dire  que  (C)  et  (T)  contiennent  chacune  une  racine  de  o' (z)  =oj: 
3°  Dans  l'aire  doublement  connexe   comprise  entre  C  et  T,  on 
ait 

|<p'(s)|>M>i. 

Alors  il  est  évident  que,  en1  ce  C  et  L,  on  aura 

!+'(«>  I     *=k<l- 

L'aire  (C)  est  intérieure  à  I!,.  domaine  de  convergence  vers  - 
L'aire  (T)  est  intérieure  à  I!..  domaine  de  convergence  vers 
Les    antécédentes    (CL,-)    successives    de    l'aire    (C)    converg 
uniformément    vers    l'aire    l!,.   car    les  courbes  C  ,  antécédentes 
successives  de  C  c(ui\  ri  ncnl  uniformémenl  vers  leur  limite  à  cause 
de   l'inégalité  |'.j/(z)KN   valable  entre  C  e1    I'.   région    sillonnée 
par  les  C_,.  Les  antécédentes  I      de  V  convergeront  aussi   unifor- 
mémenl vers  leur  limite  qui  sera  identique  à  celle  des  C     e1  sera  une 
courbe  de  Jordan  fermée  simple  E'  séparanl  I!,  de  R  . 

Il  es1  même  possible  d'étendre  à  ce  cas  la  génération  indiquée 
pour  R0  dans  le  premier  exemple  en  remplaçant  l'axe  réel  de 
l'exemple  précédent  par  une  coupure  convenable  du  plan  unissant 
les   points  cri  t  it|  u<  ^  de  '}(z). 

On  peut,  au  lieu  de  la  troisième  condition,  réclamer  seulement 
que  :  4°  entre  C  et  V  on  ait  |  z>'„(z)  |  >  M  >  i  pour  une  certaine 
valeur  de  n,  on  verra  alors  que  les  C  „,  C  ._.„ *<-,.„,  •••  con- 
vergent uniformément  vers  leur  limite,  e1  cela  suffît,  pour  que 
cette  limite  soit  courbe  de  Jordan  Fermée  simple. 

Quant  aux  courbes  C  cl  I'  dont  il  r>i  question  dan-  les  première 
et  deuxième  conditions  précédentes  on  les  choisira  le  plus  commodé- 
ment possible;  ce  seront  généralement  des  antécédentes  d'ordre 
assez  élevé  de  [ >»■  1 1 1  s  cercl<  -  entourant  Ç,  et  '-',,. 

î>8.  Troisième  exemple.  -  a.  Mais  il  est  clair  qu'à  toute  fraction 
d'ordre  i  satisfaisant  aux  conditions  de  l'exemple  précédent,  on 
pourra  substituer,  toutes  les  conclusions  restant  valables  (1),une  frac- 


(')  Sauf  évidemment  la  génération  des  domaines  de  convergence  par  -\métries 
successives. 
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lion  d'un  degré  quelconque  n'ayant  que  deux  points  où  tp'(z)  =o  ' 
(c'est-à-dire  dont  la  fonction  inverse  n'aura  qui-  deux  point:-  cri- 
tiques) et  ayant  deux  points  limites  £,,  £2  à  convergence  régulière 
remplissant  les  première  et  deuxième  conditions  d<-  l'exemple 
précédent,  et,  soit  la  troisième,  soit  la  quatrième  condition  d< 
même  deuxième  exemple.  On  aura  encore,  pour  séparer  les  domaines 
de  convergences  R,  et  R2  vers  '1{  et  £2,  UI1(1  courbe  de  Jordan 
simple  fermée  E'. 

b.  Parallèlement  à  l'application  4°>  b  (p.  il\-i,  od  peul  Laisse] 
de  côté  la  restriction  imposée  à  'f'(z)  de  ne  s'annuler  qu'en  deux 
points   distincts. 

Soit  une  fonction  rationnelle  z,  =  ç(z)  de  degré  K  ayanl  deux 
points  limites,  1,  et  t.2  à  convergence  régulière 

[ç1  =  9(Ç1)J  |<p'(ç,)|    -.;  :.,     tp(ç,),|9'(ç,)|<i] 

jouissant  des  propriétés  suivantes  analogues  aux  propriétés   i"  el 
2°  des  3°  et  4°  exemples  précédenls. 

i°  On  peut   trouver  une  courbe  fermée  simple  C  entouranl   -, 


Kig.   ... 

(séparant  Ç,  de  '!.,)  déliniiiani  une  aire  C  contenanl  -,.  telle  qu< 
Y  ensemble  des  K  antécédents  d'un  poinl  z  intérieure  C  décrive  une 
aire  (C  ,  )  contenant  (C)  à  son  intérieur,  la  courbe  C  ,  étanl  une 
courbe  simple  fermée  qui  est  alors  décrite  une  Fois  par  chaque 
antécédenl  de  z  quand  z  décril  K  fois  la  courbe  C. 

2°  On  peut  trouver  une  courbe  fermée  simple  Y  entouranl 
séparant  Z.,  de",  et  de  la  courbe  C,  r  étanl  extérieure  à  C  el  telle  que 


(')  Pai   exemple  une  fraction  du  Lype  st  = 

p.  i  i 


!  ion     i 
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Faire  (F),  limitée  par  F  et  contenant  Ç2,  ait  pour  ensemble  de  ses  K 
antécédents  une  aire  simplement  connexe  (T  ,  )  contenant  Faire  (  F) 
limitée  par  une  courbe  simple  fermée  F  ,  qui  est  décrite  une  fois  par 
chaque  antécédent  de  z  quand  z  décrit  K  fois  la  courbe  I"  {voir  le 
schéma  ci-dessus). 

3°  On  suppose  en  outre  que  dans  Faire  doublement  connexe  limitée 
par  C  et  L  (ou  dans  Faire  limitée  par  deux  antécédentes  quelconques 
C  j  et  T_j  de  C  et  F),  on  ait  constamment  |ç)J(z)|>>M]>  i  pour  une 
certaine  valeur  de  l'indice  n  (le  plus  souvent,  ce  sera  |  ç/(z)  |  >M  >  i 
qu'on  reconnaîtra). 

Alors,  d'après  ce  qu'on  a  dit  dans  l'application  \°,  °  (p-  i42> 
i/j3,  i44)>  Ie  plan  se  divise  en  deux  régions  II,  <*t  R2,  chacune 
domaine  de  convergence  du  point  -,  ou  Ç2  qu'elle  contient,  séparées 
par  un  continu  linéaire  E'  qui  est  La  limite  des  antécédentes  succes- 
sives de  C  et  de  F. 

Mais  il  suffit  <jue  Von  ait  dans  l'aire  doublement  connexe,  limitée 
par  deua  antécédentes  </">  /conques  F     et  T     <!>'  F.  ,>/  F.  la  relation 

|<p'.(5)|>M  >., 

pour  un  certain  indice  n,  pour  pouvoir  alFirmer  que  les  antécédentes 
de  C  et  F  convergent  uniformément  vers  une  courbe  de  Jordan 
simple  fermée  qui  coïncide  avec  E'. 

Dans  la  pratique  on  reconnaîtra  facilement  les  cas  où  I  on  u 

|  f     :    |  >  M       i 

dans  Vanneau  limité  par  C  et  F.  ils  rentrenl  dan-  le  cas  général 
précède])  I. 

99.  Quatrième  exemple.  —  En  particulier,  revenons  aux  ••\em pic- 
signalés  par  M.  Fatou  dan-  sa  Noie  du  21  mai  i«ii~  aux  Comptes 
rendus,  et  repris  dans  le  Mémoire  actuel  (application  1".  &,  de  la 
deuxième  Partie,  p.  1  1  1  «-t  suiv.).  Prenons  une  fonction  à  cercle  fon- 
damental ^.  pour  laquelle  existent  deux  points  limites  -,  e1  à 
convergence  régulière,  symétriques  par  rapporl  au  cercle  fonda- 
mental z.  Dans  le  cas  où  ce  cercle  fondamental  esl  à  distance  finie 
(c'est-à-dire  non  dégénéré  en  une  droite,  -,  e1  -'.  étanl  le  centre  du 
cercle  e1  le  point  à  l'infini,  cas  auquel  on  se  ramène  aisément  par 
homographie,  on  a  vu  précédemment  que  l'on  avait  |ç/(z)|]>i 
sur  tout  le  cercle. 
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La  fonction  »|/(z)  inverse  de  <p(z]  admet  en  général  K-  i  points 
critiques  simples  à  Vintérieur  de  :.  ses  K-  i  autres  points  cri- 
tiques simples  étant  les  symétriques  des  premiers  par  rapport  à 

On  a  vu  que,  z  étant  un  point  quelconque  intérieur  au  cercle  ;. 

on  avait 

|<P(*)|<|*|, 

en  vertu  du  lemme  de  Schwarz  et,  si  z  est  extérieur  au  cercJ<    _. 

|<P(*)|>|*|. 
On  sait  que 

pi  o  |       o,  a>(a  so,  <  i. 

Considérons  donc  un  cercle  C  de  centre  Ci  intérieure  :.  ainsi  que 
son  symétrique  Y  par  rapporl  à  :.  C  étanl   choisi  assez  vou 
pour  que  :   i°  les  points  critiques  de  ty(z)  -oient  intérieurs  à  C  ou 
extérieurs  à  T;  2°  entre  G  et  I'  on  ait 

|<p'(*)|>M>i. 

Ceci  est  possible  puisque,  sur  z,  on  a  |o'(z)|>  i  e1  jamais 
|<p'(z)[=i.  Alors,  évidemment,  si  z  décril  G.  ses  K  antécédents 
décrivent  une  courbe  simple  fermée  G  entourant  C,  tracée  dans 
l'anneau  (G,  3)  entre  G  et  2.  Les  antécédentes  successives  de  G, 
C_,,  G_2,  ...  s'entourent  mutuellement,  G  ,  étanl  dans  l'anneau 
(G    ,-.  i;,  Z  )  entourant  C_(/_ 

Les  antécédentes  successives  de  l\  V  ,,  r2J...  contiennent  cha- 
cune la  suivante.  Y     es1  dans  l'anneau  (Y  .  et  entoure 

Toutes  les  conditions  i°,  i°,  3°  précédentes  -"lit  remplies.  Les  G 
et  les  r  i  convergenl  uniformément  vers  le  cercle 

100.  Mais  si  l'on  fait  varier  tes  coelïicients  de  s  :  dans  des  limites 
assez  étroites,  on   verra  que  la  nouvelle  Fonction  rationnelle  $ 

sera  telle  que   : 

i°  Elle  aura  deux  point-  limites  à  convergence  r<  gulière  voisins 
de  o  et  x,  car  aux  racines  o  et  x  de  z  ?(js)  correspondent  des 
racines  voisines  pour  z  «hir).  avec  variation  petite  du  module 
de  la  dérivée  en  ces  point-.  J  appellerai  /.,  el  /...  ces  deux  points 
limites. 

'"  m"(z),  Fonction  inverse  de  'K  .  aura  eneor<  l\  i  points 
critiques  intérieurs  à  G  e1  K       i  points  critiques  extérieurs  à  I  ;  i 

Journ.  </<■  Math.  \    •  série  ,  toau    l\-  —  r'asr.  II,  im's. 
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est  évident  puisque  les  points  critiques  I  'I'  :  sonl  voisins  de 
ceux  de  'y(z). 

3°  L'ensemble  des  K  antécédents  xï{z)  de  z.  lorsque  z  décrira  C, 
décrira  une  courbe  fermée  C,  entourant  C  e1  très  voisine  de  C_( 
trouvée  précédemment.  C  ,  entourera  donc  C  e1  sera  tracée  dans 
l'anneau  (C,  T). 

De  même  l'ensemble  des  K  antécédents  de  z,  lorsque  z  décrira  I". 
décrira  une  courbe  fermée  I'  située  dans  l'anneau  (C,  I'  e1  entou- 
r:iiil    Cl,. 

4°  Enfin,  entre  C  e1  V.  on  aura  'I''(z)  |  >  M,  >  \  cm  in  me  on  avail 
|?'WI>M>i. 

Ces  quatre  conditions  sonl  satisfaites  si  les  variations  des  coef- 
ficients de  Zi{  z)  qui  font  passer  d  mt  assez  petites. 

L'ensemble  des  quatre  conditions  précédentes  prouve  que  le 
plan  es1  alors  divisé  en  deux  régions simplemenl  connexes  11,  e1  R2J 
domaines  respectifs  de  /.,  e1  /_.  régions  séparées  par  une  courbe  de 
Jordan  simple  fermée  E'  qui  es1  la  limite  commune  des  antécé- 
dentes successives  des  cercles  C  el  i  .  par  la  transformation  z,  'V 
E'  qs1  évidemmenl  tracée  dans  l'anneau  C,  I  .  Ce1  anneau  lui- 
même  es1  très  voisin  du  cercle  fondamental 

Il  es1  donc  visible  que,  pour  des  variations  très  petites  en  valeur 
absolue)  des  coefficients  d'une  fraction  :  :  à  cercle  fondamental  :  . 
du  type  signalé  plus  haul  variations  par  ailleurs  arbitraires  .  les 
relations  auxquelles  les  nouveaux  coefficients  seronl  astreints 
étanl  uniquemenl  des  inégalités,  ce  qui  fournil  de  nouvelles  frac- 
tions <l>(z)  beaucoup  plus  générales  que  les  fractions  à  cercle  fonda- 
mental), on  obtient    des   fractions   $   :     relativemenl    auxquelles 

le  plan  se  divise  en  deux  r<  pai  \  courbe  de  Jordan 

simple  fermée  E',  voisine  du  •  I        ésumé,  la  courbe  sépa- 

ratrice des  domaines  de  convergence  vers  '-',  e1  .,.  quand  on  fail 
varier  infinimenl  peu  les  coefficients  de  v:  .  varie  continûment  avec 
ces  coefficients.  C'esl   là  un  fait  qui  es1  loin  d'être  évidenl  a  priori. 

101.  En  considéranl  une  des  fonctions  $  :  qui  dérivenl  d'une  i>(z) 
;'i  cercle  fondamental  par  variations  assez  petites  des  coefficients, 
•  •I    envisageanl    la   courbe  de  Jordan    E'   qui    sépare   les   domaines 

de  -,  ''I  de  -1,  on  sait  que  sur  E'  sonl   partout  denses  les  racines  d< 
équations 
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pour  lesquelles 

|<1>'„C;;|>,  (n  -    .,  2 x). 

Envisageons  une  de  ces  racines,  c'esl   un   poinl    I*  de  l'ensemble 
appelé  E,  et  il  esl  évident  quen  général,  en  1\  (l'  (z)  m 
Voici  comment  on  peut  préciser  ceci. 

Si   l'on  considère  conjointement   avec  ${z)  la   Fraction  à  cercle 
fondamental    z, :     ©(z)    de    laquelle   dérive   (l>  z  .   «I»  :     aura    des 
coefficients  arbitraires  qui  seront    des    paramètres   assujettis   seu- 
lement  à  certaines  inégalités,   par  rapporl   à   ceux  de  s   z     :   p 
exemple,  chaque  coefficient  de  <I>i  :    sera  assujetti  à  avoir  son  affixe 
intérieur  à  un  petil  cercle  donl   le  centre  sera  l'affixe  de  ta  valeur 
du  coefficient  considéré  dans  ©(z).   Les  valeurs  de  «I1     :    aux  poil 
racines  de  z  =  (l>„(z)  (n==  1,  2,  ...,  x>)  sonl  des  fonctions  des  p 
mètres  précédents,  e1  écrire  qu'un  $     z    es1   réel,  c'esl  écrire 
relation  d'égalité  entre  ces  part  m  n'1 1res.  Pour  préciser  encore,  la  \    leur 
de  ^'„{z)  en  un  point  racine  de  z  =  <l>     :     es1   fonction   algébrique 
des  paramètres^-coefficients  de  (l>(z),  et  écrire  que  'I'     :     es1   réel, 
c'e^i  écrire  une  relation  algébrique    non  identique)  entre  ces  para- 
mètres. Si  Ton  écrit   toutes  ces  relations  pour  //       i.    • 0,  on 

;i   une  infinité  de  relations  algébriques  |  n)  entre  les   paramèti 
Comme  ces  paramètres,  ainsi  qu'on  l'a  vu,  peuvenl  varier  chacun 
dans  n  n  petit  cercle  de  leur  plan,  //  est  toujours  possi  ble  deh  s  <  ht 
ilf  façon  tfa' aucune  des  relations  précédentes     H     ne  soit  satisj 
Pour  cela,  on  choisira   par   exemple  tous  les  paramètres  sauf  un 
arbitrairement,  puis  un  choisira  le  dernier  paramètre  distinct 
racines  de  toutes  les  équations  algébriques  par  rapport 
mètre  auxquelles   se   réduisent    dans   ces   conditions    le-    relations 
algébriques  entre   paramètres  (&),  car  ces   racines-là   ne  formenl 
qu'un  ensemble  dénombrable,  alors  que  l'ensemble  des  valeurs  per- 
mises au  dernier  paramètre  a  la  puissance  du  continu. 

lue  fraction  (l»(z)  ainsi  choisie  sera  évidemmi  ni  ce  qu  on  peut 
appeler  une   fraction   générale,   c'est-à-dire   une   li. 
coefficients  ne  satisfont  à  aucune  relation  particule 

On  peut  imposer  à  <P   s)  pour  être  dite  générale,  d  être  telle  qu 
cune  des  valeurs  de  M».  I  z)  en  un  point  racine  z      'I' 
2 »,  n'ait  au  argument  cornmensurabh  dire 

encore  que  les  para  met  tes  ne  (loi  \  eut  satisfaire  à  .m  en  in-  de-  relal 

d'égalité    d'un    groupe  de    relations  en   infinité  d 
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Quoiqu'il  en  soit,  pour  une  fraction  ^(z)  générale,  en  répétanl  un 
raisonnemenl  antérieuremenl  fait,  on  verra  qu'en  aucun  point  P 
de  E,  la  courbe  E'  ne  peut  avoir  de  tangente  déterminée,  el  les  points 
de  E  sont  partout  denses  sur  E'.  (  Il  va  sans  «lin-  que  ce  que  nous 
disons  là  s'applique  en  particulier  aux  fractions  générales  des  2e,  3e  et 
4e  exemples,  cardans  toutes  ces  frad  ions,  les  paramètres  coefficients 
ne  sont  assujettis  qu'à  des  relations  à* inégalité  e1  peuvenl  demeurer 
arbitraires  chacun  dans  une  petite  aire  du  plan  <>ù  on  le  représente 
par  un  affixe. 

Dans  tous  ces  exemples,  pour  lesquels,  dan-  les  applications  i". 
2°,  3°,  4°  de  la  deuxième  Partie,  on  a  fail  remarquer  qu'ils  étaient 
les  plus,  simple-  possibles,  "h  trouve  déjà  des  courbes  séparatrices 
pour  le-  domaines  <|in  sont  loin  d'avoir  la  simplicité  des  courbes 
analytiques.  C'esl  pourtant  déjà  un  grand  poinl  que  «le  pouvoir 
dire  qu  elles  sonl  des  courbes  <l<-  Jordan  simples  fermées. 

102.  Cinquième  exemple.  —  Voici  maintenant  un  exemple  plus 
compliqué,  où  certains  domaines  on1  pour  frontières  des  courbes  de 
Jordan  simples  Fermées,  el  d'autres  des  courbes  continues  fermées, 
mais  qui  ne  sonl  pas  simples,  car  elles  on1  des  points  doubles  denses 
partoul  sur  elles-mêmes.  Je  veux  parler  de  la  fraction 


traitée  à  la  lin  de  la  deuxième  Partie    p.  [58  e1  suiv.  . 

Envisageons   le  domaine    II,    entouranl    le    poinl    limite   :   -  i   : 
c'est  la  limite  des  aires  (P. ,),  (r_5 I'      ....  antécédentes  de 

l'aire  Tl    z       i  qui  entourent  cette  aire.  On  a  déjà  fait  remar- 

quer que,  en  dehors  «le-  cercles  I'.  P'  qui  servenl  à  définir  I  ! ,  el   I! 
(j'emploie  les  notations  de  la  deuxième  Partie  .  on  avait 


dzy       9 


>i; 


c'est  dans  celle  région  extérieure  à   V  e1    I"'   que   sonl    l  racée-  les 
courbes  P_,-.  Dans  cet  h-  région  on  a 


dz 


On  peut  doue  conclure,  comme  on  l'a  fail  pour  I!,,  dan-  l'exemple 
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z,  =  »  que  les  courbes  I'  ,,  antécédentes  de  I'  qui     iitourenl  I  . 

tendent  uniformément  vers  une  courbe  limite  _  qui  es1  une  courbe 
continue  représentable  parles  équations 

(S)  x=f{t),         y  =  g(J)         pour  o</     i. 

/et  g  étant  deux  fonctions  continues  de  /.  Tou1  poim  delafronl 
de  15,  es1  un  poinl  de  :.  ci  l'un  \ oi i  qu'il  es1  accessible  par  V inté- 
rieur de  R,.     Tout  ceci  se  fail  a  l'aide  de-  i  rajectoires  orthogonales 
de  l'anneau  (F, F _,  )  qu'on  prolonge  dans  toul    II,,  ainsi  qu'on   l'a 
vu  pour  z,  =ç  • 

D'autre  part,  j'ai  monl  ré  |  voir  p.  166,  note  (]  |  que  toul  point  de 
la  frontière  de  R,  est  simple  pour  celle  Frontière.  <  )n  en  conclul 
donc  que  cette  frontière  z  est  nue  courbe  <!<■  Jordan  simple  fermée. 
La  même  conclusion  s'impose  pour  la  frontière  z'  de  I!  .  qui  es1 
symétrique  de  S  relativemenl  à  l'origine,  ci  aussi  pour  les  frontières 
de  toutes  les  aires  R~"  cl  R'(  '  de  II,  ci  R'(  qui  .011-11110111  les 
domaines  totaux  de  convergence  vers  (+  1)  un         1   . 

La  frontière  E'  du  domaine  II,  du  poinl  à  l'infini,  esl  une  courbe 
continue 

'     ./'  0,      y  =g(t)      (o<<<0, 

car  on  peut  la  définir,  à  partir  du  cercle  C,  jzl  =  3,  comme  limite 
des  C  j  antécédentes  de  C  (|in  convergenl  uniformément  vers  lew 
limite,  à  cause  de  l'inégalité 

,,.,;„     ?, 

vérifiée  hors  de  I  e1  V,  c'est-à-dire  dans  toute  la  région  où  sonl 
tracées  les  C  ,■  (1).  Mais,  sur  cette  frontière,  on  a  vu  que  l'origine  étail 
point  multiple,  ainsi  que  les  antécédents  de  cette  origine,  qui  sonl 
partoul  denses  sur  E'.  E'  est  donc  continue  et  fermée,  m, us  nesi 
I >< >int  «  de  Jordan,  si  m  ci  i  »,  E'  es1  formée  de  la  réunion  des  courbes 
de  Jordan  Z,  z',  de  toutes  leurs  antécédentes,  e1  >\<-  tous  les  points 
qui  sont  des  points  limites  pour  l'ensemble  de  ces  antécédentes 
(points  au  voisinage  desquels  se  pressenl  une  infinité  <\r  ces  anté- 
cédentes). 

(')  <  >n  verrait,  c me  dans  les  précédents  exemple*,  que  loui  poinl  de  I 

accessible  par  l'intérieur  du  domaine  R,  du  poinl  .1  l'infini. 
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QUATRIÈME  PARTIE. 

L'étude  des  convergences  singulières. 

105.  Je  me  suis  attaché  surtout  dans  les  deuxième  et  troisième 
Parties  à  I  étude  de  la  convergence  vers  un  poinl  limite  à  conver- 
gence régulière  |  .  =  2>('C),  |  s'(s)  |  <  ■  |-  ""  vers  ""  groupe  circulaire 

limite  f;c=^(q,i?;cc)i<i]. 

Déjà,  dans  ce  champ  de  recherches,  le-  résultai  -  on1  été  nouveaux 
ri  variés.  La  considération  de  l'ensemble  parfait  K'  a  dominé  cette 
étude  e1  .1  jeté  sur  elle  un  jour  précieux.  Je  \;ii-  maintenant  m'oc- 
cuper  des  cas  singuliers  :  points  racines  de 

où  .    ;.   -i 

ou  de 

:  I  |       '  ■ 

L'étude  es1  moins  aisée  que  celle  des  points  limites  réguliers. 
Les  résultats  que  j'ai  obtenus  ne  sonl    pas   toul   à  fail   généraux, 

mais,  ainsi  qi le  verra,  il-  permettent  déjà  de  se  Paire  une  idée 

convenable  de  la  question  qui  es1  difficile.  Pour  l'historique,  je 
remarquerai  que  M.  Leau  a,  dans  sa  thèse,  étudié  les  environs  d'un 
poinl  .'  p(C)  °ù  z>' (£)  i.  Mais  on  peu!  dire  plus  que  ce  <|u'il 
a  dit,  à  condition  de  se  servir  de  l'ensemble  E'. 

M.  Fatou,  dans  sa  Note  du  21  mai  [917,  étudie  les  cas  singuliers 
relatifs  aux  fractions  à  ferrie  fondamental;  ce  sonl  toujours  des 
cas  -  si  -  avec  ç'i  -  i  e1  ils  sonl  très  simples.  Je  donnerai 
des  compléments  à  tous  ce-  résultats  connus  e1  l'on  verra  claire- 
ment la  raison  de  leur  simplicité.  Je  donnerai  des  exemples  moins 
aisés  à  traiter  e1  (Tune  portée  plus  générale  que  ceux  jusqu'ici 
étudiés.  Enfin  j'esquisserai  pour  le  cas  général  des  points  -'  1 
z>'  ÇC)  -  e1''.  0  étant  réel  et  quelconque,  un  mode  de  raisonnement  qui 
réduit  les  hypothèses  possibles  à  <len\.  telles  que  la  réalisation 
de  l'une,  si  elle  es1  reconnue  dan-  un  exemple  donné,  exclut  la  pos- 
sibilité de  I  autre  pour  ce  nié  me  exemple,  .le  n  ai  pas  réussi  jusqu  ici, 
quand   8   est    incommensurable   à    2-,   à    décider   f1)   si   l'on   peul 

(')  J'ai  réussi,  postérieurement  au  dépôt  de  ce  Mémoire,  .1  exclure  l'une  «les 
deux  possibilités;  cela  fera  l'objet  d'un  Mémoire  ultérieur. 
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construire  des  exemples  de  fractions  p   :     pour  chacune  des  deux 
possibilités  précédentes.  Pour  0  commensurable  à  ra- 

tionnel, c'est  toujours  l'une  des  deux  h // p,,! hèses .  toujours  la  même, 
qui  es1   véri  fiée  h  jamais  I  mil  ce. 

101.   Etude  des  i>oim.s  l      5   Ç)  avec  s&' ('()  =  e'fl  ,</  '_' 
>,/'-'        e  ,  lorsque  0  r.s/   commensurable  à  •>-.         Jo  vais  montrer 
<|u  ///>  /<7  point  appartient  toujours  à  E'. 

Il  sullii   de  considérer  un   poinl    -'-..'  i .  car  : 

.-,/■ 
i°  si  l'on  avait  '£  =  o('_j  avec  s'    -'        e      .  la  substil  ution  zq  =  "r,,{z) 
admettrait  le  point  double  Z,  -    z>q(l)  avec  :   ( "Ç)  =  i  e1  cettesubsti- 
tution  zq=yç(z)  ayanl    même   E'  que  :.,       s(z     h-  théorème    sera 

démontré;  2°  si  I  on  a  -       ;.,,    .    ;i\  ec   s     -  ubstitul  ion 

:v,  =  çy>(z)  aura  le  poinl  double  -    =  cp/;('()  avec  :     -        •         ri   l'on 
retombe  sur   le   i°.   Dans   toul    ce   qui    va  suivre,  je   me   bornerai 
donc  aux  £  =  ©(£),  'f'[-        i-  les  extensions  a  i"  .  i  ■■"  étanl   I 
faciles. 

On  peul  supposer  que  \  es1  a  l'origine  :  '-'  =  o;  alors  soil 

v(z)       z   i-  aHzn      ... 

le  développement  de  Taylor  de  ^ .  <  >n  aura 

M"3)       z+panz"  +  ...  (/>       i. 

Les  fonctions  z>t,(z)  sonl  nulles  a  l'origine.  Si  l'origine  n'étail 
pas  poinl  de  E',  la  suite  des  -_,;i  sérail  normale  dans  une  petite 
aire  I)  mi  ouranl  (  ),  ci  comme  les  -  sonl  bornées  en  0  elles  le 
seraienl  dans  toul  I).  On  pourrail  en  extrai  'e  une  suite  infinie 
z>l>t,  ...  qui,  dans  I  ).  convergerail  uniformément  vers  une  fonction 
limite /(jz)  analytique  dans  I).  pour  laquelle  /  U  ". 
<  eci  es1  nn|m>sil)|r  puisque  le  deuxième  coelïîcienl  du  développe- 
ment de  Taylor  de  ^  qui  est  ptan  devient  infini  avei  Donc  0 
•  •si  un  poinl  de  E',  les  çpyj  n"\  r-  *  »  1 1 1  pas  normales. 

lOo.   M.   Leau   (Thèse,   1897)  a  montré  qu  un   poinl  où 

1    pouvail    être   entouré   d'un    | ><  1 1 1    cercle   l'untenanl    1 
points  dont  les  conséquents  tendaient  vei        el  Ar^  points  dout 
antécédents  successifs,  définis  par  la   branche  de  I  inversi    de   .  qui 
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égale  '(  en  'Ç,  tendaient  aussi  vers  t  .  .!<■  vais  le  montrer  autrement 
à  l'aide  de  la  proposition  établie  dans  les  Préliminaires  §  5)  <|iii 
généralise  le  lemme  «  !  «  -  Schwarz. 

Débutons  par  le  cas  le  plus  simple,  où  tp   z    se  développe  autour 
de  '(  =  o  par 

Si  =  9(s)=s  +  a,3*-j-...  (a,r^o). 

Considérons  le  cercle  y  de  centre  a  passant  pai  V origine,  son  équa- 
tion sera 

:  -  —  y.  :  —  y.  :■'  —  o  (:■  el  z'  élant  conjugm  - 

d'où 


-•i-",-5!  Ci  —  o. 


—  [zz'—<x'z  —  az']  +  atzi(zl       y.')    ■    n't  z'-{z  —  a)  -+-. .  ., 

les   termes   non  écrits  étanl    d'ordre       i  si   l'on   suppose   a  infini- 


ment petit  du  premiei  ordre  e1  lepoinl  s  choisi  int(  rieur  àf  ou  sur  y. 

Si  le  point  z  es1   pris  sur  y  on  aura,  en  posanl  a  =  /< 

e1  par  suii e 

-,  z\        y.   -,  —  y:  t         |  /'   ■  H-.  .  ., 

les  termes  suh  ants  él  an1  <l  ordre      i  en  r. 

La  partie   principale  de   z,z',       a'z,       xz',,  »l<uit   le  signe   fixe   la 

position  de  z,  par  rapport  au  cercle  7  quand  r  es1  choisi  assez  petit, 

étanl 

ir3cos-     R     /.  <■'"')  =  \ri  cos20  x  |  pari  le  réelle  de  a,  >"">  \. 
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a  un  signe  constant  si  6  varie  de       -à-     '•  z  décrivanl  va  <•<  »n<  t  i- 

lion  que  Si  («,«"" J  7^  o.  (■  es1  le  signe        si  l'on  a  choisi  y.  tel  que 


car  alors 


-  <  arga  -t-  argûrj<  - 


-  3  r 

-  <  ar-  (a2  ('"')  <  -  et  )  <  o. 


Supposons  l'argumeni  co  «le  7.  ainsi  choisi  tel  qui 
pour   celle    valeur  de   co   on    pourra    choisir   r  assez  petil      /        1 
pour  que,  r.  décrivanl  le  cercle  y  de  centre  a.  de  rayon  1    x       n 
le  signe  de  z,z\       v.':.,       a:.,   soil    constammenl   le  signe       .   \! 
le  poinl  r-,  sera  intérieur  au  cercle  y  e1  ne  \  tendra  sur  y  que  lorsque 
z  viendra  en  0. 1  )'après  no1  re  lemme,  toul  point  intérieur  au  cercle  y 
aura  0  pour  seul  poinl  limite  de  ses  conséquents. 

Faisan!   varier  oj   entre   ses   limites   extrêmes   depu 

jusqu'à  — '■  — arga2  e1    pour    chaque    valeur    de   co   déterminanl   1 

positif  de  façon  que  z,z',  a'z,  %z\  (a  =  re,u>)  soil  constammenl 
négal  il  lorsque  z  décril  le  cercle  y,  on  aura  toul  un  domaine  A  fdonl 
la  forme  rappelle  celle  de  la  cardioïde  avec  un  angle  rentrant  nul 
en  0  donl  la  tangente  (vers  l'extérieur  de  A  sérail  la  direction 
(■ —  arga2),  c'est-à-dire  la  direction  qui  va  de  0  à  a  conjugué  de  "| 
tel  qu'un  poinl  intérieur  admettra  <>  puni'  seul  poinl  limite  de  ses 
conséquents. 

Si  l'on  passe  à  la  branche  de  fonction  inverse  nulle  à  I  on« 
mi  aura 

3  =  v*  r,  )        :,  —  r^r-i-t   .  .  .. 

et  les  mêmes  considérai  ions  doiincronl  un  domaine  A   scnsimcincnl 
symétrique  de  A  par  rapporl  à  C),  donl  toul  poinl  a  des  antéeédcnl 
successifs  définis  par  d»(z)  qui  tendenl  vers  O  cl   vers  O  seulement. 
A  cl  A'  onl  nue  partie  commune  à  cause  de  leur  Forme  1  11  •  urdioïde. 

Dans  toute  région  intérieure  à  A.  les  z    z    tendenl  donc  \ 
nnilornit'inenl    el    loimcnl    une  suite   normale.  A  esl    donc   intél'H 
à  une  région  I  »  du  plan  :..  d  n  n  seul  tenant,  limitée  pari  ensembli  I 

telle  que  toul  poinl  intérieur  à  R  admette  O  pour  seul  ] 1  limite 

de  ses  conséquents.  I!  scia  le  domaine  de  convergence  immédiat 
du  poinl  O.     Nous  verrons  que  I!  peut  ne  pas  être  le  domaine  '• 

Juin  n.  de   Math.  (    ■  sci  ic),  tomi    \\  1  ns<     II, 
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de  O.  'I  es1  clair  que  si  l  on  pari  d  un  petil  cercle  c  entourant  I  I  e1 
i  ni  (''rieur  à  l'ensemble  de  A  e1  de  A'  e1  si  I  on  prend  les  antécédentes 
successives  de  l'aire  (c)  par  la  branche  de  -l-  z  qui  es1  nulle  à  l*ori- 
gine,  la  portion  <le  (c)  qui  es1  intérieure  à  A'  aura  des  antécédentes 
qui  tendront  vers  '  >  et  celle  qui  est  intérieure  à  A  aura  des  antécédentes 
qui  tendront  vers  le  domaine  R.  I!  es1  donc  la  limite  des  aires  I 
antécédentes  successives  de  l'aire  <  définies  par  la  branche  de 
mille  en  o    '   . 

1()().  Tou1  ce  qui  précède  suppose  évidemmenl  a2  -  o  ei  tombesi 
a2=o,  mais  on  peul  présenter  des  considérations  plus  générales3 
inspirées  du  cas  précédent,  e1  plus  faciles  à  suivre  quand  on  a  bien 
compris  le  cas  a.,      o.  Soit,  généralement3  le  développemenl  autour 

de  O, 

s,  :  4-  ",,:>'  -,    .  .  •  (ap       o,   p 

Cherchons  à  remplacer  le  cercle  y  précéden!  par  une  courbe  ana- 


logue I  passanl  par  I  origine  :  nous  prendrons  une  boucle  de  la 
rosace?1"  a"cosnO  donl  l'axe  OA  fail  Tangle  a  avec  OX,  el  nous 
eh  ère  lions  à  déterminer  //.  z,  a  a  assez  j  »ei  il  de  façon  que,  : 
décrivanl  cette  boucle  l\  - ,  reste  intérieur  à  la  boucle  e1  ne  vienne 
su!'  la  boucle  que  lorsque  :  viendra  en  (  >.  amenanl  aussi  :  en  (  K 
!  ,a  boucle  T  sera  définie  par 


. 


.  , 


il"  r  il" 

,      I 


f     g 


h  \  arianl  de  -  à  +  - 

in  m 

(')  Si  une  (G_,-)  vient  à  contenir  un  point  critique  de  la  branche  considérée, 
cela  ne  gênera  pas,  ainsi  qu'on  l'a  déjà  vu.  Je  montrerai  que  ce  fail  se  produil 
toujours  ici  :  le  domaine  li  contient  toujours  un  poinl  critique  <ie  'l    :    . 
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)(»l! 


<r) 


,n  s>-mx 


Z  "  =Z  O. 


Considérons,  a  étanl  positif  infinimenl  petil  du  premier  ordre,  la 
quanl  ité 


,  u  .,    h  •  y. 


un  aura,  en  développanl  o  e1  se  L'appelan1  que  :  esl  sut  I 

lap\  :  " r    "'- 


o  =  n  :■"    P 


n  :■'" 


a 

—       e 


les  termes  non  écrits  étanl  d'ordre  supérieur  à  271  p  \  par 
papporl  à  a  pris  comme  infinimenl  petil  principal.  Le  signe  de  0, 
si  a  es1  choisi  assez  petit,  es1  donc,  quel  que  soil  r.  sur  !'.  le  signe  d< 


-/;       p 


II"  I 

-'"—        ,■   »'*  nz"     '    la 

qui  se  réduit,  en  prenant  n  =p—    r,à 


c/.,       /■  '  e 


Si  donc  on  prend  a  I  cl  que 


.  j  ,,     giiix  |_ 


7T  >  71  , 

//  /      ara  <?.,  <  -  1 1  >  -  . 

on  voit   que  I  on  pourra  ensuite  déterminer  a  assez  petil  pour  * 1 1 1.  . 

z  décrivant  lu  boucle  T  d'axe  OA  (OA  Faisanl  avec  <>\   l'a 

d'équation   r"=aBcosn8    par    papporl    à    OA,    le   signt    de  S    soit 

constamment    celui    de    R   a.)en'<x     qui    ' s/    négatif.    Mors, 

consianuneni    négatif,    z,    sera    intérieur  à   la    bouclt 

'•i  ne  viendra  en  n  que  si  z  \  ienl  «ni  '  >    z,  sera  ê\  idemmenl  inténein 

à  la  boucle  considérée,  ci  non  à  une  autre  boucle  de  la  même  ro 

parce  que  r.,  diffère  de  z  par  un   infinimenl    petit    d'ordi 

I  n  raisonnement    toul    pareil   à    celui   qu  on   .1    Fail    pow 

une  extension  immédiate  du  lemme  qui   noua  a  servi,  au  cas  où  I 
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remplace  le  cercle  y  f1,.    prouve  alors  que  tout   point   z  intérieur 
à  F  admet  ()  pour  <r\\\  poinl  limite  de  ses  conséquents. 
I  ,es  inégalil  es 


-  <  ny.       arg 


(  mod  i t.), 


h      :  p  —  1 


prouvenl  que  la  direction  déterminée  par  l'angle  x  peul  être  prise 
arbitrairement  dans  p  —  i  =  n  angles  égaux  chacun  à  -(angles 
hachurés  ,  régulièremenl  disposés  au1 ■  de  0.    \   chaque  a  ainsi 


déterminé  correspond  un  a  a  —  z  petit,  jouissanl  de  la  propriété 
précédente  (on  pourra  prendre  le  plus  grand  nombre  a  jouissanl 
de  la  propriété).  Puis,  a  prenanl  ainsi  toutes  les  valeurs  admis- 
sibles, Y  balaiera  un  domaine  A  qui  aura  n      \>      i  pointes  rentrantes 


i  ')  Cette  extension   peul   se  faire  en   représentant    1'  conformément    sur    un 
cercle  y  par  la  transform  ition  /.  =  :"  \  alors  / ,  devient  une  fonction  de  /.  ri  ; 
lière  il  a  us  le  cercle  y  jouissanl  des  propri<  Lés  prévues  par  notre  lemme.  lîn  0,  il 
esl  vrai  Y.    n'esl  pas  analytique  en  Z,  elle  esl  algéb le  en  Z  autoui  de  O, 

mais  Z  tendant  vers  0  par  l'intérieur  de  r,  on  voit  que  Z,   lend  vers  zéro, 

tend  vers  i.     ...  '  tend  vers   une   limite  bien  déterminée  li nie.  en  sorte  que   le 
lemme  continue  de  s'appliquer. 

(")  On  a  aux  environs  de  0,  dans    I  .   /.       /  /        /•/.•.-/•  tendant  vers 

zéro  avec  /.    mais  n'étanl  qu'algébroïde  en  Z. 
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en  <  )  ddii  i  les  tangentes  sont  les  I  tissée  triées  des  angles  qui  séparenl 
les  angles  balayés  par  OA.  'l'ont  poinl  intérieur  à  A  aura  0  pour 
seul  point  limite  de  ses  conséquents. 

Si  I  on  considère  là  branche  l   z    inverse  de  s  qui  es1  nulle  en  {  K 
on  aura,  toul  comme  pour  a ,      o, 

z  =  d>(zx)       Zl  —  apz'î  +  ..., 

et  l'on  tombe  sur  un  domaine  A',  analogue  à  A,  ayanl  cette  fois  pour 
pointes  les  bissectrices  des  angles  hachurés  A  sera  sensiblemenl 
symétrique  de  A  par  rapporl  à  une  quelconque  <lr  droites  qui 
déterminent  les  angles  limites  de  y.  dans  les  inégalités  précédenl 
A  et  A'  auront  des  parties  communes  {in  en  général  opposées  par  <  > 
à  cheval  sur  les  in  demi-droites  limites  des  angles  hachurés. 
Tout  point  intérieur  à  A'  aura  des  antécédents  successifs  définis 
par  !/!  z  i  qui  tendront  vers  (  >. 

Si  donc  on  envisage  un  petit  cercle  c  entourant  l'origine  el  assez 
petit  pour  être  intérieur  dans  toutes  ses  parties  soil  à  A.  soil  à  A  . 
et  si  Ton  prend  les  antécédentes  successives  de  l'aire  c  conte 
nant  0,  à  Vai<l<>  île  In  branche  'li  z  i  nulle  en  (  >.  on  verra,  comme  précé- 
demment, que  ces  antécédentes  (c  ,)  tendent  pour  i  x  vers  une 
aire  (  R  |  limitée  par  l'ensemble  E',  qui  aboutit  en  <  >.  p. nul  frontière 
de  celle  aire  par  p  i  pointes  dont  les  tangentes  sonl  les  tangentes 
aux  points  de  A;  celte  aire  (R)  pourra  être  formée  de  plusieurs 
régions  distinctes  aboutissanl  en  0  e1  sans  connexion  entre  cil--. 
(R)  sera  le  domaine  immédiat  île  convergence  vers  '  \. 

A  vrai  dire,  les  parties  de  {ci  qui  sont  intérieures  à  A'  tendronl 
vers  zéro  et  ce  ne  sonl  que  celles  qui  sont  intérieures  à  A  qui  ten- 
dronl vers  \\.  Dans  toute  aire  intérieure  à  I!.  la  suite  des  œ  esl 
normale  et  lend  und'orinémen I  vers  zéro.  l\  COntienl  A.  Mous 
verrons  que  R  peul  ne  pas  être  le  domaine  total  de  convergence 
vers  0. 

107.  Si,  en  particulier.  [>  '>.  on  peui  avoir  un  résultai  plus 
simple.  Prenons 

=  1 

■  i 

et  cherchons  encore  un  cercle  1    passanl   par  O,  qui  contienne  son 
conséquent.    Il   laut    déterminer   le    nombre    complexe  i       de 
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façon  <|iK'  si 

zz'  —  ec'z  —  y.  :'  —  o. 

avec 

-  —  y.  —  r  c'  w+s9  .  :  =   !/'coi     < 

0  varia  ni  de        -  à        -  •  on  ;nt 

:  zt  z\  —Ct'Zi—  <xz'  <  o. 

Or 

o,       *[a  ..-  '(*  — a)]      .... 

les  termes  non  écrits  étanl  de  degré  ^>  i  en  /  pris  pouT  infinimenl 
petil  principal,  o,  ;i  le  signe  de  il[a'z'*(z  a  I  v|  '  rs|  l"',N  ;|v^r/ 
petit,  et  cette  dernière  quantité  n'esl  autre  que 

M  |  a',.  S/'  ,-,.,; '.,■•'-'■'     •)]; 

0  varianl  de  ;i        ->  cette  quantité  n'aura   un  signe  constant, 

!  3  l 

qui  sera  négal  il.  que  si  l'on  a  pris 

.   _  7i         !  mod  ' -  . 

Ceci  détermine  deux  directions  opposées  sur  lesquelles  doil  se 
trouver  a.  <  >n  prendra  /  assez  petil  sut  ces  directions  pour  que, 
:.  décrivanl   l\  o,  soil    négatif,   e1    paT  suite  :,   soil    intérieur  â  V. 

1  )<  me  A  ici  accède  en  O  par  deux  pointes  opposées,  e1  il  esl  plus  simple 
de  prendre  pour  A  l'ensemble  des  deux  plus  grands  cercles  tangents 
extérieurement  «-n  <>  <|ui  satisfonl  à  la  dernière  condition  énoncée; 
prenanl  1rs  antécédentes  successives  des  aires  Intérieures  ;'i  ces  deux 
cercles,  on  aura  à  la  limite  le  domaine  de  convergence  vers  '  ». 

108.   Ceci  a  lieu   par   exemple  pour   les  fractions  singulières   ;• 
cercle  fondamental  de  ML  Fatou    Comptes  rendus,  i\  mai  1917). 
Considérons 

;,  =  c  -+-  V  (  //,><>.  a   réel  1. 

— .  a,  —  z 

I  I  ,'a  xe  réel  esl   cercle  fondamenl  al. 

Le  poinl  à  l'infini  esl   un  poinl   limite  singulier. 
En  effet,  on  peul  écrire  autour  du  poinl  r      x 


=2»-  2£ 
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La  série  du  deuxième  membre  convergeant  pour  z  assez  grand. 
Posant  z  =  -.->  Z,  =  y-»  il  vient 

^-=^-0,Z       9,Z«      ... 

OU 

7      _  _J< 

Z|       i       9.Z-+...' 
le  dénominateur  convergeanl  pour  Z  assez  petit,  ou 

/.,      /.      9,  Z3  -t-  — 

On  est   ici  dans  le  cas  a,ç=  o,  a3  ^=  o. 

On  sait  que  tout,  point  intérieur  au  cercle  Fondamental  ad 
/,  =  o  pour  point  limite  de  ses  conséquents.  E'  es1  ici  le  cercle 
fondamental  tout  entier  [voir  Fatqu,  p.  807  .  Dans  cel  exemple,  les 
deux  directions  opposées  (pic  j'indiquais  précédemment  sonl  portéi  - 
par  la  droite  joignanl  le  point  limite  singulier  au  centre  du  cercle 
Fondamental  (1).  V  es1  un  cercle  quelconque  tangenl  en  Z  ".  au 
cercle  fondamental,  c'est-à-dire  à  l'axe  réel. 

109.  Autres  exemples  :  I.  z,   =z  |   z2.       L'origine  est  poinl  limite 

singulier  vers  lequel  tendent  les  conséquents  du  point   :  ■  «pu 

annule  $'(&)•  L'infini  est  l'autre  point  limite.  Le  cercle  I'  de  dia- 
mètre (o.  1  appartient  au  domaine  de  0.  En  effet,  on  \<>u  que 
la    condition    pour    «pic 


*(!)<*(!)        ou        A(J- 


1 
d  — 


est 

R  |  1  -»~  :  |      o,  d'où  -  l- 

Un  en  conclut  que  pour  tout  poinl  du  cercle  I   de  diamctn  1 

sauf  pour       1  1 1 1 1 1  étant  antécédent  de  '  '  est  de  I .    .  on  a 


I  '  !   Ici,  la  perpendiculaire  en  /       <>  .1  I  B\e  réel. 
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et,  par  suite,  le  conséquent  est    intérieur  à   i'.  puisque  l'équation 
de  1"  es1 


Ici  «_,=  i.  La   direction   de  la  tangente  à  la  pointe  du  domaine 
de  0  qui  est  ( — arga2    es1  bien  ici  la  direction  <  >\  puisque  arga2  =  o. 


Si  donc  "ii  prend  les  antécédentes  successives  de  l'aire  I  .  les 
aires  (T  .  toutes  simplement  connexes,  tendronl  vers  le  domaine 
H„  I  '  de  I  origine.  Les  courbes  I'  .  frontières  de  ces  aires,  tendenl 
vers  un  continu  linéaire  qui  es1  E'  el  qui  sépare  I!,  de  I».  domaine 
du  poinl  à  I  infini.  I  [ors  de  I  .  on  a 

p'(5)|>|a5-i|>i. 

Donc,  des  considérations  bien  simples  e1  que  la  troisième  Partie 
nous  ;i  rendues  familières  prouvenl  que  les  I  ,  tendenl  unifor- 
mément vers  leur  limite  E'  qui  esl  une  courbe  de  Jordan  simple 
fermée  passant  par  O  e1        i   tangente  en  0  à  la  direction  <  »  \ 

MO.   M.  Prenons  z,  =  s -f- s9.  Les  zéros  di   :>'   :    sont  :  ;  on 

s  assure  de  suite  que  Icim's  conséquent  s  tendenl  régulièrement  ver*  (  > 

en  restanl  sur  I  axe  imaginaire.  En  dehors  de  O,  il   u  \    ;i  <l •  ni 

poinl   limite  m  groupe  circulaire  limite.  Le  domaine  immédial   'lu 
poinl  <  >  se  compose  de  »  L  ■  1 1  \  aires  simplement  connexes  symétriqm 
par  rapport  ;'i  O,  tangentes  en  O  à  OX  el  qui  s'obtiennenl   respecti- 


(')  R0  comme  l>,  ,  chacun  simplement  connexe  •  i  d'un  seul  tenant,  son  i  à  la 
fois  domaine  immédial  et  domaine  total  <le  convergence  vers  le  point  limite 
qu'ils  contiennent. 
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vement  à  partir  de  deux  cercles  F  et  V  symétriques  par  rapport  ;i  <  ». 
tangents  en  O  à  OX,  et  de  rayon  quelconque  pourvu  qu'il  — .  »  i  t 

On  peut  supposer,  si  l'on   veut,  que  ce  rayon  <■•>!  -'-■  I    e1   V  passenl 

alors  par  i  et       /'  antécédent  de  <  > 
On  vérifie,  en  effet,  que 

>(£>■  'G)       irh)- 

dont  le  signe  es1  celui  de  *(z-|       |>  deux  nombres  inverses  ayant 


; 

w 

/ 

i 
i 

\ 

\ 
i 

i 

/ 
i 

i 
i 
i 

i 

i 

V 

\ 
\ 
\ 

-i 

I  I- 

des  parties  imaginaires  de  signe  contraire.    Donc,  si     -        i   el  si 
-■\(z)  >  o,  on  aura 

Donc,  si  z  es1    pris  intérieur  à   I"  ou  sur  Y  (ailleurs  qu'en 
on  aura  un  point  z,  intérieur  à  I  .  car  l'équation  de  resl 

son  intérieur  correspondant  à  »  l  _  )  <C       t.  Test  bie I  i  F 

D'ailleurs  on  voit  que    p'(z   |       [  est  une  lei scate  de  foyers 

et    — =  passant  en  O,  et  intérieure  à  V  et  I      Donc,  sur  1    i      I 

/oui  n .  de    Mut  h    i        série),  tome   I  \  '  h       II,   i  i  >  " 
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de  T  et  f,  on  a  |  'f'(z)  I  >>  i.  On  en  conclut  que  Ja  frontière  de  R„, 
domaine  immédiat  de  0,  est  formée  de  deux  courbes  de  Jordan 
simples  fermées  tangentes  en  0  à  OX  et  symétriques  l'une  de  l'autre 
par  rapport  à  OX.  R„  est  formé  de  deux  parties  symétriques 
simplement  connexes  (*)  ;  chacune  des  deux  moitiés  de  R0  ne  con- 
tient  qu'un  point  critique  de  'j'(z).  Si  l'on  forme  le  domaine  total 
de  convergence  vers  0  en  prenant  les  antécédentes  successive-  de 
chacune  des  <leux  aire-  donl  se  compose  R0,  on  aura  une  infinité 
d'aires  (limitées  chacune  par  une  courbe  de  Jordan  simple  fermée) 
«loi il  les  dimensions  linéaires  tendronl  vers  zéro  e1  qui  se  grouperont 
absolument  comme  se  groupaienl  l<  -  dans  l'exemple 


l'ensemble  de  leurs  frontières  formera  un  seul  continu  linéaire  qui 
sera  la  frontière  du  domaine  d'un  seul  tenant  simplement  con- 
nexe R». 

W,  est  domaine  immédial  e1  total  de  convergence  vers  l'infini. 
Le  continu  linéaire  qui  le  borde  es1  une  courbe  continue  fermée 
représentable  par  des  équal - 

éla  n  ;  contim 

/     A  ». 

mais  non  de  Jordan  simple.  Elle  a  des  points  doubles  partoul 
denses  sur  elle-mêrhi  ni  les  antécédents  de  l'origine.  Tou1  ces 

points  sont  accessibles  par  l'intérieuT  de  lï,  comme  l'origine  es1 
accessible  par  les  deux  tôle-  (positif  e1   négatif)  de  l'axe  réel  (2). 

I  1  I     Les  points  critiques  de  'l(z)  intérieurs  au  /fourni ne  immédiat 


(')   Chacune  de  ce-  deux   parti  réforme    I  elle-même  pai 

z,  =  z  i-  ::i  et  par  le-  deux  branches  de  la  l'onction  inverse  d»|  r  \  qui  se  permutent 
autour'  du  point  critique  intérieur  à  la  p  irtie  considér 

(2)  Si  j'avais  pris  zt  =  z  —  z3,  les  points  critiques  auraienl  I  .■  x e  *  >  > 

aurait  remplacé  Taxe  OX.  el   les  deux  parties  de  R0  se  seraient  trouvées  pla 

comme,  dans  l'exemple  s,  —  ,  les  deux  domaines  R,  et  R', . 
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d'impoin*£  =  s(Ç),  ç'(Ç)  =   i  (1).     -Envoyons  d';  à  l'infini  un 

point  z  =  o(z)  où  |ç'(z)|>i,  point    de   E.   pour   êl  que   le 

point  à  l'infini  n'admettra   pas  le  poinl    '  (qu'oD  pp 

être  l'origine)  pour  point  limite  de  ses  conséquents.  T  itour 

de  'Ç  =  o  un  petit  cercle  C  limitant  une  air< 

drons  les  antécédentes  (('-_,)  successives  parla  branche  de  [  z    qui 

devient  nulle  à  l'origine.   Si,  quel  que  soit  i,  aucun 

contenait  de  point  critique  pour  la  branche  de       -    ein  •  ela 

voudrait  dire  que  les  fonctions 

<l>  (  z  )  — 

-        h 

obtenues  en  itérant  la  branche  ty(z)  e1  qui  sonl  respectiveinenl  les 
branches  des  inverses  de  'f  (z),  &2  (s),  ...  nulles  à  l'origine,  sonl  toutes 
holomorphes  dans  (C)  [elles  n'y  ont  ni  pôles  ni  poinl  critiques, 
car  (C)  ne  contient  pas  de  conséquent  de  l'infini].  Touti  mo- 

tions ont  leur  dérivée  —  i  à  l'origine,  H   l'une  quelconque  d'ei 
elles  ne  prend  qu'une  fois  chacune  de  ses  valeurs  dans    C  .  c'est- 
à-dire  que  si  z,  et  z,  dans  (C)  sont  distincts,  on  ;i   -     ~ 
quel  que  soit  i.  On  peut  alo—  s<  servir  du  théorème  dû  à  M.  Kœbe  e1 
rappelé  page  i3o  du  présent  Mémoire.  i,(r.j  remplirai  toutes  les  con- 
ditions de  validité  du  théorème;  z  décrivant  C,  le  point  z  ,  di 
une  ligne  fermée  (i  ,  dont  la  plus  courte  distance  à  l'ori 

d^>  —, —  p,  p  étant  le  rayon  de  C.  Toutes  les  courbes  :       resl  e    iien1 

à  une  distance  finie  de  O,  et  ceci  es1   impossible  puisqi  vu 

que  les  parties  du  cercle  C,  intérieures  au  domaine  que  nous  a>  ons 
appelé  A'  dans  ce  qui  précède,  on1   des  antécédentes  qui   tendenl 
vers  O.  On  a  donc  établi,  <m  établissant  que  la  plus  courte  distai 
de  O  à  C_/ tend  vers  zéro  pour  i      »,  que  (C  .1  finit,  i  grandissant, 
par  contenir  un  point  critique  de  la   branche  \>(z)  aulle  ei 
cela    quelque   petite    que    soit    l'aire    (C)    initiale,  ini   a   vu  aussi 
précédemment  que  seules  ne  tendaienl    pas   vers  zéro  les    pari 
des  (C_,)  successives  qui,  n'étanl  pus  intérieures  àA',  étaienl  inté- 
rieures à  A;  on  a  vu  que  ces  parties,  intérieures  à   A.  étaienl   inté- 


(  '  )  Tout  ce  «|  11  e  nous  disons  s'appliqui   à 


Epi 
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rieures  au  domaine  immédial  R0  de  l'origine.  On  en  conclut  que  le 
domaine  immédiat  de  V origine  contienl  toujours  un  point  critique 
pour  la  branche  de  '|  :  nulle  à  l'origine,  ou  bien,  avec  moins  de 
précision,  qu'i]  y  a  un  pi  m  ni  critique  de  \>{z),  conséquent  d'un  point 
où  z>'(z)  =  o,  donl  les  conséquents  admettent  O  pour  seul  point 
limite. 

I  \*2.  Le  mode  de  raisonnemenl  employé  prouve  aussi  que  si  aucun 
point  critique  de  '\>(z)  n 'admettait  Vorigine  pour  point  limite  de  ses 
conséquents,  V origine  ne  pourrait  être  de  1/.  En  effet,  C  étant  ave» 
cette  hypothèse  choisi  assez  petil  pour  ne  contenir  de  conséquent 
d'aucun  poinl  critique  de  l  z  .  toutes  le-  i  seraienl  holomorph.es 
dans  C  e1  l'on  aurail  des  hmitations  supérieures  e1  inférieures 
pour  |y,(zj|,  lorsque  :  décrirail  un  cercle  déterminé  quelconque 
intérieur  ;i     (       ces  limitations  seraient   indépendantes  de  V indu 

[voir  Klein  el  Frk  m  .  r  volume,  |>.   i  5o6,  pour  la  limitation 

supérieure  de     '-    ~   1 1.  On  en  conclurait  que  0  sérail  intérieur  à  une 

.on  -1  .  simplemenl  connexe,  <l  un  seul  tenant,  intérieure  à  toutes 
les  (C,  ,),  cette  I  se  transformanl  biunivoquemenl  en  elle-même 
par  zt  =  z(z)  el  par  la  branche  de  :  ,  l  (z)  nulle  ;'i  l'origine. 
Cette  '  pourrail  être  représentée  conformémenl  sur  l'intérieui 
d'un  cercle  de  centre  '  ».  par  :  /  /.  .  La  relation  transformée  entre 
Z,etZ,  Z,  $(Z)  serait  évidemment  la  rotation  Z  Z<  '  conser- 
vanl   i  < > 1 1 1   cercle  de  ci  ntre  0  ~    i  onserverail  alors  une  infi- 

nité de  petites  courbes  analytiques  sillonnanl  '  e1  entouranl  0 
(à  lu  façon  <\r>  centres  des  équations  différenl  [elles  du  premier  ordre  . 
Il  es1  des  lors  évidenl  que,  dans  l'intérieur  d'une  de  ces  courbes, 
toutes  les  9,(z)  seraienl  bornées  puisque  toutes  les  : 
transformeraienl  en  elle-même  biunivoquemenl  l'aire  intérieure 
,i  cette  courbe.  Les  :    z     formeraienl   une  suite  normale  dans  I  in- 


(')  eiu>  est  la  valeur  de   p  (Ç)  au   point    £       .  i     dans   nos  hypothèses, 

S7t   -(/»;  7  entiers).   Si    l'on    avait    ©'(£)  =  i,    on    aurait    tout    simplement 

ri,   d'où   Z,       X.    impossible    évidemment,    car   :ir-  :■   autour  de  0.   l'our 

«  =  2r.  —  >   l'impossibilité  d'une  (elle  représentation  conforme  avec  ï    :     i.ition- 

nelle  résulte  aussi  de  ce  que  ;7  —  oq(z)  deviendrait,  par  cette  représentation, 
/.  . .  Z(e'w?—  i*l  el  Ton  aurail  o,,(z)  =z  autour  de  O.  ce  qui  est  évidemment 
impossible. 
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térieur  de  l'aire  »v  et  0  ne  serait  pas  de  E'.  (  eci  contredil  le  résultai 

déjà  trouvé   qu' aucune  suite  infinie  extraite  de  la   suiU  z 

nest  normale  enO.  Doue  le  la  il  que  0  est  de  E'  entraîne  qu'un  poinl 
critique  de '|(z)  doit  avoir*)  pour  point   limite  de  ses  conséquents. 

1  l.">.   Quelques  réflexions  sur  les  points  :  ' 

Çr=9(Ç), 

9  incommensurable  à  -i  ~  (on  suppose  toujoui     -  L'emploi 

simultané  des  théorèmes  sur  les  suites  normales  e1  du  théorème 
de  M.  Kœbe,  indiqué  précédemment,  va  nous  conduire  à  réduire 
les   possibilités   à   deux  seulement. 

Entourons,  comme;  précédemment,  le  point  '_'  o  d'une  petite 
courbe  C  (cercle)  dont  nous  prendrons  les  antécédentes  successives 
par  la  branche  de  '|(z)  inverse  de  ç  nulle  à   l'origine  : 

'f(z)       z  >■''>    -h  .  .  . . 
^)  =  îr"+.  ... 

On  a  vu  que,  si  aucune  des  aires  (C_,-)  antécédentes  de    i      ne  con- 
tient de  point  critique  pour  la  branche  de  'j'(z)  considérée.  <  >  est 
centre  d'une  région  -I    sillonnée  de  courbes  analytiques  consen 
par  z,  =  Zi(z)  comme  par  z_(  =  vp(z  .On  peut,  autour  de  0,  trouver 
une  fonction  holomorpbe 

Z     /(i 

telle  qu'entre  Z  et  /,  la  relation  devienne 

/       / , 

/(z)  satisfait  à  l'équation  Fonctionnelle 

f[9(*)]      *'0/(*)- 

qui  est  l'équation  dite  de  Schrœder. 

Cette  équation  a  une  sol  ni  ion  f{z)  holomorphe  en  O,  si  <  >  n'est  pas 
point  limite  des  conséquents  des  points  critiques  de  la  branche 
'f(z)  nulle  en  0.   Inversement,  si  elle  a   nue  solution   holomorphe 

(  '  )  Ce  i\iic  nous  (tuons  s'appliquera  évidemment  aux  groupes  circulaires 
limites  pour  lesquels  Ç       m,  incommensurable  i 
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en  0,  tout  point  z  voisin  de  0  a  tous  ses  conséquents  sur  la  courbe 
analytique  qui  dérive  de  |  Z  |  =  const.  par  la  représentation  con- 
forme 'A  =  f(z),  [/(o)  =  o],  et  sur  cette  courbe  ses  conséquents 
sont  partout  denses,  comme  sont  denses  sur  |  Z|  =  const.  les  consé- 
quents de  Z  par  Z,  =  Ze'H.  Donc  z  =  o  ne  peut  être  point  limite 
des  conséquents  d'aucun  point  du  plan. 

1 14.  Il  revient  donc  au  même  de  dire  que  0  est  un  centre,  ou  de 
dire  que  0  n'est  point  limite  des  conséquents  d'aucun  poinl  cril  ique 
de  'l(z).  Qu'il  soit  possible  d'avoir  des  fonctions  z>(z),  holomorphes 
en  O,  telles  que  pour  elles  0  ïoil  un  centre,  c'est  ce  qu'ii-esl  facile  de 
voir  en  partant  de 

/.,  --  Ze* 

choisissant  /(z)  holomorphe  et    nulle  en   0   |/(o)  =  o|  el    tiranl    : 
de  z  par  l'équation 

qui  admet  une  solution  z,  =  ç(z)  holomorphe  e1  aulle  en  0  déve- 
loppable  par 

. 

Les  courbes  conservées  seraienl  ici  les  courbes  f(z)\  const. 
Si  I  on  prend,  par  exemple,  Z  =  2: 

as,  —  z]  et        zt  =  i  —  v7 '  —  ( ">■  '■  —  ~'  )  pii)- 

p(z)  =  ae"-i|  .  .     ('). 

Pour  cette  i  r;i information,  l'origine  es1  centre  e1  les  courbes 
conservées  sonl  les  ovales  de  Cassini  de  \o\  i    ■ 


entouranl  l'origine  (K<  i);  toutes  ces  ovales  sonl  intérieures  à  la 
boucle  de  lemniscate  L 

qui  entoure  l'origine. 

I  lé>.  Le  problème  revient  donc,  étant  donnée  mie  Fraction  z>(z) 

(M  Celle  série  entière  en  z  converge  dans  le  cercle  de  centre  O  tangent  inté- 
rieurement à  la  bu  noie  de  leinniscale  L.  |  •>.  z  —  z2 1  :=  i ,  qui  entoure  l'origine. 
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rationnelle,  à  discerner  si  £=o  est  un  centre,  c'est-à-dire  :  i"  si 
l'équation 

/[>(*)]  =  e'ft/(  *) 

a  une  solution  f(z)  holomorphe  (et  nulle  en  0)  autour  de  l'origine, 
ou  bien  i°  si  elle  n'en  a  pas,  auquel  cas  on  est  sûr  que  £  =  o  sera 
point  limite  pour  les  conséquents  d'un  point  cril  ique  de  la  branche 
i/(z)  nulle  en  0.  Telles  sont  les  deux  hypoth*  ^quelles  on  es1 

réduit.  Nous  savons  (pie,  ç(z)  étant  rationnelle,  la  deuxième  es1 
seule  possible  si  0  est  commensurable  à  2~,  nous  l'avons  reconnu  au 
paragraphe  précédent,  et  nous  avons  vu  que  l'impossibilité  de  l;i 
première  hypothèse  venait  de  ce  fait  que  Ç  =  o  était,  pour  ')  com- 
mensurable à  2û,  un  point  de  E'.  Cela  résultait  pour  non-  alors  du 
fait  que  '(  =  o  était  toujours  limite  des  conséquents  d'un  poinl  cri- 
tique delà  branche  '\>{z)  nulle  en  0.  On  peut  dire  aussi  que.  dans  tous 
les  cas  où  la  première  hypothèse  sera  vérifiée,  l'aire  (T)  intérieure 
à  une  courbe  |/(z)  |  =  const.  (la  constante  étant  assez  pet 
transformant  en  elle-même  biunivoquenienl  par  zt  =  z(z.  e1  son 
inverse z_{  =  'h(z),  on  estsûr  que  la  suite  des  ç,(z)  sera  bornée  dans  I' 
puisque  toutes  les  z,-=  o,(z)  transforment  (F)  en  elle-même,  «  I  «  »  1 1  *  - 
la  suite  des  o,  sera   normale   dans  F.  0  ne  sera   pas  poinl    de 

Ainsi,  la  première  hypothèse  ne  peut  se  trouver  vérifiée  que  si 
'Ç  =  o  nest  pas  de  E'.  Dans  tous  les  cas  où  l'on  consi  ni  era  que  -       1 1 
est  de  E',  on  pourra  affirmer  que  la  deuxième  hypothèse  seul*    si 
vérifie,  et  l'équation  de  Schrœdèr  n'a  pas  de  solution  holomorphe 
et  nulle  en  0. 

MO.  Montrons  qu'effectivement,  si  £  =  o  n'esl   pas  de  E',  c'est- 
à-dire   si    les   o,(z)    formeni    une   suite   normale  (1)  dans  l'aire   I! 

(limitée  par  E')  d'un  seul  tenant  qui  contient  le  point  -'  O  consi- 
déré, la  premier?  hypothèse  se  réalise  toujours. 

Entourons  en  elle!   '1 --  o  d'une    petite   .lire    D,  intérieure  à    II. 
dans  laquelle  la  suite  des  o,(~)  est    normale.   Celle  des        s    l'esl 

aussi,  ainsi  que  «-elle  des  — ; — ■•  En  0  on  a  I  o'(z)  I :     [,  quel  que  soit  i. 

1     (  >n  supposera  toujours  que  l'infini  est  un  poinl  de  E,  en  sorte  que,  d 
il  n'y  ait  aucun  pôle  pour  le-*  9,(5)  el  pour  leurs  f  mêlions  invi  rs  t"1' 

les  antécédents  et  les  conséquents  <!«'  l'infini  se  trouvent  alors  tous  èn<-  dans  E 
c'est-à-dire  non  intérieurs  à  It 
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Les  |o'.(z)i  bornés  en  O  sont  bornés  dans  D.  ainsi  que  les 

Donc,  dans  D,  assez  petite,  on  aura 

^  -  <K  K>i), 

quel  que  soil 

<  )n  pourra  aussi  borner  supérieurement  les  |  Oj(z)  |  dans  D. 

Les  Oi(z),  nulles  en  O,  ayant  leurs  dérivées  toutes  égales  à  i 
en  module  en  O,  une  suite  extraite  des  o((z)  ne  peutvconverger  uni- 
formément dans  D  vers  une  constante,  car  il  faudrait  pour  cela 
que  les  valeurs  en  D  des  dérivées  des  fonctions  de  la  suite  con- 
vergeassenl  vers  zéro.  On  peul  donc  trouver  un  nombre  N  tel  que, 
quel  que  soit  i.  cl  quel  que  soit  le  nombre  complexe  o,  aucune  des  y 
ne  prenne  dans  D  plu-  de  N  fois  la  valeur  a. 

La    suite   des     '  est.  dans    D,   normale    comme    celle   des  i  .  e1 

ht  nuée.  Si 

on  voit   que 

=*=©*(-)  = 

dune,  pour  :      o,  toutes  les  '    sonl    holomorphes  e1   le  poinl   i  es1 

un  point  limite  pour  les  valeurs  de  ces  fonctions  en  O.  '  boisissons 
alors  une  suite  d'indices  //,.  n2,  ...  tels  que  les  valeurs  <  .  ... 

tendenl  vers  i .  En  <  >.  la  suite  des  '!•  tend  vers  i . 

Donc,  on  peul  extraire  de  la  suite  des  n,  une  suite  N  .  \  telle 

que  <l\  (z  'I\    :  .  ...  tende  dans  I  »  uniformément,  >(>ii  vers  la 

constante  i,  soil  vers  une  fonction  <î>(z)  bolomorphe  en  (  ».  prenanl 
en  O  la  valeur  i . 

Dans  la  deuxième  hypothèse,  '!'  O)  et  a  m  égal  à  i .  toutes  les  fonc- 
tions (\\(z  prendraient  dans  un  petil  cercle  «le  centre  (  >.  à  partir 
d'un  certain  rang,  la  valeur  i .  Donc,  toutes  les  équations  $  (z)  =  j 
ou  z>K(z)=z  aurai»' ni  toutes,  à  partir  d'un  certain  rang,  des  solutions 
dans  tout  cercle  de  centre  O.  0  sérail  un  point  de  K\  ce  qui  es1 
absurde. 

Reste  donc  la  seule  hypothèse  que  les  $  :  tendenl  vers  la  cons- 
tante i  dans  D,  c'est-à-dire,  les  oN  (z)  tendent  uniformément  vers  z 
dans  D.  (On  voit  dès  ici  apparaître  le  centre  2  =  0.) 

Dans  ce  cas,  on  peut  tracer  autour  de  0  un  cercle  dan-  lequel 
aucune  fonction  î>/(z)   ne  prenne  la   même  valeur  en  deux  point- 
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distincts.  En  < •  fl'< *  i ,  admettre  le  contraire  sérail  admettre  l'existence 
d'une  suite  infinie  de  rayons  :  tendanl  vers  zéro,  de  couples  de 
points  distincts  zh  z'(,  intérieurs  respectivement  aux  cercles  de  centre 
(  >,  de  rayon  p,-,  e1  d'indices  nl  grandissanl  indéfiniment,  tels  que 

De  la  suite  des  ^„,  on  peul  extraire  une  suite  oy  tendant  unifor- 
tnémenl  dans  I)  vers  une  fonction  /  z)  non  constante,  puisque 
en  0  tous  les  ç„  ;  sonl  \  :  f(z)  csi  niillr  ru  (  ».  e1  sa  dérivée 
es1  en  module  =  i  à  l'origine.  Donc  f(z  représente  conformément 
un  cercle  assez,  petil  de  centre  <>  sur  une  aire  qui  nr  se  n 
nulle  part,  c'est-à-dire  que  /  :  prend  des  valeurs  distinctes  en  deux 
I >oi 1 1 1 s  distincts  quelconques  intérieurs  à  un  cercle  assez  petil 
de  centre  0;  pour  i  assez  grand,  les  oy  z  diffèrenl  aussi  peu  qu'on 
le  vciii  de  /(z);  ils  ue  peuvent  donc  prendre  la  même  valeur  en  deux 
points  distincts  voisins  de  O,  comme  on  vienl  de  le  supposer  dans 
I  hypothèse.  La  contradiction  qui  se  rencontre  montre  donc  qu'on 
peul  trouver  un  petil  cercle  y  entouranl  <>  dans  lequel  aucune 
des  3p,-(z)  ne  prend  la  même  valeur  en  deux  points  distincts. 

On  peul  alors,  les  V;(z)  étanl  holomorphes  dans  y,  ayanl  en  <> 
leurs  dérivées  =  i  en  module.  e1  jouissanl  de  la  propriété  qu  'on 
vienl  de  montrer,  leur  appliquer  le  1  héorème  de  M.  Kœbedéjà  men- 
tionné. Les  conséquentes  de  l'aire  y  sonl  des  aires  simples,  sim- 
plement connexes,  ne  se  recouvranl  nulle  pari  e1  don!  les  contours 
resienl  à  distance  Unir.  e1  supérieure  à  une  limite  lixe,  de  I  origine. 
<hi  en  déduit  l'existence  d'une  aire  '  intérieure  à  toutes  les  y 
simplement  connexe,  entourant  0.  -i.  sera  transformée  biunivoquc- 
meni  en  elle-même  par  z,  =  &(z  i  e1  |>ar  la  branche  de  \  z  nulle  en  '  » . 
La  représentation  conforme  de  '  sur  un  cercle  de  centre  <  ».  ., 
conservation  de  l'origine  prouve  ici  encore  que  l  origine  esl  un 
centre.  (>u  entourera  0  d'une  famille  de  courbes  analytiques  qui  se 
conservenl  biunivoquemenl  par  :.,  3  :  .  I  es  conséquents  d  nu 
point  z  assez  voisin  de  0  seront  partout  denses  sur  la  courbe  analy- 
tique «pu  passe  en  ce  p<  m  ni  |  en  particulier,  il  )  aura  une  suite  d  in- 
dices n,,  //._,,  ...  tels  que  5n    s)  tende  vers      uniformémenl  dans    '  |. 

I  -  équal  ion  de  Schrœder 

K  [<?(*)]      1     I 
aura  une  solution  nulle  à  l'origine,  liolomorphe  en  0.   Et,  d  ap 

Journ.  de   Matk.       •    liric  1,  lomc  l\  .         1  1       n  '  ' 
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les  propriétés  des  domaines  I!  limités  par  E'  '  .  !  :  bi  ra  bolo- 
morphe  dans  toul  ce  domaine  11.  toul  II  sera  sillonné  par  des 
courbes  analytiques  conservées  par  3,  ?(z)-  -=<>  ne  sera  limite 
pour  les  conséquents  d'aucun  poinl  du  plan. 

I  17.  Ainsi,  lorsque  0  esl  incommensurable  à  ■~.  nous  n'avons  le 
choi  \  qu'enl  re  <  I  «u  x  hypol  hèsi  - 

i°  ~  =  o  n'esl  pas  de  E'.  Alors,  c'esl  un  centre,  foute  l'aire  11 
d'un  seul  Icnani  entouranl  ce  centre,  limitée  par  E',  es1  sillon-née 
de   courbes   analytiques   i  ées    par  :        :    :  .   Le   domaine    I! 

ne  contient  aucun  point  critique  pour  la  branche  |  z  inverse  de œ  : 
qui  es1  nulle  à  l'origine  -  .  On  voil  a u>- i  facilemenl  qu'aucun 
antécédenl  du  domaine  1!  ne  peul  contenir  de  poinl  critique  de  la 
fonction  algébrique  i  |  z  .  sans  que  -  o  cess<  d'être  un  centre. 
L'équation  de  -Schrceder  a  une  solution  I  :  holomorphedans  toul  I! 
l'ouï'  cette  solution,  1rs  points  frontières  de  I  !  points  de  E  sonl  des 
points  singuliers  essentiels,  e1  le  théorème  fondamental,  démontré 
dans  la  première  Partie  relativemenl  aux  points  de  I.  e1  aux  deux 
seules  valeurs  exceptionnelles,  apparaîl  ici  comme  l<-  théorème 
de  M.  Picard  a ppliqué  à  la  solution  I  :  de  l'équation  de  Schrceder. 
Tous  ces   faits  se   tiennent   entre  eux  e1   tiennenl  à  ce  que  h  : 

sont   supposées  normales  en  '_' 

2°  -  o  es1  <l<-  E'.  Vlors,  il  esl  limite  pour  les  conséquents  <l  un 
poinl  critique  de  la  branche  1  :  nulle  en  -  o.  L'équation  de 
Schrceder  n'a  pas  de  solution  holomorphe  à  l'origine.  -  -o  n'esl 
pas  un  cenl  re. 

Je   n  ai  pas  pu,  jusqu  ii  me  prononcer  entre  ces  deux  li\  po- 

thèses  qui,  pour  un  cas  déterminé^  s'excluenl  mutuellement.  Il 
m  aurail  fallu,  pour  pousser  la  question  plus  à  fond,  plus  de  temps 
e1    de    connaissances    que   je    n  en    ai.    Je    me   réserve   d  \    revenir 

plus  tard,  s  il  \    a  lieu,  car  peut-être  I  utilisati le   I  équation   de 

Sohrœder  conduira-t-elle  à  trancher  la  question. 

Si,  en   effet,  on   cherche   les  coefïicients  de    ravlor  de   I     :    satis- 


(')  Toute  suiLe  extraite  des  .      .       [ui  converge  uniformément  dans  une  partie 
ilt;  11,  converge  uniformément  dans  toute  aire  intérieure  .i  11. 

(2)  M   pour   les  i,(--1  itérées   di         .       branches  inverses  <  1  « ■  »/(-)  <pii    sonl 
nulles  eu  (  ). 

(3)  l 'air  note  ('),  pa  - 


si  H     [^ITÉRATION     DES    FONCTIONS    RATIONNELLES.  'I' 

faisant  à 

F[<p<*)]      ■     F    - 
où 

o(z)-        . 

•  m  peul  les  déterminer  tous  de  proohe  en  proche  Lorsque  0  est  incom- 
mensurable à  2tc  (ce  calcul  formel  est  en  général  impossible  si 
0  est  commensurable  à -2ir).  J'ai  essayé  de  montrer  la  conv< 
de  développement  par  la  méthode  dos  majorantes,  mais  toutes 
les  majorantes  que  j';ii  obtenues  étaient  divergentes!  .1  ;ii  tenu  à 
montrer  cependànl  quej  pour  y  s  |  holomorphe  autour  de  l' origine  ^ 
cette  équation  pouvait,  dans  certains  cas,  avoir  une  solution  holo- 
morphe; en  sorte  que  l'existence  des  centres  es1  certaine;  [Exemple 
donné  où  F(z)  =  2z —  z2,  ç(z)  étant  une  fonction  algébrique  de  3.  j 
Reste  à  savoir  si.  pour  a>(z)  rationnelle,  elle  peul  en  avoir;  il  serait 
intéressant  de  décider  soil  l'affirmative  en  construisant  un  exemple, 
soit    la   négative! 

NOTE  ADDITIONNELLE. 

1  IS.  J'ai  reconnu,  après  le  dépôl  dé  ce  Mémoire,  qu'il  n'étail  pas 

P  (  s  ) 

toujours  exad  de  dire  que  l  équation  z  =  <p(s)  =         "     a    toujours 

mie  solution  £  pour  laquelle  |<p'(Ç)|]>i.  Ce  sérail  exad  si  cette 
équation  n'avait  pas  de  racine  double,  mais  la  présence  possible  de 
ces  racines  doubles  pour  lesquelles  -  s  .  e1  z>'  ".  \  oblige  à 
conclure  que  : 

[°  Ou  bien  il  y  a  une  racine  au  n s  de  v       ï    -    où  |  o'(Ç)  |  >  i  ; 

2°  (  Mi   bien  il  \   a  au  moins  une   racine   -  i  . 

Dans  le  premier  cas,  fcoul  ce  que  nous  avons  dil  dans  la  première 
Partie  du  Mémoire,  de  l'ensemble  E,  de  I.'  e1  de  leurs  propriétés, 
est   absolumenl    légitime. 

toutes  ces  propriétés  restent  vraies  dans  le  deuxième  cas,  mais 
elles  uni   besoin  d'être  présentées  différemment. 

I  *n  reconnaît,  en  effet,  d'abord,  comme  à  la  pagi    i  •  ;  du  Vténv 
que  les  z>„(s)  ne  forment  pas  une  suite  normale  nu   poinl 

Donc,  dans  nu  cercle  arbitrairemenl  petit  de  centre  .  toute 
valeur  déterminée,  sauf  deux   au    plus,   esl    prise   par   u  ne 

h  uni  n  m  Dn(z).  Ces  valeurs  exceptionnelles,  on  voil  aisénu  nt,  < 
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dans  la  première  Partie,  qu'elles  ne  se  présentenl   que  si  z,       s    : 
se  ramène  par   transformation  homographique  à  z,  =  z  '"ou  à  un 
polynôme.   Mais  certainement   l  n'est  pas  valeui    exceptionnelle   ni 
aucun  de  ses  antécédents.    En  aucun  de  ces  antécédents,  1<>  z.,  ne  sonl 
il  ailleurs   normales.)   'C  est  dom    nécessairement  point   limite  de  ses 
propres  antécédents.  Si    l'on  entoure  t  d'un   cercle   T  suffisammenl 
petit,  mi  pourra  trouver  une  suite  .'     .  .     .  ...   d'antécédents  de  l 

intérieurs  à  V  e1  tendanl  vers 'C.  Il  \  a  plus.  L'êtudt  locale  des  environs 
•  le  -,  faite  aux  pages  224  e1  suivantes  du  Mémoire  précédent,  prouve 
que,  si  Ton  entoure  'C  d'un  cercle  I"  suffisammenl  petit,  on  peul 
trouver  deux  domaines  '  A,  el  A,  intérieurs  à  I'  donl  '.'  soil  poinl 
frontière,  A4  el  A,  ayanl  une  ou  plusieurs  aires  communes,  domaines 
iHs  que  toui  poinl  de  A,  ail  tousses  conséquents  dans  I  et  dans  A  4  . 
tendant  vers  l  et  vers  '1  seul.  e1  que  touJ  /»»////  rfg  a  ,,//  /,,,/.x  s,  s  a/ité- 
cédents  [par  la  branche  de  la  fonction  |  s  ,  inverse  d(  :  :  ,  égale  à  Ç 
en  u]  successifs  intérieurs  à  I  et  à  A',  .7  tendant  vers  -  et  vers  l 
■seul  -  .  Ajoutons  que,  dans  le  domaine  Formé  par  A,  el  A',  on  peul 
enfermer  un  cercle  assez  petil  T,  de  centre  'Ç.  Tou1  poinl  <!•■  T, 
apparl  ienl  donc  à  A,  ou  à  A, . 

Envisageons  alors  un  cercle  ['assez  petil  pour  laisser  à  s sxté- 

rieur  un  certain  antécédenl  1  r  de  .  el  pour  que  la  construction 
précédente   soil    possible. 


(  '  )  Si  par  exemple  Ç  —  o  el  si   -,       z>{  z)  =  :  -+-  n,  c1  -r-  ...  on  | 1 1 .1 

à  condition  i]u<'  I'  soil  assez  petit,  prendre  pour  A,  l'aire  im<  1  ieure  .1  deu>  cen  I-  s 
convenables  passanl  par  £  el  tangents      I     el  | A     :  ain    symétrique  par  rai  - 


1 


port  a   £.    Il  est  alors  visible  que   A        A     ronlienl    un   cercle   assez   petil    I",  de 
centre  _'. 

1        Dans  A,  la  branche  de  de  à  T  en  ^.  el   tonte-   le-   itérées  de  celle 

branche  ^ont  holomovphes. 
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I  );uis  r  on  pciii  trouver  une  suite  Infinie  d'antécédents  d< 

£  „,.     •  ,,,-     ■  ■  ■         /'      " .      "     : 

tendanl  vers  'Ç.  Si  l'on  fail  la  construction  précédente,  à  partir  d'un 
certain  indice  nn  les  1  „ .  Ç_n  ....  sonl  intérieurs  au  cercle  \\. 
Mais  '_  „  ayanl  un  conséquenl  lÇ-p  extérieur  à  I'  n'appartient  pas 
à  A,:  il  appartienl  donc  à  A,,  c'est-à-dire  que  tous  ses  antécédents 
par  la  branche  de  ty  (  z  )  qui  égale  '(  en  -  sonl  intérieurs  à  T  e1  tendenl 
vers  1.  (  )n  peul  même  entourer  t  „  d'un  cercle  assez  petil  y  pour 
que  toutes  les  m  tes  antécédentes  successives  de  ce  cercle  pai  la  bran*  he 
considérée  de  '\/(s)  soienl  des  aires  planes  simplemenl  connexes 
tendanl  vers  C.  Donc  dans  toul  cercle  de  centre  1.  •>!  petil  soit-il,  on 
peul  trouver  une  aire  plane  à  un  seul  contour  y  N  qui  ^>ii  antécé- 
dente de  l'aire  du  cercle  y  précédent. 

Cela  équivaul  à  dire  que,  quelque  petite  que  soil  une  aire  phi  ne  0 
entourant  "Ç,  tout  le  cercle  y  sera  intérieur  à  un  l<  nillci  d'une  certaine 
itérée  <oN  de  l'aire  c©,  ou  bien  que  sur  un  certain  feuillet  de  u\  tous  1rs 
points  </m  se  projettent  à  ViMérieur  <l<-  y  ou  sw  y  sont  <lr.\  points 
intérieurs  à  *\.  (  >r  on  a  pu  choisi]  y  assez  petil  pour  que  I  itéré* 
y„  contenant  1  soit  une  petite  aire  simple  entourant  1.  qu  «ni  choi- 
sira précisément  pour  l'aire  (Q.  Kl  l'on  a  vu  dans  la  première  Partie 
i  troisième  corollaire  du  théorème  fondamental  qu'il  résulte  de  là. 
en  vertu  du  paragraphe  à  des  Préliminaires,  que  y  contienl  toujours 
une  racine  au  moins  de  l'équation  :  sN  z  pour  laquelle 
|  ©a .  „.(  z)  |  ^>  i ,  puisque  l'itérée  d'ordre  1S  n  dey  n'est  autre  que  >\. 
cô  étant  identique  à  I  itérée  d  ordre  nt  de  y. 

On   vient    donc   de    prouver  que  tout   point    i  vérifiant   . 
avec   z>' (Ç)  =  i    est  limite  de   points-racines    d'équations    z       z     : 
où  \t>'„(z)\  ^>  i.  Ceci  prouve  bien  que  E  existe,  contienl  une  infinité 
dénombiable   de   points,   et    «pion   est    en   droit    de   parler  de  son 
dérivé    E'.  L'exposition  se    poursuit    maintenant    commi    dans   le 
Mémoire. 
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Sur   Les  surfaces   minima   ou   élassoïdes ; 


Par  P.-C.  CLAPIER, 

Professeur  de  Mathématiques  au  lycéi   Gassendi, 
ancien  boursier  d'Agrégation  de  la  Sorbonne. 


Objet  de  celle  élude  —  Je  me  suis  proposé  d'appoi  ter  une  modeste 
contribution  à  l'étude  des  surfaces  minima  ou  élassoïdes.  Ce  dernier 
vocable  a  été  introduit  par  Ribaucour  qui  a  publié  en  1881,  étant 
ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées  à  Aix-en-Provence,  un  Mémoire 
fort  important  couronné  par  l'Académie  royale  de  Belgique.  I  tans  ses 
«  Leçons  sur  la  Théorie  générale  des  surfaces  »,  le  très  regretté  Gastoo 
Darhoux  consacre  le  Livre  III  à  L'Historique  el  à  l'exposé  des  prin- 
cipaux résultats  obtenus  sur  celle  question  qui  a  préoccupé  l'esprit 
des  plus  grands  géomètres  depuis  Lagrange. 

Dans  le  premier  Chapitre,  je  rappelle  les  propriétés  géométriques 
les  plus  importantes  des  surfaces  maxima,  et  montre  l'intérêt  des  for- 
mules de  Ribaucour  qui  se  prêtent  facilement  aux  applications  <i 
mériteraient  de  devenir  classiques  au  même  titre  que  celles  de 
Weierstrass. 

Dans  les  trois  Chapitres  suivants,  j'étudie  les  surfaces  minima 
déduites  de  leur  représentation  sphérique;en  particulier,  je  détermine 
la  surface  minima  qui  admet  comme  représentation  sphérique  de 
lignes  de  courbure,  le  système  isotherme  qui  correspond  aux  lignes 
de  courbure  d'une  quadrique.  Je  montre,  en  outre,  comment  les 
diverses  méthodes  géométriques  employées  pour  la  détermination 
générale  des  élassoïdes  permettent  d'obtenir  l'intégration  de  certaines 
équations  aux  dérivées  partielles. 

Dans    le    cinquième    Chapitre,    j'envisage    le>    surfaces    minima, 

Journ.  de  Math.  (-'  série),  tome.  IV,       1  asc.  111 


24$  '•     CLAPIER. 

groupées  en  familles,  comme  trajectoires  orthogonales  de  certaines 
congruences  C„,.  L'étude  générale  de  ces  congruences  présenterait  un 
vif  intérêt;  je  me  suis  contenté  de  déduire  de  cette  méthode  les  sur- 
faces minima  les  plus  simples. 

lidèle  à  la  pensée  de  mon  éminent  maître  Darboux,  qui  faisait  con- 
courir l'intuition  géométrique  et  le  calcul  analytique  à  la  solution  des 
Problèmes  toujours  plus  nombreux  et  plus  difficiles  qui  se  posent 
à  l'attention  des  géomètres,  je  me  suis  inspiré  de  cette  pensée  de 
Ch.  Dupin  : 

«  Il  semble  que  dans  l'état  actuel  des  Sciences  mathématiques,  le 
seul  moyen  d'empêcher  que  leur  domaine  ne  devienne  trop  \  t^te  pour 
notre  intelligence  est  de  généraliser  de  plus  en  plus  les  théories  que 
ces  Sciences  emhrassent,  afin  qu'un  petit  nombre  de  vérités  générales 
et  fécondes  soit,  dans  la  tête  de-  hommes,  l'expression  abrégée  de  la 
plus  grande  variété  des  faits  particuliers.  » 

Digne,  le  '3 1  ■  ,i8. 

F.   CLAPIER. 

CH  \NTRK  I. 

I.  Les  surfaces  minima  ou  élassoïdes  '  i  sonl  celles  qui.  après  la 
sphère  ri  les  sui  faces  développables,  prési  nient  le  plu-  \il  intérêt,  au 
point  de  vue  de  la  courbure  : 

Leur  indicatrice  de  Dupin  est  une  hyperbole  équilatère,  ei  en 
chacun  de  leurs  points,  les  deux  rayons  de  courbure  sonl  égaux  el 
dirigés  en  sens  inverse. 

Cependant,  c'est  à  propos  d'une  question  de  minimum  qu'elles  se 
sont  présentées,  pour  la  première  fois,  à  l'attention  des  géomètres. 
Lagrange  s'était  proposé  de  rechercher,  parmi  toutes  les  surfaces  qui 
passent  par  un  contour  donné,  celle  dont  faire  est  minima.  C'est  l'ana- 
logue du  problème  des  géodésiques  qui  consiste  à  trouver  sur  une 
surface  la  ligne  la  plus  courte  qui  passe  par  deux  points  donnés  de 
cette  surface  :  effectivement  les  surfaces  minima  jouent  dans  l'espace 
euclidien  le  même  rôle  que  les  lignes  géodésiques  dans  un  espace  à 
deux  dimensions. 


(')  Le  terme  surface  minima  est  impropre;  l'aire  de  la  surface  n'étant  pa^  le 
plus  souvent  un  minimum  absolu  (Kibaucour). 
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Et,  de  même  que  le  problèmede  la  géodésique  qui  joint  deui  points 
d'une  surface  n'est  pas  complètement  déterminé,  le  problème  posé 
par  Lagrange  ne  comporte  qu'une  question  de  minimum  relatif;  el 

par  un  contour  donné,  il  peut  passer  une  infinité  d'élassoïdes. 

Au  point  de  vue  analytique,  toutes  les  surfaces  qui  passent  par  un 
contour  fixe  dépendent  de  deux  fonctions  arbitraires;  on  peut  les 
grouper  en  familles  dépendant  chacune  d'un  paramètre  variable. 
Parmi  toutes  les  surfaces  d'une  même  famille,  présentant  une  aire 
simplement  connexe  à  l'intérieur  du  contour,  il  en  existe  une,  moins 
étendue  que  toutes  les  surfaces  voisines. 

Les  surfaces  à  étendue  rninima  satisfont  à  une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  deuxième  ordre;  et  Monge  a  montré  que  cette  équation 
est  la  même  que  celle  qui  caractérise  les  surfaces  dont  les  rayons  de 
courbure  sont,  en  chacun  de  leurs  points,  égaux  entre  eux  et  de  signes 
contraires. 

Le  Problème  général  de  la  détermination  des  surface-  rninima 
dépend  de  deux  fonctions  arbitraires. 

Assujettir  l'une  de  ces  surfaces  à  passer  par  un  contour  donné,  c'est 
fixer  une  de  ces  fonctions  arbitraires;  la  surface  rninima  sera  déter- 
minée si  on  l'assujettit,  en  outre,  soit  à  passer  par  un  autre  contour 
donné,  soit  à  être  inscrite  à  une  développable  donnée,  le  long  du  pre- 
mier contour  :  ces  deux  problèmes  essentiels  peuvent  se  ramener  l'un 
à  l'autre. 

Ainsi,  la  recherche  de  la  surface  rninima  passant  par  deux  cercles 
dont  les  plans  sont  parallèles,  se  ramène  à  celui  de  la  surface  rninima 
inscrite,  suivant  le  premier  cercle,  dans  un  cylindre  dont  les  généra- 
trices sont  parallèles  au  plan  formé  par  la  ligne  àe>  centres  et  la 
direction  commune  des  axes  des  deux  cercles. 

Le  problèmede  Bjôrling  :  construire  la  surface  rninima  circonscrite 
à  une  Développable,  le  long  d'un  contour  donné,  est  bien  déterminé; 
sa  solution  géométrique  a  été  donnée  par  Ribaucour  dans  un  impor- 
tant Mémoire  ('  )  qui  nous  servira  de  guide  dans  cette  étude. 

2.  Aire  (Cun  élassoïde.        Considérons  une  famille  de  surfaces 

passant  par  un  contour  C;  celle  dont  l'aire  est  mi  ni  ni  a  par  rappoi  l  ,m\ 

(')  Ai.iiKin  Ribaucour,  Etude  des  élassoïdes  ou  tu  courbui 

nulle.    Mémoire   couronné    par    l'Académie    royale   de    Belgique   Bl    publi<    .« 
Bruxelles  1 1881 1. 
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surfaces  voisines  jouit  de  la  propriété  d'avoir  sa  courbure  moyenne 
nulle. 

Riernann  a  évalué  l'aire  d'une  portion  d'élassoïde,  supposée  fermée 
à  l'intérieur  du  contour  et  ne  présentant  pas  de  nappes  infinies;  il 
envisage  une  famille  de  surfaces  homothétiques  et  il  trouve  pour  l'aire 
de  la  surface  minima  comprise  dans  cette  famille 

(l)  \   =    I     COSO). 

.',     2 

dl  étant  l'élément  du  contour  en  chaque  point  M,  S  le  pôle  d'Iiomo- 
thétie  et  ST  la  longueur  de  la  perpendiculaire  menée  sur  la  tan- 
gente MT  au  contour,  w  l'angle  du  plan  tangent  à  l'élassoïde  avec  le 
plan  SMT. 

Cette  formule  donne  l'aire  (Tune  portion  de  surface  quelconque  de 
la  famille,  quand  on  suppose  le  contour  C  infiniment  petit.  Pour  un 
contour  fini,  l'accroissement  d'aire  A' —  A,  quand  on  passe  d'une 
surface  S  à  une  surface  très  voisine  S',  est  un  infiniment  petit  du  pre- 
mier ordre  par  rapport  aux  distances  an  des  deux  surfaces.  Ce  n'est 
que  dans  le  cas  où  les  surfaces  S  et  S'  sont  des  élassoïdes  que  cet 
accroissement  est  un  infiniment  petit  du  deuxième  ordre.  D'où  la 
formule  de  Riernann. 

D'après  cette  formule,  l'aire  A  dépend  du  contour  C  et  des  plans 
tangents  en  chacun  des  points  du  contour.  Si  l'on  considère  le  cône  de 
sommet  S,  s'appuyant  sur  la  courbe  <  !,  a>  est  l'angle  du  plan  tangent 
au  cône  avec  le  plan  tangent  à  l'élassoïde.  Celui-ci  est  bien  déterminé 
par  l'inclinaison  de  ses  plans  tangents  sur  les  plans  tangents  du  cône; 
si  A,  est  l'aire  latérale  de  celui-ci,  on  aura 

pour  oj  constant,  \        >•"-...  \,. 

Pour  (o  =  o,  l'aire  A  est  égale  à  celle  du  cône  circonscrit.  Si  l'on 
considère  tous  les  cônes  passant  par  le  contour  C  et  ayant  même  aire 
latérale  A  , ,  leurs  sommets  sont  situés  sur  une  courbe  et  dépendent  d'un 
paramètre  variable.  A  chacun  de  de  ces  cônes  correspondra  une  sur- 
face minima  ayant  une  aire  A=  \,.  Nous  déterminons  ainsi  une 
famille  de  surfaces  minima  passant  par  une  courbe  C  et  ayant  toutes 
même  aire  A  à  l'intérieur  du  contour. 

5.  Propriétés  géométriques.  —  Imaginons  une  famille  de  sur- 
faces S,  ayant  une  forme  analogue  à  des  surfaces  équipotentielles; 
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leurs  trajectoires  orthogonales  forment  une  congruence  de  courbes 
que  Ton  peut  disposer  en  petits  tubes  orthogonaux  cun  ilignes.  I  n  de 
ces  petits  tubes,  ayant  pour  base  da  sur  la  surface  S  el  pour  hau- 
teur <ln,  découpe  sur  la  surface  S'  infiniment  voisine  une  aire  <lz' .  Il 
est  facile  de  montrer  (pie  l'accroissement  d'aire, 

(a)  l'h      dndç\  ^        ± 

I!,  et  Pu  étant  les  rayons  de  courbure  de  la  surface  S,  en  un  point  du 
petit  contour  d'aire  da. 

Il  en  résulte  que  si  l'on  prend  une  famille  de  surfaces  minima, 
définie  par  la  congruence  de  leurs  trajectoires  orthogonales  l  '  i.  un 
petit  tube  orthogonal  découpe  sur  chaque  surface  de  la  famille,  des 
aires  égales. 

Au  point  de  vue  analytique,  les  surfaces  minima  qui  passent  par  un 
contour  G  dépendent  d'une  fonction  arbitraire  qui  caractéi  ise  lad< 
loppable  circonscrite  le  long  de  ce  contour.  Si  l'on  prend  une  famille 
de  développables,  on  aura   une   famille  correspondante  de  surfaces 
minima. 

Déterminons  la  congruence  formée  parles  trajectoires  orthogonales 
aux  surfaces  de  cette  famille;  on  peut  former  avec  ces  courbes  de> 
tubes  orthogonaux  d'épaisseur  finie  qui  découperont  sur  chacune  des 
surfaces  de  la  famille  des  aires  égales.  Il  en  résulte  que  tous  les  élas- 
soïdes  réels,  appartenant  à  une  famille  et  passant  par  un  contour,  ont 
à  l'intérieur  de  ce  contour  des  aires  égales.  C'est  ce  que  nous  a\i<>n> 
montré  en  prenant  comme  famille  de  développables  des  cônes  passant 
par  le  contour  et  ayant  des  aires  latérales  égales. 

4.  Ainsi,  il  existe  un  seul  élassoïde  passant  par  un  contour  et  cir- 
conscrit à  une  développable  le  long  «le  ce  contour.  Mais,  si  l'on  veut 
considérer  le  minimum  (Taire,  Il  faut  envisager  mie  famille  de  sur- 
face S  passant  par  le  contour,  dépendant  d'un  paramètre  variable; 
celle  de  ces  surfaces  qui  aura  la  inoindre  étendue,  sera  un  élas- 
soide  <  A);  il  existe  une  infinité  d'élassoïdes  passant  par  le  contour  et 
ayant  même  aire  A.  —  Si  Ton  envisageait  une  autre  famille  de  >ui- 
l,i ces  s,,  on  obtiendrait  encore  une  surface  d'aire  minima  <  \.t)  passant 

par  le  cou  loin-;  celte  aire  A  ,  se  [-a  il  différente  de    \  . 

i1)  L'étude   de   ces   congruencea    fera    partie  de    la  deu> 
Mémoire,  et  lera  continuée  dans  un  travail  ultéi  ie 


2D2 
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L'équation  (2)  montre  que  les  élassoïdes,  ou  surfaces  de  courbure 
moyenne  nulle,  sont  les  seules  surfaces  jouissant  de  la  propriété  rela- 
tive d'aire  minima.  Cette  propriété  montre  leur  analogie  avec  les 
géodésiques  d'une  surface;  mais  la  correspondance  est  plus  étroite  : 

Si  l'on  a  sur  une  surface  une  famille  de  géodésiques  et  si  l'on  en 
considère  leurs  trajectoires  orthogonales,  qui  seront  par  exemple  des 
cercles  géodésiques,  l'armille  formée  par  deux  de  ces  trajectoires 
découpe  sur  chacune  des  lignes  géodésiques  des  longueurs  égales.  De 
même,  si  l'on  a  dans  l'espace  une  famille  d'élassoïdes,  un  tube  ortho- 
gonal découpe  sur  chaque  surface  de  la  famille  des  aires  égales. 

On  peut  délimiter  autour  du  point  M  d'une  surface  une  région 
entourant  ce  point,  telle  que  par  un  point  quelconque  de  cette  région 
et  par  le  point  M,  il  ne  passe  qu'une  courbe  géodésique.  De  même,  on 
peut,  dans  l'espace,  délimiter  une  région  entourant  un  contour  C, 
telle  que,  par  un  contour  quelconque  C'  pris  dans  cette  région  et  par 
le  contour  C,  il  passe  un  seul  élassoïde  réel. 


Formules  de  Ribaucour. 

ii.  En  tous  les  points  d'une  surface  minima,  l'indicatrice  de  Dupin 
étant  une  hyperbole  équilalère,  les  directions  isotropes  —  « •  1 1 1  deux 
directions  conjuguées.  C'est  là  une  propriété  caractéristique  «le-  élas- 
soïdes. 

Une  développable  isotrope  a  cornux-  arête  de  rebroussement  une 
ligne  de  longueur  nulle;  sa  génératrice  est  une  droite  isotrope,  dont 
la  direction  coïncide  avec  sa  conjuguée;  cette  surface  peul  donc  être 
considérée  comme  un  élassoïde. 

Soient  A  et  B  deux  points  quelconques  pii^  mit  les  arêtes  de 
rebroussement  (A)  et  (B)  de  deux  développables  isotropes,  le  li<  u 

M  \ 
des  points  M  tels  que  -r^r-  =  const.,  est  un  élassoïde.  On  obtient  ainsi 

les  surfaces  minima  les  plus  générales,  car  elles  dépendent  de  deux 
fonctions  arbitraires,  celles  qui  définissent  les  deux  développables. 
Si  (A) et  (B) sont  imaginaires  conjuguées,  on  obtiendra  les  élassoïdes 
réels  qui  dépendent  d'une  fonction  arbitraire  I  Kibaucour). 

Si  une  surface  minima  est  rapportée  à  ses  lignes  de  longueur  nulle, 
sa  représentation  sphérique  sera  rapportée  aux  lignes  isotropes  de  la 
sphère;  c'est  là  une  propriété  caractéristique  (O.  Bonnet). 
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Les  lignes  de  courbure  d'une  surface  minima,  qui  donnent  sur  la 
surface  un  système  isotherme,  admettent  pour  représentation  sphé- 
rique  un  système  qui  est  aussi  isotherme;  mais  cette  propriété  appar- 
tient aussi  aux  surfaces  de  révolution,  aux  quadriques,  etc.  (Dar- 
boux). 

La  recherche  des  surfaces  minima  est  étroitement  liée  à  celle  des 
systèmes  isothermes  de  la  sphère. 

A  toute  représentation  géographique  de  la  sphère,  on  peut  faire 
correspondre  un  système  de  formules  définissant  la  surface  minima  la 
plus  générale.  Nous  verrons  aussi  qu'à  tout  système  orthogonal  quel- 
conque de  la  sphère,  on  peut  faire  correspondre  une  surface  minima 
définie  en  coordonnées  tangentielles. 

(i.  Les  formules  de  \\  eierstrass  ont  été  obtenues  <in  parlant  (!<•  la 
projection  stéréographique  de  la  sphère  sur  je  plan  de  l'équateur.  Si 
nous  prenons  comme  tracé  géographique  de  la  sphère  le  système  de 
Mercator,  nous  allons  obtenir  simplement  des  formules  intéressantes, 
établies  par  Hibaucour,  en  considérant  une  surface  minima  comme 
enveloppée  moyenne  d'une  congruence  isotrope. 

Nous  emploierons  les  formules  de  Monge,  qui  définissent  un  élas- 
soïde,  comme  lieu  des  milieux  des  cordes  À  I)  joignant  deux  points  de 
deux  lignes  de  longueur  nulle  (A)  et  (B).  Une  de  ces  lignes  satisfait 
à  la  condition 

,/./■'       il  y"       >lz:^=o, 

que  l'on  peut  écrire 

('/./•»   idz){dx      idz)  =  —  dy*\ 

Désignons  par  œ  un    paramètre  variable   qui    lixe    la    position    du 

point  A,  et  tel  que  l'on  puisse  poser 

il.r      idz  dx      idz 

; rrtang-  et  ; =  COt      • 

—  d)  2  '/i 

On  aura,  en  introduisant  une  fonction  arbitraire  :<  r  |  qui  caractérise 

la  développable  isotrope  <  A  », 


(lr  >/: 

9        •/ 

i  -     i.i n-  ilang-        /  (  i       i  'i 

I  /arête  de  rebrousse  me  ni  de  cette  développable  sera  déterminée  pai 


lang  i  lang  »  |  i       lanj 
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les  égalités 

!  dx  —  coso. 

(3)  .  dy=  sino.J(9)'/.. 

'  dz  =  iê{o)  dj 

avec  une  fonction  arbitraire  différente  de  la  première. 

Nous  pourrons  intégrer  si  nous  posons,  à  Taide  d'une  nouvelle  fonc- 
tion arbitraire  F(cp),  ayant  pour  dérivées  F  et  F'", 

p        l      .        l      . 

nous  aurons,  pour  les  coordonnées  du  point  A, 

■   xaz=.  F'sin?  -+-  I     cos 

(A)  |  ya==  —  F#COS(jp  I      mil, 

'  sa  =  l(]     I 

avec  une  deuxième  fonction  arbitraire  F,|  r,  )  qui  caractériserait  la 
développable  isotrope  (B),  nous  aurions  de  même  pour  les  coordon- 
nées du  point  B, 

I  X/,=  F'i  sinç        I 

(B)  •  yb  =  —  F', cos  p        I 
f  s6  =  -i(F1       I      . 

Les  coordonnées  du  point  M.  qui  décril  la  surface  minima  I  M  », 
seront  données  par  les  expressions 

(4)  .r=-— ,  r=—       -i  s=r-         -• 


On  peut  les  écrire  sous  la  forme  abrégée 
(5)  \   '       M     "  T  (_'F       '  V(~  ''''       ' 

|  -  =  '  '  '■'     |;  '      \0       I 

Ce  sont  les  formules  données  par  Ribaucour  |  '  »,  pour  définir  l'élas- 
soïde  moyen  déduit  d'une  congruence  isotrope.  Elles  contiennent 
deux  fonctions  arbitraires;  on  obtiendra  les  élassoïdes  réels  en  pre- 
nant ces  deux  fonctions  F(<p)  et  Fj  s,  I,  imaginaires  conjuguées,  les 
paramètres  cp  et  o,  étant  eux-mêmes  imaginaires  conjugués. 

(')  Mémoire  sur  tes  élassoïdes,  déj;<  cité,  Chap.  \II.  |>.   i3i. 
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L'élassoïde  conjugué,  introduit  par  G;  Bonnet,  s'obtiendra  en  rem- 
plaçant dans  les  formules  (5),  F  par  /F  et  L,  par  /I',.  c'est-à-dire 
en  multipliant  la  première  fonction  arbitraire  par  i  el  ta  deuxième 

par       i. 

7.   Les  formules  (  \)  peuvent  se  démontrer  géométriquement.  Nous 

en  déduisons  pour  le  carré  de  L'élémenl  linéaire 

\  <ls-  =  t  dxa      <l  '  i  va  +  dy,,  )-  +  <</.-,      ,/z 

=  2{  il.r, ,  il.c,,  •  dyadyi,-\   dzat 

et  substituant  les  expressions  déduites  des  formules 

(6)  ds*=(F     i      f;     r.i.ros1^-1.   . 

L'élassoïde  est  donc  rapporté  à  ses  lignes  de  longueur  nulle,  comme 
on  pouvait  le  prévoir  :  à  chaque  point  A  de  la  première  arête  de 

rebroussement  correspond  sur  la  surface  (AI  )  une  ligne  parallèle  à  la 
deuxième  arête  de  rebroussement  (  I!  ). 

Représentation  sphérique.  —  Les  lignes  coordonnées  qui  passent 

par  le  point  M  étant  parallèles  aux  arêtes  de  base  (A)  el  (B),  leurs 
directions  seront  données  parles  formules  (3).  Désignons  par  |  c, 
les  cosinus  directeurs  de  la  normale  en  M,  et  exprimons  que  cette  nor- 
male est  perpendiculaire  aux  directions  isotropes  des  points  corres- 
pondants A  et  B;  nous  avons 

l  C  eus  cp    -+-  r'  si n  cp    +  i< 

I  c  cos  P|   |   c'  sin<p(       ic"  =r  o, 
d'où  Ton  déduit 


.    cp  -+-  o,               cp  -+  •©, 
—  si  n —        cos- —        rsin- —       cos- — 

L'élément  linéaire  de  la  représentation  sphérique  étant  </t,  nous 
obtenons 

(  8  )  ■     1 1 . 

■ 

Les  lignes  isotropes  ou  génératrices  rectilignes  de  la  sphèi 
pondent  bien  au\  lignes  isotropes  de  la  surface  minima. 

Jiium    (le   \t,,th    |    '  série),  lome  l\  i  >•<     Ml 
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Pour  obtenir  les  élassoïdes  réels,  nous  poserons 
tjp  =  a-l-t(3,        ?i=2  —  *(3- 

Si  Ton  désigne  par  u  et  v  la  colatitude  et  la  longitude  du  point  m, 
représentation  sphérique  de  M,  nous  avons,  pour  les  coordonnées  du 
point  ///, 

—  sin  y. 
c  z=  sin  u  cosc 


c  —  sm«  sin  r  = 


c  =  <•"-  u 


COS  /  i 

cosa 

ftang 

et  la  formule  (8)  peut  s'écrire 


dv*  =  >itx*u(dvl  -  -4-)=  — ^(rfa'-t-rfS*). 
\  sin-«/        co- 

On  en  déduit  pour  les  expressions  de  a  et  [3,  à  l'aide  des  coordonnées 
géographiques, 


y.  —  -    -  +  r,         —  :.       logcol 


(  le  sont  les  formules  de  la  représentation  géog  raphique  de  la  sphère 
sur  un  plan,  par  le  système  de  Mercator. 

Inversement,  en  partant  de  cette  représentation  isotherme  de  la 
sphère,  on  serait  conduit  aux  formules  de  Ribaucour. 

Lignes  asymploliques  et  ligru  s  '/■  courbure.  —  Deux  directions 
conjuguées,  prises  sur  l'élassoïde    M    .  satisfont  à  La  condition 

dx  ne  +  dy  ',c      dz  Se"  -   o. 

Les  relations  (7)  nous  donnent 

coso  ôc  -h  sin  cp  ôV-h  i  àc'  =  (c  sinas  -, 

cos 9,  oc  -+-  sirxp,  oc'  -h  1  oc"  =  (c  ?in  ip,  —  c'  coso,  )  d<ps. 

Les  parenthèses  des  seconds  membres  sont  égales;  de  sorte  que,  si 
l'on  remplace  dx,  dy,  dz  par  leurs  expressions  complètes  déduites  des 
formules  (3),  nous  obtenons  la  condition 

(F'-f  F'"  )  rfcp  &p       I  F,  -^  F]  i  rfo,  ô<p,  =  o. 
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(  )n  en  déduit  L'équation  différentielle  de»  lignes  asymptotiq 


(9)  \  l  '      I     -      i\  F',      I       - 

et  celle  des  lignes  de  courbure 


y/F'  ,    K ",/v   !   s  I  I      ftp, 

S.  Elassoldes  conjugués.  —  Ce  sonl  deux  surfaces  minima  appli- 
cables l'une  sur  l'autre,  et  telles,  que  les  lignes  as)  mptotiques  de  l'une 
correspondent  aux  lignes  de  courbure  de  Tau  tir.  et  inversemenl . 

Substituant  i¥  à  F  et  —  z'F,  à  F, ,  dans  1rs  formules  |  5  .  doua  obte- 
nons les  équations 


,  ro  i 


-+-//-'"  F'+n        '      i        i 


I  i      i         ii 


(|tii  déterminent  l'élassoïde  (M')  conjugué  de  l'élassoïde  (M)  :  en  effet . 

l'équation  différentielle  de  deux  directions  conjuguées  de  ce  DOirvel 

élassoïde  s'écrit 

I         I     \dyda         I  .       I",  ></.,•■. 

ses  lignes  asy  mptotiques  sont  données  par  les  Formules  (9)' qui  donnent 
les  lignes  de  courbure  de  l'élassoïde  (M  ).  I  >••  plus,  la  forme  (6)  du 
carré  de  l'élément  linéaire  montre  que  Ton  a  ds*      ils  : . 

Ces  deux  élassoïdes(\l  >et  (  M  |  ont  même  représentation  sphérique 
dont  l'élément  linéaire  est  donné  par  la  formule  <  8  )\  aux  points  1  01 
respondants  M  et  M',  les  plans  tangents  sont  parallèles.  Il  j  a,  de  plus, 
correspondance  par  orthogonalité  des  éléments;  nous  avons,  en  effet, 

■>.//.>■        (>/'  ,       ■!  1 

■>.  d)        {dya  \-  (ly ,,  1       si09.fl 

changeons  Jeu/.",  ï,  m       ii{  et  formons  le  produit 

,1  1  ,1  1    ■  ii\  <i\    ■ 

nous  trouvons  un  résultat  identiquement  oui. 
Inversement,  quand  deux  surfaces  se  correspondent  1 

satisfaire  à  deux  des  conditions  >ui\aul< 


258  F.     CLAPIER. 

i°  Parallélisme  des  plans  tangent- : 
2°  Applicables  l'une  sur  l'autre; 
i°  Orthogonalité  des  éléments. 

(Je  sont  deux  élassoïdes  conjugués  ( '). 

Supposons,  par  exemple,  que  la  première  et  la  troisième  condition 
soient  réalisées;  à  tout  déplacement  A  sur  la  première  surface  corres- 
pond un  déplacement  perpendiculaire  A'  sur  la  deuxième.  Les  plans 
tangents  en  deux  points  voisins  M  el  Mn  sur  A  sont  parallèles  aux 
plans  tangents  menés  aux  points  correspondants  M'  et  M.  sur  A';  il  en 
résulte  que  les  directions  conjuguées  de  A  el  A  .  aux  points  M  et  M 
des  deux  surfaces,  sont  parallèles.  Si  Ton  prend  pour  A  une  direction 
asymptotique  qui  a  pour  conjuguée  cette  direction  elle-même,  la 
direction  conjuguée  de  A'  sur  la  deuxième  surface,  sera  parallèle  à  A. 
c'est-à-dire  perpendiculaire  à  A  :  cette  direction  A'  étant  orthogonale 
avec  sa  conjuguée  est  donc  celle  d'une  ligne  de  courbure  de  la  sur- 
la.-.'  (M'). 

Les  lignes  asympto tiques  de  la  première  sui  face  l  M)  correspond,  ni 
aux  lignes  de  courbure  de  la  deuxième  I  M  >. 

Remarque.  -  Cette  notion  d'élassoïdes  conjuguées  permet  de 
ramener  la  recherche  des  sui  t."  es  minima  à  l'intégration  d'un.'  équa- 
tion différentielle  de  la  forme 

(PO 

(ii)  TL3-=       ■ 

au  <)<■ 

Désignons  par  .  trois  solutions  particulières  de  cette  équa- 

tion ;  par  x{ ,  ./•_,,  ./• ,  les  coordonnées  cai  tésiennes  d'un  point  M  .1  une 
surface,  que  nous  définirons  a  l'aide  des  paramèti  es  u  <-i  (  par  les  for- 
mules de  Lelieuvre 


ÔJC\         .    ai*. 

.   d 

dx\ 

''        t    dU 

~ôu~-^Ju~ 

.,,r 

lw  ' 

H,t  d? 

<  Iliaque  expression 


'^•r    /         àx   , 

dx  =  — -  du  H —  ClK 

(III  (lit 


(')  R.1BAUCOUR,  Mémoire  sur  les  Élassoïdes,  p.  io6. 
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est  une  différentielle  exacte;  on  peut  l'intégrer  et  la  surface     M     es! 
rapportée  à  ses  lignes  asympto tiques. 

Les  coefficients  directeurs  de  la  normale  au   point  M(a,  i  l  sont 
;t,  ;2,  £,;  et  la  surface  sera  un  élassoïde,  si  L'expression 


v/Iî 


:■-■ 


est  une  quatrième  solution  particulière  de  L'équation  (il). 

Dans  ce  cas,  les  lignes  asympto  tiques,  cou les  lignes  de  cour- 
bure, forment  un  système  orthogonal  sur  la  surface  mini  ma  M  . 
Associons  à  celle-ci  une  autre  surface  (  M'),  définie  par  l< !S  formules 

dx\       .  dd0       ,    dix  àx\  .  dOt 

au  ■     au  <)u  i)\-  itu  <A 


L'expression 


,)  i  ,).r 

——  du  n —  il\' 

au  Oi' 


pourra  être  intégrée,  et  le  point  VI '<  c\t  a \  .  c  i  correspondra  au 
point  VI  ('•'',,•'■.,  ./-.,)  à  l'aide  des  mêmes  paramètres  u  et  p.  On  déduit 
des  relations  précédentes  les  conditions 

dxldx\   t-  dx1dx'i  \-dx%dx\ 

qui  montrent  que  les  deux  surfaces  (M)  et  (M')  se  correspondent  par 
parallélisme  des  plans  tangents  «'t  par  orthogonalité  des  éléments.  (  le 
sont  deux  élassoïdes  conjugués. 

Ils  ont  même  élément  linéaire.  On  trouve  avec  1rs  fonctions  I 
et  V(e)  la  valeur 

,/s'  :  I  \ 

et,  pour  le  carré  de  la  représentation  sphérique, 

,     d\     i  d\ 
dp 

Les  lignes  as\  mptotiques  d'une  surface  m  mi  ma  forment  un  système 
isotherme;  leur  représentation  sphérique  est  aussi  formée  d< 

isothermes. 
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Démonstrations  géométriques. 


4    Une  développante  isotrope  a  ses  génératrices,  lignesde  longueur 

Désignons? A .)  U  « de  PP^   u  ^ 

des  .,/  et  par  (a)  la  deveiopi  g  .  ^  cour|ie 

des  xy,  la  développée  (6)  sera  la  projection  de  son  arêt 

STpofut' M,  milieu  de  AB,  décrit  un rface  minima,  dont  les 

coordonnées  sont 

DéBnissons  la  courbe  I  V.)  par  l'équation  de  sa  tangente 

,  cos  p   ■  }  sïn  -  4  I 

»,  angle  de  la  normale  Aa  avec  l'axe  des  r. 
L'équatfon  de  cette  normale  étant 

,    -m  p       -   i    COS  -  I 

E^&ÏÏTl 'oiteAA^s, génératrice  isotrope  e, 

nous  avons  —        __— 

sfl  =  a  A.  =  i  •  a  Ai. 

Pour  la  deuxième  développai,  nous  aurons,  en  prenant  une  géné- 
ratrice isotrope  symétrique  de  la  première, 

En  désignant  par  K  et  R,  les  rayons  de  conrbnre  des  courbes  (A,) 
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et  (B,),  nous  aurons 

z  _  i  Ra~R/- ,        R  ,=  F  4-  F*         R„  =  I         I 

Nous  retrouvons  ainsi  la  troisième  formule  de  Ribaucour,  en  même 
temps  qu'une  interprétation  géométrique  de  ces  formules. 
Pour  l'élassoïde  conjugué  (M'),  on  aurait  les  relations 

,  R„-f-  R6          ;       .  ab 

2  2 

le  segment  oni  joint  l'origine  des  coordonnées  à  la  projection  de  M', 
et  il  est  parallèle  au  segment  ab  qui  joint  les  centres  de  courbure  des 
traces(A()  et  (B,). 

La  courbe  (A,)  est  une  développante  de  la  courbe  («);  si  Ton 
désigne  par  II,  le  rayon  de  courbure  de  celle-ci,  nous  aurons 

R1  =  ^  =F'-hFw. 
acp 

L'équation  des  lignes  de  courbure,  donnée  par  la  formule  (9),  peut 
donc  s'écrire, 

y/R,  d(Oi  ±  \/R2  dy2  =  <»• 

Supposons  que  les  développables  isotropes  (A)  et  (B)  soient  con- 
fondues; nous  aurons  une  seule  courbe  (A,)  sur  laquelle  nous  pren- 
drons deux  points  de  paramètres  m  et  o,.  Pour  o  =  o,,  la  corde  \ ,  1!, 
est  tangente  à  la  courbe  double  (A,),  et  nous  avons 

Rfl=R6,         z  =  o,         c"=o. 

La  développée  (a)  est  donc  une  géodésique  de  la  surface;  le  plan 
des  xy  est  un  plan  de  symétrie. 

Inversement,  on  peut  se  proposer  de  rechercher  la  surface  minima 
admettant  comme  géodésique  une  courbe  plane  donnée  (a).  Celle-ci 
étant  définie  par  l'expression  de  son  rayon  de  courbure  en  fonction  «le 
l'angle  ç  que  fait  la  tangente  avec  Taxe  des  / ,  la  détermination  des 
ligues  de  courbure  et  des  lignes  asymptotiques  sera  donnée  par 


/ 


\T\<i.. 


2Ô2 
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Applications. 


10.  Les  formules  de  Ribaucour  se  prêtent  commodément  aux 
applications,  suivant  la  forme  choisie  des  fonctions  arbitraires  qui  y 
entrent.  Nous  poserons 

se  -+- 1(3,         ©1  =  a  —  i  3, 

et   nous   prendrons  F(ç-)  et   F,(o,)   imaginaires   conjuguées,   pour 
obtenir  des  surfaces  minima  réelles. 

i°  Supposons 

I  >  -j)  =  x0  cos ©  -+- y0  sin <p  -+-  a  y . 

Nous  avons 

xa  —  —  a:0  -+-  a  sin©,  v„  =  — ^'0 —  a  cos  ip 

et,  par  suite, 

.     qp  —|—  cp-         qp  —  p, 

x  +  x0=  «  sin —  cos- 


2  2 

©  —  ©, 
v  H-  y0  =  a  cos- —  cos- 


2 

à  l'aide  des  paramètres  réels  a  et  (3,  nous  obtenons 

!a?H-a?0=r:        rt  sin  a  co>/  : . 
)'  H-yn  =  —  «  ces  a  cos/  -, 
a  (3. 

Ces  formules  caractérisent  la  surface  minima  de  révolution  dont 
l'équation  peut  s'écrire 

a  cos —  —  ^/(.r  -+-  x0)*+  {y  -f-y,,)2     (alysséide). 
2°  Supposons 

Les  équations  (5)   nous  donnent,  après  l'introduction   des   para- 
mètres a  et  [3, 

m(l   "Or  /  „  •      •  i  /  ,  ,0 

x-\-iy—       — [cos(//i  +  i)a  +  /Mni  '»       [)a]e~«,w+I)P 

m(i  -+-  m)  _        .  .  .    .  ,.0 
i [cos(m  —  i)a  —  i  sin(m  —  i)a]e   (»»— »)p, 

.s  —       (i  —  m*)  cosmoce-"1?. 
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Nous  avons  trouvé,  à  l'aide  des  coordonnées  géographiques  u  et  v  de 
la  sphère, 

71  u 

a= — hc,  e-Pz=cot-=p. 

2  2  r 

Après  cette  substitution,  nous  trouvons  les  formules  d«'  Bout  qui 
donnent  les  surfaces  minima  applicables  sur  une  surface  de  révolution. 

Dans  ce  cas,  la  formule  (6)  nous  donne 

ds*=mi(i  —  m*)* cos* i$(d<x*  \-  d 

=  m2  (  i  —  m*)1  sin~*  u(/!u!  +  sin1  // 

Les  géodésiquesde  ces  surfaces  minima  correspondent  aui  méridiens 

de  la  sphère  v  =  const. 

Les  élassoïdes  de  cette  famille,  pour  lesquels  m  est  un  uombre  com- 
mensurable,  sont  algébriques  ;  pour  m  =  2,  on  obtient  l'élassolde 
d'Enneper. 

Remarque.  —  Les  lignes  de  courbure  de  ce  demie]  élassoïde  sont 
données,  à  l'aide  de  la  formule  (<)  |,  par  les  relations 

e— P  cosa  =  const., 
e~ P  sin  a  =  const. 

ou,  avec  les  paramètres  géographiques  u  et  r, 

//  . 

eut  -  *in  i>  =  —  y-—  const. 

- 

u 
col  -  cost^  =     t       const. 

2 

Le  point  de  coordonnées  (r0,y0)  est  la  projection  stéréographique 
du  point  m  de  la  sphère  ;  c'est  l 'a  f fixe  de  cette  projection  qui  représente 
le  paramètre  des  formules  de  Weierstrass, 

É  = 


L'élassolde  d'Enneper  correspond  à  la  Burface  minima  qui  admet 
pour  géodésique  la  première  podaire  négative  de  la  parabole  : 

Journ,  tir    Math  '    '"■    i\  ?■•€     III,    ig  'I 
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Soit,  en  effet,  l'équation  de  la  parabole 

p=ï — Z* 


cos^  — 

2 


rapportée  à  son  foyer  comme  pôle.  Le  rayon  de  courbure  de  la  podaire 

négative  sera 

rf*p       3 

11=0+   -r-r  =  - 


p 


d(D  "  2 

cos*  - 

2 


et  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  minima,  qui  admet  cette  courbe 
comme  géodésique,  sont  données  par 

/  y/H  d<o  =  m  tang  -• 

3°  Supposons 

1  ;'  1    - 

L'élassoïde  (M)  correspondant  nous  est  donné  par  les  parties  réelles 

des  expressions 

x  =  <ft  (  —  (\ih  co~ 

y        R  :  ii'Asin3cp), 

s  =  A  (  3  //  cos  7  . 

Substituant  z>  =  a  -h  /[S,  nous  trouvons 
3       3  A  cos  sa  cos  •  /  :, 

/       -  .'1  /A  si  n  a  -i  11  /  S     - 1  h    ^  ~i  11  "  /  >  -f- 

[   )•■=.-    J/Acosasiii  iiii'i^  -+-  3  sin'aci 

posons  A  =  /sin  1 3,  paramètre  réel,  nous  obtenons 


'  d?r=  a  //  A  sin  a  [(3       [À1) cos 2 a  -+-  (3  -f-  2  X')], 
}  y  z=  2/1X  sin  a  [(3  -+-  4  A2) cos  ■  a  —  (3  4-  ■>.  1     \ 

!    Z    =3/i(l  +  2  A*  )  COS  2  OL. 


Ces  expressions  montrent  que  la  surface  minima  obtenue  n'est  autre 
que  celle  qu'on  déduit  de  la  congruence  isotrope  formée  par  les  géné- 
ratrices rectilignes  d'une  famille  de  Paraboloïdes  bomofocaux. 

Ceux-ci  étant  rapportés  au  milieu  O  du  segment  focal  pris  comme 
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axe  des  y,  leur  équation  générale  s'écrit 

-r—i —  =  8  h  (  y  —  h  Costa 

h  est  la  demi-longueur  du  segment  et  a  un  paramètre  variai.       I 
surfaces  étant  inscrites  dans  une   même  développant»'  isotrope,    une 
génératrice  est  à  l'intersection  de  deux  plans  tangents  isotropes. 

Si  l'on  détermine  l'enveloppe  du  plan  moyen  de  la  congruence  iso- 
trope formée  par  ces  génératrices,  on  trouve  précisément  les  formules 
précédentes  ('). 

En  prenant  F(o)  =  Acos  20,  on  obtiendrait  l'élassolde  conju- 
gué (M')  dérivé  des  paraboloïdes  homofocaux. 


CHAPITRE  II. 

11.  Soit  l'équation  d'une  surface  en  coordonne,  s  tangentiell 
laquelle  nous  adjoignons  l'équation  de  l'ombilical, 

<I>  (u,  v,  u\  p)  =  o,  u"-  4-  e2  +  w'rr  o  ; 

nous  déterminons  ainsi  une  développable  isotrope  dépendant  d'une 
fonction  O.  Deux  plans  tangents  quelconques  à  deux  développables 
isotropes  (A)  et (B)  se  coupent  suivant  une  droite  I)  qui  dépend  de 
deux  paramètres.  La  congruence  isotrope  formée  par  les  droites  l> 
dépend  de  deux  fonctions  arbitraires.  La  détermination  des  réseaux 
isothermes  de  la  sphère  dépend,  elle  aussi,  de  deux  fonctions  arbitrai]  es. 
Nous  allons  montrer  qu'à  chaque  représentation  isothermique  «le  la 
sphère  on  peut  faire  correspondre  un  couple  de  congruences  1-" 
tropes  auxquelles  correspondent  un  couple  de  surfaces  miniina  conju- 
guées. 

Nous  aurons  à  utiliser  les  formules  relatives  au  trièdre  mobile  assu 
jetti  à  la  sphère  de  ra\on  unité,  prise  eoinnie  surface  de  référence. 
Ivappelons  brièvement  L'établissement  <le  ces  formules  : 

—  Un  point  quelconque  M  de  la  sphère  esl  déterminé  par  un  système 
orthogonal  de  courbes  coordonnées  («)  el  Nous  considérons 

('  )  Eubaucoi  u,  Mémoire  cité,  p.   1  >6. 

(2)  La  courbe  { u  )  correspond  ;i  //  variable  el  v  constant. 
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le  trièdre  positif  formé  par  la  normale  extérieure  MN  (a,a2a3),  la  tan- 
gente à  la  première  courbe  MT  (  3,  %$3)  et  la  tangente  à  la  deuxième 
courbe  coordonnée  MS(y,  Y2y3). 

Les  neuf  cosinus  directeurs  qui  déterminent  la  position  de  ce  trièdre 
mobile  satisfont  aux  relations 


doL 

3 

do '■ 

=  a(3 

dy. 

du 

a 

Ou 

Ou 

a  [3 

dy 

dax 

dy2 

àv 

= 

b 

'h 

TA7 

=  bylt 

~-  <'■/■> 

a  et  b  sont  des  fonctions  (h,  v)  qui  fixent  la  forme  de  l'élément 
linéaire 

dé1  =  <i"-(hr  -+-  li-  <l\  - . 

Si  l'on  exprime  que  l'accélération  sur  la  courbe  (//)  est  située  dans  le 
plan  May  perpendiculaire  à  MT,  on  trouve  les  égal  i  t  •  - 

<?(3  d  -, 

^—  =  —  a  y.  —  m  y,  — '-—  =  —  a  y..  —  m  y,.  -*—  =  —  u  a,  -    /;/  . 

du  '  du  '  du  ' 

dy  dyt  <h, 

OU  du  du 

Relativement  à  la  courbe  (r  ),  on  aura  six  équations  analogues.  Ecri- 

d*  y. 

vantque  deux  expressions,  soit  de  - — -,  soit  de  - — -'  -  sont  identiques, 
*  «  duoi  ouov  ' 

on  trouvera  les  trois  équations  de  Codazzi,  où  entrent  les  nouvelles 
fonctions  m  et  n,  correspondant  aux  rotations  instantanées. 

A  chaque  formule  contenant  x,   (3  ou  7,  on  peut  en  ajouter  deux 

autres  obtenues  par  permutation  tournante:  de  sorte  que  nous  pour- 
rons écrire  toutes  les  relations  relatives  au  trièdre  mobile  de  la  sphère, 
dans  le  Tableau  suivant  (  '  )  : 


(12) 


03) 


du 

-—  =  —  aa. 

du 

/)!■/, 

dy 
du 

dy         . 

d& 

dï  =  "'t 

5 

ày         , 

dv 

\  —  =  om. 

y  oi~ 

dû 

du  ~ 

-  un. 

du         dm 

-5 — I ; h  a6  =  o. 

du        dv 


(')  Cl.  Guicbard,  Cours  de  la  F acuité  des  Sciences  de  Paris. 
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12.  Si  nous  supposons  que  le  réseau  des  courbes  u  et  p  soit  un 
réseau  isotherme,  nous  aurons  au  point 

M  (atas ce,),  aj-+-  <xîJH-af  =  i, 

d<ji  =  li(dui-i-  Je2), 

X  fonction  déterminée  de  u  et  p,  qui  caractérise  le  système  isotherme. 
Posons  a  =  b  =  ~k  =  e?,  les  relations  (i3)  s'écrivent  : 

v     '  Ov  du  du1        <h 

\in  faisant  le  changement  de  variables 

Uf=ZU-\-iv,  v'  =  U  —  Wy 

l'équation  aux  dérivées  partielles  (i4)  prend  la  forme 

(i5)  ^TT-+ef  =  °      ou  \      , — ;-4--  =  o. 

a«  de  àiiài' 

Elle  peut  s'intégrer  avec  deux  fonctions  arbitraires  U(tt)  et  V  (p), 
dont  on  désigne  les  dérivées  par  U'  et  V  ;  on  a 

-4U'V 
-(U  +  V)« 

Portons,  sur  la  tangente  M,3  à  la  courbe  (//  ),  une  longueur  Ml  X, 
et  menons  I D  parallèle  à  la  normale  Ma;  la  droite  1  ),  ainsi  construite, 
engendre  une  congruence  isotrope  : 

lui  effet,  les  coordonnées  du  point  I  sont 

et  les  coordonnées  (x{x2x^)  d'un  point  quelconque  de  la  droite  1> 
s'expriment  sous  forme  abrégée  par  l'égalité 

(F)  p  =  a-t-c(P|3  +  pa      etfi  •  ra. 

Nous  en  déduisons,  à  l'aide  des  formules  i  i 

âa  (  dr        .,  A        J  (     •>  p 

Tu     "-{Tu-"')  '   ' 

de  de  0Y  \       ()u  J 
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directions 


Ces  expressions  déterminent  deux  directions  de  tangentes  au  point  F 
pris  sur  la  droite  D.  Si  le  point  F  est  un  foyer,  ces  directions  devront 
être  situées  dans  le  plan  tangent  à  la  focale  de  la  congruence.  Ce  plan 
contient  la  droite  D  dont  la  direction  est  Ma;  il  faudra  donc  que  les 

~T    '     l-     et  I  a]  soient  dans  un  même  plan  ;  ce  qui  exige 

que  les  coefficients  de  (3  et  y  dans  les  expressions  précédentes,  soient 
proportionnels.  On  devra  donc  avoir 

do  d® 

-T-  4-  /•  —   -f- 

au  c/c 

av  au 

d'où  l'on  déduit 

ào  .    . do 

ou  0\ 

Il  en  résulte  que  la  droite   D  engendre  une  congruence  dont  les 
focales  sont  déterminées  par  les  expressions  de  la  forme 

£=.*«+*  (P* «•-/>. 

|ï  =  *1«+A1(P±«»J 

c'est  une  congruence  isotrope. 

Les  coordonnées  des  foyers  F,  el  F2  de  cetle  congruence  sont  don- 
nées par  les  égalités 

''-  '''  II-  X 

x  =  (a  -t-  e?.3)  -+-  pa 

Le  point  central  sur  la  droite  D  est  à  la  dislance  du  point  I  - — £i; 

1  ■  2 

il  a  donc  pour  coordonnées 

ma       (         àv\  Ô(f 

x  =  a  +  e*3  —     i  -+-  — -L-  )  .,  =  er  }  —  a  — Ï-. 

Le  plan  moyen  passe  par  ce  point  et  est  normal  à  la  droite  I  )  ;  il  aura 
donc  pour  équation 

(16)  a,X,  -+-  a2X,  4-  a3  X.,+  — -  =  o. 
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Ce  plan  enveloppe  la  surface  minima  déduite  de  la  ftongruenee;  la  dis- 

tance  au  centre  de  la  sphère  est 

—  _  'h  —  _i ,;/ 

f>~  Thi       ~  7  ~Jii  ' 

Si  nous  considérons  la  congruence  isotrope  obtenue,  en  portant 
la  tangente  My,  à  la  courbe  (p),  une  longueur  MI'  =  À  el  menanl  I  1 1 
parallèle  à  la  normale  Ma,   nous  obtiendrons  une  deuxième  surface 
minima,  enveloppe  du  plan  qui  a  pour  équation 

(17)  a,  A,  -+-  a,  A,  4-  a.1X3+  -^  =0; 

en  faisant  tourner  de  <jo°  l'angle  M3y  formé  par  les  tangentes  aux 
courbes  coordonnées,  on  ne  change  pas  la  forme  de  l'élément 
linéaire. 

Il  en  résulte  que  les  deux  surfaces  minima  (16)  et  (\~)  définies  en 
coordonnées  tangentielles  se  correspondent  par  parallélisme  des  plans 
tangents  et  sont  applicables  l'une  sur  l'autre.  Ce  sont  deux  élassoïdes 
conjugués. 

13.  Détermination  des  surf  aces  minima  admettant  pour  représen- 
tation sphérique  de  leurs  lignes  de  courbure  un  réseau  isotherme 
déterminé.  —  Rapportons  une  surface  (M,)  à  ses  lignes  de  cour- 
bure (u)  et  (p);  les  directions  M ,  (i,  et  M , y,  de  leurs  tangentes  1  estent 
parallèles  aux  directions  MjiJ  et  M  y  des  tangentes  aux  représentations 
sphériques  des  courbes  coordonnées;  le  trièdre  mobile  M,  -m 

la  surface  est  donc  équipollent  au  trièdre  M  ocfty  qui  lui  correspond  sui 
la  sphère. 

Désignons  par  (a?,  #,,  x%)  les  coordonnées  du  point  M,;  nous 
devrons  avoir  les  relations 

an  r  1)1/  1)11 


i)  1       ,  àxs       , 

Je" 


"  '  /  •         /  _  1 


//  et  /  étant  deux  Fonctions  de  //  et  »•,  qui  doivent  satisfaire  à  deux 
conditions,  exprimant  <ill('  les  deux  expressions  de  I      des 
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formules  précédentes,  sont  les  mêmes;  en  se  reportant  aux  formules(i  2), 
on  trouve  l'égalité 


Oh  d£ 

du 


h  II'/    -H    (3     ï^l    —    l,H    3    _|_    y    ^1  , 


qui  doit  être  satisfaite,  quelles  que  soient  les  valeurs  ào  3  el  y  ;  d'où  les 
conditions 

(18)  **=/„,  *'=*«. 

OC  6>H 

Les  fonctions  A  et  /  étant  choisies  de  manière  à  vérifier  ces  relations, 
nous  pourrons  exprimer  les  coordonnées  du  point  M,  par  des  quadra- 
tures 

■  =  f/ifi  du  H    ly  dv, 
(M,)  \.&i  =  /  hfitdu  +  /y,  dv, 

j  zr  I  h  (3j  du  -+-  //.,  dv . 

La  surface  (M,)  est  rapportée  à  ses  lignes  de  courbure;  les  coor- 
données de  l'un  des  centres  de  courbure  sont 

y  —  x+  H,  y.. 

et  nous  avons 

/--  +  K,-r  +  a— '  =  hfi  +  R,«p  +  a  -r-1  • 

Cette  direction    -y-    doit  être  la  même  que  celle  delà  normale  Ma,, 

ce  qui  exige  que  l'on  ait 

aKx  -+-  h  =  o. 

On  a  donc  les  valeurs  des  deux  rayons  de  courbure 

I  >  1  >        1>2  —     —7—  • 

a  o 

Donnons-nous  comme  image  sphérique  des  lignes  de  courbure  un 
système  isotherme, 

a  —  b  —  e^,     do-=  e'*(du2-h  di>?), 
cp  satisfaisant  aux  relations  (i/j)- 
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Si  nous  posons 

h  =  e  ?,     /-<••. 

les  conditions  (18)  seront  vérifiées  ;  et  nous  obtiendrons  une  surface 

(M,  )  ayant  pour  rayons  de  ctfurbure 

R,=  —  e  h,      e 

Ce  sera  une  surface  minima. 

Rlle  dépendra  de  deux  fonctions  arbitraires  correspondant  à  l'inté- 
gration de  l'équation  aux  dérivées  partielles  |  i  \  ),  La  recherch--  g 
raie  des  surfaces  minima  est  encore  ramenée  à  celle  des  systèmes 
isothermes  de  la  sphère.  L'intérêt  de  cette  méthode  est  que,  dans 
chaque  cas  particulier,  la  surface  obtenue  est  rapportée  à  ses  lignes 
de  courbure. 

1  i.   En  général,  la  représentation  isothermique  est  donnée  sous  la 
forme 

rh-      A»!  Wdu}      \   d\     . 

U  et  V  étant  de  simples  fonctions  de  //  et  v,  Posons 

a  =  e8U,  l>      r"\,        da*=e^(Vidui  +  V*dv*). 

Si  nous  nous  reportons  aux  formules  (i3),  un  m  s  obtenons 

u  de  \ 

\  dv  i   <)u 

0  doit  satisfaire  à  L'équation  aux  dérivées  partielles 

U»  du  +  V»  dv  ""  U«  du1  H     \     ■  '. 
Posons,  avec  deux  autres  fonctions  U,(tt)  el  V,  (p), 

les  conditions  (18)  seront  satisfaites  si  l'on  a 

I  \     I  \ 

En  conséquence,  nous  prendrons  les  valeurs  suivantes 

h        ,      \  l  \  : 

loin  n   de  M  ii'i    i   •  séi  ie  |   tome  i\         Ft*    m 
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nous  en  déduirons,  pour  la  valeur  des  ravons  de  courbure, 

R,=  —  =      -  i;      :=i  =  e-«». 

a  -         b 

La  surface  correspondante  est  une  surface  minima  dont  les  coor- 
données seront  exprimées  par  les  quadratures 


î  =  Ce  *  (  (3  U  du  —  y  \ 
19)  |  Xx-  I  :   I   du  —  yi\d<    . 

■t=  !  '         î«l    du  —  yt\ 


Connaissant  le  système  particulier  des  courbes  (u)  el  (<  |  sur  la 
sphère,  on  connaît  les  cosinus  directeurs  des  tangentes  à  ces  courbes 
en  fonction  des  paramètres  u  et  »  ;  la  connaissance  du  (h2  nous  donne 
les  expressions  de  c~®,  U  et  V,  à  l'aide  des  mêmes  paramètres. 

lui  effectuant  les  quadratures,  quand  cela  est  possible,  avec  des 
fonctions  analytiques,  nous  aurons  une  surface  minima  bien  déter- 
minée, qui  admet  pour  représentation  sphérique  de  ses  lignes  de  cour- 
bure un  réseau  isotherme  donné. 


I.i.  Application.  Surface  minima  dont  V image  sphérique  de 
ses  lignes  de  courbure  est  la  même  que  celle  des  lignes  de  courbure 
(l'une  quadrique.  —  Donnons-non-  une  quadrique  à  centre,  ayant 
pour  équation 

xy        y1        s! 

—       —        -     -1  =  0. 
a  h         c 

Ses  lignes  de  courbure  sont  déterminées  par  un  double  système  de 
quadriques  homofocales,  qui,  avec  la  quadrique  donnée,  foi  ment  un 
système  triple  orthogonal. 

Désignons  par  u  et  v  les  paramètres  de  ces  lignes  de  courbure,  \  un 
paramètre  caractéristique  de  chaque  quadrique  de  la  famille  homofo- 
cale;  nous  avons  l'identité 

y1  z'-  —  à(à  —  u)(l  —  v) 


a       '/.        b  -f  A        c       /  >  \(b-h  A) (c       >    ' 
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d'où  l'on  déduit 

.,_  a(a  +  u>>« 

{a  —  b)(a  —  c)  ' 

(20)  H/>  -„>(/>         ,-■ 

(b      c)(b  -  a)  ' 

,  _  c(c  +  w)(c+  i') 
"    (c-a)(c-  h)    ' 

Formons  le  carré  de  l'élément  linéaire.  Nous  avons 

dx  x  ()jy  y  as 

Ou        2 (a -+-//)'  d«        2(6  -+-  a)'  Jâ        2(c  +  «)" 

Prenons  la  dérivée  de  l'identité  en  X,  dont  nous  sommes  partis;  nous 

on  déduisons 

/  i  i  —  v)  —  !>       aï 
(  a  -t-  «  )2  ~~  L  (  a  -+■  ' ■  > '  /;       '      r   '   '     J 


( 

On  obtient  ainsi 

S./--        _  u(u 

a  -+-  u)1  ~  (a  -+-  u){b-\-  n  )(<•   t-  // 
'■' 
(a  -+-  v)1  ~  (ci  +  c)(i  +  p)(c  -l-  n 


S 


D'autre  part,  les  normales  aux  quadriques  (X    . //,  /       i  i  étant  re< 
gulaires,  l'expression 

a£ 

{il         //)(//         v) 

et  l'élément  linéaire  a  la  forme  isotherme 

At=(«-or «^ 

Vous  pouvons  en  déduire  le  '/'"  de  la  représentation  sphéi  ique  : 
Nous  avons  pour  les  cosinus  directeurs  de  la  noi  ma 

OC  :=   i  y  |  t —  > 

"P 

1  //. 
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Nous  avons  ensuite 

dx       dp       dx        x 

dx       du       du       du        iu 

y  T  = i = ' 

du  p1  p 

Remplaçons  —  par  son  expression  précédemment  écrite, 

6>a          —  5-               1  r 

(22)  T-  = — ; '  —7 »  A—  T"' 

Le  rayon  de  courbure  R,  vérifie  l'équation 

dx       _    da 

a//  du 

ou  bien 

./-  R  ■  x 


2(a-t-«)       2f/(a-i-M)v/Aaf 
On  aura  donc 

l;  \//  p         et         \\\        Kvxu. 

Le  calcul  des  rayons  de  courbure  nous  permet  d'obtenir 

j  «       E    /  .       (;    /  1 

I  <  7  I  <  ", 

sachant  que  ris2  =  IvA/2  -h  Gcfo*. 

De  la  formule  (21)  nous   déduisons,    pour   le   carré  de  l'élément 
linéaire  de  la  sphère, 

abc(u — c)  T  du' 

^       '  l\uv  u(a  -+■  u)(b  -1-  u)(c  -+-  // ) 

±1 I. 

v(a  -+-  v)(b  -+-  v )(c-(-  v)  | 

Appliquons  les  Tormules  (19);    nous  avons,   avec  une   constante 
d'homogénéité  A", 

«       abc  u  —  c 
4  /, '      uv 

Uy'«(a+«)(6  +  «)(c+  u  )  —  /•  ■ 

Nous    avons    aussi,    en    utilisant    la    première    formule    (12)    et 
l'expression  (21), 

da  lu  —  v 


du        y     ^av    \/u{a+  u)(b  -h  u){c-h  u) 
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d'après  la  formule  (22),  il  vient 


i.yfu 


\  i/l  a  4-  u)        \  (  h       11  w  \     .    ,, 


et 


û   _    ,    /  a  /(/>  +   U)JC   -f-    H)if,     •-    t~) 

p       \  (a—  b)(a  —  c)V"  //'      ui> 

Nous  pouvons  donc  écrire  1rs  \aleurs  de  13  et  I»'-.  valeurs  analogues 

de  V7 

-j     i/       a     Z     ''     K/ZZZJ\ 

y  _      / a ^_        /a-\-  u 

'      ~V  (a  —  b)(a  —  c)  vy-v—u  \  a  +  v' 

De  sorte  que  les  coordonnées  de  la  surface  minima  cherchée  seront 

données  par  l'expression  triple 


(«4: 


/\iyiïî>  /a  -+-  v  du  la 

[u  —  c)    I    y    a    ■    u    u  \     a  -+-  v    r 


\; 


bc(a  —  h){(i  —  c  ) 


Pour  cll'ectuer  ces  quadratures,  nous  devons  faire  intervenir  les 
fonctions  elliptiques. 

I  )éierminons  l'élément  linéaire  ds7  ;  nous  avons 


\> 


1  //<•  A>/  -f-  r) 

t>«/         u*  (u  —  v)*       a  4-  // 

\  ,'  1  'i         a         u  -\^       A  ; 


Vaî 


—  u  y   — !—  , 


Le  coefficient  de  du'-  dans  ûfoa  est  donc 


1  '"' 


it*(n        1   i 


«  )  y 


et 


5 

V  _^L  — 

Âéa   1  '/       abc(b —  c)(c  —  a)(a  ")(t>  I   w)(c  ii  '/) 


v^      \ 


Nous  aurons,  par  analogie,  le  coefficient  de  d\ :;  el  rélément  lii 
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de  la  surface  maxirna  considérée  aura  Ja  forme  isothermique 

d$i  _      ^Hui'      [ &£ f[^ 1 

abc(u  —  v  )  \^u(a  +  u)(b  -±-  u)(c  -\-  u)        r(a  -+-  v)(b  -+-  t)(c  -+-  r)  j 

—  (6  — c)(c  —  a)(«  -/;)' 

Son  rayon  de  courbure  s'obtiendra  par  comparaison  avec  la  l'orme  (2.3) 
de  la  représentation  sphérique;  on  aura 

abc(u  —  c)        y 


<:n  \im  ri;i;  m. 


Correspondance  par  orthogonalité   des  éléments. 

Mi.    Théorème  de  Ribaucour.  —  Soient  deux  surfaces  l  A    <■!  1  I! 
qui  se  correspondent  par  orlhogonalitr  des  éléments.  I';ii   le  point  I! 
de  la  deuxième  on  mène  une  droite  I)  parallèle  à  la  normale  au  poinl 
correspondant  A  de  la  première  surface  : 

i°  Lasurface(B)  est  la  surface  moyenne  de  la  congruence  former 
par  les  droites  D;  2"  1rs  plans  focaux  sont  perpendiculaires  aux 
directions  asymptotiques  de  la  surface  (A 

Désignons  par  !*n  ç2,  ç3  les  cosinus  directeur.-  de  la  normale  \  n  au 
point  de  coordonnées  (./:,,  x2,  x3  ).  I  n  poinl  quelconque  de  la  droite  D, 
menée  par  le  point  B(X,,  Xa,  X,)  parallèlement  à  A//,  aura  pour 
coordonnées 

(G)  Yr     \,  +  p;,,  yt  =  X,  +  pg.,  \  \ 

Nous  rapportons  la  surface  (A)  à  ses  directions  asymptotiques,  à 
l'aide  des  formules  de  Lelieuvre 

dxx  0%       ..  dxy  .  dit 

v  du  ou  au  ov  dr  àv 

;,,  £2,  £3  représentent  trois  solutions  de  l'équation 

an 

au  0^ 
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Si  Ton  prend  une  quatrième  solution  déterminée  /  de  la  même 
équation,  on  peut  définir  une  surface  <  lî  i  qui  correspond  à  la  sur- 
face <  A  i  par  orthogonalité  des  éléments,  à  l'aide  des  foi  mules 


'A,      .  tJii       .  ol  àXt  _       .  ,}■_        .  ,ù 

On  du        "'  Ou  Ov 


Lorsque  le  point  A  varie  sur  la  courbe  |  u  »,  le  point  Cdécril  une 
(Muiaine  courbe  dont  la  tangente  est 


0\  i       <>\          d\\ 

Ou          du         J  Ou            Ou 

que  1 

l'on  peut  écrire 

Ou                  '    Ou        ''     du        Ou 

si  l'on  choisit  la  valeur  p  =  —  A,  la  direction  de  cette  tangente  Bera 
précisément  celle  de  la  droite  I  )  et  le  point  <  1  sera  un  Foyer  de  la  con 
gruence  engendrée  par  cette  droite  I  tans  ce  cas 

Ou   ~       2Kidu'' 
et  les  coordonnées  du  foyer  F,  seront 
(F,)  V.^X,-/:,,         Yt=X  1         \        ; 

On  voit  de  plus  que  les  premières  développables  de  la  congruence 
correspondent  aux  asymptotiques  (m)  de  la  surface  i  \  >.  Prenant  la 
développable  correspondant  à  la  deuxième  asymptotique  (<  i,  on 
trouve  que  les  coordonnées  du  deuxième  foyei  de  la  congruence  sont 

(F,)  /,        \,    I    >:,,  /  \  /  \  ■ 

Le  point  central,  milieu  de  F(  Fa,  a  pour  coordonnées 
\       Z,  _ .  ï        / .  ï        / 


c'est  précisément  le  point  l>. 

Ainsi,  l.i  surface  |  I !  I  est  la  surface  moyenne,  el  les  courbes  d< 
sur  les  focales  de  la  congruence  par  les  foyers  I,  el  I  .  correspondent 
aux  lignes  asymptotiques  de  la  Burface  i  \ 

Le  plan  tangent  au  point  F,  à  la  première  focale  est  détermim 
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la  droite  D  et  la  direction 

âY,       dXt 
dv  ~  dv 

.  dix        ,   àl 
~'  à).   ~liTv~ 

-  dit 

—  2  /.  — 

dv 

Il  en  résulte  que  les  paramètres  directeurs  de  la  normale  au  premier 
plan  focal  sont  donnés  par  le  Tableau 


ils  sont  proportionnels  à 


;i       ;•>       -2 

oh    <yii    oi; 

dv      dv      dv 


()xx 


dxi 


dxt 
~dT' 


c'est-à-dire  aux  coefficients  directeurs  de  la  deuxième  ligne  asympto- 
ticjues  :  Les  images  sphériques  des  asymptotiques  de  la  surface     \ 
sont  aussi  les  images  sphériques  principales  de  la   congruence.   I  m* 
démonstration     géométrique    de    cette    propriété    est    donnée     pai 
Darboux  (*). 

17.  Prenons  pour  surface  (A)  une  sphère  de  rayon  1:  les  lignes 
asymptotiques  sont  les  génératrices  de  la  sphère.  Ce  sont  des  lignes 
isotropes;  le  centre  O  est  le  pôle  du  plan  de  l'infini,  et  un  plan  qui 
passe  par  la  normale  OA  et  une  génératrice  est  un  plan  isotrope.  La 
droite  I),  parallèle  à  la  normale,  est  comme  celle-ci  l'intersection  de 
deux  plans  isotropes;  elle  engendre  une  congruence  isotrope.  Inverse- 
ment, la  surface  moyenne  d'une  congruence  isotrope  correspond,  par 
ortliogonalité  des  éléments,  à  la  sphère  qui  en  est  la  représentation 
sphérique. 

Dans  ce  cas  particulier,  nous  avons  les  formules  suivantes  : 

Les  coordonnées  du  point  A(a),  peuvent  s'écrire 


et 


-  »•) 


1  -h  IIV 


'k=k  =  sfTT—jf^Ji. 


On   constate   facilement  que  les  coordonnées  a,,  a2,  aJ?  vérifient 


(')  Leçons  sur  la  Théorie  des  sur/aces,  p.  861. 
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l'équation  aux  dérivées  partielles 

(M)  -f—r-  = — 

v     '  dudv       (1      " 

et  l'on  peut,  dans  les  formules  du  paragraphe  précédent,  rempli 
les  paramètres  ;,,  Ëa,  ;:|  par  les  cosinus  directeurs  */,.  y...  -/,. 

La  congruence  formée  par  les  droites  I)  esl  une  congruence  isotrope 

qui  dépend  de  l'équation  du  deuxième  on  lu-  |  M  >:  sa  sui  fa<  e  moyenne 
(\\)  sera  déterminée  par  les  formules 

d\x       r.ày.,  â6  dX,  aâa 

du  au  au  dt  1) 

0  est  une  solution  de  l'équation  (M)  qui  caractérise  la  congru 
isotrope.  Le  plan  moyen  de  celle-ci  enveloppe  une  surface  m  n  ma;  la 
distance  de  ce  plan  au  centre  de  la  sphère  esl  précisément  ég 

valeur  0  choisie. 

En  effet,  les  expressions  (B )  nous  donnent 


il  en  résulte 


.     <)\  ,l\ 

Sa  — -  = — ,  b  o '.-—       —  ; 

()U  (lll  (h  t/l' 


_      d'  \          .  ()%  <)X  da  d\ 

2  Sa- — -  -hS-j I   >  —  —  =o. 

Ou  (h-  au    <)\-  ih    dit 


La  condition  générale  d'orthogonalité  uous  montre  que  l'on  doit 

avoir 

,  () y   <)\         da  <)\ 
'  du    dt>         dv    (fu 

et,  par  suite, 

„     <>  \ 


du  dv 


Le  plan  moyen  passant  par  le  point  11  et  perpendiculaire  .1  la 
maie  (  )A  est  placé  à  la  distance  du  poinl  (  K 

\  \         t,  X ,  ; 

d'où  l'on  déduit 

7—V      "x  r—T  \  \  \ 

du  OV  (lu  d* 

on  a 

,i  p 


i)u  à\ 


fourn.d§/HatM    [•}*  tèrit  ,  tomeI>        P«i      lll 
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Ainsi,  à  chaque  solution  particulière  de  l'équation  (M)  correspond 
une  surface  minima  définie  en  coordonnées  tangentielles  (a,,  a2,  a3,  p). 

18.  Nous  avions  trouvé  (12)  l'équation  (16)  qui  représente  en  coor- 
données  tangentielles  une  surface  minima  correspondant  à  la  repré- 
sentation sphérique 

doa=et9(dut+df>*) 

Changeant  //  en  u+  w  et  i  en  u  —  w,  cette  expression  prend  la 
forme 

et  le  plan  tangent  à  la  surface  minima  prend  la  forme 

o  étanl  une  solution  de  l'équation  i  i 
En  posanl 


on  choisit  comme  système  isotherme  celui  qui  est  formé  par  les  gêné" 
ratrices  de  la  sphère.  Et  la  surface  minima  correspondante  est  telle 
que  la  distance  de  l'oi  igine  <  )  au  plan  tangent 


do 


On  en  déduit 


du  i)\-        du1  Ov       du 

De  l'équation  (i5)on  déduit 

à3®  <)■■,  de        d: 


ôv       du  <)\'- 
d'où 


du%dV  !  I  (IV  r 

Nous  retrouvons  ainsi  l'équation  (  M  ). 

A  la  solution 
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de  l'équation  (  i  >  ;  correspon  I  la  solution 


/  ^ J 


du       .' 

de  l'équation  (M).  La  connaissance  de  L'intégrale  généi 
mière  nous  permettra  d'obtenir  celle  conde.  <  >n  a 


avec  deux  fonctions  arbitrai]  es  :  pour 

flu)      :  —  'I 

u 

on  a  la  solution  particulière 


-' 
à  Laquelle  correspond 


Pour  obtenir  l;i  solution  générale  0  de  l'équation  i  M  .  on  peul  bi 
servir  dos  formules  de  Weierstrass  : 

Le  plan  de  coordonnées  tangi  ntii  Lies  l  k,,  dc2,  y  ,,  8  |  .1  poui  équation 

Il  enveloppe  une  surface  minima  qui  dépend   de   l'intégration  de 
l'équation  |  \l  1,  c'est-à-dire  de  deux  fonctions  arbitraires.  Or,  les 
mules  de  Weierstrass,  qui  font  intervenir  la  représentation  isotherme 
de  la  sphère  sous  la  même  forme 

do 
nous  donnent  la  valeur  de 

.  ,   !     .,  -      I  I  I 

L'intégrale  générale  de  l'équation      M        I    donc,    *\ 


( ' )  huiuoi  \.  /  / 


202  F.    CLAPIER. 

fonctions  arbitraires  F(w)  et  Ft(p), 

9=  7^r[*,p(")  +  »Fi(«')]-[F/(«)  +  F'l(i»)]. 

L'intérêt  de  cette  méthode  est  de  nous  donner  l'intégration  de  cer- 
taines formes  d'équations  aux  dérivées  partielles  par  des  méthodes 
géométriques. 

Ainsi,  les  formules  de  Ribaucour  se  rapportent  à  la  représentation 
sphérique  donnée  par  l'expression  (7);  et  l'on  a 

•  ?        •       '-M 

—  sin 

CS  —  9, 
3t3=  1  la  ni; 


©  —  ©. 
cos — 


CO-< 

- 

?1 

2 

ro> 

7 

?1 

2  2 

ces  trois  cosinus  directeurs  satisfont  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

d*Q  -1 


(M,) 


do  do,                  ©  —  ©, 
2  cos  J 


0   étanl    une  solution   donnée  de  cette  équation,  le  plan  avant  pour 
équation 


©-*-©!  -  ?l  9 ©1 

! — i-  /c  tang —  =  cos 


enveloppe  une  surface   minima  bien  explicitée   par  les   formules  de 
Ribaucour  (5). 

Il  en  résulte  (pie  l'intégrale  générale  de  l'équation  (M,)  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

8=  tang  (il^ll)  x  F(y)-F'(?')  _  n?)  +  '';(?,>. 


19.  Nous  avons  vu  qu'à  toute  représentation  isotherme  de  la 
sphère  on  peut  faire  correspondre  une  congruence  isotrope,  et  par 
suite  une  surface  minima.  Nous  allons  montrer  que,  à  tout  système 
orthogonal  quelconque  de  courbes  (u)  et  (v)  sur  la  sphère,  on  peut 
faire  correspondre  une  congruence  isotrope  : 

Soit  A(a,,  a2,  a3)  un  point  de  la  sphère  qui  correspond  par  ortho- 
gonalité  des  éléments  à  la  surface  (B). 
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Nous  avons  les  formules 

(  '2.">  )  iIg"-  —  a*  du1  +  b'  dv*  ; 


(26) 


ôa.  a  0£  dy 

—  =  a^,  -7-=  —  aa  —  rn-j.  -L  =  ,,,  s. 

ou         r  au  '  du 

da  <)',  dy 

■*'■  '  av 


Aux  directions  (5  et  y  des  courbes  coordonnées  de  la  Bphère  corres- 
pondent, sur  la  surface  (B),  deux  directions  perpendiculaires  qui  n 
données  par  les  formules 

dx  i)  /' 

(27)  _=/iy4_e3t)  —  =1°>+Jy.. 

Ecrivons  que  l'on  doit  aVOÙ- 
3ût-  =0         et  -—=0 
Ou  dv 

ou  bien 

„  Ox  dx  ,  ôj.  ôx 

S-j t-=o         et         S- —  =0; 

ou  ou  av  cA' 

nous  déduisons,  d'après  la  condition  générale  d'orthogonalité  entre  les 

éléments  des  surfaces  (A)  et  (lij, 

.  /  dct  dx       da  <)x\  _ 
\  du   dv        û\'  <)u  ' 
c'est-à-dire 

S[a(3(/(3  4-/«)  +  6y(A>   •  ea)] 

d'où  l'on  déduit  la  condition 

(98)  al  !   bh  -o. 

Ecrivons  ensuite  que  les  deux  expressions  de  - — —  >  déduites  des 

1  '  (tu  01 

formules  (27),  sont  les  mêmes  :  il  1  lent,  en  tenant  compte  des  égalités 

fondamentales  (  26  ), 

s  «  (  _  /„    1    EL)    .     J  j  _'" 

N  <)U  '      \  (A/  *         ' 
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ce  qui  donne  les  trois  nouvelles  conditions 

/  /       de  1       àf 

—  bh+  —  =—  «/-h-^-, 

l  OV  Ou 

(20) rrt/  +  ////-0. 

0«  • 

,7//  .  . 

— h  &e  -h  //*/  =  O. 

Les  coefficients  //.  /.  e  el  /'satisfaisant  à  ces  quatre  conditions  (28) 
el  1  29),  les  formules  (  27  >  nous  détermineront  la  surface  moyenne  1 15 1 
d'une  congruence  formée  parles  droites  D,  menées  par  chaque  point  11 
parallèlemenl  à  La  normale  au  point  correspondant  \  de  la  sphère 
(théorème  de  Ribaucour). 

Nous  allons  montrer  que,  même  dans  ce  cas  où  les  courbes  coor- 
données ne  sont  pas  des  lignes  isotropes  el  forment  un  réseau  ortho- 
gonal, la  congruence  des  droites  D  est  une  congruence  isotrope. 

Déterminons  en  effet  les  foyers  de  la  congruence  (D);  les  coor- 
données de  l'un  d'eux  étant  exprimées  par 


y.rj. 


nous  aurons 


—  =  a  N 

du  du  ' 


Ces  directions  et  la  direction  a  de  la  droite  1)  doivent  être  dans  un 
même  plan  focal;  il  en  résulte  que  les  coefficients  de  3  et  7  dans  les 
formules  précédentes  doivenl  être  proportionnels;  ce  qui  donne  la 
condition 


dû  h  ..  hl 

-f  =  — ,  .1  ou  z  — - 


tenant  compte  de  la  relation  (28),  on  en  déduit 

h         bo 


T=  =  l 


c'est  bien  la  détermination  des  foyers  d'une  congruence  isotrope. 
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en  \ pï  ri; i ;  iv, 


Intégration  de  certains  systèmes   d'équations  aux  dérivées 

partielles. 

20.  Nous  avons  vu  qu'à  chaque  système  de  projection  géograj  hique 
de  la  sphère  correspond  un  système  de  formules  déterminant   es  sur- 
faces  minima.  La  connaissance  de  celles-ci,  qui  conti<  nnenl  <: 
tions  arbitraires,  nous  ;i  permis  d'intégrer  certaines  équal 
dérivées  partielles  de  la  forme  étudiée  par  Moutard.  D'autres  métl 
de  recherche  permettronl  d'intégrer  certains  systèmes d'équatioi 
dérivées  partielles  du   premier  ordre,  qui   déterminent   les  sui 
minima.  .le  vais  eu  donner  deux  exemples  correspondant  aux  foi  mu  les 
de  Weierstrass  et  de  Ribaucour  : 

Nous  désignerons  par  i  <■.  <■ .  <■  \  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
en  un  point  M  ,(•/-,  v,  s  i  d'une  surface  minima.  Si  l'on  supp 
et  y  soient  les  variables  indépendantes,  noua  avons  la  condition  de 
La  grange 

(3o  -J-     -       -y- 

et  il  faut  exprimer  que  l'expression 

i  in  cl  dz 

est  une  différence  exacte. 

I.  Projection  stéréo  graphique.   --   Les  coordonnées  du  point   M. 
image  sphérique  du  point  M , .  sont  données  pat  les  forra 

C  =.iii  //  COS  ~in  '/  COS  »'. 

Désignons  par  i  y      i  \  i  l'affixe  de  la  projection  8t< 

de  ce  point  vu  d  un  pôle  I*  ;  nous  .i\  on» 

y         ',ro-  <  .  -mi 

Le  réseau  de  courbes  (o  un  réseau  isotherme  I 

deux  familles  de  cercles  orthogonaux  passant  parles  I 
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parallèles  aux  axes  de  coordonnées.  L'élément  linéaire  de  la  sphère  a 
la  forme 

dvt=du*+*inivdvi=  {l  +  (Xt+py- 

Au  lieu  des  variables  indépendantes  ./:  et  y,  nous  nous  proposons  de 
déterminer  les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point  de  la  surface  (M,), 
en  fonction  des  nouvelles  variables  a  et  3. 

La  condition  (3o)  nous  donne  l'équation  aux  dérivées  partielles 

da        d$        ...  (da        d£\  ,  ,  rfa        rf(3\ 

Et  si  nous  effectuons  le  changement  de  variables,  à  l'aide  des  for- 
mules 

da  i    dv  '/>  i   dy 

TU'        Da  dl-  "    "  D  la 

da.  i    '/ /■  'I'j  i    '/ ' 

D  étant  le  déterminant  fonctionnel,  nous  avons  l'équation  caracté- 
ristique d'une  surface  minima  : 

Mais  la  condition  (3i)  devant  aussi  être  satisfaite,  nous  devrons  pou- 
voir intégrer  l'équation 

(33)  ladx  —  i$dy->r  (z!+;3!—  \)dz~o. 

La  condition  d'intégrabilité  nous  donne  une  deuxième  équation  aux 
dérivées  partielles  : 

™  $+â*<--p-)(i-S)-"p(i*$)=- 

Nous  obtiendrons  les  surfaces  minima  algébriques  en  recherchant  les 
solutions  algébriques  communes  aux  deux  équations  (32)  et  (34).  La 
coordonnée  z  s'en  déduira  par  une  quadrature,  d'après  l'équation  (33) 
qui  est  intégrable. 
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21.  La  surface  d'Enneper  nous  donne  une  Bolution  de  la  forme 

3«  +  3«S8—  a*        3Sh    [««fi 
*  -r-  v  - 

ou  bien 


x  +  iy= 5-1- h  * 


(a  —  iZ)3        et -h  i  s 
x  +  iy= r^-L  +  — ^  ; 

on  déduit,  pour  la  coordonnée  z  et  pour  l'élément  linéaire, 

Z  —  OL1—  (S2, 

<&■=(■  H-  a'-f-P*)»^'   •     /:     . 

Les  courbes  (a)  et  (^)  sont  les  lignes  de  courbure. 
Proposons-nous  de  rechercher  les  solutions  de  la  forme  plus  géné- 
rale 

(35)  x  +  iy=<*-rfi)m-[!L  +  ':<     . 


/// 


Pour  satisfaire  aux  équations  (3a)  et  (34)  nous  devons  avoii 

(a  —  i'(3)m-1  -4- (a  +i'J5 )»-•=(«—  iP)"*^  I  y       i  3 
d'où 

m  ==  /i-f-  ?.. 

Nous  obtenons  ainsi,  en  faisant  n=  m  —  .*.  dans  la  foi  mule 
une  famille  de  surfaces  comprenant  une  infinité  de  surfaces  algébi  iques 
(m  commensurable). 

Si  l'on  substitue  aux  paramètres  oc  <it  [3  les  paramètres  u  el  p  qui  défi- 
nissent les  méridiens  et  les  parallèles  de  la  sphèi  e,  on  a 

a  —  i-p  =  p(cosf  H-  isin  c),         a  -t-  i  ' -j       p   C08<        fsîni    . 

p'"                                                -î 
.r  -t-  <y  =  ■ — (cos /ne  i   istnme) ! fcos(///  —  • 

J  ni  m 

on  déduit,  après  l'intégration  de 

ilz      —  Langu  (  cos  v  dx      sim 


./        -    coa  mv —  -' —       cos  i  m 
m  m 

y  —  I —  mm///.     ■  Mu 

J  ni 

p"1   '  cos  i  m 

Jour  il     i/r     M  ilt  h .    i;'    m-ih'I,    Imnr     l\  .  hall       III 
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Ce  sont  les  formules  de  Bour  qui  définissent  les  surfaces  minima 
applicables  sur  une  surface  de  révolution.  Elles  admettent  pour  géodé- 
siques  les  courbes  v  =  const. 

Les  formules  de  Weierslrass  expriment  x,  y  et  s,  à  l'aide  des 
variables  caractéristiques  des  lignes  isotropes 

£  =  c  —  i  3 .  £,  =  a  -+-  i  l  ; 

elles  peuvent  s'écrire 

*  +  (y=:-?yU)-t-a5/r(Ç)-a/«)+yî(a 


1  z=u°ti)-m)+w&)-f\i 

avec  les  deux  fonctions  arbitraires  imaginaires  conjuguées  f(%)  clj  (:,  >. 
Si  l'on  prend 

^»  =  «(«-"»"«,-,)'    /•«)=-«—. 

on  obtient  l'expression 

(x -(- i_y)  = [-j!- , 

J  m  m  —  i 

qui   correspond    ;iu\    formules   de    Bour,    obtenues    par    une    autre 
méthode. 

L'intérêl  de  celle-ci  est  de  nous  permettre  d'obtenir  la  solution 
générale  avec  deux  fonctions  arbitraires  des  équations  aux  dérn 
partielles  (32)  et  (34). 

Cette  solution   nous  sera  donnée  par  les  formules      16    :  on   peut 
d'ailleurs  en  donner  une  vérification. 

Remarque.  —  La  solution  particulière  J'"Çi)  =  —  i  nous  donne  la 
surface  d'Enneper  : 

r  _a ai 

que  l'on  peut  déduire  directement  des  équations  aux  dérivées  partielles 
où  l'on  suppose 

dx        dy 

d£>  ~  d^  =  °' 

La  solution  particulière  qui  correspond  &/'"(%)  =  ■=   nous  donne 
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les  égalités 


X 

= 

—  a 

)  -t-  a5 

h 

i 

ai  ■+- 

3 

y 

— 

(3 

a2-+- 

-• 

3 

> 

s 

= 

—  2 

:     lûgl 

y.1 

-+- 

Cette  surface  n'est  autre  que  l'alysséide;  on  pourrait  la  déduire  des 
équations  aux  dérivées  partielles  où  l'on  suppose 

dx       dv 

Ainsi   les  solutions  particulières   du   système   des  équations 
et  (34)  qui  correspondent  aux  conditions 

'//  dv 

7Jp±7Ty.y 

nous  donnent  deux  surfaces  minima  :  Tune  algébrique  (  Enneper  >; 
l'autre  transcendante  (caténoïde). 

22.  II.  Projections  de  Mercalor.        Au  point  M  de  la  sphère  on 
fait  correspondre  dans  le  plan  le  point  de  coordonnées 

<x  = ht',  S  rr:  —  loi:  col  —  • 

A  l'aide  de  ces  nouvelles  variables  se  el  [3,  nous  avons 

—  sina  ,        i  „      • 

c  = rx-i  c        —  >  c  tai 

cos7|3 


Les  conditions  (3o)  et  (3i  ),  qui  expriment  que  la  Burface    M 
une  surface  minima,  nous  (lonneni  les  deux  nouvelles  équations  aui 

dérivées  partielles  : 


il  y        .      dx 
cosot  -777  —  sma— -r—       liane  J 


07)  <  *      "        ' 

dy  d.i 

co3«  -f-       sina-7-  itangip    c< 

Ces  équations  s«nt  linéaires,  el  leur  intégrale  générale,  ivec  deux 
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fonctions  arbitraires,  nous  sera  donnée  par  la  formule  de  Hibaucour  : 

x  -4-  iy  =^(~  «F'  -+-  F")  +  6-^P  (-  iF',  -H  F';)  ; 

cp  =  a  •+-  i  (3 , 
<p,=  a  —  «p. 

Les  solutions  réelles  correspondent  aux  fonctions  F(cp)  et  F,(<p,) 
imaginaires  conjuguées. 

La  coordonnée  z  est  donnée  par  l'équation  intégrable 

sina  (Lr  -+-  cosady  -+-  esin  i'(3  d~  =  o; 

et  Ton  doit  trouver 

s  =  i(F  +  F')-i(Ft+F;). 


CHAPITRE  V. 


Les  congruences  de  courbes  normales  à  une  famille 
d  élassoïdes. 

25.  Soit  une  congruence  de  courbes,  définie  en  coordonnées  carté- 
siennes par  les  équations  différentielles 

da         rf)        dz 

Nous  désignons  par  (c,  c',  c")  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  à 
la  courbe  de  la  congruence,  qui  passe  par  un  point  M(x,  y,  z);  ce 
sont  des  fonctions  données  de  ce  point  qui  vérifient  la  relation 

H  =  c*  4-  c'-  -t-  c"2  —  1=0. 

Choisissons  ces  trois  fonctions  de  manière  à  vérifier,  quels  que  soient 
(a?,  y,  s),  la  condition 

,  de'       dc"\         ,  (Oc"       ôc\         „/dc       dc'\ 

l  =  c{-àz--dï)+c  \3ï—dï)  +  cF{dy~35)=0i 
l'équation  aux  différentielles  totales 

E  —  cdx  -+-  c'  dy  -+-  c"  dz  ro      • 
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sera  intégrable  avec  une    constante    arbitraire,   et   représentera    nue 
famille  de  surfaces  orthogonales  à   toutes   les  courbes    de    la 
gruence. 

Soit  S  la  surface  de  la  famille  qui  passe  au  point  M  ;  on  peut  calculer 
les  rayons  de  courbure  R,  et  Ra  de  la  surface  S  en  ce  point  par  les  for- 
mules (') 

1  1  /  de        de'        de 

,  R ,  +  ÎT.  '  7T7 •  ^  dy  ^  ~dl 

(38)  <  '         ,  ,\  J 

1  de'  de"      <)<    d& 


R,R,       \dj    dz        dy   <): 

Elles  permettent  de  déterminer  soit  les  surfaces  à   courbure  moyenne 
nulle,  soit  les  surfaces  à  courbure  totale  constante. 

Surfaces  minima.—  Donnons-nous  trois  fonctions  de  point  c,  c 
satisfaisante  la  relation  quadratique  H,  à  la  condition  d'intégrabiiité  I . 
et,  en  outre,  à  l'identité 

„   .  de       de'       de' 

*  dx       dy        dz 

L'intégration  possible  de  l'équation  K  nous  donnera  une  famille  de 
surfaces  minima. 

Nous  nous  proposons  d'étudier  les  congruences  de  courbes  trajec- 
toires orthogonales  de  certaines  familles  de  surfaces  minima.  La  con- 
gruence  générale  est  déterminée  par  les  formules  Cm  on  c,  c*,  r"  sont 
trois  fonctions  de  point  satisfaisant  aux  conditions 

H  =  o,         I=o      et  à  l'identité  (39). 

i°  Un  élassoïde  S,  en  tous  les  points  duquel  la  somme  des  rayons 
de  courbure  est  nulle,  est  une  surface  d'aire  minima  :  Considérons,  en 
effet,  une  famille  d'élassoïdes  et  deux  surfaces  voisines  S,   et   S.   pas 
sant  par  un  contour  fixe;  elles  limitent  un  volume  P  et,  si   nous  dési 
nions  par  a,  ô,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  extérieure  à  la 
surface  li mile  t,  nous  pourrons  appliquer  la  formule  relatif eàladivei 
gence  d'un  flux, 

l{%^%+%)da   £<■■ 

(')  Voir   Vouvelles    [anales  de  Mathématiques  (août  191  |  » 


292  F.     CLAPIER. 

La  première  intégrale  est  nulle,  d'après  la  relation  (3g),  et  la  seconde 
se  réduit  à  S,  —  S2. 

Il  en  résulte  que  si  l'on  considère  une  famille  de  surfaces  quelconques 
passant  par  un  contour,  et  si  l'on  écrit  que  la  variation  première  de 
l'aire  comprise  à  l'intérieur  du  contour  est  nulle,  on  trouve  la  condi- 
tion (39). 

Toutes  les  portions  continues  d'élassoïdes  qui  passent  par  un  contour 
et  font  partie  d'une  même  famille  à  un  paramètre  ont  une  aire 
égale. 

Parmi  toutes  les  surfaces  d'une  même  famille  passant  par  un  contour 
et  ayant  des  aires  continues  et  finies  à  l'intérieur  de  ce  contour,  celle 
dont  l'aire  est  minima  est  un  élassoïde. 

20  Découpons  une  surface  S  en  petits  rectangles  par  le  double  sys- 
tème de  ses  lignes  de  courbure;  les  normales  aux  extrémités  de  cbacun 
de  ces  petits  rectangles  découpent  sur  une  surface  voisine  S'  un  nouvel 
élément  dont  l'accroissement  d'aire,  par  rapport  au  précédent,  est 
égal  à 

Pour  une  surface  d'aire  minima,  celte  expression  doit  être  nulle  et 
l'on  retrouve  la  condition  caractéristique  des  <'lassoïdes  d'avoir  une 
courbure  moyenne  nulle. 

Si  l'on  prenait  une  famille  de  surfaces  minima  et  sur  l'une  d'elles  une 
décomposition  superficielle  en  petits  éléments,  cbacun  de  ceux-ci  pou- 
vant être  circonscrit  par  un  contour  rectangulaire  formé  de  lignes  de 
courbure,  on  pourrait  appliquer  la  formule  précédente.  Il  en  résulte 
qu'un  tube  ortbogonal,  formé  par  les  courbes  de  la  congruence  ortbo- 
gonale  à  une  famille  de  surfaces  minima,  découpe  sur  chacune  de 
celles-ci  des  aires  égales. 

*2i.  On  peut,  pour  la  détermination  des  surfaces  minima,  utiliser 
l'une  ou  l'autre  des  propriétés  précédentes.  Riemann  considère  la  por- 
tion de  surface  qui  repose  sur  un  contour  {\xe  et  se  déforme  et  se  dilate 
infiniment  peu  ;  son  aire  a  devient  <r  -t-  ca  et  il  exprime  que  la  première 
variation  Sa  =  o.  11  trouve  ainsi  que  la  surface  S  doit  satisfaire  à  la 

condition 

d  t  .  d     .        . 

-7-(sin  //  cosc)  H — —  (sin  u  sine)  z=  o, 
dx  dy 
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u  et  v  étant  les  paramètres  géographiques  qui  définissent  la  direction 
de  la  normale  extérieure  au  point  M  (a?,  y,  z). 

Le  point  m  (c,c',c")  est  l'image  sphérique  du  point  M,  et  Ton  a 

cr=sinacose,         c' zzz  sin  u  sin  e,         c"=cos«, 

p  azimut  et  u  colatitude. 

Si  l'on  a  pris  x  et  y  comme  variables  indépendantes,  la  condition 
trouvée  par  Riemann  s'écrit 
„ .  .  de      efc' 

(4o)  ^+<F=°- 

La  surface  S  étant  donnée  sous  la  forme 

z  —  fonct.  (x,  y),         c/c  =  pdx  ■+■  qdy, 

l'égalité  précédente  n'est  autre  que  celle  de  Lagrange  : 

i- ,   "     +± ,    'i     =o. 

ax  \Ji  -+-  p2  +  q*      dy  v  i  -+-  pi  ■+■  ql 

Supposons  que  l'équation  de  la  surface  minima  soit  F ( a?,  y,  s  j  =  o  ; 

nous  aurons 

dF  ,         dF  .         dF 

c  —  n-r—,  c  =  /i  -— ,  c  =i  «  -— , 

dx  (>y  <)z 


•Vffl 


(  —  i2 


Vdyy      Va* 

La  relation  E  est  identiquement  satisfaite,  et  nous  avons 

de       de        c  de  _         de'       dd       c    de' 
d~x~~dH~7'dzi         dy  ~  dy  ~  c7  dz" 

Ajoutons  ces  deux  égalités  et  tenons  compte  de  la  relation  différen- 
tielle 

de         ,  de'         „  de* 

c  s h  c' hrT  =  o, 

dz  dz  ()z 

nous  retrouvons  la  condition  (  3g  ),  obtenue  en  considérant  une  surface 
minima  comme  faisant  partie  d'une  Famille  de  surfaces  orthogonales  à 
une  congruence  de  courbes  (  )m. 

On  voit  que,  si  une  surface  «le  la  famille  Fi  c,^,  z)  const.  jouit  de 
La  propriété  d'aire  minima,  toutes  les  autres  de  la  même  famille  sont 
aussi  des  surfaces  minima. 
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Si  l'on  pose 

X-— ,          Y-— , 
dx                    dy 

7-âZ 

Y        dX 

Y  -  dX 

7        àZ 
Lx~âx 

la  condition  (3g)  pourra  s'écrire 

(40  -  X"(  Yr  •+-  Z:)  -2YZ(YZ+Zr)  =  o. 

Nous  utiliserons  dans  la  recherche  des  surfaces  minima  les  plus 
simples  l'une  des  formules  (39),  (4°)  ou  (41)- 

2o  Surface  de  Scherk.  —  En  prenant  x  et  y  comme  variables  indé- 
pendantes, le  choix  de  la  congruence  C,„,  qui  se  présente  naturellement 
à  l'esprit,  consiste  à  poser 


f{x)  ~~  <p(y)         i 

L'équation  E  est  tout  de  suite  intégrée  et  donne 

«  =  F(ar)  +  F(y). 

Formons  la  condition  (  \o  )  qui  s'applique  au  cas  où  l'on  <mi\  isage  z 
comme  fonction  explicite  de  a  el  \  ;  nous  trouvons,  en  tenant  compte 
de  la  relation  H,  et  après  simplification, 

qu'on  peut  écrire 

dj_  d? 

dx  dy 

Pour  satisfaire  identiquement  à  cette  égalité,  il  faudra  poser 

a  étant  une  constante.  Il  en  résulte  les  expressions 

f-=.  —  cot  ax,         <p  =  cot  ay 
et,  par  suite, 

dz  =  (cot  ax)  dx  —  (cot  ay)  d/; 
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d'où,  en  intégrant 

sin  ax      ._  , 

ea~=-. (Scherk): 

sm  ay 

on  voit  que  c'est  la  seule  surface  minirna  qui  satisfasse  à  l'équation 

drz    _ 

dx  ôy  ~~ 

a  étant  un  paramètre,   nous  avons  une  famille  d'éla  s  soldes  sem- 
blables. La  congruence  (Cm)  correspondante  est  déterminée  pai 
équations 

dx  il  Y  flz 


—  colax        cota?        \J  t  —  col*  ax  —  col- ay 

Toutes  les  courbes  de  cette  congruence  sont  orthogonales  aui 
soïdes  de  Scherk,  déduits  de  l'un  d'eux  par  une  translation  parallèle 
à  Os. 

L'étude  de  cette  congruence  comme  celle  des  congruences  |  (  '.„,  |  qui 
suivront  ne  peut  être  faite  dans  ce  travail  d'ensemble;  elle  fera  l'objet 
de  nouvelles  recherches.  On  voit  tout  de  suite  une  intégrale 

cos  ay 

—  —  consl.  ; 

cos  ax 

la  deuxième  s'en  déduirait  par  quadrature  en  substituant,  dans  l'ex- 
pression du  radical,  coiay  par  sa  valeur  en  fonction  de  col  axt  déduite 
de  la  relation  précédente. 

2(>.  Sur/ace  minima  réglée,  —  Considérons  tontes  [es  coui  bes    ( 
telles  que  la   tangente  en   un   point   M   soil  dans  un  plan    parallèle  .1 
l'axe  Os  et  que  son  inclinaison  sur  cet  axe  ne  dépende  que  <.\<-  la  dis- 
tance du  point  M  à  l'axe.  Les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  M  I 
pourront  s'écrire 


r-     ay  c'-~aX  ,_  \!P-     <«'p-  . 

/(P)  /(P)  /< 

La  relation  (3g)  est  toujours  satisfaite  \  de  Borte  que  l'ensemble  des 
courbes  ( <  !  )  pourra,  par  le  choix  convenable  de  la  fonction  indétermi- 
née f\ .  p  ),  former  une  congruence  ((',.».  Il  suffit  d'exprimer  qu 
condition  d'intégrabilité  1     :  o  est  réalisée  ;  on  trouve  ainsi  l'équation 
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différentielle  linéaire 

dp  p 

on  en  déduit 


La  famille  de  surface  minima  correspondante  est  donnée  par  l'intégra- 
tion de  l'expression  E,  qui  donne 

y 

mz  —  a  arc  tanç h  const. 

x 

Elle   représente   un    hélicoïde   gauche   à   plan   directeur  ayant  pour 
axe  Oz. 

Une  courbe  (y)  orthogonale  à  une  courbe     I      vérifie  la  condition 
différentielle 


>'  rl.r          /  il v          v    / "-'  —  n:  ■ 
11 : f-  - Iz 


qui  peut  toujours  s'intégrer  à  l'aide  d'une  fonction  arbitraire, 


(y) 


y 
—  d  -+-  arc  tan  g  -  1 


>/'-°r. 


Si  Ton  écrit  que  la  condition  I  est  satisfaite,  on  trouve,  d'api 
qui  précède,  qu'il  faut  prendre  $'(-)  =  m.  Ainsi  les  courbes  (y) 
forment  un  ensemble  minima  dépendant  d'une  fonction  arbitraire; 
elles  ne  pourront  engendrer  une  surface  minima  que  si  la  fonction  $ 
a  la  forme  linéaire  en  z.  I  >ans  ce  cas,  nous  avons  une  double  infinité  de 
courbes  (  y„,  >  déterminant  une  famille  de  surfaces  minima  réglées  et 
trajectoires  orthogonale  des  courbes  d'une  congruence  (Q*). 

Celle-ci  sera  déterminée  par  les  équations  différentielles 

dx  ils  d: 

a  y  ax        nid1 

d'où  l'on  déduit  facilement 

y 

m  z  -+-  a  —  arc  tang  —  =  const.,  x-  -+- y-~  const. 
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Ces  équations  représentent  des  hélices  de  même  pas,  Il  des 

cylindres  de  révolution  d'axe  Oz. 

Si  l'on  enroule  sur  un  cylindre  un  réseau  plan  formé  de  droites 
rectangulaires,  on  obtient  un  système  de  courbes  -„,  et  Cm.  En  pi  enant 
les  hélices  ym  de  môme  pas,  placées  sur  de>  cylindres  différents,  on 
engendre  une  surface  minima  réglée. 

La  congruence  (COT),  formée  d'hélices  de  même  pas  oe  présente 
rien  de  particulier. 

Remarquons  que,  si  l'on  fait  tourner  autour  de  Or  un  hélicoïde 
gauche  à  plan  directeur,  ou  surface  de  vis  à  filet  carré,  la  surface 
coïncide  avec  elle-même  et  la  famille  de  surfaces  minima  qui  résulte  de 
la  translation  de  l'une  d'elles,  suivant  Oz,  donne  la  multiplication  des 
spires. 

Rappelons  que  la  surface  de  vis  à  filet  carré  est  la  seule  surface 
minima  réglée  (Catalan). 

C'est  aussi  la  seule  surface  minima  réelle  qui  puisse  coïncider  avec 
la  surface  moyenne  d'une  congruence  isotrope  (  Ribaucour  >. 

27.  Surface  minima  de  révolution.  —  Prenons  l'axe  de  révolution 
pour  axe  des  x\  la  normale  MN  au  point  M  (  [a  \  -  )  a  ses  cosinus 
directeurs  proportionnels  à  (./;  —  i,  v,  z):  la  sous-normale  P"\  ç —  x 
est  une  fonction  de  l'ordonnée  PM  =  p  \  y-  -h  z- . 

Cette  fonction  dépend  de  la  méridienne  que  nous  nous  proposons 
de  déterminer.  Nous  aurons  donc  à  considérer  la  congruence  de 
courbes  définies  par 


y  „       =  \  f*—  p1 


/(p)  /(p) 

Ici,  l'équation  K  est  toujours  intégrable  et  nous  donne 


■  -/ 


Il  nous  reste  à  déterminer  la  fonction  f{  >),  de  manière  à  vérifier  la 
condition  (  ><)  )  ;  nous  trouvons 
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L'équation  précédente  nous  donne,  en  effectuant  la  quadrature, 

p  =  —  \e    "     -\-e       "    j  (chaînette). 


2 


Le  caténoïde  est  donc  la  seule  surface  minima  de  révolution.  Nous 
obtenons  ainsi  une  famille  de  surfaces  minima  engendrées  par  des 
chaînettes  égales  et  de  même  axe  Ox\  leur  équation  différentielle  est 

dx  n —       ^      =r  o . 

vy — «■ 

Les  courbes  de  la  congruence  (C„)  correspondante  sont  données 
par  les  équations 

dx  _  dy  dz 

p  vp7— ""  _  av  ~  "  z 
que  Ton  peut  écrire 

h  dx 


Y  dz  —  z  ilv      o,         dû 


\:- 


(le  sont  les  trajectoires  orthogonales  des  chaînettes  résultant  de  la 
translation  de  l'une  d'elles  suivant  la  direction  de  leur  axe  Ox. 

Le  sommet  A  de  la  chaînette  méridienne  située  dans  le  plan  des  z  y 
est  à  une  distance  a  de  l'axe  de  révolution.  L'équation  différentielle 
trouvée  peut  s'écrire 

dx+^=>=°     ou        =«t(«+/t)i     y'=%\ 

elle  permet  de  vérifier  qu'au  point   VI  les  rayons  de  courbure  sont 
égaux  et  de  signes  contraires. 

L'équation  différentielle  des  trajectoires  orthogonales  à  ces  diverses 
méridiennes  s'écrit 

a  <i.v       \  y  '-  -     a*  dy  : 

on  peut  intégrer  et  l'on  trouve 

a  a  y    ar  \a        V    a  J 

La   congruence   (C,„)  est  donc    formée    de    ces    courbes    qui   se 
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déduisent  de  l'une  d'elles  par  une  translation  suivant  la  direction  Ox 
et  une  rotation  autour  du  môme  axe  O x. 

Hemarquc.  —  Si  les  rayons  de  courbure,  an  lieu  d'être  liés  par  la 
relation  R,  -+-  R2  =  o,  étaient  liés  par  la  suivante  R,R,  :—  a%  nous 
aurions  à  satisfaire  à  la  deuxième  expression  l  38)  et  la  détermination 
de /(p)  nous  donnerait  la  méridienne  d'une  famille  de  Burfaces  à  coin- 
bure  constante  négative.  Nous  obtiendrons  ainsi  l'équation  diffé- 
rentielle 

à1  df      _  dp 

*/■+-/•  T' 

d'où  l'on  déduit,  avec  la  constante  d'intégration  a, 

et    \  aP 

\  y  -'  —  p'1 

L'équation  de  la  méridienne  est 


]/(n*  —  a'-)  -i- p1    ' 

Pour  a  =  a,  nous  obtenons  l'équation 


dx=—^s/**-?i 


qui  caractérise  la  développante  de  la  chaînette. 

Les  courbes  de  la  congrucnce  particulière  que  nous  avons  utilisée 

vérifient  la  relation 

dx 


-  p1 

qui  définit  une  famille  de  cercles  de  même  i  a\  on  a  ayant  leurs  centi  es 
sur  l'axe  des  x. 

Il  en  résulte  que  la  développante  précédente  esl  la  courbe  aux  tan- 
gentes égales:  la  tangente  étant  limitée  .m  point  M  el  à  l'axe  () 
\1 1      <t,  rayon  constant  des  cercles  orthogonaux.   On  peut  vérifier 
géométriquement  que  pour  cette  nouvelle  méridienne  li.li 

Nous  avons  trouvé  pour  celle-ci  l'équation  différentielle 

<ir      do* ! ; 

■    (a«— ct*H 
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son  élément  linéaire  est  donné  par 

du 1  —-  dx1  -+-  do1  — 


a-  —  a3 

On  déduit 

n,  a  +  a    -        y. —  a 

p=zC(u)  = e"  -i e    "' 

2 

L'élément  linéaire  de  la  surface  de  révolution  est 

//s-  =  du2  -f-  p-  dv*. 

Pour  a  =  a,  il  prend  la  forme 

Ht 

ds*      du*+a*  e" 

caractéristique  de  la  surface  pseudosphérique. 

'28.  Surface  minima  passant  par  dru  \  cercles  dont  les  a  ves  sont 
parallèles.  —  La  même  méthode  nous  permettrait  d'obtenir  les  sur- 
faces de  révolution  à  courbure  moyenne  constante.  L'équation  de  la 
méridienne,  déduite  de  la  congruence  des  trajectoires  orthogonales, 
montre  que  cette  courbe  peut  être  engendrée,  soil  par  une  ellipse 
constante,  soit  par  une  hyperbole  de  grandeur  fixe  qui  roule  sur  Tune 
de  ses  tangentes  Ox. 

Prenons  deux  cercles  de  centres  0  et  (  )'.  dont  les  plans  sonl  paral- 
lèles. Si  la  ligne  des  centres  (){)  esl  perpendiculaire  aux  plans  des 
deux  cercles,  il  existe  une  surface  à  courbure  moyenne  constante  qui 
passe  par  les  deux  circonférences;  c'est  une  surface  de  révolution 
ayant  pour  méridienne  une  courbe  de  Delaunay,  et  qui  peut  avoir 
Tune  des  trois  formes  (onduloïde,  nodoïde,  caténoïde).  Celle-ci  est 
une  surface  minima. 

Nous  nous  proposons  de  déterminer  la  surlare  minima  plus  géné- 
rale qui  passe  par  les  deux  cercles  dont  les  plans  parallèles  sont 
obliques  à  leur  ligne  des  centres,  et  d'en  déduire  certaines  considé- 
rations géométriques. 

Nous  prenons  comme  axe  Ox  la  direction  commune  des  axes  des 
deux  cercles  et  comme  plan  des  xy  celui  qui  contient  la  ligne  des 
centres  00'. 

Avec  deux  anneaux  en  fil  de  fer,  trempés  dans  le  liquide  glycérique, 
on  peut  réaliser  physiquement  la  surface  cherchée;  pour  des  raisons 
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de  continuité  géométrique  et  mécanique,  il  en  résulte  que  tout  plan 
perpendiculaire  à  Ordonnera  une  section  circulaire  dont  le  centre 
sera  dans  le  plan  des  xy.  La  surface  est  donc  s\  méti  ique  pai  rappoi  t 
à  ce  plan  et  son  équation  aura  la  forme 

F  =  [y  +  «(.r)]î+;2+3(x)  =  o! 

Nous  poserons 

...  X  ,  1  / 


j/X»-j-Y*+Z«  y'P  +  YM   /.  \\       \  f- 

et  nous  appliquerons,  avec  les  notations  indiquées,  lit  foi  me  ■  i  '  •  '1°  la 
condition  d'aire  minima.  Nous  avons 

—  =X   zz2a'(/+«)+^,  ','h,'=Y'         ?  +  *)■  Z 

\,-2a"(j+a)+2y.  ï      =  2,  / 

V       2 a',  \         o;  V       ia  .      >  .-      ••:        /         Zr=o. 

Les  dérivées  des  fonctions  inconnues  cc(x)  et$(x)  sont  desig 
par  des  accents  ;  substituant  dans  la  relations  l  j  i  »,  il  vient 

•'•  v  +  4  [(7  +  «)■  +  *"  |  (  X,-f-  2)-X  >.(y  r-  a)4a'=o, 
ou  bien 

X  |  X  _  2  a'(y  +  3)|  +  [( y  H-  a)2  +  =>  |  (X,  +  a)  =  . 

et,  en  tenant  compte  de  l'équation  F      o,  il  vient 

K        3    KJS+a)  =  o 

Cette  équation  a  la  forme 

\    t)y  +  B(a?)  =  o; 

elle  ne  peut  être  identiquement  nulle  qui'  si  l'on  .i 

l  A       i«'fi      2«   3      o 

(V') 

/  I'-      (3'i  ■ 

Ces  équations  différentielles  permettront  de  déterminer  les  : 

lions  y.  et    >. 

Elles  sont  vérifiées  dans  l<'  i.i->  particulier  où  l'on  a 

j. 
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On  en  déduit,  en  intégrant, 

(3=  _a2ch2fjZfS 


nous  retrouvons  l'équation  du  caténoïde, 


F  =  y* h-  ~2-  a'ch» ^  =  o. 


29.   Dans  le  cas  général,  la  première  équation  (42)  nous  donne 

a  nouvelle  constante  d'intégration  :  et  la  deuxième  équation  nous 
montre  que  (3  doit  satisfaire  à  l'équation  différentielle  du  deuxième 
ordre 

p2-Œ),**~^=.. 

Cette  dernière  équation  peut  s'écrire 

»"(g)'-(£)V>  /,   5,u 

^^"l5 +  (£  +  4a']rf|3  =  o. 

On  peut  simplifier  et  intégre]  ;  en  désignant  par  c  une  deuxième 
constante  d'intégration,  nous  obtenons 

on  en  déduit 

Le  carré  du  rayon  du  cercle  de  section  par  un  plan  normal  à  Ox 
est 

Posons 

2C=F; 
avec  ces  nouvelles  notations,  nous  avons,  pour  déterminer  u  et  a,  le 
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équations 

do.  .  /.  du 

•  |3)  -T-       aw,  dx= —  • 

Remarque.  —  Dans  le  cas  où  a    =  o,  la  deuxième  équation  s'écrit 

h  du 


,1, 


i      '  i' 


elle  s'intègre  facilement  et  nous  donne 


/  '  „  /.    log<  \    "      ;      \    '/  ''.  Il  R 

équation  qui  caractérise  la  chaînette  d'axe  <  )  c. 
Dans  le  plan  de  symétrie  -  —  o,  on  a  \fu       y  el 

dx      '-'y  - 


s/yï-k- 


Cette  relation  différentielle  caractérise  la  courbe  décrite  pai  le 
foyer  F  d'une  parabole  qui  roule  sur  l'axe  Ox  :  en  effet,  si  N  esl  le 
point  de  contact  ou  centre  instantané,  la  normale  à  cette  courbe 
est  FIN  ;  tp  étant  l'angle  (FN,  <  )x  |  on  a 


dx_ 
dy 


tangç 


Soit  FP  =  y  l'ordonnée  du  point  décrivant  ;  <  \x  étant  une  tangente 
;i  la  parabole  de  foyer  F,  nous  avons  la  relation  intrinsèque 

I  \  =    — —         (  /,  demi-pai  atnèl  re 

Il  en  résulte 

FP         /. 

""-       FN       FP' 

donc 

k 
Lang  .  . 

\  I 
équation  différentielle  de  la  chaînette. 

30.   Dans  le  cas  général,   le   centre   I*  du  cercle  générateur  de 
rayon  II  décrit  une  courbe  dia  uni  pale  i  I  »  i  par  rapport  à  la  section  de 

Journ    île  Math    l    '  lérie  .  tome  i\  i  •       m 
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la  surface  par  le  plan  des  xy.  L'équation  de  cette  section  peut  s'écrire 

y  =  -a{x)±ïl(x). 

Dans  le  cas  du  caténoïde,  il  y  a  un  cercle  de  gorge  pour  lequel  le 
plan  tangent  est,  en  tous  ses  points,  parallrie  à  la  direction  Ox.  Sur 
la  surface  générale,  il  y  aura  aussi  un  cercle  d'étranglement  en  tous 
les  points  duquel  le  plan  tangent  sera  parallèle  à  une  direction  fixe  du 
plan  des  xy.  Cette  intuition  géométrique  sera  justifiée  par  ses  consé- 
quences. 

Nous   supposerons   que   ce  cercle   minima    soit   celui   des   \  ::   ce 

cle  <  '„  a)  ant  pour  équation 

y2+  3   =o,        3  i; 

le  plan  tangent  en  un  poinl  quelconque  de  ce  cercle  sera  parallèle  à  la 
droite^      m  v,  qui  est  la  tangente  du  point  <  >  à  la  courbe  i  I  »  >. 

En  chaque  point  du  cercle  C0,  ~  et  '—.  sont  nuls,  et  si  l'on  se 

reportf  aux  équations  i  \  î  i,  on  voit  que  l'on  devra  avoir 

/  ■  "  ■ 

m        Cl  il».  /.- 


i  —  û 


Remplaçons,   dans  ces  équations,   u  pai    R2,  u0  par   I!,',  puis  les 
constantes  a  el  A  par  les  valeurs  ci  dessus;  elles  peuvent  s'écrire 


M 


La  deuxième,  intégrée  par  les  fonctions  elliptiques,  nous  donnera  le 
rayon  R  du  cercle  générateur  et  la  première  l'ordonnée  r,  de  son 
centre,  en  fonction  de  la  variable  x. 

Si  nous  posons,  suivant  l'usage, 

'■  :,  >  /■  "        ;  >  m  . 

l  +  fll-  1  -i-  //; '  /, 


.ilr 

H 

y. 

l; 

"k 

'!■ 

fH„ 

vV 

S)(- 
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nous  aurons 

i 'I'  I'.., 


R.*' 


c'est-à-dire  en  prenant  la  fonction  inverse, 
(45)  R      Rocn^- 

Nous  en  déduisons  l'équation  de  la  courbe  (D 

dy]  11-'  ix 

III    -—  -    III  III- 


'/./■  R  i;„/.' 

ou,  en  intégrant 

yi  =  in,       m-r-Jsn^  L   ,,_ 
avec  la  notation 

Z,|  M)  =  /■''-'    I        511*1/  '/'/  . 

on  obtient  finalement 

(46)  yt      mx-i^Z^ 

Ces  formules  i  i  >  )  et  (  i(>)  résolvent  le  problème  posé  pour  la 
mière  fois  par  Riemann  ('). 

Il  reste  à  étudier  la  congruence  «  <  '.,„  i  des  trajectoires  orthot 
aux  surfaces  minima  F|  x,  y,  z  >      const.,  et  définie  par  les  équations 

V       S        T' 

\  __(j_j)_      R  //,,-,,     —_. 

<//•  ,/./•  /;  h,,/, 

î  :       ,  , 

/.  :,  I  '  =(  »      -  >,  i;    . 

v,   et    ii   sont  des  fonctions  connues  de    <   données   pai 

s  ions  (  i  5  I  el  |  |i>  ).  Celle-ci  est  l'équation  de  la  courbe  diamétrale    I  ' 

dont  la  forme  caractérise  la  Burface  minima  étudiée. 

(')   Nu  w  i  m.i  ow  ski.    /  tu  w.  1 88o,  p, 


3o6 
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5Î.  Sur  faces  minima  hélicoïdes .  —  Nous  allons,  pour  terminer, 
montrer  comment  la  méthode  indiquée  au  paragraphe  25  permet  de 
trouver  facilement  les  hélicoïdes  qui  sont  des  surfaces  minima  ('). 

Prenons  des  coordonnées  semi-polaires  et  considérons  r  comme 
fonction  des  variables  indépendantes  c  el  0  : 

v  (ii        cos  -  de       p  sin  5  dô  : 

_>•—-, -m  rl\       -m     dp       ocosQdQ. 

Proposons-nous  de  rechercher  les  surfaces  minima  telles  ipie 

Tp  d 

leur  équation  aura  la  forme 

i-  /       a  I 

Imprimons  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  (c,  c,  c  »  en  fonc- 
tion des  nouvelles  variables  indépendantes  p  el  S;  nous  avons 

<■  <l  :  O 

c'est-à-dire 

C   '/;  +  (cco-  i    -m       -  /o  H-  (  -  -    <  ■  ~ii.  -        -    /  o, 

et  comme 

dz      ad9-hfdp  =o,        ./'      I 

nous  devrons  avoir  les  égalités 


—  C  -m  c  cos 


. 


telles  déterminent  c,  c',  c  .  La  condition  d'aire  minima  i<>  >.  qui 
correspond  aux  variables  indépendantes  x  et  y,  deviendra  avec  les 
nouvelles  variables  :  cl  0, 


Oc        i  de  de        i  de 


'"  Uf  — wj  !  =  •• 


(')  Darboux,   Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  p.   180. 
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Déduisons  c  et  c'  des  relations  ( l\8),  nous  pourrons  calculer 

de'        i  de         .,   .    .      f        df         c'  de         c  • 
dp        p  d0  p  c*   dp  ps 

et  aussi  l'expression 

de       i  de'         ,.       „  /  / 

-7- H rs-  =rc*cos0(  -      •  ■—-  )  -f-  -=■  — h 


df 

d?) 


dp    '    p  d0  \  p        dp  c    dp 

Il  en  résulte  que  la  condition  i  jo,  )  devient,  dans  le  cas  étudié, 
/'       d/  de        «      da 

C"      -       +  -f-  )  -4- /  —   -f-   -,  •  — -      -O. 

dp  /      y   dp        p     d 

dette  identité  devant  être  vérifiée,  quels  que  soient  p  el  8,  doit  se 
décomposer  en  deux  autres 

da  /'      df       f  >)■ 

<5°>  dê=°'         ^dp-  +  c^dp-       °- 

La  première  nous  montre  (jne  L'équation  |  17  ;  peut  s'écrire 

/.      aO  -t-c  -+■  Fl 


a  et  c  étant  des  constantes. 
Il  reste  à  calculer 


1  / 


la  deuxième  équation  1  5o)  peul  s'écrire 

df       d£ 

1         d  dp 

:0. 

On  peut  l'intégrer,  en  introduisant  une  autre  constant 

j   ':   »■(. 

et,  par  suite, 


/  ,  =  —  ■    .-        ..» 
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nous  avons 


/ 


dp  i  A  v  p3 


a2  b  — —  =  —  a  arc  ta  nu  - 


?    \/(  p2  -h  a1  )  (  p2  —  bs  )  *  «  v '?"  —  //J 

/  6  P  Û?P  -  =  &  Io2f(l/'o'-  H-  as  -4-  \/p2  —  6*  >. 

En  ajoutant,  nous  avons  l'expression  de  F(V>,  et  les  surfaces  héli- 
coïdes  minirna  ont  la  forme 


(5i)      Z-gg  +  c  +  a  arc  tang  —  "f  — b\oz(\[c        a         \Tù         h 

"  \y—ù- 

Elles  comprennent,  comme  cas  particulier,  la  surface  minima  de 
révolution  (a  =  o),  et  la  surface  minima  réglée  (/>  =  o  ». 

La  section  de  la  surface  par  un  plan  perpendiculaire  à  O-  ^si  une 
courbe  déterminée  par  la  relation 


'/ ,        b  \Ic 
p  -r  =  -     ■  =  tans  \ 

'  dp       »  s  p  ~  ir- 

Désignons   pai    s   L'angle  de  sa    tangente  avec  Taxe  des   /,  nous 
avons  o  =  0  -+-  V,  et  l'équation  (5i)  s'écrit  : 

/   =  acp  —  b  log(\/p*  -+-  à1  -+-  vpi  —  b*-). 
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Sur  les  transformations  des  équations  aux  dérivées  partielles 
d'ordre  quelconque  à  deux  'variables  indépendantes; 
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1 .   Etant  donnée  une  équation  quelconque  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre,  par   une  transformation  de  contact  cqnvenablemenl 
choisie,  il  est  possible  de  l'amener  son  Intégration  à  celle  d'une  équatii  m 
de  même  ordre  immédiatement  intégrablei  '  i.  On  ne  possède  aucune 
théorie  permettantde  procéderd'une  façon  analogue  pour  une  équation 
d'ordre  supérieur  à  l'unité  :  les  transformations  de  contael  prolong 
m  —  i  fois  sont  les  seules  transformations  réversibles  portant  sui  les 
coordonnées  d'élément  d'ordre  m,   telles  que   toute   multiplie  té   se 
change  en  une   autre  multiplicité   (2);   elles   permettent    pai 
ramener  une  équation  à  une  forme  plus  simple  |  '),  mais  ces  hj  , 
cations  sont   limitées  en    raison  de  ce  que  les  propriété  s  d'où    | 
viennent  les  principales   difficultés   du    problème   d'intégration 
équations  d'ordre  supérieur  à  l'unité  sont  invariantes  par  rapport 
transformations  de  contact.  Les  divers  modes  de  transformations 


(')  Goursat,  Leçons  sur  V intégration  des  équations  aua 
du  premier  ordre,  p.  5189.  Cel  Ouvrage  sera  désigné  pai  la  notation  I 
volumes  de  celui  sur  les  équations  du  second  ordre  |  u  II.     i  II 

(-)  \>  ii  ki  i  mi,   Math.    l/i/i.,  t.  IX,  p. 

•  .(il   RSAT,     II,.    <     ll,l|l.     II. 

Journ,  '!<■  Math,  érii      ti  mi    \\         i  i\ .  1918  1° 
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ces  équations  que  Ton  connaît  (')  ne  réussissent  que  grâce  à  la  forme 
particulière  des  équations  auxquelles  elles  s'appliquent. 

il.  La  recherche  des  transformations  des  équations  aux  dérivées 
partielles  peut  se  rattacher  à  l'intégration  des  systèmes  différentiels 
les  plus  généraux  ('-)  :  dans  le  travail  qui  va  être  présenté,  il  sera 
traité  de  transformations  des  équations  à  deux  variables  indépendantes 
que  l'on  déduit  de  l'étude  des  systèmes  de  quatre  équations  à  deux 
inconnues  r  et  z',  fonctions  de  deux  variables  indépendantes,  respec- 
tivement '  .  y  et  ./ •'.  y'  : 

j  F/(*'»/>  —  /'lof/'on  •••■/'  /'  :0 

(  ') 

I  {m1;  1  m'  ;  m,    m;  i       i .  >.  o. 

il  suffit,   du   reste,   de  modifications  pour   que  les  méthodes 

employées  permettent  d'étudier  des  >\  sternes  plus  gêné]  aux 

Le  problème  de  l'intégration  du  système  i  peut  s'énoncer  de 
manière  à  généraliser  le  problème  de  Bàcklund  i  '  :  déterminer  un 
couple  de  surfaces  (s)  et   (Y),    l'une   d'un   es]  .   l'autre  d'un 

espace  (V),  entre  lesquelles  il  soil  possible  de  déterminer  une  corres- 
pondance ponctuelle  telle  que  les  coordonnées  d'éléments  d'ordre  //' 
de  (s),  d'ordre  m'  de  ,  en  deux  points  correspondants  satisfassenl 
aux  relations  (i  ). 

Aucune  des  sui  l.i.  •  -       i  el  o<    peul  être  prise  arbitrairement; 

chacune  d'elles  doit  être  choisie  parmi  un  ou  plusieurs 

systèmes  en  involution;  il  arrive  que  certains  de  ces  systèmes  se 
réduisant  à  une  seule  équation,  les  ri  lations  i  i  ;  i  rmetl  ml  de  définir 
une  ou  plusieurs  transformations  entre  deux  équations,  I  une  à  1  in- 
connue z,  l'autre  à  l'inconnue  z'. 

5.   La  méthode  que  nous  emploierons,  dans  cette  recherche,  s'appuie 


('  )  Foui-  K-  second  ordre,  voir  Goursat,  II.  Chap.  IX. 

(-)  Goursat,  11.,  |  Delassus,     I///'.   Kc.   /Vorm.,  3  XIV, 

p.   >38.  —  (  i.vc ,  C.  Jl.  Se,  t.  156,  p.  i  i6. 

(3)  Même  de  systèmes  où  les  fonctions  dépendent  de  plus  de  deux  variables 
indépendantes. 

(v)  Goursat,  C.  /.'.    Icad.  Se,  i.  Ib7.  j).  547- 
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sur  les  résultats  suivants,  qui  sont  nouveaux,  sauf  le  premier, 
à  l'intégration  d'un  système  de  deux  équations 
à  une  inconnue  |  '  i. 

Soient  deux  équations  d'ordres  ///  et  Ni,  m     M  : 

,     ,  S    /'■'••  .V-   -  Pi Pom) 

(  •>  1 

'    ''    '•  .»  ■  -■  Pio Pou  )     -  "■ 

Posons 

I      H 

[/, ff>  y-&-(-  —   y-y  d-  i   " 

Formons  le  système  (A)  comprenant  les  équations  (2)  el   celles 
qu'on  en  déduit  par  différentiations,  jusque  ely  compris  celles  d'ordre 
m  ■+-  M  —  1  en  z  :  si  les  équations  (  2  )  n'ont  pas  de  dii  ection  commune 
de  caractéristiques,  c'est-à-dire  si  le  résultanl  D  des  équ 
briques  qui  déterminent  ictus  directions  de  ca] 

nul,  soil  identiquement,  soit  comme  conséquence  \   . 

ce  système  admet   comme  condition    de    complète    intégrabilité    la 
relation  (3)  : 

(3)  [/,  F]    ,0. 

Supposons  que  les  équations  (2)  admettent  r  directions  communes 
de  caractéristiques;  et  représentons  par  D'    les  ci  nditions  qui 
primenl    :    elles    sont    satisfaites    soit    identiquen  mine 

conséquence  algébrique  de  1  \  ».    Au   moyen   de    différentiations 
d'éliminations,  il  est  possible  de  foi  nier  un  système  I!   qui  admette     I 
comme  condition  de  complè  te  intégrabilité  ;  la  '   ■  m  ■    :•   ce  -\  st< 
ne  dépend  pas  uniquement  de  ///.  \l  et  r.  Comme  circonstance  excep- 
tionnelle, il  arrive  que  les  calculs  fassent  apparaître  une  relation  non 
identique  cuire  x  el  y. 

Dans    bien    di-<   cas,    les    premiers    meml  [uations 


(')   tiiic  partie  de  ces  résultats  se  trouve  exposi  i  dans 
C.  /■'.    Icad.  Se,  1.  162,  p. 

Cette  expression  avait  été  considérée  précédemmenl  pai  Campi 
of  the  London    Math.    Soc,  1.   XXI,  p.  a35,   pour  d 
quelconque  de  variables  i  ndépen  lantes, 
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contenant  des  fonctions  indéterminées  par  exemple,  on  ne  peut  effec- 
tuer jiisrpi'aii  bout  les  éliminations  nécessaires  pour  la  formation  du 
système  Br(r  =  o,  i,  ...,  m,  le  cas  où  /  =  o  correspond  à  A);  on 
peut  cependant  former  un  système  Cr  dont  les  relations,  convenable- 
ment résolues,  donneraient  le  système  13'  :  la  condition  d'intégrabilité 
de  B'  est  satisfaite  si  (3)  est  conséquence  algébrique  de  C. 

Il  n'est  pas  nécessaire  que  les  équations  (2)  possèdent  /'directions 
communes  de  caractéristiques  pour  qu'on  puisse  former  le  système  Cr, 
puis  le  résoudre  suivant  le  schéma  fourni  p;ir  Br;  admettons  qu'elles 
en  possèdent  moins  de  r  qui  leur  soient  communes  et  que  les  relations 
I  )'  et  i  5)  soient  conséquences  algébriques  de  C  :  le  système  H'  corres- 
pondant est  alors  complètement  inlégrable;  il  fournit  des  solutions 
singulières  du  système  (2)  engendrées  par  des  caractéristiques 
communes  à  ses  deux  équations  appartenante  r  familles  différentes. 
On  est  assuré  qu'il  en  est  ain-i.  si  l'on  sait,  a  priori,  que  ce  système  Br 
est  possible  et  admet  un  groupe  de  transformations  de  contact  dont 
l'ordre  est  un  nombre  égal  à  celui  de  ses  dérivées  paramétriques;  cela 
suppose,  bien  entendu,  que  la  solution  générale  de  ce  système  dépend 
de  constantes  en  nombre  fini. 

Nous  avons  mis  ain-i  en  évidence  certains  cas  d'intégrabilité  des 
équations  (2),  ce  ne  sont  évidemment  pas  les  seuls  qui  peuvent  se 
présenter. 

Nous  supposons  toujours,  comme  on  est  «'Mil:'''  «le  le  faire  dans  ce 
genre  de  questions,  que  les  calculs  qui  sont  effectués  à  un  moment 
quelconque  ne  sont  pas  en  contradiction  avec  ceux  qui  précèdent. 

\.  Soit  {s)  une  surface  de  (<?)  d'équation  r  -     _  1;  surlignons 

d'un  trait  le  symbole  d'une  expression  pour  indiquer  que  nous  \  rem- 
plaçons "./',„.  p0i,  •••  Par  -  ....  A  (5)  correspondent  des 
surfaces  (V)  si  les  deux  équation-  |  1 

(4)  -       o,         «I»    =o, 

obtenues  par  l'élimination  de  x  et  y  entre  les  quatre  relations  |  1  », 
admettent  des  solutions  communes.  Pardifférentiationset  éliminations, 

on  peut  déduire  des  relation- 1  1  1  un  système  rr(r=o,  r, ...,  ni)  tel  que  P" 

soit  équivalent  au  système  (  '.  construit  en  partant  des  relations  (  1  .  puis 
(\v>  relations  H'  et  K  =  o,  telles  que  H'  et  k  =  o  soient  équivalentes 
aux  conditions  D'  et  [  ç ',  <1>  |  —  o  relatives  à  (  \  ),  en  tenant  compte 
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algébriquement  de  F  .  Supposons  que  celles  des  relations  II    qui 
sont  pas  identiquement  satisfaites  soient  conséquences  algébriques  de 
lv  :  si  Iv  =  o  est  équivalente,  en  tenant  compte  algébriquement  de  i    . 
à  une  relation 


(5) 


I 


ne  contenant  que  x, y,  z  et  ses  dérivées  jusqu'à  un  certain  ordn  . 
obtient  une  équation  aux.  dérivées  partielles  en  r  dont  les  intégra 
permettent  de  déterminer  par  l'intégration  du  système  B'  qui  cori 
pond  à  chacune  d'elles  des  solutions  du  problème  de  Bâcklund  relatif 
au  système  (i).   Il  est  possible   de  former  cette  équation         .   - 
dernier  système  est  invariant  par  rapport  à  un  groupe  de  transfoi  ma- 
tions de  contact  de  l'espace  (<?')  dont  l'ordre  esl  un  nombre  égal  à 
celui  des  dérivées  paramétriques  de  l>\  \  compris  le  cas  où  ce  non. 
est  nul,  les  conditions  relatives  aux  II'  étant  supposées  satisfaites. 

iî.  Il  ne  parait  pas  possible  d'indiquer  un  procédé  régulier  pour 
former  toutes  les  transformations  qu'on  peut  déduire  des  >\  sternes  (i)  : 
on  verra,  par  la  suite,  qu'on  peut  en  trouver  un  grand  nombre.  En 
s'appuvant  sur  les  résultats  généraux  que  nous  venons  d'esquisser,  on 
trouve  des  transformations  intéressant,  en  particulier,  des  équations 
admettant  un  groupe  -continu  de  transformations  de  contact  i  ''imi- 
tions linéaires  comprises);  au  fur  et  à  mesure  que  l'ordre  des  équations 
s'élève,  l'ampleur  de  ces  applications  diminue  pai  rapport  à  la 
généralité  des  équations  de  l'ordre  considéré  :  des  équations  d'ordre  p 
admettant  une  famille  de  caractéristiques  <  /'  —  i  i"1'1,   se  comportent 

toutefois   à   peu    près   comme   celles  du  second  ordre  ,'i  i  mi, ici.  HStiqueS 

quelconques.  * 

Supposons  que  deux  des  équations  i  i  l,  au  moins,  soient  d'ordre  m 
en  ;';  les  équations  (  j  »  sont  alors  d'ordre  m  ;  on  obtient  de  uouveaux 
résultats  en  recherchant  s'il  est  possible  que  le  système  i  i)  admette 
des  solutions  singulières  engendrées  de  m'  façons  par  des  carai 
ristiques  appartenant  aux  m'  familles  des  deux  équations.  Il  faut  pour 
cela  que  les  déterminants  déduits  de  la  mati  ice 


soient   nuls  connue  conséquences  algébriques  de         l 
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('tan!  satisfaites,  le  système  i  i  )  est  équivalent  à  un  systènn  i  I  i  où  une 
des  relations  peut  être  prise  arbitrairement,  les  trois  autres  riant 
assujetties  à  certaines  conditions.  Si  ///'  =i,  on  retrouve  des  transfor- 
mations de  surfaces  indiquées  par  Backlund:  on  peut  certainement 
former  l'équation  I  u:  si  ///']>  i,  pour  que  cette  équation  existe,  il  faut 
que  des  conditions  supplémentaires  soient  remplies,  mais  qui  sont 
plus  simples  que  pour  un  système  quelconque  d'ordre  m'  en  -  . 

Lorsque  trois  des  conditions  (i)  satisfont  aux  conditions  dont 
nous  venons  de  parler,  on  est  conduit  à  rechercher  ce  qui  se  passe 
lorsque  l'on  complète  le  système  par  une  certaine  relation  d'ordre 
m'  -f-  i  en  z\  déduite  des  trois  premières  : 

m' =  m  =  i ,  on  trouve  des  transformations  qui  changent  des  équa- 
tions du  deuxième  ordre  appartenant  à  une  classe  très  générale  en 
équations  du  deuxième  ordre  admettant  une  famille  au  moins  de 
caractéristiques  du  premier  ordre;  les  équations  qui  possèdent  une 
seule  transformation  infinitésimale  de  contact  appartiennent  à  cette 
classe  ; 

///'  i,  m  =  2  :  on  esl  conduit  à  des  transformations  d'équations 
du  troisième  ordre  ad  m '-u, m!  des  caractéristiques  d'ordre  i .  2  ou  3; 

m' '  =  r>.,  ///  =  1  :  les  transformations  obtenues  intéressenl  des  équa- 
tions du  troisième  ordre  qui  possèdent  des  caractéi  istiques  du  premier 
ou  du  deuxième  ordre,  etc. 

Le  travail  dont  l'exposé  va  -uivre  est  divisé  en  trois  (  lhapit 

La  theorii  générale  relative  au  système  1  •>  esl  exposée  dans  le 
premier,  après  quelques  remarques  sur  le  système  de  deux  équations 
du  premier  ordre  à  une  inconnue. 

Dans  le  Chapitre  II.  les  résultats  du  précédenl  sonl  appliqués  au 
système  1  1,  en  commençant  par  le  cas  où  deux  de  ses  relations  sonl 
y  =  x,/=\  . 

Enfin  le  dernier  Chapitre  esl  consacré  spécialement  aux  transfor- 
mations de  surfaces  de  Backlund  et,  en  particulier,  à  l'étude  des  cas 
singuliers  de  ces  transformations. 

Il  me  reste  à  exprimer  à  M.  Goursat  mes  sentiments  de  profonde 
reconnaissance  pour  la  bienveillance  qu'il  m'a  constamment  témoi- 
gnée et  pour  les  conseils  et  les  encouragements  qu'il  m'a  adressés  au 
cours  de  ces  recherches. 
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CHAPITRE  I. 

SUR  QUELQUES   PROPOSITIONS  RELATIVES    \    l.\    RÉSOLU!  SYSTÈMES    I 

\l  \    Dl    I1VÉES    PARTIELLES 


Étant  données  deux  équations  du   premiei    ordre  .1   une  fonction 
inconnue  3  de  deux  variables  indépendantes  c  et 

(|  i    '  ■  ■'■)■•  -■  /'■  7  1 

I  G(  ./•.  y,  :,  />.  q) 

elles  peuvent  admettre  une   intégrale  commune  qui   constitue   une 
solution  singulière  de  leur  système  et  qu'il  peul  être  avantageux,  poui 

des  raisons  que  nous  ferons  apparaître,  de  mettre  en  évidence. 
l'osons 

PPG       I    Gp. 
Supposons  que 

I      I   I      !  O  I   , 

ne  soil  pas  conséquence  algébrique  de  (I);  les  trois  relations  1  1    et  (Il 

déterminent  oc2  éléments  du  premier  ordre  ;  -i  ces  élé nts  sont  ceux 

d'une  surface,  celle-ci  représente  l'intégrale  que  nous  avons  en  \ 
En  général,  il  n'en  esl  pas  ainsi;  on  trouve  aisémenl  des  conditions 
nécessaires  pour  que  celle  circonstance  -  rite. 

Toute  solution  de  1  I  )  satisfait  aux  équations  obtenues  en  diflféren 
liant  les  équations  de  ce  s\>ième 

1  d¥      ,  ,,         ,  rfl   ,  dG      r 

vp'        '  r    1    (  ,;..  )    =o,  ,  G 


\  dx         '  •'         \  da  '  dx 

III 

/,,,     '  •    'v    ..,.  I  jg     0  ,    g 

Si  la  solution  considérée  satisfail  aussi  ï     II  1,  on  déduit  des  rela 
lions  1  III  i,  en  supposant  I    .(  i    /-  o, 

1  "  "  ' 

1 
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Toute  solution  commune  aux  équations  (I  )  et  (II)  est  solution  des 
équations  (TV),  c'est-à-dire  que  les  relation>  (I),  i  II)  et  (IV)  doivent 
être  algébriquement  compatibles  en  -,  p,  q  pour  qu'une  telle  solution 
existe. 

Ceci  n'est  valable  que  si  ¥p.Gp^=o.  Si  F/,.Gp=o  est  compatible 
avec  les  relations  (I)  et  |  II  ),  différents  cas  peuvent  se  présenter.  Sup- 
posons d'abord  Fp-=  o;  d'après  i  II  i 

si  Fy=o,  nous  sommes  amenés  à  considérer  le  cas  où  l'équation 
F  =  o  admet  une  solution  singulière,  qui  est  intégrale  de  G  =  o; 
si  F?^  o,  on  a  Gp  —  o  :  ou  Gq  =  o,  et  alors  c'est  G  =  o  qui  admet  une 
solution  singulière,  solution  de  F=  o;  ou  Gq^  o,  et  des  relations  (  III) 
on  déduit 

Nf)-G<(£H 

analogues  aux  relations  (IV);  nous  supposerons  dans  la  suite,  sauf 
indications  contraires,  sans  nuire  à  la  généralité,  que 

FpGpjéo. 

Nous  allons  montrer  que  la  condition  nécessaire  que  nous  venons 
d'établir  est  en  général  suffisante  : 

Soient  Z(x,  y),  Pc./-,  v).  Qi  >,  \  ).  trois  expressions  qui,  substi- 
tuées à  s,  p,  q  satisfont  identiquement  aux  relations  \  I  '.(Il  w/ilV); 
de  plus  elles  vérifient  Vinéqualion  S  -  F^Gj  F^G^  /  o;  il  en 
résulte  que 

et  par  suite  que  z  =Z(  x,  y  >  représente  une  solution  du  systèmes  I  >. 
En  effet,  par  hypothèse,  on  a 

i       .  v.  /    P,  Q)  =  o, 

G(./-.  v.  /.  P,  Q)       ... 
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par  suite 

Y xdr   ■    l\  dj    •    Yzi/.        I  .  ,,]■        \  ,,'h) 

G    ,/./■  +  Gydy  \   G   '//.       Gp  dV      I  i    rf<  - 

où,  par  exemple, 

I         ''l     ,..,./.  P,  Q). 

(  iomme  on  a  également 

FP(x,y,  Z,  P,  Q)G,—  F7Gp=o        et        F,G 
il  vient 

(FpG^-F^G^ûkM  (F^Gy-F^Gp)^       i  l  ,  «;       l    G,   rfZ   ro 

et,  en  tenant  compte  des  relations  (IV),  qui  donnent 

FJO(Ga;+PG3)^Gp(Fa.4.PF3)  =  o,         |-7,(GV      QGS        G     l         Ql 

on  obtient 


Comme 
on  a 


(  FP  <  '.,  -  F s G,, )  ( rfZ      l  '  /  *•  —  l .»  rfy  i  -  o. 

FpG-  —    I  '":<  > ,,  O, 

rfZ-    l'^/X       <  \d\   =o. 


La  solution  qui  peut  être  ainsi  déterminée  est  une  solution  singu- 
lière; elle  jouit  de  la  propriété  d'être  engendrée  par  des  caractéris- 
tiques communes  aux  deux  équations  «  I  )  puisque,  sur  cette  intégrale, 
0  =  0. 

Elle  peut  être  l'unique  solution  du  système,  mais  elle  peul  aussi 
coexister  avec  d'autres.  Si  les  deux  équations  1  I  1  sont  en  involution, 
elles  admettent  des  solutions  communes  dépendant  d'une  constante 
arbitraire;  lorsque  ces  surfaces  intégrales  admettent  une  enveloppe, 
elle  constitue  la  solution  singulière  :  les  caractéristiques  (au  sens  de 
la  théorie  des  enveloppes  )  sont  des  caractéristiques  poui  chacune  des 

équations  aUX  <léri\ées  partielle-. 

Il  est  très  facile  de  donner  des  exemples  :  soit    /    '  .  \  .  :.  a  | 
l'équation  d'une  famille  de  surfaces  dépendant  d'un  paramètre  arbi- 
traire a,   la  fonction/'  étant   telle  que  ces   surfaces  admettent  une 

enveloppe. 

I /élimination  de  <i  entre 

/'     ...        /■      pf 

Journ.  de  Math    (  7*  série),  tome  1>  F«sc.  l\  1  ' 
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conduit  en  général  à  un  système  de  deux  équations  du  premier  ordre; 
ces  deux  équations  sont  en  involution  et  admettent  une  solution  singu- 
lière déterminée  par  l'élimination  de  a  entre  /=  o  et/,,  =  <>. 
Soit 

z  —  a.r  4-  a-  v  ;  p  =  a,  '  ■ 

La  famille  de  plans  est  intégrale  du  système 

p*y+p*  —  -  =  o. 

7  =  /' 

qui  admet  une  solution  singulière 

)  :        ■  •  : 

cette  solution  est  singulière  aussi  [tour  la  première  équation  «lu 
système. 

1  .-s  plans  sont  aussi  inl  du  système 

/"■    q y     - 

v 

mais  la  solution  singulière  du  système  ne  l'esl  plus  pour  aucune  des 
équations. 

On  trouvera  des  systèmes  non  en  involution  possédant  une  inté- 
grale singulière  en  considérant,  par  exemple,  une  famille  de  sphèr*  - 
dont  les  équations  dépendent  d'un  paramètre  arbitraire 

S       xi-\-y"+zl — iax       \by  —  icz        \d 

a,  b,  r.  il  étanl  fonction  d'un  paramètre  /:  l'enveloppe  s'obtient  en 
adjoignant  l'équation 

?z=a'x-\-  ù'y-i  i  =o; 

a\  (>' ,  c',  d'  représentant  les  dérivées  par  rapport  à  /  de  a,  b,  c,  d. 
a  étant  quelque  fonction  de  /,  soit  lafamilledequadriquesS-f-XP2  =  ol 
elle  admet  comme  enveloppe  celle  de  la  famille  de  sphères;  ces  deux 
familles  de  surfaces  peuvent  être  considérées  chacune  comme  appar- 
tenant à  une  certaine  Camille  à  deux  paramètres  :  S-f-u£  =  o, 
S  -  AP'-'-hvI  o,  i  dépendant  des  paramètres  ut  et  t,  H  des  para- 
mètres v  et  /,  ces  deux  expressions  étant  délinies  pour  u.  et  v  nuls. 
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Chacune  de  ces  deux  familles  à  deux  paramètres  es!  l'inl   grale  <■ 
plètc  d'une  équation  du  premier  ordre,  el  les  deux  équations  obtenues 
n'admettent  en  général  aucune  intégrale  commune  autre 
loppe  commune  des  sphères  et  des  quadriques,  qui  est  une  in 
singulière  pour  leur  système.  Si  l'on  s'arrange  pour  que  X,  a  .!>.<■.  d' 
s'annulent  pour  une   même  valeur'  de  /,  ia  sphère  el  ia  quadric 
correspondant  à  cette  valeur,  coïncident  et  constituenl  une  intégrale 
du  système  autre  que  l'intégrale  singulière. 

La  solution  singulière,  quand  elle  existe,  provienl  d'une  décompo- 
sition du  problème  constitué  par  l'intégration  du  système  I  Des 
équations  (III  ),  on  déduit 

=  o, 

_    /dG\      n      d\ 
'\dyj  'y) 

s'il  existe  une  solution  singulière,  on  peut  écrire 

F  I\\Z  /,    r      ,    |]  P  l\ 

l\,  l\,  /"  étant  certaines  fonctions  de  a?,  v.  .-.  />,  y,  el  des  expressions 
analogues  pour 

<■  *  -,(£)  «».(£).  :($)  ■■■:;:■ 

Q,  puis  on  de\  ra  satis- 


avec  pour  / ,  /  .  /   les  indices  >.  I,  j,  5. 
Ou  a  d'abord  la  solution  :       X.  />      Q,  y 

faire  aux  ('M|ii;itions 


l\        l\        i'1 
I         I         I, 

/:.s  I  l\     r.s  I  /.     ''■  I   n/. 


o, 


par  quoi  on  remplacera  dans  i  1 1 1  I  les  deux  équations 

et  en  v  adjoignanl  les  den \  équations  i  I  i,  on  obtient  nu  système  donl 
on  pom suivra  l'intégration . 

Rappelons  maintenanl  que  l'on  pose 


[F,  G]      FP(G        pG         <■     i         /  i  F7(G3 
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et  observons  que  si  o  =  o  et  Fp^  o,  on  a 

['■°]=M£)-°       fc[>    '   -«  M- 

lui  nous  appuyant  sur  des  résultats  bien  connus  et  sur  ceux  que  nous 
venons   d'établir,    pour  discuter  un  système  de  deux   équations  du 
premier  ordre  nous  procéderons  de  la  manière  suivante  : 
Nous  formons  les  relations  (II  ),  i  l\  i  et    \ 

(V)  [F,G]  =  o; 

nous  désignons  par  (VI)  le  système  formé  de  (  [)  et  Tune  des  équa- 
tions (IV). 

i"  S  .  o  |  même  en  tenant  compte  de  (I)J  :  si  <  \  i  est  conséquence 
algébrique  de  (1),  ce  système  est  en  involution:  il  peut  admet  lie  en 
outre  une  solution  singulière  si  ses  surfaces  intégrales  ont  une  enve- 
loppe. 

2"  (Il)et(V)  sont  conséquences  algébriques  de  \  I  i  |  on  peut  aussi 
remplacer  (  \  )  par  la  relation  (IV)  qui  ne  figure  pas  dans  (VI)]  :  une 
solution,  en  général  singulière,  non  nécessairement  unique  [voir  i" 
et  3°). 

Cas  particuliers.  a,.  (A  i  esl  eon«.r<pieiire  de  -  I  >  sansque  (  II)  le 
soit  :  le  système  (I)  est  en  involution. 

</.,.  {  II  )  est  conséquence  de  i  I  i  :  une  solution,  et  pas  d'autre. 

3°  (V)  n'est  pas  conséquence  de  (1  [nonplusque  II)]  :  on  l'adjoint 
au  système  i  I  >,  etc. 

Remarque.  Lorsque  i  II  esl  conséquence  algébrique  de  (T),  il 
peut  être  avantageux  dans  une  discussion  de  grouper  i "  et  2°,  </_.. 

Nous  donnerons  plus  loin  de  nombreuses  applications  de  ce  mode 
de  discussion  :  signalons  qu'il  permet  de  déterminer  le  cas  des  trans- 
formations de  Bàcklund  signalé  par  Glairin  et  qui  correspond  à  la 
deuxième  partie  du  Tableau.  On  en  déduit  également  une  interpré- 
tation du  rôle  de  la  relation  |  F,  (  i  |  quand  B  =  o. 

Remarquons,  enfin,  que  les  conditions  d'existence  de  la  solution 
singulière  ne  font  intervenir  que  les  dérivées  du  premier  ordre  des 
fonctions  F  et  (i,  tandis  que  celles  de  la  solution  qui  peut  résulter  de 
la  troisième  partie  du  Tableau  contiennent  les  dérivées  secondes  de  F 
et  (i;  de  là  provient  l'intérêt  que  l'on  trouve  à  mettre  en  évidence  la 
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solution  singulière  dans  des  discussions  analogues  à  celles  où  conduit 
l'étude  du  problème  de  Bâcklund. 

Nous  allons  étendre  au  système  formé  par  (!<'u\  équations  aux 
dérivées  partielles  d'ordres  quelconques,  et  par  la  même  01  casion  à 
des  systèmes  plus  généraux,  les  résultats  que  nous  venons  de  démon- 
trer relativement  au  système  de  deux  équations  du  premier  ordre. 
Nous  serons  conduits  à  des  propositions  que  nous  emploierons  avan- 
tageusement dans  la  résolution  de  ces  systèmes,  <*[  leui  discussion, 
lorsqu'il  y  figure  des  paramètres. 

1 .  Soient  les  deux  équations  aux  dérivées  partielles  d'ordi  e  m  et  M  . 
m    M,  (em)et(EM)  : 

,  x  S  /'  '■  7-  "•  Pio>  Pu Pom  •  (e„ 

I  •'<  c-  .»'•  "■  Pio,  Poi /'..m  )       "■         '  EM 

Nous  supposons  que  les  premiers  membres  sonl  des  fonctions  ana- 
lytiques, définies  dans  certains  domaines,  des  arguments  qui  j 
figurent. 

■Désignons  par  (''„,)/,  le  système  des  h  -+-  i  équations  d'ordre  m   \- h 
obtenues  par  différentiation  à  partir  de  l'équation  repré- 

sente l'équation  de  ce  système  dont  le  premier  membre  se  déduit  de 
(••■lui  de  (  ein)  en  en  prenant  /.  fois  la  dérivée  par  rapport  à  \  .  /.  //.  <-t 
//  —  /■  fois  par  rapport  à  a?, 

k  d"f  <)f  dj_ 


àf  (      dhf 


la  l'or  me  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  d'ordre  m  +  h  qui  constitue 
la  première  partie  de  cette  somme,  nous  la  représentons  pai 
Les  notations   analogues  seront   appliquées  aux   équations   déri\  es 
de  l  !•:„  ). 

Par  des  différentiations  successives,  nous  obtenons  les  systèmes 

....     ('■.,.).,. 
En   i,       I  u  ,  E„)„,      .... 

Le  nombre  des  équations  qui  figurenl  dans  chacun  de  ces  systèmes 
s'obtient  <'n  ajoutant   i  à  l'indice  extérieur  de  la  parenthi  Ire, 

en  ajoutant  les   deux   indices.   Les  équations  des  systènK 


3?.:'. 


(EM)„  sont  du  même  ordre  si  m  -f-  h  =  M  h  H  ;  leur  nombre  est  alors 
au  total  de  //  -+-  H  -h  2  =  2//  -h  ///  —  M  -t-  2  :  il  croit  de  deux  unités 
lorsque  l'ordre  des  équations  croît  d'une  unité:  la  différence  entre  le 
nombre  des  équations  et  celui  des  dérivées  de  s  de  l'ordre  de  ces 
équations  croît  donc  d'une  unité,  dans  les  mêmes  conditions.  Les 
équations  des  systèmes  (eTO)M_n  (EM)7„  ,  sont  d'ordre  m  \l  1  .  et 
dans  leur  ensemble  au  nombre  de  m  -f-  M,  c'est-à-dire  précisément  celui 
des  dérivées  de  r  d'ordre  m  M  —  1 ,  le  nombre  des  équations  des 
systèmes  (em)m  (EM)„,  d'ordre  m  —  M  «'-t  m  —  M  -h  2  dépassant 
d'une  unité  celui  des  dérivées  de  r-  de  cet  ordre;  les  équations  d'ordre  y. 
(M  ;;.  M  -f-  m  —  1)  obtenues  en  différentiant  les  équations  (1)  sont 
au  contraire  en  nombre  inférieur  à  celui  des  dérivées  de  ;  d'ordre  y.. 
Appelons  (A)  le  système  obtenu  en  adjoignant  aux  équations  (1) 
celles  qu'on  en  déduit  par  differentia lions  jusque  et  y  compris  celles 
d'ordre  m  -+-  M  —  1  : 


(A) 


(  (e,„),,      (em)t, 

I     (EM)„         :l 


1 


lorsque  nous  considérons  les  équations  de  «  \  |  d'ordre  au  plus  égal 
ii  K  ,  nous  représentons  leur  ensemble  pa:      \ 

I  désignons  par  Die  déterminant  des  coefficients  des  dérivées  d'ordre 

m  +  M  —  1  dans  les  équations  -  < •    \;    .     '        _,  : 

àf 


1)  - 


àf 

àf 

0Pm,0 

dp 

0 

0/ 

dp 

11 

(» 

dV 

dF 

OfM,o 

àpM-\,\ 

dF 

1 1 

<fy>M,0 

0 

0 

df 


dpi,, 


àf 

■  1 

àf 

1 1 

àf 

àpmfi 


dF 


àpo.u 

(i 

dF 

dF 

àpUK    1 

àpo.M 

1 1 

dF 

àpn,< 


dF 
àpn,o 


0 

UP».,n 

df 


''P 


dF 

àpo.M 


OF 

àpo,y 
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Ce  déterminant  est  égal  au  résultant  des  deux  équations  de  degrés  m 
el  \I  qui  donnent  les  directions  des  caractéi  istiques  des  équations    i    : 


dpH.o  àp^  dp  Vt 


2.  Quelques  propriétés  algébriques  du  systèmi  \  .  —  Considé- 
rons les  divers  arguments  qui  figurenl  dans  les  équations  de  \ 
comme  autant  de  variables  indépendantes.  Si,  dans  ces  conditions,  I  » 
n'est  nul  ni  identiquement,  ni  comme  conséquence  de  certaines  i  qua- 
tions  de  i  \  ),  les  équations  d'ordre  m  h-  M  —  1  de  |  \  i  permettent  de 
calculer  les  dérivées  de  r  d'ordre  m  -h  M  —  i  au  moyen  de 
de  ses  dérivées  d'ordres  inférieurs  à  m  ■  M  —  r,  et  cela,  même  en 
tenant  compte  des  autres  équations  de  i  A  ».  Nous  allons  montrer,  de 
plus,  que  les  équations  d'un  ordre  quelconque  i  de  (  A  i  permettenl 
d'exprimer  un  nombre  de  dérivées  de  cel  ordre  égal  au  nombre  des 
équations  de  (A)  d'ordre  /,  au  moyen  de>  autres  dérivées  d'ordre  /. 
de./-,  r,  3  et  des  dérivées  d'ordres  moindres,  même  moyennant  les 
équations  (A4_,);   pour  cela,  il  suffit  de  montrer  que  les  équations 

(cm)i.-„„  (  l'\,  )   M,  considérées  comme  équations  linéaires  en  p  

poi,  ou  encore  que  les  formes  linéaires  i,  ,  .  .  „),_„  sont  linéai- 
rement indépendantes.  Or,  si  ces  formes  ae  sont  pas  linéairement 
indépendantes,  il  \  a  entre  elles  p  relations  linéaires  identiques  ;  en  ) 
remplaçant  les  dérivées  d'ordre  i  par  les  dérivées  d'ordre  m  •  M  i 
obtenues  en  augmentant  l'ordre  de  dérivation  par  rapport  à 
///  i  M  — i — i  unités,  nous  obtenons  s  relations  linéaires  identiques 
entre  les  formes  i  £,„  )u  .,,  ( .  M  »„  ,,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypotb 
I)  .   ... 

Si  a  i,  une  des  formes  d'ordre  i  s'exprime  linéairement  au  moyen 
des  autres;  il  en  résulte  que  deux  des  formes  i  s'expriment  au 
moyen  des  autres,  etc.,  que  m  M  -i des  formes  d'ordre  m  M  i 
s'expriment  au  moyen  des  autres  formes  de  cel  ordre.  S  i,  il  j  ■< 

plus  de  m   \    \1      i  des  formes  d'ordre  m       M       i    qui  sont  dans 
ce  cas. 

La  propriété  essentielle  que  nous  voulons  établir  est  la  suivant 

Si,  parmi   1rs   formes  i  il  y  ei 

m    •    M       /    qui  sont  iiid('p<'iidanU  y,    les    forn 
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d'ordre  m  -h  M  —  r,  au  nombre  de  m  4-  M  -h  i  —  r,  sont  dépen- 
dantes <■[,  parmi  elles,  il  s'en  trouve  exactement  m  -h  M  -+- 1  —  /■  qui 
.sont  indépendantes. 

W  est  d'abord  évident  que  r  est  au  plus  égal  à  m.  En  raison  de  l'hy- 
pothèse, entre  m  4-  M  -f-  i  —  r  des  formes  (£„,)„_,,  (c  M  )m  ,  il  existe 
une  relation  linéaire  identique;  on  peut  donc  trouver,  en  particulier, 
des  coefficients  )  ,  y.,  /.',  u.'  fonctions  de  / .  i  .  r.  . . .  />„  M  tels  que  l'on 
ait  identiquement  : 

/.„  ('-„,  )m_i  -f-  X,  (  î„,  )j|_,  -t-  .  .  .  4-  >M     ,  m     ;     --/y     ,.,     :        m     ■        -+-... 

+  ^M-l(£m)M-)+.Ho(^M)m     ;  M 

rl)M-i-l-X',(e/„)à_1-H...-l-X'M_,.(ew  «  m  !»,_,+  ... 

+  ^^(^'m);;;:;-+-.---+-^„,  .  <<•,,);;;  !    o. 

La  proposition  est  établie  si  les  coefficients  /Vl  ,  ,  XH  .  ,  ...  XM  ,,  ou 
bien  les  coefficient-  x  rl,  a,'„_,.+,,  ...,  a,',,.,  sont  nuls;  car,  par 
exemple,  dans  le  premier  cas,  on  en  déduit  la  relation 

^o(e/«)M-/-+^i(e«)à-/-  +  ...+^M-/(£n    u  y        (£« 

Soient  A,,  y.,,  a,  .,  ay.  les  coefficients  de  plus  liant  indice  qui  ne  soienJ 
pas  nuls;  nous  allons  voir  que  si  /  est  supérieur  à  m  r,  i  est 
inférieur  à  M  —  r,  de  sorte  que  l'un  des  deux  cas  que  nous  \  -'lions  de 
signaler  se  présente  nécessairement. 

En  effet,  désignons  par  h  et  H  le  plus  haul  ordre  de  dérivation  pai 
rapport  à  y  des  dérivées  d'ordres  m  et  M  dans  i  el  M).  En  raison 
des  identités  (2) 

li      i       II   h  y, 

h  +  i'=h        1   ; 

d'où 


/ 

1 

1 

— y  - 

i  — 

1 

+y 

—y'; 

.1 

> 

m  — 

-  /•; 

or 

par  hypothèse,  de  plus, 

y    />/  —  /•,     i'<M  —  r; 
donc 

(  <C  M  —  r  ~-  m  —  /■  —  m  -r-  r, 

i  <  M  -  r. 
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Nous  pouvons  ajouter  que  les  formes  d'ordre  m   \-  M  —  r      \ 
indépendantes  el  aussi  que  les  r  relations  identiques  qui  existenl  enl 
les  formes  d'ordre  ///       \l      i  peuvent  être  résolues  par  i 
des  formes  ((L*M)m  ,  dont  les  in  dire-  supérieurs  sonl  r  nombres  eonî 

en  I  ifs. 

Remarque.  —   La  propriété  que  nous  venons  d'établ  ■  un 

procédé  pour  exprimer  que  deux  équations  algébrique  -  de 
e1  \l  ont  r  solutions  communes;  on  le  déduil  aisément  de  la  condition 
classique. 

.">.   L'expression  | /',  F];  première  propriété.  —    Le  système     \ 
esl  complètement  intégrable,  suivant   la  définition   connue,   lorsque 
toutes  les  solutions  non  singulières  de  ce  système  ne  véri6enl 
équation  d'ordre  au  plus  égal  à  w  +  M  — 1  qui  ne  soit  conséquei 
algébrique  de  i  A  >.  Cela  en!  raine  que  h  soit  différent  de  zéi  o,  même 
moyennant  (A)  [ou,  ce  qui  suffit,  (AM),  puisque    D  est  d'ordre  M  au 
plus],  et  i|u<'  les  ///   ■- M       2  équations  !         soient  compa- 

tibles par  rapport  aux  ///  -+-  M  -t-  i  dérivées  d'ordre  m  M.  ce  qui 
procure  une  seule  condition.  (  )n  l'obtient  de  la  façon  suivante  :  multi- 
plions le  premier  membre  de  chaque  équation  (EM)    pai  celui 

de    chaque   équation    {em)Ju   par    — j et   ajoutons;   les  dérh 

d'ordre  m   ■-  \l  disparaissent;  posons 

I  /•   I   I  df    ((l'"V\    ,        à/      (      d    I 

L         '  àpm,t     clx>»  dp      ,        ■• 

dp»  ,'  dj  dpu        '    t*v 

Cette  expression  est  d'ordre  m  M  i  au  plus  el  représente  le 
résultat  de  la  combinaison  que  nous  venons  d'effei  tuei  :  i  ela  - 

i  i  •""'  h       i 

iinuii'  si  oiii'inur*,- durs  des  expressions  »"ni  nulles,  i  a 

i        i  i  ,  ,M 

dition  de  compatibilité  cherchée  esl  donc 

1/  » 

\ous  allons  préciser  ce  qu'il  faul  entendre  pai   là.  D  =  o 
pas  conséquence  algébrique  de  i  ^),  par  la  résolu l  brique  d 

/,,„<  n     '•    •/  -  •  ime  I\         i  .  -     i  \ 
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système,  on  en  déduit  d'autres  :  (A)',  (A)2,  ...,  (A)  .  qui  ne  sont  pas 
analytiquemenl  distincts,  où  les  dérivées  principales  de  chaque  ordre 
sont  en  nombre  égal  à  celui  des  équations  de  (A  i  qui  sont  de  cet 
ordre.  Soient  P,.  les  dérivées  principales,  Pa  les  dérivées  paramé- 
triques ('),  PJf,  P£  désigneront  ces  dérivées  jusqu'à  Tordre  u..  Voici 
comment  se  fait  cette  résolution  :  on  détermine  d'abord  un  élément 
d'ordre  ///  -+-  Vf  —  i  dont  les  coordonnées  vérifient  le  système  (A); 
pour  cela  on  donne  aux  dérivées  P"  un  système  de  valeurs  numériques 
P"0  n'annulant  pas  !):  nous  en  déduisons,  par  les  équation-  i  AM  I,  un 
certain  nombre  de  systèmes  de  valeurs  numériques  pour  les  déri- 
vées P",  soit  P"  l'un  d'eux;  nous  supposons  que  les  nombres  lM'(1, 
P™0  n'annulent  pas  non  plu-  1).  Prenons  arbitrairement  les  valeurs 
numériques  des  dérivées  Pa  de  chaque  ordre  supérieur  à  M  jusqu'à 
m  -h  M  —  i  compris;  on  en  déduit  pour  les  dérii  ées  de  chacun  de  ces 
ordres  un  système  de  valeurs  numériques.  I  .<  nombre  des  coordonnées 
de  l'élément  d'ordre  ///  4-  M  —  i  que  l'on  obtient  ainsi,  qui  sont  arbi- 
traires, est  égal  à 

m        M  —  \)(m        M  m       \)m  M        i    \l 

. : ni  M. 

Nous  supposons  que  l'élément  considéré  appartient  au  domaine  '1  ana- 
lycité.  Alors  le  théorème  d'existence  des  fonctions  Implicites  nous 
apprend  qu'il  existe,  correspondant  à  chacune  des  IV,  une  fonction 
des  Prt  et  de  x,  y,  dont  la  valeur  numérique  pourPfl  0,  r0,  y0  concorde 
avec  celle  de  la  coordonnée  correspondante  de  l'élémenl . 

Si  le  système  (A  »  est  complètement  intégrable,  la  substitution  de 
ces  fonctions  aux  Pr  dans  [f,  F J  donne  un  résultat  identiquement  nul. 
Au  lieu  de  l'élément  d'ordre  ///  -+-  M  —  i  considéré,  nous  aurions  pu 
en  obtenir  un  autre  en  partant  d'un  système  de  valeurs  numériques 
différent  de  P*0,  le  nombre  des  coordonnées  arbitraires  j  serait 
également  mM,  et  l'on  en  déduirait  un  système  de  fonctions  pour 
les  Pr  jouissant  de  propriétés  analogues  à  celles  des  fonctions  i 
cédentes. 

Gela  suppose  que  l'on  a  pu  effectuer  la  résolution  numérique  des 
équations  (A),  comme  il  a  été  indiqué,  c'est-à-dire  que  la  relation 

(  4  )  i  » 


(')   Riquier,  Les  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles,  p.  160. 
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oe  soit  satisfaite  ni  identiquement,  ni  comme  conséquem  e  a  gébi 

de  (  A  i.  On  est  conduit  à  rechercher  quel  es!   le  rôl 

|  /',  F]  :    o,  lorsque  les  deux  équations  i  i    onl  une  ou 

lions  communes  de  caractéristiques,  et  à  étudier  certaines  solutii 

singulières  des  systèmes  tels  que  i  i  ».  \lai^.  par  suite  di 

des  cas  possibles,  croissante  avec  l'ordre  des  deux  équations,  la  démo 

tration  générale  des  résultats  que  nous  avons  en  vue  ne  peut  se 

la  même  manière  que  pour  deux  équations  du  premier  ordi  s  ne 

la  ferons  fias  directement  sur  le  système  l  A  |,  mais  sur  un  système 

général  auquel  nous  attribuerons  uniquemenl  les  propri< 

qui  sont  nécessaires  à  la  démonstration. 

ï.   Les  systèmes  V.  —  Considérons  un  système  >.  d'équations  aux 

dérivées  partielles  ;'i  une  inconnue  -.  fonction  des  deux  variables  il 
pendantes  x  et  y\  k  est  l'ordre  le  plus  élevé  <lc>  équations  qui  le 
composent;  les  équations  d'ordres  inférieurs  h  h   \   sonl  au  nombre 
de  \.  soit  SA_,  leur  ensemble;  Sp  désigne  l'ensemble  des  équati 
d'ordre  au  plus  égal  à  p;  sk  désigne  l'ensemble  des  équation  re  A 

au  nombre  de  p  : 

a,      o  a       o,  ap 

Lors,  pic  nous  voudrons  mettre  les  nombres  \  etp  en  évidence,  nous 
emploierons  la  notation  S£p. 

Nous  disons  «pic  nous  avons  mis  le  système  Sj  sous  unzforii 
Hère  >\  les  équations  de  toul  ordre  :  de  ce  système  sont  indépendai 
par  rapport  aux  dérivées  (Tordre  p,  même  moyennant  les  éq 
de  Sj  d'ordres  inférieurs  à  5;  c'est-à-dire  s'il  n'existe  aucune équal 
d'ordre  p'  inférieur  à  p  qui  soit  conséqu»  équa- 

tions S«  sans  l'être  des  équations  S    ('). 

Dans  ces   conditions,  si  nous  résolvons   I  chaque 

ordre  par  rapport  à  certaines  dérivées  de  cet  ordre,  qui  devieni 
les  dérivées  principales,  en  nombre  égal  à  celui  de  ces  équa 
avons  effectué  une  résolution  régulière  (')  d 
présente,  en  général,  différentes  façons  tuer  la  1 
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lière  du  système  correspondant  aux  divers  groupes  de  solutions  prove- 
nant de  la  résolution  algébrique  des  équations;  c'est  ce  que  nous  avons 
constaté  sur  le  système  (A). 

Pour  intégrer  un  des  systèmes  provenant  de  la  i -solution  régulière 
de  S/,,  nous  nous  assurons  d'abord  s'il  est  complètement  intégrable. 
S'il  ne  l'est  pas,  nous  lui  adjoignons  les  nouvelles  équations  obtenues 
en  écrivant  les  conditions  d'intégrabilité  ;  nous  formons  ainsi  un 
nouveau  système  sur  lequel  nous  opérons  comme  sur  S  .  en  complé- 
tant la  résolution  régulière,  et  ainsi  de  suite.  Le  nombre  des  opéra- 
tions esl  limité,  soil  que  I  on  arrive  à  une  relation  non  identique  entre 
les  variables  indépendantes,  soit  que  Ton  arrive  à  un  système  complè- 
tement intégrable.  Vous  pourrons  obtenir  a i n > i  les  solution-  de  S 
sauf,  peut-être,  certaines  solutions  singulières. 

Les  systèmes  que  nous  étudierons  seront,  analytiquement,  indé- 
composables; lorsqu'il  s'en  présentera  qui  ne  le  soient  pas.  non-  nous 
occuperons  séparément  de  ebacun  des  systèmes  provenanl  de  la 
décomposition.  Nous  mènerons  alors  de  front  les  opérations  de  i  éduc- 
i  ion  effectuées  sur  les  divers  ilution  régulière.  Pour  cela, 

nous  mettrons  le  système  donné  sous  forme  régulière;  nous  écrirons 
les  conditions  immédiates  d'intégrabilité  :  on  peut  les  trouver  sans 
avoir  à  résoudre  les  équations,  comme  on  l'a  fait  dans  I»'  ras  de  deux 
équations;  celles  qui  ne  sont  pas  conséquences  algébriques  du  système 
donné,  nous  les  lui  adjoignons  de  manière  à  former  un  nouveau 
système  sur  lequel  nous  opérons  comme  sur  le  précédent  el  ainsi  de 
suite.  Unsi,  lorsque  la  relation  i  3  i  n'est  pas  i  onséquence  algébrique 
de  <  \  i,  elle  constitue  une  nouvelle  équation  que  nous  lui  adjoignons. 
Pour  l'intégration  effective,  •  n  si  ra  bien  obligé  de  résoudre  complè- 
tement les  équations,  mais  pour  la  simplicité  des  calculs  et  <!<•  la 
discussion  il  vaut  mieux  le  faire  le  plus  tard  possible. 

On  n'obtient  ainsi  que  les  solutions  non  singulières  du  système 
donné;  les  «aïeuls  par  lesquels  on  effectue  les  éliminations  el  résolu- 
tions algébriques  successives  ne  sont  valables  qu  à  la  condition  que  la 
Ion:  lion  inconnue  n'annule  pas  certaines  expressions;  par  exemple, 
I)  pour  le  système  (A  ;  il  peut  se  faire  que  le  système  donné  admette 
des  solutions  singulières;  on  les  obtiendra  en  intégrant  les  systèmes 
obtenus  en  adjoignant  au  système  donné  les  équations  provenant  de 
l'annulation  de  ces  ex  pressions. 

On  esl  conduit  ainsi  à  des  calculs  compliqués,  surtout  lorsque  le 
système  donné  contient  des  paramètres  arbitraires  el  que  l'on  doit, 
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non  seulement  résoudre,  mais  discuter.  Notre  bul  i  si  de  fou  m  r,  au 
moins  pour  une  classe  importante  de  systèmes,  un  moyen  d'ordonner 
les  calculs  qui  est  souvent  avantageux. 

Nous  supposons  que  le  système  S,  jouisse  des  propriétés  suivant»  s 

Aucune  équation  de  sk  n'est  conséquence  algébrique  d'auti 
tionsde  S/,., ce  que  nous  exprimons  aussi  en  disant  que  les  équations  s 
sont  indépendantes   par  rapport  à   l'ensemble  des   arguments  qui  y 
figurent,  même  moyennant  SA    ,; 

Toutes  les  équations  obtenues  en  dérivant  une  fois  les  équations 
de  S/(_,  par  rapport  à  x  et  à  y  sont  conséquences  algébriques  de 
certaines  équations  de  S;  : 

Des   20   équations  d'ordre   Ai   dérivées    des   équations   de 
p  —  i  sont  conséquences  algébriques  des  />  —  i  autres,  que  non-  d< 
gnons  par.v/M_,,  moyennant  SA;  l'ensemble  des  équations  S;  el  s  . 
représenté  par  S/, .  , . 

Ces  propriétés  subsistent,  évidemment,  après  un  changement 
linéaire  quelconque  de  variables  effectué  sur  x  el  y.  Nous  supposons, 
de  plus,  qu'au  besoin,  par  un  tel  changement  de  variables,  on  peul 
s'arranger  pour  que  le  système  sk+{  comprenne  les  équations 

da.  <l<i .  da„ 

("'  ^      "'        Tx  =° 

Admettons  que  a'p  contienne  la  dérivée  d'ordre  h  dont  l'ordre  de 
dérivation  par  rapport  à  y  est  au  inoins  égal  à  celui  de  toute  dérivée 

d'ordre  k  figurant  dans  \,  ;  —■  contient  une  dérivée  d'ordre  A 
»  dy 

pk M,  dont  l'ordre  de  dérivation,  par  rapport  à  r.  est  supérieur  à  celui 

de  toute  dérivée  d'ordre  A    |   i  figurant  dans  »  ~  >.  de  sorte  que  nous 

pourrons  prendre  pour  système  sk   ,  celui  qui    comprend  les  équa- 

lions  (  -  )  et  —r-        O. 

Les  équations  o(t<  p)  sont  donc  conséquences  algébriques 

de  >/,+«• 

Il  résulte  de  là  que  les  équations  d'ordre   ;.       a  dérivées  de 
sonl    conséquences   algébriques,   moyennanl   >  ,,   des  p       i  équa- 
tions .v, 

d}a,              '/'"■  d 

,..      
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/-  h 

car  les  équations  -. — j-  =  o  (i<Cp)  sont   conséquences   algébriques 

de  S/,+,  et  des  équations  dérivées  une  fois  par  rapport  à  x  des  équa- 
tions de  sk+i,  c'est-à-dire  d'équations  figurant  dans  sk+2. 

Nous  représentons  par  S/+_,  l'ensemble  des  équations  SA._ ,  et  sk+2. 

D'une  façon  générale,  nous  représentons  par  sk+k  le  système 
des  p  -+-  h  équations  : 


d 


■'/., 


(v.  ,/,  i 


d1'  ap 

d.rh 


d.-h                             d.Th 

d"  ap 

dr-'dv 

a» 

-,/>- 

d"ap 
dxdv'1    '  ~ 

d  ■> 

dv» 

et  par  S,.  h  l'ensemble  des  équations  S,.  sk+n  skH.2i  ...,  -v^/(:  les 
équations        h  i       ==  o    (i  <C  p )    sont    conséquences     algébriques 

do  S,.    ,,. 

Nous  dirons  d'un   système  qui   possède   les  propriétés  que   nous 

venons  d'énoncer,  qu'il  jouit  des  propriétés  d'un  système  ^.  Si  cela 

se  produit  pour  S*,  il  en  esl  de  même  quel  que  soit  h  pour  S/i+7/. 
Si  le  système  se  trouve,  de  plus,  sous  forme  régulière,  i!  est  complè- 
tement intégrable,  car  nous  démontrerons  plus  loin  i  '  «que  si  les  équa- 
tions sk  sont  indépendantes  par  rapporl  aux  dér  irdre  /. ,  les 
équations  sk+l  le  sont  par  rapporl  aux  dérivées  d'ordre  h  -  i  :  ainsi 
•mi  est-il  de  (A)  lorsque  la  relation  [/",  FJ  o  en  esl  conséquence 
algébrique,  sans  «pie  D  =  o  le  soit;  par  contre,  lorsque  D  =  o  esl 
conséquence  algébrique  de  \  .  ce  système  n'esl  plus  sous  forme 
régulière;  toutefois,  si  les  équations  d'ordre  m  M  i  de  ce  système 
sont  indépendantes  par  rapport  à  l'ensemble  de  leurs  arguments, 
même   moyennant  (AOT+M_2),  (A  l  jouit   encore  des   propriétés  d'un 

système  v.  Voici  pourquoi  :  les  équations  obtenues  en  dérivant  une 

fois  les  équations  i  \     M     i  sont  conséquences  algébriques  d'équations 

de  (A);  celles  que  l'on  obtient  en  dérivant  une  fois  les  m  h-  M  équa- 
tions d'ordre  m  4- M  —  i,  s'expriment  au  moyen  des  m  +  M  +  2 
équations  (<",„)„,  (E„)w;  d'autre  part,  par  suite  de  la  propriété  du 
crochet,  il  existe  une  relation  linéaire  entre  les  premiers  membres  de 


i  '  i   I  oir  à  la  fin  du  n    6. 
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ces  équations.  Supposons  que  I  une  des  expressions  —  soil 

dp         -'/'.M 

différente   de    o,   par    exemple    la    première;   toutes    les    équations 

d'ordre  m  -f-  M  dérivées  de  (A  )  sont  conséquences  algébriques  des 
équations  {em\,  (Eu)°mi  (Eg)^,  ....  (EM)™  '.  et  c'est  ici  l'équa- 
tion (  em)uZ\  qui  joue  le  rôle  de  a„  —  o.  Lorsque—^ —  =  o,  - 

il  su flit  de  permuter  le  rôle  de  f  et  F:  si  l'on  a  à  la  fois 

1  ■'  dp 

- —  =  o,  il  suffit  de  faire  un  changement  linéaire  de  variables  quel- 

conque  pour  que  celle  circonstance  ne  se  présente  plus  pour  les 
nouvelles  équations.  Reste  à  examiner  le  ras  où  les  équations 
i  EM)m_,  ne  sont  pas  indépendantes  par  rapport  à  l'ensemble  de  leurs 
arguments  :  certaines  équations  de  (EM)OT_n  donl  je  désigne  le 
nombre  par  r,  sont  conséquences  algébriques  des  autres  équal 
de  (  A  );  d'après  une  remarque  (aile  plus  haut,  ces  équations  se  suivent 
dans  la  suite  : 

i  '-m  )m   i-     (  ^m)wj   u      ■  •  • ,     (  En  )",'„   j  : 

ce  sont,  par  exemple, 

(En)*  lt(EM)m-i  ■••(!   •  (n+r<m- 

Les  ir  équations  obtenues  en  les  dérivant  une  fois  par  rapport  à  i 
et  y  s'expriment  au  moyen  de  r-hi  seulement  figurant  dan-    i 
savoir  : 

(  I   m  I  I.m  i  .     <   I 

ces  dernières  sont  donc  conséquences  algébriques  de  l  A  i  el  des 
m  h  \l  -h  :>  — /•  —  i  autres  équations  d'ordre  m  M  qui  figurent 
dans  (  em  >„  et  |  ËM  >mJ  la  condition  |  /",  F  |    =  o  se  trouve  nécessairement 

réalisée:     si     n    \-i'<^m        i,    ce     qui     esl     la     même     chose     que     de 

supposer  -j- —    -  o,  le  système  formé  avec   \     M  ,  el  les  m       M 

équations 

(<•„,)>,   „  (Em)S,-„  (Eh)',.,        ,       l \,  i  m  I  ■ i 

jouit  des  propriétés  d'un  système  V  où  A      ri       M      itp     i        ^1 
les///:  \l     r  -+-  i  équations  d'ordre  //H  Vf  que  l'on  a  à 


I   ERF. 


et    c'est    encore    l'équation    (em)^_\    qui    joue    le    rôle    de    ap  =  0] 
lorsque  — - —  =  o,  mêmes  observations  que  précédemment. 

''/'o./'i 

Lorsque  D  =  o,  et  que  moins  de  m  -+■  M  —  ]  équations  d'ordre 
m -h  M  -  i  seulement  sont  indépendantes  par  rapport  aux  dérivées 
de  cet  ordre,  I  A     u     i  ne  se  trouve  pas  sous  forme  régulière. 

6.  A \ an I  d'aller  plus  loin,  nous  allons  présenter ,une  observation; 
elle  concerne  le  cas  où  S,t  p  <  A  i  ne  se  trouve  pas  sous  forme  régu- 
lière, autrement  dit.  où  entre  certaines  équations  d'ordre  p  et  d'autres 
équations  de  S*  d'ordre  inférieur  à  p,  on  peut  éliminer  les  dérh 
d'ordre  p  de  telle  façon  que  le  résultat  de  l'élimination  soil  une  équa- 
tion (e)'  d'ordre  p'  inférieur  à  p,  qui  n'csl  pas  conséquence  algébrique 
de  S,  :  le  système  obtenu  en  remplaçant  une  des  équations  d'ordre 
(o)  :  (  e  i.  par  (<?)   esl  équivalent  à  S  .  sauf  peut-être  pour  certaines 

solutions  singulières,  et  jouit  aussi  des  propriétés  d'un  système  x. 

L'équation  obtenue  en  dérivan!  <  e  |  par  rapporl  à  c  esl  conséquence 
algébrique  des  équations  de  Sp  et  de  leurs  dérivées  pai  rapporl  à  >. 
et  Ton  obtient  un  système  équivalenl  au  système  considéré,  en  j 
remplaçanl  une  équation  d'ordre  p  -+- 1  par  une  équation  d'ordre  p'  •  i  : 
il  n'est,  du  reste,  pas  exclu  que  cette  nouvelle  équation  soil  consé- 
quence algébrique  des  équations  du  noi  veau  système,  sans  que  i  ,■ 
le  soit.  Si  p  4- 1  <C  A",  le  nouveau  système  jouit  encore  des  propriétés 

d'un  système  x. 

L'opération  que  nous  venons  d'indiquer  sur  (?),  il  est  possible 
qu'elle  se  présente  pour  d'autres  équations  de  S-  ,:  lorsqu'il  n'en  est 
plus  ainsi,  le  s\  stème  SA_,  se  trouve  sous  for i  égulière. 

Comme  nous  Lavons  dit  précédemment,  un  système  se  trouvant 

sous  forme  régulière,  qui  jouit  des  propriétés  d'un  système  ^.  esl 

complètement  intégrable.  Si  p<^k-t-  i,  il  est  en  involution  d'ordre 

h  -h  i  —  p,  et  sa  solution  la  plus  générale  dépend  de  A  h-  i  —  p 
fonctions  arbitraires  d'une  variable,  et,  éventuellement,  de  constantes 
arbitraires.    Si    />  =  k  -h  i ,    sa    solution    la    plus    générale    dépend 

de  — ^— N  constantes  arbitraires;  elle  ne  dépend  pas,  alors,  de 

fonctions  arbitraires,  nous  dirons  que  son  ordre  d'involution  est  zéro. 
Lorsque  le  système  S,  ne  se  trouve  pas  sous  forme  régulière,  nous 
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allons  montrer  que  ses  solutions  non  singulières  sonl  solutions  d'un 
système  en  involution  d'ordre  au  moins  égal  à  k  H  i  p,  el  nous  indi- 
querons comment  on  peut  profiter  des  h\  potht  mplifiei 
calculs;  il  faut  signaler  le  cas  où  l'on  rencontrerait  une  relation  ne 
contenant  que  x  et  y,  où  ce  que  nous  venons  de  dire  se  trouve  en 
défaut;  mais,  si  cette  relation  ne  se  déduit  pas  immédiatement 
équations  du  système  donné,  ce  cas  esl  exceptionnel. 

(>.  Plaçons-nous  donc  dans  le  cas  où  S*  n'est  pas  sous  forme  régu- 
lière. En  premier  lieu,  si  les  équations  s,,  sont  indépendantes  j 
port  aux  dérivées  d'ordre /r  même  moyennant  S  ,.  il  suffit  d'opérer 
sur  S/,_(  et  de  mettre  ce  système  sous  forme  régulière  Supposons 
maintenant  que  les  équations  -s/,  ne  soient  pas  indépendantes  par  rap- 
port aux  dérivées  d'ordre  /. ,  au  besoin  moyennant  >  ,  :  nous  pou> 
remplacer  dans  S/,,  r  des  équations  de  ■•  par  les  r  équations,  prove- 
nant de  l'élimination  des  dérivées  d'ordre  /.  : 

(8)  bx        ■.         b .  -  o,  ....         br=o 

et  qui  sont  de  l'ordre  k  —  i  au  plus;  soil  s]  les  /*  —  r  autre-.  Nous 
savons  que  les  équations  sk+i  ne  sont  pas  indépendantes  par  rapport 
au  i  dérivées  d'ordre  A"  —h  i  ;  la  proposition  fondamentale  qui  nous 
ser\  ira  par  la  suite,  c'est  ipi'/V  y  en  a  pm  mi  elles  exactement  />  -■  i  —  r 
qui  le  sont,  soit  s\  ..  Tour  le  prouver,  il  suffit  de  montrer  qu'il 
exactement  /•  combinaisons  linéaires,  indépendante: 

telles  que   le   premier  mbre  se  réduise  à   une  expression  d  ordre 

inférieur  à   fr-t-i,  moyennant  S*.  Tout   d'abord,  i!  existe  r  de 
combinaisons  provenant  *\^>  équations 


tir  tir 


A,      o   étant   conséquence  algébrique  de   S  .  o   l'est  <!•    S 

de  i  ~  i.   Il   n'en  existe  pas  d'autres  :  \  cause  de   la  façon  dent  n 
choisie  aB,  l'ciiuation     '         o   ne  peut   entrei  (\aw-  une  le   •        nbi- 
naison,  et,  s'il  en  existait  plus  de  rentre  les  équatioi 

.iniu  ii .  ,/,■    Hat  h  i»'   IV.  —  Fasc.  I\  I  ' 
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la  matrice 


da. 


da. 


(Jd; 


àpk,o 

àpk-t,i 

àp„. 

du. 

da* 

<)o. 

àp/c.o 

àpi,  -i,. 

àpo./. 

)ap 

da  „ 

<)ap 

<>r    i    Opi, 


dp0,i 


serait  d'ordre  inférieur  à  p — -/■;  à  moins  que  le  système  donné  se 
décompose,  ce  qui  est  contraire  aux  hypothèses,  il  existerait  moins 
de  p  —  /■  des  équations  s,  qui  sciaient  indépendantes,  moyennanl  S  M 
par  rapport  aux  dérivées  d'ordre  /r,  ce  qui  est  également  contraire  aux 
hypothèses. 

On    déduit    de    là    la   conséquence   suivante,  relative   aux   '([na- 


tions 


dbi 


o;   elles  sont  naturellement   d'ordre   au   plus   égal  à   k\ 

/v/=o  étant  conséquence   algébrique   de   >/..  — —  =o   l'esl    de  >/.+  ,: 

chacune  de  ces  équations  doit  l'être  simplement  de  S  el  de  l'ensemble 
des 


(8') 


db, 
777 


0, 


db, 

du 


sinon  il  existerait  une  combinaison  des  équations  s  ,  pr<  curant  une 

équation  d'ordre  inférieur  à  k  -+-  i  el  distincte  des  r  combinaisons 
dont  nous  venons  d'établir  ['existent 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  qui    le  changement  de 

variables,  dont  nous  avons  parlé  dans  l'énoncé  des  propriétés  d'uu 

système  X,  était  effectué,  s'il  (Mail  nécessain  :  s'il  en  était  ainsi,  en 

revenant  au  système   donné,  on   en   conclut   que  des   ir  équations 

db  <l  h.  -,  .  .  ,  i    .i     •  i 

-j-  =  o,  —  =  o,  il  en  existe  /•  qui  sont  conséquences  algébriques  des 

r  autres  et  de  S^;  ce  ne  seronl  plus  les  r  équations  —  =  o  qui  seronl 

dans  ce  cas,  mais  r  équations  prises  parmi  les  -r-*  =  o  ci  les  —r1  =  o 

que  l'on  choisira  dans  chaque  cas  particulier.  Saut'  avis  contraire, 
nous  supposerons  dorénavant  que  le  changement  de  variables  a  été 
effectué. 
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Observons  encore  que  si  les  équations  v,  -ont  indé] 
moyennant  SA,  par  rapport  aux  dérivées  d'ordre  /. .  les  équati<  i 
le  sont,  même  moyennant  S*  par  rapport  aux  dérivées  d'ordre  /■   f-  i. 

7.    Nous  allons  nous  servir  des  résultats  que  nous  venons  d'établir 
pour  décomposer  l'opération  de  réduction  du  système  S   <-n  un  sys- 
tème complètement  intégrable,  en  opérations  partielles  que  nous  di 
nissons  ainsi  qu'il  suit.  Les  r  équations  A,      o  ne  sonl  pas 
ment,  moyennant  S/   ,,  d'ordre  A—  i:  autrement  dit,  si  l'on  mel  S 
sous  forme  régulière,  les  équations  par  quoi  l'on  remplace  cell<  -   : 
que  l'on  supprime,  peuvent  ne  pas  être  d'ordre  A—  i;  n 
seulement,  par  hypothèse,  qu'aucune  n'esl  conséquence  algébri 
de  s-/,  <'t  des  autres  équations  de  SA ;  mais  si  le  systèm    S   c   ntienl  i  ffec- 
tivement  des  équations  d'ordre  inférieur  à  /,,  nous  pouvons  admettre 
que  les  équations  bt=  o  sonl  d'ordre  A       [,  quittes  plus  tard  à  nous 

occuper  de  la  forme  régulière  des  systèmes.   L<>>  r  équations  --         o 

sont  alors  d'ordre  A,  mais  elles  ne  seront  pas  nécessairement  indéi 
dantes  par  rapport  aux  dérivées  d'ordre  /.  :  elles  pourront  même  ne 
pas  l'être  par  rapport  à  l'ensemble  de  leurs  arguments,  moyennanl  S 
nous  écartons  pour  l'instant  cette  dernière  possibilité,  que  non-  en 
sagerons  plus  loin. 

Considérons  le  système  S   composé  de  la  manière  suivante  :   les 
équations  d'ordre  inférieur  à  A,  S,  ,,  comprennent  les  équations  S 
et  (  8  i,  et  les  équations  d'ordre  /, ,  s'ki  comprennent  s]  el  (8').  S  admet 
toutes  l<-s  solutions  de  S*,  sauf  peut-être  celles  pour  lesquelles 
culs  d'élimination  que  l'on  a  dû  effectuer  seraient  rendus  illusoires    S 
les  équations  s',  sonl  indépendantes  par  rapport  à  V ensemble  de  !• 
arguments,   même   moyennanl    >    ..   >   jouit,  comme   non-   l'allons 

montrer,  des  propriétés  d'un  système  ^v  :  en  employant  une  notation 

dont  nous  avons  expliqué  le  sens    nous  pourrons  le  représentei  a 
par  >,\.  <  N'^>  N),  les  nombres  /.  el  />  gardant  la  même  valeur  que  poui 
le  s}  Btème  donné  : 

Les  t'-quai nuis  s    sont  bien  au  nombre  de  n,   indépi  :  les 

équations  obtenues  «mi  dérivant  une  fois  les  équations  de  S 
conséquences  algébriques   de  S    :   cela  est   vrai  pai  hypothèse  | 
les  équations  provenant  d<-  >     ,.  puisque  toutes  les  êquatioi  -  di    S 
sont  conséquences  algébriques  d'équations  figurant  S   :  quant 
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aux  équations  (8),  leurs  dérivées  par  rapport  à  x  (8'),  figurent 
dans  S/.;  leurs  dérivées  par  rapport  à  y,  d'après  une  remarque  faite, 
sont  conséquences  algébriques  de  SA.  et  de  (8),  donc  aussi  de  S'7. 

Les  équations  obtenues  en  dérivant  une  fois  les  équations  s'A  par 
rapport  à  x  et  à  y  sont  conséquences  algébriques  des  dérivées  par  rap- 
port à  x  de  ces  équations  et  de  -j-£  =o  moyennant  SA .;  désignons 
par  .v'  ,  L'ensemble  des  équations  dérivées  par  rapport  à  x  des  équa- 
tions s\  et  de  '—^  =  o.  Posons 
*  dy  - 

dibx  _  <V  h .     _  (/-  hr 

'  rlr-  il  i-  dx- 

désignons  par  sh  ,  l'ensemble  des  équation-  s  ,  et  8  au  nombre 
c\e  p -h  i,  dont  sont  conséquences  toutes  les  équations  dérivées  de  s  . 
moyennant  Si;  par  S^,,  le  système  formé  de  S  el  s  :  il  tant  mon- 
trer que  les  équations  dérivées  de  s'k  sont  conséquences  algébriques 
de  SA+1  ;  or,  les  équations  dérivées  de  \'  sonl  conséquences  de  S  _,  par 
li\  pot  1  lèse,  donc  de  S'  ,;  les  équations  dérivées  par  rapport  à  a  de  8 
figurent  dans  .vA  , .  il  reste  par  conséquent  à  le  montrer  pour  les  équa- 

dîb,  ,  .•  dbi  ,  , 

lions -i — =^=o:  or,  les  eouations  — —  =  o  étant  conséquences  alge- 
dxdj  i  dy  ' 

briques  des  S^,  les  équations    .     '    =  o  le  sont  des  équations  S   et  «le 

celles  obtenues  en  les  dérivant  par  rapport  à  x,  c'est-à  dire  lentes 
équations  figurant  dans  5 

On  définirait  de  la  même  manière  le  système  S  au  moyen  des 
équations  de  S  ,s      .*!,....  ^ 

d'lb.  ri'' h.,  dhbr 

(8)'*  -r-r  -  -3-r  =  o -j-jt 

dxh 

Si  maintenant  les  équations  s\  ne  sont  pas  indépendantes  par  rap- 
port à  l'ensemble  de  leurs  arguments,  au  besoin  moyennant  SA  j, c'est 
que  les  équations  (8')  ne  le  sont  pas,  au  besoin  moyennant  les  autres 
équations  de  S'A.;  nous  considérons  alors  le  système  >  comprenant 
toutes  les  équations  de  S'k,  sauf  celles  parmi  les  (8  i  qui  sont  consé- 
quences algébriques  des  autres;  c'est  un  système  >N  ; , ,  où  p  <Lp,  et  il 

jouit  des  propriétés  d'un  système  x  :  il  suffit  pour  cela,  après  ce  que 

nous  venons  de  dire  pour  S',,  de  remarquer  que  si  p       p'  des   équa- 
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tions  (8')  sont  conséquences  algébriques  des  autres  équations  d     S 
les  p  —  p'  dérivées  par  rapport  à  x  de  ces  p  —p  équations,  qui  son! 
p  —  p   équations  de  (8   ),  sonl  conséquences  algébriques  des  autres 
('•(juations  de  S*+1,  que  nous  désignons  pai   S    ,.  On  définirai!  d'une 
façon  évidente  le  système  S)  h. 

En  définitive,  nous  avons  remplacé  le  système  donné  S*  par  un 
système  >)'p  <'Y>  N,  {>  p)\  nous  remplacerons  de  même  ce  dernier 
par  SJ"p  (  \  >  Y,  p"  //),  après  avoir  mis,  si  on  le  désire,  les  équa- 
tions S.     sous  forme  régulière  et  ainsi  de  suite,  les  différents  systèmes 

que  Ton  obtient  jouissant  tous  des  propriétés  d'un  système  x. Sup- 
posons que  chaque  fois  on  nielle  les  équations  d'ordre  au  plus  i  - 
à/. — i  sous  forme  régulière,  si  les  équations  d'ordre  h  d'un  système 
auquel  on  est  arrivé  sont  indépendantes  par  rapport  aux  dérivées  de 
cet  ordre,  le  système  total  est  mis  sous  forme  régulière,  donc  com- 
plètement intégrable. 

8.  Remarques  diverses.  -  <  le  que  nous  venons  de  dire  ne  s'ap- 
plique plus  lorsqu'il  apparaît  une  relation  non  Identique  entre  a  el  \. 
alors  qu'on  tente  de  mettre  un  des  systèmes  qui  se  présentent  sous 
forme  régulière.  Dans  ce  cas,  le  système  donné  esl  impossible.  Nous 
remarquons  toutefois  un  résultat  dont  nous  aurons  à  non-  servir.  Le 
raisonnement  étant  le  même,  quel  que  soit  le  rang,  dans  la  série  des 
systèmes  successifs,  du  système  duquel  on  déduit  cette  relation,  nous 
supposons  que  c'est  le  système  don  m''  qui  se  Lrouve  dans  le  cas  signalé. 
Soit  6/=  o  la  relation  dont  le  premier  membre  ne  contient  que  cet  )  : 
il   résulte   de  ce    qui   précède  que   les  deux   relations  '-n    c  et 

—  =  o,  -r-  =  o  ne  sont  pas  indépendantes,  moyennant  &*;  si  a      o 

est    la    seule    relation    qui     présente    cette    particularité 
réduisenl  donc  à  une  seule.  Si  le  l'ait  se  produit  pour  plusieurs  rela- 

,  .  /ii  'H' 

lions  i>t      o,  bj      o,  ...:  i>;      o,  les  relations  <>. 

'ii'  i  ■  ii  i     //l 

— —  =  o  sont  chacune  conseojuence  Rlsrebrinue  de  o,  - 

'H': 

— -         o   ino\ •eunaiit  >; . 

il  r  J 

Observons  aussi  que  la  marche  que  nous  venons  d'indiquei  : 
réduire  le  système  donné  à  une  forme  complètement  intégrab 
être  simplifiée  en  condensant  plusieurs  opérations  sut  cessives,  orsqne 
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les  relations  (8)  ne  sont  pas  d'ordre  k  —  i  moyennant  S*_,  ;  supposons 
que  les  équations  (8)  se  répartissent  moyennant  S,  (  en  différents 
groupes  d'équations 

(S)I       i  b\  =  o,         b\  =  o h]    ro.         b}.l+l—  o, 

I  brt+1  =  o H+lt—o b\   '  —  o 

respectivement  d'ordres  /, ,  >  /, \,  >>  . . .  >>  /,-,_,_, . 

Si  /,,  <  /.  —  i,  on  adjoint  au  système  SA  ,  les  équations  obtenues  en 
dérivant  les  équations  (8)',  jusque  k—k{ —  i  fois  par  rapport  à  v,  on 
met  le  système  obtenu  sous  forme  régulière,  s'il  ne  l'est  déjà  :  on  est  ainsi 

b 

amené  à  remplacer  certaines  des  équations    ',   A._A.  _,  =  o  par  d'autres 

d'ordres  moindres  que  l'on  répartit  en  groupes  comme  on  l'a  laitpour 
les  équations  (8);  on  dérive  les  équations  de  cbacun  de  ces  groupes 
par  rapport  à  x  un  nombre  de  fois  tel  que  les  équations  d'ordre  le 
plus  élevé  que  l'on  obtient  soient  d'ordre  /,  —  i  et  ainsi  de  suite,  jus- 
qu'à ce  qu'on  arrive  à  un  système  d'ordre  /«'  —  i  mis  sous  forme  régu- 
lière; on  considère  alors  les  dérivées  d'ordre  k  provenant  d'une  déri- 
vation par  rapport  à  x  des  équations  d'ordre  /.  i  que  l'on  a  obtenues 
en  partant  des  bt=  o,  on  les  adjoint  à  s'k,  et  sur  le  système  obtenu  on 
raisonne  comme  sur  S*.  Il  peut  arriver  que  les  équations  que  l'on 
adjoint  ainsi  à  .s*A  soient  en  nombre  inférieur  a  / .  ou  que  l'on  soil  arrêté 
en  route  par  l'apparition  d'une  relation  non  identique  <Mitn'      el  |  l  '  ». 

Si  r  =  i,  et  qu'il  se  présente  une  relation  entre  :.  i  et  y  seules,  la 
fonction  z  de  x  et  y  définie  par  cette  relation  esl  solution  de  S  :  une 
réduction  ultérieure  n'est  plus  possible  puisque  les  équations  d'un 
ordre  quelconque  du  nouveau  système  son  i  nécessairement  indépen- 
dantes par  rapport  aux  dérivées  de  cet  ordre;  ce  cas  ne  peul  se  pro- 
duire que  si  p  =  k  ■+-  i . 

Lorsqu'on  aboutit  à  un  système  complètement  intégrable  S '  .  il 
arrive  que  l'on  n'ait  pas  besoin  de  s'occuper  des  équations  de  ce  sys- 
tème jusqu'à  Tordre  k  et  que  le  système  S  K .  /.  <  k  soit  lui-même 
complètement  intégrable;  du  reste,  en  cours  de  roule,  il  peul  se  pré- 
senter des  systèmes  d'ordres  inférieurs  à  /.  qui  jouissent  des  propriétés 

(')  Certaines  des  équations  nouvelle^  que  l'on  introduit  peuvent  se  décom- 
poser; il  faut  alors  considérer  séparément  ton-  les  systèmes  que  l'on  obtient  <'n 
ne  considérant  qu'un  facteur  de  la  décomposition  :  chacun  de  ces  systèmes  jouit 
do*  mêmes  propriétés  que  s'il  ne  provenait  pas  d'une  décomposition. 
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d'un  système  V  et  qui  sont  formés  des  équation-  jusqu'à   un    on 

inférieur  à  A  du  système  auquel  on  est  arrivé  :  cela  permet,  naturelle- 
ment, de  simplifier  les  calculs  en  s'occupant  seulement  du  système  de 
l'ordre  le  moins  élevé. 

!).  Application.  —  Kevérions  au  système  A:  nous  supposons  que 
[y,  F]  =  o  en  soit  conséquence  algébrique  et  qu'il  en  soil  de  même 
(J<-  I  )  =  o.  D'après  ce  qui  précède,  il  existe  en  général  un  -\  stème,  que 
nous  désignons  par  la  notation  B,  complètement  intégrable  et  qui 
admet  toutes  les  solutions  non  singulières  de  \. 

Pour  former  le  système  B,  nous  distinguons  les  cas  suivant  le 
nombre  de  directions  de  caractéristiques  communes  aux  équations  l  i  ; 
s'il  y  a  /•  directions  communes,  nous  obtiendrons  un  système  11 
comme  différentes  circonstances  peuvent  se  présenter  encore,  nous 
emploierons  la  notation  !>:  pour  désigner  les  différents  systèmes  aux- 
quels on  peut  être  conduit;  plus  p  sera  grand,  plus  la  réduction  sera 
compliquée. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  l'équation  i  e  i  est  du  premier  ordre  : 
ut  =  i  ;  le  système  donné  est  équivalent  à  (•••lui  qui  est  formé  par 
l'équation  <  <•)  et  une  équation  d'ordre  M  \l.  et  ce  nouveau  système 
est  complètement  intégrable;  il  peut  se  taire  que  le  système  donné 
soit  impossible  parce  que  l'on  déduit  de  <  A  ;  une  relation  ne  contenant 
que  x  el  y,  comme  aussi  que  l'équation  «lu  premier  ordre  soit  inté- 
grale intermédiaire  de  celle  d  ordre  M. 

Pour  donner  une  idée  de  la  façon  dont  les  choses  se  passent  dans  les 
cas  les  plus  généraux,  considérons  une  équation  du  troisième  ordre  el 
une  du  quatrième  : 

/'     o; 
'"  ,  i 

I  la)                    ,1  f  ,1  f                                                      </r               I 

da  da    m                                                             au 

,1  ■/               d\f_  I                    l                    l 

du           '     dû     T)  "'.///, 

Supposons  d'abord  que  les  deux  équations  admetti  ni  une  d 
commune  de  caractéristiques;  le  système     V    je  trouve  sous  fori 


régulière  et  des  équations  d'ordre  6  de  (  A6),  on  déduit  une  équation  |  e) 
d'ordre  inférieur  à  G.  Si  (s)  est  du  cinquième  ordre,  il  suflit  de  l'ad- 
joindre à  (A5)  et  l'on  obtient  un  système  complètement  intégral)!'1 1  I 
Supposons  que  (i  )  soit  du  quatrième  ordre,  o.  =  o,  nous  formons  le 
système  I  !>.')  : 


/       o: 
df  df 


\:  — 


dx  dy 

d\f  d\f  d\f  _  <IY_  <iY_  <h>  _ 

d.r-  dy  dy-  dx  d\  dx 


la  ligne  pointillée  poui  les  équations  du  sixième  ordre. 

Si  ce  système  se  trouve  sous  forme  régulière,  il  est  complètement 

intégrable  ;   sinon  -p-  =  o   est    conséquence   algébrique   des  autres 

équations  de (Bj)  et  d'une  autre  d'ordre  inférieure  ">  :  supposons,  pour 
préciser,  cette  dernière  du  deuxième  ordre  'J»2=o;  nous  formons  le 
-\  stème 

\ 

13  '/;  o;  I  \-       ■.. 

dx  dj 

I  'i\f  _        'i-f  <]  dv_.  ^a 

f  dx1~~  °'    du  di        "  "'    dy  d.r 


Si  ce  système  se  trouve  sous  forme  régulière,  il  esl  complètement 
intégrable;  sinon,  on  continue  la  réduction  suivant  le  même  procédé. 

<  occupons-nous  maintenant  du  cas  où  les  deux  équations  admettent, 
par  exemple,  deux  directions  communes  de  caractéristiques  :  des 
équations  d'ordre  6  de  (A 6),  on  déduit  deux  équations  d'ordre  tnférieui 
à  <>:  d'ailleurs,  le  système  i  \  .  !  ne  se  trouve  pas  sous  forme  régulière, 
ses  équations  d'ordre  5  ne  sont  plus  indépendantes  <M  l'on  <'n  déduit 
uni'  équation,  que  nous  supposons  du  troisième  ordre,  yt  =  o.  Le 
système  (A .)  se  trouve,  par  contre,  sous  forme  régulière.  Nous  formons 
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alors  le  système  (B\)  : 

f=o;  yt  = 


dx   "0,     dy         ' 

'      I  d*f  d'-f  df  d\  d-7  d'y 

7-7  =  0,      ,      ,     ~  "■       ,—     -"  -7-       o;       -j-^  - — t-  =  ": 


Si  ce  système  se  trouve  sous  forme  régulière,  il  est  complètement  inté- 
grable  et  il  suffit  d'y  considérer  les  équations  jusqu'à  l'ordre  j.  Sinon, 
deux  sortes  de  circonstances  peuvent  se  produire,  suivanl  que  de 
équations  d'ordre  4  on  en  peut  déduire  une  ou  deux  d'ordre  inféi 
à  \  et,  suivant  le  cas,  on  considérera  des  systèmes  tels  que  les  suivants  : 


(       f    "'■ 

Xi 

G 

)  'If               clf 

i  —  =  O,        —          0 

f  dx                dy 

Y 

'i/, 

d\ 

=  "■ 

dx 

v  ; 

IL 

.A      o; 

/,:,=  <>: 

II 

7/7  " 

'Il                ''f                   ,- 
—  —  0,      —         0              1 
dx              dy 

dx 

il 

dans  ce  dernier  système,  il  suffit  de  considérer  les  équations  jusqu  au 
troisième  ordre  :  el  ainsi  de  suite. 

Il  pourra  se  faire  que  l'on  arrive  à  un  système  en  involution  d  oi 
i  ou  2,  ou  que  l'on  constate  l'impossibilité  du  système  donné  pai 
l'apparition  dune  relation  ne  contenant  que  c  el  y. 

Lorsque  les  deux  équations  i  i  *  sont  du  même  ordre  el  admettent 
les  mêmes  directions  «le  caractéristiques,  leur  système  esl  équivalent  h 
celui  qui  est  formé  par  l'une  d'elles  et  une  autre  d'ordre  moindre, 
lequel  <>n  poursuit  la  discussion  comme  on  l'a  indiqué  préci  den  oient. 
I  n  tel  cas  n'est  jamais  à  envisager,  si  l'on  opère  sur  des  équalioi 
coefficients  numériques,  parce  que  l'on  peut  formel    immédiatement 
la  nouvelle  équation  dont  il  vient  d'être  question;  mais  d  se  préseï 
dans  certaines  discussions  où  la  résolution  algébrique  des  équal 
esi  i  mpossible. 

Journ    de  Math,  l  \\  »  ' 
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10.  Les  systèmes  I  .       Nous  avons  montré  jusqu'ici  que  la  relation 

(3)  [/>F]=o 

est  la  condition  de  complète  intégrabilité  du  système  (A)  lorsque  les 
deux  équations  n'admettent  pas  de  direction  commune  de  caracté- 
ristique, puis  (pic,  si  cette  relation  est  conséquence  algébrique  de  l  \  i, 
on  déduit  de  (A)  un  système  W,  complètement  intégrable.  La  for- 
mation de  B'  comporte  une  suite  d'opérations  qui  n'exigenl  nullement 
que  la  condition  relative  au  crochet  soit  satisfaite.  Il  est  clair  qu'en 
général,  le  système  que  l'on  peut  construire  à  partir  de  deux  équations 
admettant  des  directions  communes  de  caractéristiques  n'e>t  pas  com- 
plètement intégrable;  nous  allons  montrer  que  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  qu'il  le  soit  est  que  la  relation  (3)  en  soit  consé- 
quence algébrique.  En  vue  d'une  application  ultérieure,  nous  nous 
proposons  un  problème  un  peu  plus  général,  dont  la  solution  d'ailleurs 
n'est  pas  plus  compliquée. 

Nous  considérerons  un   système  TA  constitué  de   la   menu'  façon 

que  S7i  :  nous  disons  qu'il  jouil  des  propriétés  d'un  système       lorsqu  il 

jouit  de  propriétés  analogues  à  celles  d'un  -\  stème  ^,  mais  en  tenant 
compte  au  besoin  de  relations  qui  n'\  figurenl  pas: 

I    ,      :  O,  I  0,  ....  t'/=  '»; 

nous  en  désignons  l'ensemble  par  I  :  et  par  I  K  l'ensemble  des  I  el 
de  leurs  dérivées  prises  par  rapport  à  c  jusqu  à  l'ordre  K 

( .  imme  notations,  le  seul  changement  consiste  à  remplacer  pa]  toul 
les  lettres  S,  s  pai    l\ /.  les  indices  gardanl  la  même  signification.  Il 

importe  toutefois  de  préciser  que  les  relations  o  (/</'■  sont 

conséquences  algébriques  de    I    .,   et  de   I  .  les  relations    .     ' 

(i<Cp)  le  sont  de  T\+2  et  U',  etc. 

Lorsque  le  système  I  se  trouve,  même  moyennanl  I  .  sous  torme 
régulière,  ces  dernières  relations  en  constituent  le-  conditions  de 
complète  intégrabilité.  Nous  supposons  que  si  le-  équations  de  quelque 
ordre  p  de  'Y,,  ne  sonl  pas  indépendantes  par  rapport  aux  dérivées 
d'ordre  p,  c'est  peut-être  grâce  à  des  équations  figurant  dans  T,..  mai- 
non  à  des  équations  figurant  dan-  I  ;  ce  point  esl  essentiel  :  on  omettra 
peut-être  ainsi  certaines  solutions  singulières,  que.  dans  certain-  cas 
simples,  nous  chercherons  directement. 
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Le  système  (A)  jouit  évidemment  des  propriétés  d'un  système  r 
moyennant  (3). 

Supposons  que  TA  ne  se  trouve  pas  sous  forme  régulière  el  effec- 
tuons la  réduction  comme  nous  l'avons  faite  pour  S,  :  les  relations 

-  o  sont  conséquences  algébriques  de  Tk+t  el  de  I   ,  les 


sont  do  TA+3  et  TJ',  etc. 

Soit  T*  Je  système  auquel  on  aboutit  et  qui  se  trouve  sous  forme 
régulière.  Nous  allons  moRtrer  que  pour  que  TK  soit  complètenu  m 
intégrable,  il  suffit  |  '  i  que  les  LJ,  supposées  d'ordre  au  plus  • 
à  /,-,  en  .soient  conséquences  algébriques. 

En  effet,  les  équations  dérivées  une  fois  par  rapporl  à  i  el  à  )  des 
équations  T,k  qui  sont  d'ordre  au  plus  égal  à  k  •+■  i,  sont  conséquei 
algébriques  d'équations  figurant  dans  l  h  et,  T£  K,  ou  encore  d'équa- 
tions figurant  toutes  dans  T/1  h,  car  les  U  étant  conséquence  de  I  .  les 
I  K  le  sont  de  TAk;K,  système  qui  contient  certainement  lK  ••!  les  déri- 
vées de  ses  équations,  jusqu'à  l'ordre  K,  par  rapport  à  x. 

D'autre  part,  d'équations  d'ordre  quelconque  :  de  \  h  K,  ou  ne  peul 
déduire  d'équations  d'ordre  inférieur  à  ;.  même  en  tenant  compte 
de  T,k _,.  Les  équations  déduites  de  TAk  par  une  dérivation  et  qui  sont 
d'ordre  k  -+- 1  au  plus,  ne  peuvent  être  conséquences  d'équations 
d'ordre  supérieur  à  k  -h  i  figurant  dans  !  *  „ :  elles  ne  le  sont  donc  que 
d'équations  (igurant  dans  T,k ,,  ce  qui  démontre  la  proposition  énonc 

Si,  parmi  les  relations   l  ,   il  en  est  qui   s'obtiennent  au   moyen 
d'autres  prises  parmi  elles,  soit  l    et  de  leurs  dérivées  pai  rappoi  t  à  c 
seul,  moyennant  au  besoin  T,h ,  il  suffit  que  les  U  soient  conséquences 
algébriques  de  T,k  pour  que  ce  ^y>t<-ni«-  soit  complètement  intégra  h 
on  le  voit  en  considérant  un  T  h  lv  où  K   >•/. . 

De  même  si,  parmi  les  I  ,  il  s'en  trouve  jusqu'à  l'ordre  /.  >/..  on 
constate  qu'il  suffit  qu'elles  soient  conséquence  de  TK  pour  que  le 
système  Tj^  soit  complètement  intégrable. 

I  I.  [pplicalions  :  I  ne  équation  du  premier  ordre  et  une  du 
deuxième  ordre .        Soient 

(A)  '  ,//  df 

\  -f-  =  o,  -j-       n  I      ■  .   i 

i  (fi  il\ 


ea  conditions  ~'>nt,  d'ailleurs,  évidemment  m 
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Ici 

D  =  Fr/»-.F,/,/7  +  Fl/;. 

Lorsque  D  ^  o,  le  système  (A)  se  trouve  sous  forme  régulière:  il 
est  complètement  intégrable  si 

t/.F]  *(£)   <f)-F-(0)  '.(^)  '.(SQ- 

en  est  conséquence  algébrique. 

Si  la  relation  D  =  o  est  vérifiée,  soit  identiquement,  soit  comme 
conséquence  de  i  \  i,  ce  >\  stème  esl  équivalent  à  celui  que  Ton  obtient 
en  \  substituant,  à  I-  —  o.  une  équation  d'ordre  moindre  o  =  o,  el 
l'on  est  ramené  à  la  résolution  de  deux  équations  du  premier  ordre. 
Formons  le  s} stème  i  11' )  : 

(B<)  df  df  d9 

\dl  =  0'    Tr,    "°;        Tx  =  °- 

La  relation  [f,  F]      o   est  équivalente   à   |  o,   ou  encore  à 

— -     :  o,   en    tenant  coiimte    n.itui-ellement   des    équations   écrites,  el 

cly  l  ' 

constitue  la  condition  de  complète  intégrabilité  si  /  «'et  s  o  per- 
mettent de  calculer  />  et  q\  sinon  l'on  raison  ne  comme  plus  haut.  Les 
dérivées   de   l'équation   z  =  o    peuvent    se   calculer    au    moyen   des 

ici, liions 

en  supposant  connue  toujours /v  ^  o. 

Deux  équations  du  second  ordre.        Soient 

lf(x,y,z,p,q,r,s,t)  =  o;  I     c,  y,  z,  p,  q,  r,  s,-t)  —  o; 

(  A  )  ^  «y-  _  ^r  rfF 

f/j;  (/>-  t/.r  dy 


ii;;» 
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et 


D  = 


d\ 


[/,F]=      /;.fe 


/i     /-      fi  o 

0  /     /  / 

1  I           I,  0 

o      1        l  l 

d  I 


AI 


dx  dy 


M: 


I    ,'^i       f(-^    ,       l      '^l 


Si  D  =£  o,  (A)  est  complètement  intégrable  si    |  /.  F]       o  en   esl 
conséquence  algébrique. 

Si  D  =  o,  deux  cas  sont  à  distinguer,  suivant  qu'il  \  a  une  ou  deux 
directions  communes  de  caractéristiques. 

i°  Une  direction  commune  :  dos  équations  du  troisième  ordre  d 
on  déduit  une  équation  d'ordre  inférieur  à  3  :   r,      o,  i        ■ .  i  ou 

Formons,  suivant  les  cas,  les  systèmes  (BJ),  (B^)  ou  (B    i  : 


'IL 

dx 


>  ; 

F 

if 

<IV 
dx 

0 

do, 
dx 

<h. 

Mil 

^<p, 

d  r 

dx* 

- 
da 


Si /'=  o,  K  =  o,  o.,  .    o  permettent  de  calculer  r  s,  l\  lesystème   B 
admet  comme  condition  de  complète  intégrabilité  |  /.  F  |  =  o,  qu 

équivalente  à  '-p  =o;  il  suffit,  pour  l'intégrer,  de  s'occuper  de 

équations  du  second  ordre.  Si  le  calcul  de  / ,  s,  t  o>t  impossible,  on 
doit  considérer  le  système  (Bj)avecç,      o;  la  condition  |  o 

est  équivalente  à  ~      o,  et,  si  /"      o,  F      «».  — -      o  permettenl  de 
1  da  dx  ' 

calculer  r,  s,  /,  elle  constitue  la  condition  d'intégrabilité  dei  lî  i,  el  il 

suffit  <lc  s'occuper  de  l'équation  de  premier  ordre  el   de  i  elles  du 

second  :  soit  (B{)  leur  ensemble.  1  .orsque  les  trois  équations  du  second 

ordre  ue  sont  pas  indépendantes,  le  système  i  B  i  jouil  cependant  ries 

propriétés  d'un  système  I  .  moyennant  une  relation  du  se<  ond  ordre, 
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i  ,'    •      r  ,  i  do,  , 

et  sa  dérivée  par  rapport  a  x\  on  remplace  —  =  o  par  une  équation 
du  premier  ordre  r|,  —  o, 

(  3|  =  o,  d» ,  =  o  ; 

(Bî)  ,.  dû. 


" 


si  les  deux  équations  du  premier  ordre  permettent  de  calculer  p  et  y, 
la  condition  d'intégrabilité  est  fournie  par  la  relation  -—  =  o;  si   le 

calcul    de    p   et    q    est    impossible,    la    fonction     s,    que    l'on    est 

conduit  à  calculer,  est  solution  des  équations  données,  sous  la  seule 

dca 

condition  que  -~  =  o  soit  conséquence  de  (B 

Plaçons-nous,  maintenant,  dans  le  cas  où  ©,  =  o  ne  contient  ni  />, 
ni  g,  c'est-à-dire  où  l'on  doit  considérer  le  système  (BJ),  o„  contenant 
./ ',    \"  et  ;  seulement.  La  fonction  z,  ainsi  délinie,  serait  solution  du 

système  donné  si  les  deux  relations  -p-  —  o,  -^  —  o  se  réduisaient 

à  une  seule,  ce  qui  est,  évidemment,  impi >ssi hle  :  «»1  le  ne  pourra  l'être 

nue  si   ,    ',°   =  o  et  ——  =  o  sont  vérifiées  :  ce  que  l'on  pouvait  écrire 
1  dxdy  dy  '  [ 

a  pilori. 

Enfin,  il  peut  arrive]  aussi  que  le  système  donné  soit  impossible, 
ou  encore,  en  involution  d'ordre  i. 

2°  Deux  directions  communes  de  caractéristiques  :  alors,  les  rela- 
tions 

Û-Û-Û        D 
F,         F  F, 

sont  conséquences  des  équations  données,  qui  forment  un  système  équi- 
valent à  celui  que  l'on  obtient  en  \  remplaçant  Tune  d'entre  elles  :  F  =  o 
par  exemple,  par  une  équation  d'ordre  moindre,  et  l'on  est  ramené  à  dis- 
cuter un  sj  stème  formé  d'une  équation  du  premier  et  d'une  du  second  : 

d  : 

(B-)  dx  dj 

df  df  p_  d   . 


dx  '/>  '/  '-'  dxdy 

la  relation  \f.  F]  =  o  est  équivalente  à  |  /.  s  |  =  o,  c'est-à-dire  à  une 
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relation  du  second  ordre  en   z:  les  deux  éauations  — '        o,  -r=o 
le  sont  respectivement  à 

nous  supposons,  ainsi,  que  l'une  des  quantités/,,  I    n'est  pas  aulle. 

Deux  équations  oV ordre  m*  —  Nous  signalons  uniquement  le 

où  les  deux  équations  ont  ///  directions  communes  de  caractéi  istiques, 
c'est-à-dire  où  elles  entraînent  les  relation- 

dl 


àf 

àf 

dPm.a 

dp,n     1,0 

,)Y 

àV 

I  I)'"  )  ',f'" 


à\ 


àpm,0         àpm  àp0,m 

leur  système  est  équivalent  à  celui  que  l'on  obtient  en  j  remplaçant 
une  des  équations  par  une  autre  d'ordre  inférieur  à  m  :  ©  =    o. 

p 

dz 

/=  0; 


1  IV")  / 


aa 


"•    -,   ..._,  ',  . 


'   drm    '  'lr'"   '         "    dxm     '/>  </» 


rf'"    '  /*  d'n    '/'  '/"'o  </     - 


,/,"'   '  '   dyn  i< 

La   relation   |  /',  I-  |      o  est  équivalente  à   | /'•  - 1      0  et    lea  deux 
équations  -.-  •=■  <>.  — -       o,  respectivement  .1 

âV   (df\        df  (d\  à\  \ 

Op^J,\du    '        dp  dp 

Remarque.         Pour  former  les  différents  systèmes     \>    que  1 
avons  considérés,  non-  avons  Bupposé  que  nous  pou>  ions  effectuer  les 
éliminations   nécessaires;  cela   est   indispensable  pour   l'intégration 
effective  du  système  donné.  Mais,  dans  les  questions  dont  nous  aurons 
.1   nous  occuper,  <■!  qui  se   présentent   comme   des   discussions   de 
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systèmes  tels  que  (i),  il  sera  impossible  d'effectuer  ces  éliminations, 
et  cela  nous  sera  d'ailleurs  inutile.  Le  cas  s'est  présenté  déjà  pour  deux 
équations  du  premier  ordre  admettant  même  direction  de  caracté- 
ristique. En  voici  un  autre  : 

Considérons  deux  équations  du  deuxième  ordre  admettant  deux 
directions  communes  de  caractéristique.  Nous  avons  indiqué  comment 
est  formé  le  système  (B^);  on  peut  aussi  énoncer  le  résultat  de  la  façon 
suivante  :  si  les  équations    I 

■      J    o,     I     o,    F,(g)  ./,    '       ,     ,,(£)    /  .;'     =. 

permettent  d'exprimer  /•,  s,  /,  et  />  ou  y  au  moyen  de  c,  v.  r.  et  y 
on  p.  et  si  les  fonctions  ainsi  obtenues  I!.  S.  'I',  et  I*  ou  Q  satisfont 
identiquement  à  la  relation  |  /'.  F]  =  <>  i  qui,  moyennant  les  équations 
considérées,  se  réduit  au  deuxième  ordre),  ces  fonctions  permettent 
de  former  un  système  complètement  intégrable  que  l'on  peut  dispose] 
suivanl  le  schéma  fourni  par  il!.'  :  une  équation  du  premier  ordre, 
trois  équations  du  second;  par  exemple  : 

p  =  P{.c,  y,  c,  -/ 

/       l ;         s      S         /-    l. 

Dans  la  suite,  nous  désignerons  \>.\i  < .  If  système  d'équations  «pu 
permet  de  former  celles  qui  figurent  dans  \'<  :  ce  sont  I'--  systèmes  (  ! 
qui  interviendront,  la  plupart  du  temps,  directement  dans  nos  calculs; 
1rs  systèmes  l!  indiquant  quel  doit  être  le  schéma  de  la  résolution, 
quant  aux  nombres  des  équations  de  chaque  ordre. 

Nous  ,i\oii>  pris  un  exemple  simple;  il  suffira,  sans  doute,  a  donner 
mu;  idée  de  la  façon  dont  ou  opérera  dans  un  cas  plus  compliqué. 

Dans  le  cas  où  i<^m,  le  pr<  mier  système  <...  que  I  on  considère, 
se  confond  avec  le  premier  système  l!'.;  des  équations  (''„,  >M  • 
(EM)m  n  on  déduit  une  relation  d'ordre  m  -+  \1  r  exactement,  des 
équations  d'ordre  m  \1 — r+i,  deux  d'ordre  /n  -M — /•.  même 
moyennant  (em  >M  ,.,  (  EM)Bt_,.,  .... 

[*1.  Sur  certaines  solutions  singulières  des  systèmes  consi- 
dérés. —  Les  résultats  que  nous  venons  d'établir  peuvenl  ''lie  appli- 
qués avantageusement  aux  systèmes  qui    définissent    les    solutions 


TRANSFORMATIONS    DKS     ÉQUATIONS    AUX     DÉRIVÉES    PARTIELLES. 

singulières  quand  elles  existent.  Nous  ne  nous  occuperons  que  des  i  as 
les  plus  simples. 

Considérons  d'abord  deux  équations,  l'une  du  premier.  L'autre 
du  deuxième  ordre,  n'admettant  pas  de  direction  commune  de  carac- 
téristiques : 

|  /U\    r.  z,  p,  g)  =  o, 
('M  î  df  df 

Les  solutions  que  nous  avons  déterminées  dans  ce  cas  n'annulent 
pas  D  :  D  =  Fr/J  —  ^sfpfq+  Ftf*p;  celles  qui  annulent  D  sont  des 
solutions  singulières;  supposons  qu'il  en  existe  telles  que  fq~.  o, 
et  désignons-les  par  a. 

Rappelons  que,  si  D  =  o  était  conséquence  de  (A),  nous  aurions  à 
former  le  système  (B|)  : 

i  /=<>;  <P  =  o; 

(B|)  \df  df  d<D 

équivalent  à  celui  que  l'on  déduit  de  (C]  |  : 


(C«) 


Les  solutions  a  satisfont  à  D  =  o,  [f,  F]  =  o  et  aux  équations 
figurant  dans  (CJ).  Elles  satisfont,  par  conséquent,  à  nue  équation  du 
premier  ordre  •«{/  =  o  déduite  des  équations  du  deuxième  ordre  de  1 < 

si  F  ==  o  est  linéaire  par  rapport  à  r,  s,  (•  \       0  se  déduit  de    " 

-j-  =  o,  F  —  o,  comme  y    =  o;  si  F  n'est  pas  linéaire  eu  r,  s,  /,  p< >ui 
former  celte  équation  <\>      0,  on   peut,   par  exemple,   tirer  r,    ?, 

de'-        0,  F  =  o,  H  =  o,  et  porter  dans  -4       o. 

dy  '  </.'■ 

Dans  tous  les  cas,  les  équations  dérivées  de  '~  0  par  rapport 
à  ./•  et  à  y  sont  équivalentes,  moyennant    l>      o,  et   les   relations 

Journ   de  Math    [•    série),  tome  l\         F»s<     IV,  I  ' 


/=o, 

7/7   =  °' 

F  =  o, 

fac\  1 

J*£\-* 

.  /»  ^  "■'•'' 
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figurant  dans  l  CJ  i  à 

„=,         K=/p(|)-F,  l-F.^(^)=c. 

Formons,  par  exemple,  le  système 

f  ——  =o,         \       o,         11  - 

Nous  allons  voir  qu'il  jouit  des  propriétés  d'un  système  I  moyen- 
nant D  =  o,  | /,  F]  =  o,  et  leurs  dérivées  par  rapport  à  x.  Nous 
n'insistons    nue    sur   les    point-    suivants    :    la   relation    -p- =  o   est, 

moyennant  D  =  o,  conséquence  des  équation-  (g);  la  relation  -f-  =  o 

est,  dans  les  mêmes  conditions,  conséquence  des  équations  (9)  et 
de  K  o:  or,  cette  dernière  relation,  à  cause  de  la  façon  même 
dont  on  calcule  l'expression  |  /,  F  |  el  des  h)  pothèses  faites,  esl  consé- 
quence   des    relations     9);    donc  -  -  =  o    est,    moyennant    D  =  o 

et  \f,  F  |  =  o,  conséquence  de    g  .  Les  équations  du  troisième  ordre, 
déduites  de  1  g  1,  sont,  moyennant  D  =  o,  [/,  F]       0  et  leurs  dcrii 
par  rapport  à  c,  conséquences  de 

rf'-f  dV  d\\ 


-T~.  -T7         "• 


d.rih  i/\  1I1  il.r 

puisque  -; — —      0  peut  être  obtenue  par  den\ation  de  v  r-   "    par 
1  1        ,//  dy  '  '  da  l 

rapport  à  x. 

Si  f  —  o  et  '\>  =  o  permettent  de  calculer  ^?  el  7.  si,  de  plus,  I)  =  o 
et  [/,  Fj  =  o  sont  conséquences  de  (9  ou  de  C,  on  obtient  des 
intégrales  dépendant  d'un''  constante  arbitraire,  qui  sont  solutions 
singulières  des  équations  données.  Si  f=o  et  l  —  o  ne  permettent 
pas  de  calculer  />  et  7,  on  poursuit  la  réduction  comme  il  a  été 
indiqué. 

Considérons  maintenant  deux  équations  d'ordre  m  et  M  n'admet- 
tant pas  de  direction  commune  de  caractéristique  :  on  opérerait 
comme  nous  venons  de  le  faire  pour  déterminer  les  solutions  singu- 
lières annulant  D,  sans  annuler  tous  ses  mineurs  au  premier  ordre. 
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Les  solutions  que  l'on  obtient  ainsi  sont  engendrées  par  une  famille 
de  caractéristiques  communes  aux   deux   équations;   il   p  stei 

aussi  des  solutions  singulières  engendrées  de  plusieurs  fa<  ons  par  des 
caractéristiques  communes. 

Soient,  par  exemple,  deux  équations  du  deuxième  ordi  e 

,  f=  o;  F  = 

(A)  !   df  df  d¥  df 

\  dx  ,i\  dx  </i 

Nous  admettons   que   ces  deux    équations  ne    possèdent    pas 
mêmes    directions    de    caractéristiques    (elles    peuvent,    toute! 
posséder  une  seule  direction  commune).   Dans  ce  cas.  nous  ne  0 
sommes    occupés    que   de   solutions    qui    n'annulent    pas    les    rela- 
tions (  D-  )  : 

Si  les  (D2)  étaient  conséquences  de  (A)  nous  aurions  à  former  i  l; 

(Bj 


/=  o 

d(D 
dx 

r 

df 
dx 

df 

"      ,7,       ° 

il'  y 

dl7-  ~  °' 

d   - 

dxdj      ■ 

équivalent  à  celui  que  l'on  déduit  de 

A      o;  F       o  11       ft(-\    !     -l'A  - 


-i,, 
1 


Proposons-nous  de  rechercher,  si  elles  existent,  les  solutions 
satisfont  aux  Da,   mais  telles  que   i:      o.   Ces  solutions  tt  à 

1 1       o,  1\       o,  donc  à  une  èqual i<>n  du  pi em  • 
el  I   sont  linéaires  en  r,  s,  /,  <>n  peut  former  '.       o  au  moyen  de 
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et  F  =  o;  si  elles  ne  le  sont  pas,  on  pourra  calculer  r,  s,  l  au  moyen 
de  f=  o,  H  =  o,  K  =  o  et  porter  dans  F  =  o. 
Formons  le  système  (10) 

(  <b  =  o, 

(«o) 

|  /=o.  Il    =0,  K       o. 

Il  jouit,  moyennant  [  /,  FJ  —  oet  D%  et  leurs  dérivées  par  rapport  à  i  . 

des  propriétés  d'un  système   I    :  la  relation  '—^  =  o  est  conséquence, 

d  ' 
moyennant  D2,  de  /=o,   l  =  o  et  H  =  o;  de  même  ^-  =  o   lest 

de /"=  o,  4*  =  o,  K  =  o.  Les  relations  -7-  =  o,  —  =  o  le  sont  de  i  î  > 
et  (i  i),  moyennant  D2  et  les  dérivées  par  rapport  à  x  . 

(ii)  %       o,         &       o  [H].=  o,  [K 

/m 

— -  =  o  est  conséquence,  à   cause   de   l'hypothèse  ft=f=-  o,   des  'filia- 
tions (io)  et  (i  i)  et  de  | /,  F  |  =  o,  sinon,  on  en  déduirait  une  relation 


entre  (0),    {£^\         '  '       distincte  de   |  H  |  ■      °  el 

|  lv|x  —  o,  ce  qui  est  impossible;  de  même  pour-^-  =  o. 

Si  les  équations  (io),  ou  C2,  permettent  de  calculer  l'une  des 
dérivées  premières  et  r,  s,  /,  si  D2  et  |  /,  F|  o  sont  conséquences 
de  (io)  et  (i  i),  ou  de  <  !2,  nous  obtenons  dos  solutions  singulières  des 
équations  données  qui  dépendent  de  deux  constantes  arbitraires;  sur 
chacune  d'elles  les  caractéristiques  des  deux  équations  sont  con- 
fondues. 

Ceci  s'étend  au  système  formé  par  deux  équations  d'ordre  m.  pour 
les  solutions  singulières  engendrées  de  m  tarons  par  des  caractéris- 
tiques communes  aux  deux  équations. 

Les  premières  équations  du  système  C'"  sont 

Supposons  que   ces  quatre  équation-,  permettent  de  calculer  une 
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dérivée  d'ordre  m  —  i    et   trois  d'ordre   /// ;   on    forme   un   système 
d'ordre  m,-\-  M  —  i  composé  comme  JT  :  si  les  relations 


'/•.„-„_       _F 


Jl'm  J) 

sont  conséquences  des  quatre  relations  écrites,  si,  de  plus,  |  /.  F]  =  o 
l'est  du  système  d'ordre  m -h  M  —  i,  ce  dernier  est  complètemenl 
intégrable  et  fournit  des  solutions  singulières  des  deux  •'•<|n;ii ion- 
données.  Si  le  calcul  indiqué  est  impossible,  le  système  d'ordre 
///  -h  M  —  i  que  Ton  a  considéré,  ne  se  trouve  pas  sous  forme  régu- 
lière et  l'on  doit  poursuivre  sa  réduction. 

Exemple.  —  Considérons  le  système 

.    /{s.  t.  q,  z.   v,  y)       o  F(s,  t.  </.  z,  jc,y)=   o. 

Les  deux  relations  que  nous  adjoignons  pour  former  < 

contiennent  seulement  />  en  plus  des  arguments  qui  figurent  dan 
et  F.  Le  système  formé  comme  B2f  ne  se  trouve  pas  sous  formq  régu- 
lière, les  trois  équations  du  deuxième  ordre  n'\  contenant  pas  /•;  des 
quatre  relations  écrites  de  CJ  nous  lirons  deux  relations  du  premiei 
ordre  par  quoi  nous  remplaçons  deux  des  relations  de  C*,  puis  n 
adjoignons  la  dérivée  de  l'une  d'elles  par  rapporta  r,  comme  il  i  ésulte 
de  la  discussion  de  deux  équations  du  premier  el  du  deuxième  ordre; 
c'est  du  moins  le  cas  général,  car  il  peut  se  faire  qu'on  obtienne  une 
relation  ne  contenant  que  x,  y  el  z.  (  lomme  condition  d'intégrabilité, 

nous  n'avons  à  considérer  que -—       -.-  el  |  /',  F]       o.  La  première  ne 

I  v  i 

peul  être  conséquence  que  des  quatre  relations  écril  .  puis- 

qu'elle ne  contienl  pas  r. 

Plus  généralement,  les  conditions  D'  qui  expriment  que 
équations  ont  r  directions  communes  de  ristiques  n'étanl 

satisfaites  comme  conséquences  de     \   .  nous  nous  sommes  boi 
jusqu'ici  à  rechercher  les  solutions  n  annulant  pas  les  I  '  .  I  •  rmons  le 
système  C  donl  il  a  été  question;  nous  n'avons  pas  envisagé  un  seul 
systè (  ir,  celui  donl  d  s'agil  esl  parfaitement  déterminé  pai 
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titution  du  système  (A),  ou,  s'il  y  a  discussion,  suivant  les  diverses 
hypothèses  que  l'on  peut  faire  :  ce  sera  le  même  -\stème  que  celui 
qu'on  écrirait  si  tous  les  I)'  étaient  nuls  comme  conséquences  di  (A); 
Cp.  Si  maintenant  les  Dr,  ainsi  que  [ /*,  F]  =  o,  sont  conséquences 
de  C_",  en  résolvant  algébriquement  ce  système  suivant  le  schéma 
fournit  par  B'?,  nous  obtenons  un  système  complètement  intégrable. 
Les  solutions  que  nous  avons  obtenues  sont  des  solutions  singulières 
du  système  (A);  elles  peuvent  coexister  avec  d'autres  solutions 
dépendant  d'un  nombre  fini  ou  infini  de  constantes  arbitraires.  Files 
sont  engendrées  par  des  caractéristique  communes  à  /  =  <>  et  F  =  o. 
Considérons  deux  équations  a\  ant  r  directions  communes  «le  caracté- 
ristiques et  telle  que  le  système  B  correspondant  -oit  complètement 
intégrable;  effectuons  une  transformation  de  contact  quelconque  : 
nous  obtenons  deux  nouvelles  équations  pour  lesquelles  les  équatii  as 
qui  donnent  les  directions  des  caractéristiques  n'oi  «Mal  de 

racines  communes;   elles  admettent  cependant  d<  om- 

munes  qui  sont  des  solutions  singulière-:  elles  peuvent  admettre 
d'autres  intégrales  communes,  car  les  deux  équations  que  nous  avons 
d  abord  considi  elles  n'admettent  pas  d'autres  surfaces  il 

grales  communes  (connue  solutions  non  singulu  res  I  peuvent  admettre 
des  courbes  comme  int  ommunes. 

15.  De  tout  ce  qui  précède,  nous  déduisons  la  méthode  de  discus- 
sion suivante  :  soient  les  deu  \  équations  d'ordres  m  et  M  : 

(0  *   ' 

I   '''('-,'■  s ,/',..m) 

Nous  formons  le  système  |  \  i  .-t  les  relations 

(3)         [/,  F]  D1;  I)  D  D  ...  :          D*\ 

i°  D1  n'est  pas  lence  algébrique  de  (A);  mais  i  3  l  l'esl   : 

(  A  >  est  complètement  intégrable. 

2°  a.  Formons  le  système  Ci,  :,  dépendant  de  la  forme  de  (A); 
si  (3)  et  I)1  sont  conséquences  de  Cl,  le  système  B'  est  complètement 

intégrable. 

at.  Si  (3)  est  déjà  conséquence  de  (A  sans  que  !>'  le  soit,  i  A  ) 
admet  des  solution-  déjà  indiquées  (i°)  et,  en  outre,  celle.-  de  !>'  qui 
sont  des  solutions  singulières. 
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a ,.  Si  D'  est  conséquence  de  (A  },  la  seule  condition  d'intégrabilité 
de  Bp  esl  <  3  )  qui  peut,  du  reste,  être  déjà  conséquence  de  i  \   . 
a ,.   Le  système  lî'   peul  admettre  des  solutions  singuli 

b.  Formons  le  système  C*,,  p,  dépendant  de  la  forme  de  V)\  si  \) 
et  D3  sont  conséquences  de  Cl,  le  système  lî:  est  complètement  inté- 
grable. 

A,.  Si  (3)  est  déjà  conséquence  de  (A),  sans  que  D*  ou  D2  le  soient, 
i  A)  admet  les  solutions  |  r  :  et,  en  outre,  celles  de  ï>:   qui  son! 
blutions  singulières. 

/>.,.  Si  i  3  )  et  D'  sont  conséquences  algébriques  de  (  ,  ce  système 
fournit  des  solutions  de  (A  )  <|ui  admel  en  ou  lie  celles  de  < 

l> ,.  Si  D-  sonl  conséquences  algébriques  de  i  A  i,  la  seule  condition 
d'intégrabilité  de  Bp  esl  i  3  t.  qui  peut  être  déjà  conséquence  algé- 
brique de  (A). 

bh.  Le  s\  stème  W:  peut  en  outre  admettre  des  solutions  singuli 

c.  Formons  le  système  <  V:  et  ainsi  de  suite  jusque  ( 

3°  Si  D1  n'est  pas  conséquence  de  (A  i,  non  plus  que  i  S),  on  adjoint 
cette  dernière  équation  à  <  \  i.  On  forme  un  système  admettant  deux 
conditions  de  complète  intégrabilité  que  l'on  discuterait  suivant  la 
méthode  générale  donnée. 

Remarque.  —  Lorsque  I)1  est  conséquence  algébrique  de  i  \  tetque 
les  deux  équations  (  i  )  n'ont  qu'une  direction  commune  de  caractéi  is 
tique,  il  peut  être  avantageux,  comme  nous  le  faisions  tout  naturelle- 
ment  avant  déparier  de  solutions  singulières,  dégrouper  i°  el  2°,  a  . 

Si  les  équations  ont  r  directions  communes  de  caractéristiques,  on 

ne  s'occupe  que  des  systèmes  Gr,  i'.'*' et    l'on  pourra   ainsi 

grouper  i"  avec  un  article  convenable  de  la  discussion  de  l 

Conclusion. 

Observons  d'abord  que  les  systèmes  fs  que  nous  avons  à 

considérer  dans  la  méthode  de  réduction  que  nous  avons  emploj 
comprennent  un  nombre  croissant  d'équations,  à  moins  que  le  nombre 
■  les  équations  «le  l'ordre  maxima  n<'  vienne  à  diminuer,  auqu< 
système  final,  si  les  conditions  d'intégrabilité  sont  satisfaites,  admet 
olutions  dépendant  d'une  infinité  de  constantes  arbitraires. 

i"  Lorsque  la  solution  la  plus  générale  du  systèmi     ■    dépend 
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nombre  fini  de  constantes  arbitraires,  ce  nombre  est  au  plus  égal 
à  ///M:  si  1  on  sa j l  n  priori  que  le  système  (i  i  admel  des  solutions 
dépendant  de  plus  de  m  M  constantes  arbitraires,  il  «mi  admel  qui 
dépendent  d'une  infinité  de  constantes  arbitraires. 

■2"  Si  la  solution  la  plus  générale  de  (1  (dépend  de  m  \l  constantes 
arbitraires,  les  deux  équations  n'admettent  pas  de  direction  commune 
de  caractéristique  et  leur  crochet  est  nul.  soit  identiquement,  soit 
comme  conséquence  de  1  A  1.  Plu-  généralement,  le  système  C  que 
l'on  déduit  de  1  A  1  est  déterminé  d'après  la  forme  des  équations  (t), 
soil  Ci";  on  en  déduit  par  des  opérations  purement  algébriques  un 
système  li.  qui  se  trouve  -ou-  forme  régulière,  il  est  complètement 
intégrable  si  les  Dr  et  \  f.  V  |  =  0  en  sont  conséquences  algébriques^ 
Le  nombre  des  dérivées  paramétriques  de  B  esl  déterminé.  Il  arrive 
que  l'on  sache  a  priori  que  il.  esl  possible  et  admet  des  solutions 
dépendant  d'un  nombre  connu  de  constantes  arbitrait  es;  -i  ce  nom  lu  e 
esl  égal  à  '■«•lui  des  dém ées  paramétriques  de  B£,  d'une  pari  !<■-  con- 
ditions I)'  -ont  satisfaites,  -"it  identiquement,  soit  comme  consé- 
quences de  I!.  ou  Cp,  d'autre  part  le  crochel  des  deux  équations  esl 
nul  dans  les  mêmes  conditions. 

3°  Supposons  que  le- deux  équations  dépendent  de  certaines  arbi- 
traires ci  que,  certaines  hypothèses  étanl  laite-  sur  ce-  arbitraires,  on 
puisse  construire  un  systè  ne  B!  complètement  intégrable.  Si  dans  des 
hypothèses  plu-  particulières,  on  obtient  un  système  qui  exige  une 
réduction  plu-  poussée,  ce  derniei  système  esl  complètement  inté- 
grable. 


CHAPITRE   II. 

RECHERCHE    DE    TRANSFORMATIONS    DES    ÉQUATIONS     \(\    DÉRIVÉES    PARTIELLES 

Systèmes  de  deux  équations  à  deux  inconnues. 

I.   Soient  deux  équations  à  deux  inconnues  z  et  z  des  deux  varia- 
tions indépendantes  x  et  y  : 

,    .  (  )■   = P         \*       ■  ■     ■  Po,m    '         "■ 

(     I-   I  I         /'  -M".      = P0,W)    =0. 

Nous  nous  proposons,  en  nous  appuyant  sur  les  résultais  du  (.lia- 
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pitre  procèdent,  de  déterminer  des  cas  où  L'élimination  de  chacune  des 
inconnues  entre  les  relations  (i)  conduit  à  une  seule  équation  pour 
l'autre. 

Supposons  pour  l'instant  z  déterminé,  quelconque  d'ailleurs;  nous 
obtenons  deux  équations  (i)  en  zr,  d'ordres  ni  et  M  ;  formons  le  sys- 
tème (A')  correspondant,  d'ordre  m'  ■+-  M'—  i,  Les  relations    2    el 

(2)  [/,  F]2<  =  o, 

(3)  D'  =0. 

(2)  est  d'ordre  ni' -h  M' —  1  en  z'  et,  par  rapport  à  z,  son  ordre  est  égal 
au  plus  grand  des  nombres  m' '+  M,  w  +  M',  car  on  n'est  pas  assuré 
que  l'on  a  à  la  fois  m  <  M,  m' <C  M'. 

Si  (3)  est  conséquence  algébrique  de  (A'),  nous  nous  plaçons  dans 
le  cas  où  les  conditions  D""'  sont  conséquences  algébriques  de  A 
les  deux  équations  (1)  en  z'  admettent  toujours  r'  (')  directions  com- 
munes de  caractéristique;  on  forme  un  système  B'7",  comme  il  a  été 
expliqué,  lorsque  c'est  possible,  mais  plus  généralement  un  sys- 
tème G""  tel  que  C""  admette  B'  comme  schéma;  si  entre  les  équa- 
tions (A  )  et  (2),  ou  C'r  et  <  2),  suivant  le  cas,  on  peut  éliminer  z  el 
dérivées  qui  y  figurent,  on  obtient  une  relation 

( .',  )  U  =  o 

qui  constitue  une  équation  aux  dérivées  partielles  en  3.  d'ordre  au 
moins  égal  au  plus  grand  des  deux  nombres  m  -■-  M  .  m  -\  M.  A  toute 
solution  de  cette  équation,  satisfaisant  toutefois  à  cei  taines  inéquations 
(D'^o,  ou  d'autres  analogues  ,  correspondenl  les  solutions  en  : 
d'un  système  A' ou  B""  complètement  intégrablc.  Les  fonctions  s 
ainsi  obtenues  satisfont  à  un  certain  système  d'équations  aux  dérivées 
partielles;  pour  l'obtenir,  nous  prolongeons  le  système  \  ou  B  .  el 
formons  les  dérivées  successives  de  <  (),  puis  éliminons,  entre  les 
équations  obtenues,  3  el  ses  dérivées.  Mais  les  équations  que  nous 
considérons  ainsi  sont  les  mêmes  que  celles  qu'on  obtient  en  opérant 
sur  r  comme  nous  l'avons  fait  sur  z' ,  pour  trouver  l'équation     j 


(')  r'  esl    un    nombre    [>< >- i 1 1 1"    inférieur    au    plu»    pelil    des   il<'n\    nombre? 
m'  el  M 

foum   de  \iath.  i      séi  ie  ),  i i\ .       i  .,       i \  I  ' 
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il  sera  plus  simple  de  suivre  ce  dernier  procédé.  Supposons  que  l'on 
arrive  également  à  une  seule  équation 

(4')  U'^o; 

les  deux  équations  (  \  »  et  |  \  )  se  transforment  l'une  dans  l'autre:  à 
une  solution  de  l'une  correspondent,  en  général,  des  solutions  de 
l'autre  que  l'on  obtient  par  l'intégration  d'un  certain  système  com- 
plètement intégrable  :  A'  ou  !>'  ,  A  ou  W. 

Il  peut  arriver  que  le  système  \)  qui  correspond  à  certaines  solu- 
tions de  I  i  .  ]'>'  .  soit  moins  général  que  B'  ■  :.l >p  i;  un  tel  sys- 
tème  Bp'  esl  «'gaiement  complètement  intégrable  et  ses  solutions 
satisfont  au  système  trouvé  pour  z,  qui  peut  se  réduire  à  une  seule 
équation  (4')*  Gomme  cas  plus  particulier  encore,  le  système  l>  cor- 
respondant à  certaines  solutions  de  (4)  peut  être  impossible  ou  en 
iii\  olution. 

2.  Occupons-nous  maintenant  d'appliquer  d'une  façon  générale 
les  résultats  de  la  deuxième  partie  du  tableau  de  discussion.   Form 

un  des  systèmes  «  '     que  l'on  doil  considérer  :  ndanl  de  r  et  de 

la   forme  des  équations     i    :    si    les    conditions    I»       ainsi    que 

s'expriment,  grâce  à  C  ,',  seulement  au  moyen  de  c,  y,  :  <it  de 

dérivées,  on  en  déduit  un  certain  système  en  z\  si  ce  système  n'est  pas 
impossible,   à   ses    solutions    correspondent    certaines    fonctions    z 

données  par  l'intégration   de  C     .Ce  système  peut  être  équivalent 

à  une  seule  équation  et  Ton  cherche  directement  le  sy  >  t  »'•  1 1 1  «  *  en  z'  cor- 
respondant,  qui  peut  également  se  réduire  à  une  équation.  Gela  ne 
suppose  rien  sur  le  résultat  de  la  première  partie  de  la  discussion  qui 
a  pu  procurer  une  équation  I  i  i  ou  n<»n.  Dans  le  cas  où  cette  équa- 
tion (4)  existe,  elle  peut  avoir  de  I  communes  avec  le  sys- 
tème (ou  l'équation)  en  z  nouvellement  obtenu;  à  ces  solutions 
correspondent,  outre  les  inl            -  trouvées  de  B''  (4),  des  intégr; 

singulières  de  ce  système,  données  par  l'intégration  de   I  ! 
(  '  )  Ou  d'un  système  I!    moins  général. 
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Remarque.  —  Jusqu'ici,  nous  avons  supposé  qu'au  cours  de  la  for- 
mation du  système  15"  ,  il  ne  s'était  présenté  aucune  équation  il 
pendante  <  moyennant  les  autres  relations  déjà  écrites    de  z     tde 
dérivées.  Supposons  que  nous  en  rencontrioiiMi  m-:  g 
continuer  la  réduction,  sur  les  équations  qui  restent,  comme  si  cette 
relation  était  identiquement  nulle;  admettons  qu'il  ne  s'en  |  résente 
plus  de  cette  sorte  jusqu'à  ce  que  nous  obtenions  un  système  :     qi 
trouve  sous  forme  régulière  ou  un  système  y"  donl  le  schéma  le  - 

Le  système  (3""  jouit  des  propriétés  d'un  système  r|i    moyennant 

certaines  de  ses  dérivées,  g'  =  o  et  certaines  de  ses  dérivées;  n 
nous  avons  remarqué  que  les  deux  dérivées  premières  de   g'      o  ne 
sont  pas  indépendantes  [moyennant  (2)  et  ses  dérivées  déjà  consi- 
dérées] et  nous  n'avons  à  conserver  qu'une  seule  des  dérivées  de  g  =0 
de  chaque  ordre.  Le  système  total  des  conditions  obtenues,  considéré 

comme  système  en  3,  jouit  des  propriétés  d'un  système  ^  et  il  peul  se 

faire  que  ce  système  soit  équivalent  à  une  seule  équation        .  I 
se  produit  si  les  deux  «''([nations  (1)  admettent,  quel  que  soit  s,  plu- 
sieurs directions  communes  de  caractéristiques  et  que  les   relal 
qu'on  déduit  de   A'  ne  contiennent    pas   les   lettres  accentuées;   on 
retrouve  un  résultat  que  Ton  pouvait  obtenir  directement  I    1. 

Les  transformations  dont  nous  venons  <lc  parler  jouissent  de 
priétés  que  nous  établirons  un  peu  plus  loin  relativemenl  à  des  trans- 
formations plus  générales. 

.">.   Exemple.  —  Une  classe  de  ces  transformations,  qui  a 
souvent  utilisée,  coi  respoqd  au  cas  où  l'une  (\r>  équations  1  1    ''-1  de  la 
forme 

ou  peut  toujours  admettre  que  l'autre  esl  simplement  une  équation 


i  '  1  Le  système  B   corn  spondanl  .1  une  solution  quelconque  de  celte  équation 
esl  d'un  m  il re  d'involutioi n  nul. 

t  '  1   i'inii  obtenii  cette  équation,  il  suffit  de  considi  rei  la  relation  du  moindre 

ordre  en  z  déduite  de  (A' ),  que  l'on  substitut  s  appelons  ei  I 

l'équation  en  s  qu'elle  représente;  celle  qu'on  déduit  d 
celle  là  et  de  certaines  de  ses  dérivées  pai 
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en  z, 

(6)  ®{x,  y,  z,  ....  /v0.Mj  =o; 

pour  que  les  relations  (5)  et  (6)  définissent  une  transformation,  il 
.suffit  que  l'élimination  de  z  conduise  à  une  seule  équation  en  s';  cela 
ne  se  produira  pas  en  général;  on  peut  se  proposer,  en  se  donnant  une 
forme  simple  de  la  l'onction  <p,  de  déterminer  les  équations  (6)  qui 
admettent  la  transformation  définie  par  z'  =  s. 
Si  l'on  prend 

*'=  h 
il  faut  que  (6)  soit  de  la  forme  (') 

(8)  rç  /•  .      • •  i       ;  i   i  .r)  +  ip(ar,  i  ,  7.  v,  /)  r=  o; 

ii  lui  correspond  alors  L'équation 

(8')      ,",,(, /)+/A^'  +  ^±  +  ^7  +  ~^s  +-JJ1  =  °> 

où  l'on  remplace  q  par  r  .  s  par  />'.  /  par  y  .  V  toute  solution  de  1  8  1 
correspond  une  solution  de  1  8'  1;  à  toute  solution  de  1  8  >  correspondent 
les  solutions  commune-*  à  -  et  à  (8  :  différents  cas  son I  à  envisager 
suivant  que 

9,  =  o,         c  ?i-  "  :  °<        'J.--  °; 

o,  —  O,  -  0,  -  <>, 

comme  il  résulte  de  la  discussion  de  deux  équations  du  premier  et  du 
deuxième  ordres. 

L'équation  1  8  1  n'admet  pas.  en  général,  la  transformation 

q'\ 

pour  qu'elle  l'admette,  il  faut  que  <j;  soit  linéaire  en  y  el  5;  l'équa- 
tion (8)  admet  alors  la  transformation 

(10)  z"—t. 

('  )    GoiRSAT,   IL,    |).   9-42. 
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Mais  l'équation  (S)  peut  fort  bien  admettre  la  transformation 
sans  être  de  la  forme  que  nous  venons  d'indiquer.  Ainsi,  considérons 
l'équation 


(") 


l  <Pi  I  c 


y  +  X,    ■    '«\*-JTV*>> 

V 


.r  +  x, 


«Pi  I  7 


v        \ 


:o; 


(10)  et  (i  i)  sont  deux  équations  du  deuxième  ordre  en  s,  formons  le 
système 


(  V> 


o, 


(fa?  dy 


l  —  - 


les  deux  équations  admettent  une  direction  commune  de  caractéris- 
tique; de  -j-  ■  =  o  on  déduit  une  équation  d'ordre  inférieur  à  3  :  elle 
est  du  premier  ordre  ;  supposons  que,  dans  g",  nous  avons  fail  /       z  . 


dy"'1'      y  +  X,  ^(y  +  x,)-' 
I  dy        du 


7    -i 


;(-.%! 


\ 


,-       \ 


—  7 


(y  +  X,)"        ^y         <>« 
en  se  servant  de  g  =  o,  il  vient 


y  +  x-A'    ;      \ 


y-t-X,       y       \ 

\,         ftp       d?1  [  i      /  \1 


(I  où  1  on  tire 


h       ,, 


\ 


-In       i        ■  /-.v")      '•• 


D'autre  part,  le  crochel  des  deux  équations    io  i  et  (il)  esl  équi« 


ô£)2  G.     CEI!  F. 

I  -    dr£  i  >     t        i 

valent  a  -—^  =  o,  c  est-a-dire  a 

rfy- 

i  clli 

(12)  s A r-  =  o  ; 

v  +  \  dy 

(12)  représente  une  équation  du  deuxième  ordre  en  z"  correspondant 
à  (1 1)  ;  formons  le  système  complètement  intégrable  équivalent  à  A 
qui  permet  de  déterminer  les  fonctions  s  correspondant  à  une  solu- 
tion z"  de  (12). 

(  A  )  est  équivalent  à 

1  k  =  o, 

(  lomme  —  _  o  ne  contient  pas  r,  on  en  déduit  une  équation  du 
premier  ordre  :  /  =  o, 

/  -         P  -"  a  n        X:i  ?»  /'  -X.  rf/l  _  0 

l  — ^     ©|  —  Il  r—    -+-    — r— 77 7 7—  —   O. 

(li\  1  esl  équivalent  à 

!/.  :  /  r 

dl 
-         O,  |=  _=0. 

Les  deux  équations  h  o  et  /=  ^sont  en  involution,  et  ;i  une  solu- 
tion de  (12) correspond- ni  en  général  des  solutions  de  |  1  1  l  dépendant 
d'une  constante  arbitraire. 

En   réalité,  à   l'équation   (11)   correspond   l'équation   obtenue  pai 

l  élimination  de  7  " ..   cnh e     -       0  '-t  — —       o. 

'         y  -}    \  dy  oj 

II  peut  se  faire  qu'en   tenanl  compte  de  1   \   .  ■  ~  —  o  ne  contienne 

pas  q  t~\"  Le  calcul  est  aisé;  on  trouve  que  o,  ne  doit  pas  con- 

tenir coite  expression  et  que  a>2  doit  être  de  la  forme 

x>jt£{"  -  yrr) +  ■■- •  "■ 

A  l'équation  en  z  correspond  alors  une  équation  du  premier  ordre 
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en  z",  à  toute  solution  de  laquelle  correspondent  les  solutions  du  sys- 
tème en  in  volutioïi  des  deux  équations  du  deuxième  ordre  (i  T  et    ro). 


Généralisation   du   problème   de   Backlund. 

i.  Nous  nous  proposons  de  déterminer  deux  surfaces  |  i  de 

telle  sorte  qu'il  soit  possible  d'établir  entre  elles  une  correspon- 
dance ponctuelle  satisfaisant  à  la  condition  qu'en  deux  points  corres- 
pondants M(#, y, z),  M'(  •/■',  ,v\  -'),  les  valeurs  de.r,  y,  ./•'.  y  ,  s,  r  el 
de  certaines  de  leurs  dérivées  soient  liées  par  quatre  relations  don  i 


(i3)     F,(  x,  r,  -,  . 


Po„ 


v'.  Z',  .  .  .,/>;,,„;)  =0  (î  ail,  2,  3  -I    j    . 


A  la  surface  (.v)  correspondent,  quand  elles  existent,  les  intég 
communes  à  deux  équations  aux  dérivées  partielles  obtenues  de  la 
façon  suivante  :  on  renfplacc,  dans  les  relations  (i3),  z  et  ses  dérn 
par  les  expressions  en  x  et  y  qui  définissent  la  surface  {s)\  d'une  fa<  on 
générale,  nous  indiquerons  le  résultalobtenu  par  une  telle  substitution 
en  surlignant  d'un  trait  le  symbole  représentant  les  expressions  ou  les 
relations  où  elle  a  été  effectuée  (');  on  élimine  x  et  y  entre  les  rela- 
tions (i3),  ce  qui  procure  les  deux  équa lions  annoncées  :  ©=o,  $'=o, 
sous  certaines  conditions  qui  doivent  être  respectées  par  les  relations 
que  l'on  introduit  par  la  suite. 

Nous  ne  pouvons  former  explicitement  le  système  (  \  |  comme  dans 
le  cas  des  deux  équations  '  [i),  mais  nous  avons  le  moyen  de  le  repré- 
senter implicitement.  Supposons  que  pour  éliminer  x  et  r.  nous 
calculions  au  moyen  de  F,  =  o,  Ka  =  o,  et  que  nousobtenions  s  <>  par 
l'élimination  de  x  et  y  entre  les  trois  premières  relations  i  i  .  <l>  =  o 
par  l'élimination  de  x  el  y  entre  les  deux  premières  el  la  dernière. 

Introduisons  la  nolation  ||  UJI,,^.^,  UA  représentant    le   résultat 
d'une  certaine  opération  effectuée  sur  l   . 


M 


1 


sh 

<l; 

tir 

dy 

,1  r 

dy 

d* 

d) 

dt    -jt,    Xa 


i'i   N"ii^  sui  ii-.n'i  <  i-  de  deux  traits  poui   indiquei    nue  l'opérali 
.i  été  effectuée  sur  l'autre  groupe  de  lettres 
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Si  ©,  /,  'j»  sont  trois  des  fonctions  F,,  par  exemple  F,,  r\.  F3,  nous 
écrirons  |  [  F,AJ  |,  2i. 

Les  difrérentielles  des  équations  ©'  =  o,  <1> '  =  o  par  rapport  aux 
arguments  qui  y  figurent  sont  données  par  les  relations  (i4)>  ou  l'on 
remplacera  x  et  y  par  les  expressions  calculées 


M     , 


dFj. 

Ox' 


ix  +  -r-;dj —  dz 

t)v  dz 


dF 


àFj    .         d)      ,  dFi   .  , 

I ,        —    i .    4-  —-dz' 
d  *  dy  <):■ 


àp\  , 

OVi 


I 


O. 


=  o; 


cela  nous  donne  le  moyen  de  calculer  la  dérivée  de  ©'  ou  <l>  ,  par 
rapport  à  l'un  quelconque  des  arguments  qui  y  figurent;  les  dérivées 
totales  de  o'  —  o  par  rapport  à  ./■'.  \    ^e  calculeront  au  moyen  des  sui- 

\antes  : 

.  \\,)\         dFi    .  OF 


i 

àp' 


p 


Les  dérivées  secondes  de  -.  =  o  se  calculeront  de  même  au  ni"\  en  des 
relations 

II'"'  lll       F„l        pj,=  0,  I     .  ',       ,     ,        ,      =0, 

el  ainsi  de  suite.  <  Mi  opère  de  semblable  façon  pour  M'  o  el  nous 
pouvons  écrire  un  système  de  relations  I".  qui  permet  d'exprimé] 
toutes  les  équations  qui  (igurenl  au  système  \  i,  el  puis  deux  rela- 
tions 11=  o.  k  :o,  qui  donnent  le  moyen  de  calculer  l>  -  o, 
|  o',  <F  |  =  o.  Supposons  que  II  =  o  ne  soit  pas  conséquence  algébrique 
de  F;  si,  des  I'  el  l\  o,  on  peut  déduire  une  relation  qui  ne 
contienne  aucune  des  lettres  accentuées,  on  obtient  une  équation  aux 
•  I '-rivées  partielles  en  -.  I  ...  \  toute  solution  de  cette  équation, 
pour  laquelle  \\  —  o  n'est  pas  conséquence  de  F,  correspondent  les 
solutions  d'un  système  A  complètement  intégrable;  si  II  =o  est 
conséquence  de  F',  ce  qui  ne  peut  se  produire  que  pour  des  intégrales 
particulières  de  U  =  o,  il  faut  opérer  une  réduction  du  système  l  A'), 
ce  qui  conduit  généralement  à  un  système  complètement  intégrable, 
comme  il  a  été  expliqué. 

Supposons  maintenant  que  11'  soit  conséquence  algébrique  de  F. 
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Désignons  par  H""  l'ensemble  des  relations  qui  permettent  rie  former 
les  conditions  D""  exprimant  que  les  deux  équation-  &'  o,  <!»'  =  o  ont 
r'  directions  communes  de  caractéristiques.  Mous  admettons  que  les 
H""'  sont  conséquences  algébriques  de  F,  mais  que  les  H"""H  ne  le  >ont 
pas  :  on  forme  alors  un  système  Y"",  tel  que  V""  permette  de  calculer 
le  système  C"",  de  schéma  B" ";  si  des  T'r'  et  K.'  =  o  on  peut  déduire 
une  relation  ne  contenant  aucune  des  lettres  accentuées,  on  en  tii  e  des 
conséquences  analogues  à  celles  qui  ont  été  exposées  pour  U  =  o.  (  >n 
peut  établir  ainsi  une  discussion  semblable  à  celle  qui  a  été  faite  sur 
les  équations  (i);  nous  allons  simplement  donner  des  exemples. 
Toutefois,  signalons  un  cas  analogue  à  celui  que  nous  avons  trouvé 
lors  de  cette  discussion  ;  il  peut  se  faire  que  du  -\  stème  I'  on  déduise 
plusieurs  relations  ne  contenant  pas  les  lettres  accentuées  ;  on  esl 
conduit  à  substituer  à  K'  =  o  une  relation  K[  =  o  d'ordre  moindre 
en  z,  d'où  il  peut  se  faire  que  l'on  déduise  une  équation  (  ,  =  o  à  une 
solution  de  laquelle  correspondent  en  général  des  surfaces  i  s  |  dépen- 
dant d'une  infinité  de  constantes  arbitraires. 

5.  Exemples.—    I.   Transformations  de  Bâcklund.       Soient 

(i5)  l'',(c,.v,  z,  p,  7;  ./■',  /,  -'.  //.  g')  =  o 

les  relations  de  définition. 

Nous  ne  voulons  pas  refaire  une  discussion  classique,  maïs  sim- 
plement montrer  que  les  transformations  trouvées  par  Clairin  corres- 
pondent au  cas  où  le  système  des  deux  équations 

q>'  =  o,        <l>'  =  o 


admet  une  solution  singulière,  et  établir  certains  calculs  dont  nous 
aurons  à  nous  servir.  Nous  nous  appuyons  sur  l'équivalence  entre  les 
deux  relations 

|[Fia]|i..,i     |[F/b]|, 

|[F,a]|i,w     |[F«]|m.4 


et 


dFt    <IV,     ..        ., 
il  1       dy 


L'existence  de  la  solution  singulière  pour  le  système  .       0,  $       0 

Journ.  de   iiath    (7*iérie)    i ■  ■  m <-  i  \ .        Kasc.  l\  t 
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correspondant  à  (s)  exige  la  compatibilité  des  équations    i  5    «-t     Ï6    : 


ôF/ 
àp'_ 

1.2,3 

0Fi 
dp' 

i .  > .  ; 

I  .  2  ,  :t 

dPS 

1,2,  ; 

1  ÔF             1] 

1.2.3 

1  1  <)V,           ôFt 
1  ÔF  ■  >'  JT 

i .  » .  : 

^v7       q  ~ôï 

1.2.3 

ÔY, 

ày 

1,2,1 

On  en  déduit  immédiatement  la  condition  connue 


ÔF 


ôa 


/' 


,  ôf,    dFt 


I         I]        OF, 


,):'        ÔY 


Ôz        ôp'      à'/' 


Si  cette  condition  ^st  satisfaite  [soit  identiquement,  soit  comme 
conséquence  de  (i5)],  les  oo1  éléments  de  (<?')  qui  corresp<  ndenl  à  un 
élémenl  déterminé  de  (e)  forment  un  bandeau  d'éléments  unis.  On 
peut  dans  ce  cas  remplacer  le  système  (i5  par  l'une  des  formes 
suivantes  obtenues  en  examinant  successivement  les  cas  où  des 
relation-  (i5)  on  peut  déduire  deux  ou  trois  indépendantes  de  p 
.'t  q'  : 


i 

ll.l- 

dF 


' 


\ 


I  .  ;  ... 

I  >.-./',  q 


q  )  =  o  ; 


dV, 

1  rfF, 

~ 

(  F,( 

s,  /'.  q)  =  o, 

1 

1 

( 

\ 

.  .  . ,  q  ' , 

Les  trois  premières  équations  de  chaque  groupe,  si  Ton  y  suppose 

ce,  y,  3,  />,  q   constants,    déterminent    une    Ma   (surface,    courbe   ou 
point). 


TRANSFORMATIONS    DES    ÉQUATIONS    AUX    DÉRIVÉES     PARTIELLES. 

II.  Plaçons-nous  maintenant  dans  le  cas  où  les  trois  premières 
relations  (i3)  ne  contiennent  que  les  coordonnées  des  éléments  du 
premier  ordre,  la  quatrième  relation  contenant  le>  coordonnées  des 
éléments  du  deuxième  ordre  : 


!■',(./■,  v,  s,  p,  q\  ./■  '.  y  .  z     p  .  7 


('7) 
(.8) 


I    F. 


) 


1     : 

Vl  c,  y,  s,  p,  </.  r,  s,  t\   i',   .      z',  //.  q',  r' .  s 


L'équation  "J  o  est  du  premier  ordre,  <I>'=o  est  du  deuxième 
ordre;  le  système  V  comprend  (17),  ©]a?=o,  [a>]r=o,  (18).  La 
relation  H'=o  est  ici 


Op 


(  19) 

la  relation 
est 

I        M, 


-\ 


df 


51 

7  j 


0 


r2X 


s|F, 

l>/' 


■a 


dr1 


K 


,)V, 

dp1 

1      1  . 1 ,  :i 

7TP 

r//  '        l      F„F1,V  \V')(I 


A 

,h 


-r-  +  M 


rfU 

,A 


(fr 


I  I        !    .     '. 

lit 


L,  M,  \  étant  linéaires  en  a,  [3,  y,  S  et  ne  contenant  pas  a  .  j  .  y  .  S'. 

Supposons  d'abord  que  <  [9)  ne  soit  pas  conséquence  algébrique  de 
(16),  (17)  et  (i 8)  et  qu'en  tenant  compte  de  ces  relations  011  pu 
faire  disparaître  a?',  ...  /'  de  (20);  soit   I    =0  la  relation  que  l'on 
obtient;   c'esl  une  équation  du  troisième  ordre  en  r:  à  toute  intégi 
(.v  »  (le  cette  équation,  pour  laquelle    19   n'est  pas  satisfaite,  coi 
pondent  des  surfaces  (s')  dépendant  de  deux  constantes  arbitrait 
si    i<)    est  vérifiée,  au  besoin  en  tenant  compte  de    16  ,  (17),  (18     à 
(.si  correspondent  en  général  des   surfaces  dépendant  de  moins  de 
deux  constantes  arbitraires. 

I  ,orsque  (19)  est  conséquence  algébrique  de  (17),  (18),  |  -  | 
|.|,    :  o,  on  forme  un  système  I'1    permettant  d'établir  C    dont  le 

schéma   est    I!',   en  adjoignant    par    exemple    l'équation      en    sup 
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àq 


+  » 


àp'. 

'  —  1,2,3 

dl) 

,1  r 

■+-  L  -r—,   —  M  -5-7 

U=F„F,.V  or  <" 


[dFT 
Vàp'_ 


dq' 


=  o. 


On  pourra  d'ailleurs  substituer  à  l'équation  (20)  la  suivante 


(22) 


-il 
dp 


ri  y 


<J/  or 


dp' 


Thj7 


Si  l'équation  (20),  ou  l'équation  (2  -    prime  grâce  a  1  17),  1  i«S), 

(16)  et  (21)  au  moyen  seulemenl  de  xt  y,  z  et' de  ses  dérivées,  on 
obtient  une  équation  (  ,  <»  du  troisième  ordre  en  r.  A  toute  inté- 
grale (s)  de  celle  équation,  pour  laquelle  le  calcul  de  /'  el  y  est 
possible  dans  B'  correspondent  des  surfaces  s  •  dépendant  d'une 
constante  arbitraire;  si  le  calcul  de  />  el  a  n'est  pas  possible,  il  lui 
correspond,  en  général,  un  nombre  fini  de  surfaces. 

La  relation  (19)  constitue  une  équation  ;m\  dérivées  partielles  pour 
V  si  l'on  suppose,  par  exemple,  que  F,,  I  .  I  sonl  donnés;  son  inté- 
gration est  immédiate,  en  particulier,  on  peut  supposer  «pie  p  ne 
figure  pas  dans  1  1  -  >,  ni  r  dans  1  [8  >.  <  >n  se  trouve  dans  le  cas  où  exi-t«' 
une  équation  I  o,  si  c,  )  :  y,  z\  c,  z  ne  figurent  pas  dan-  les  équa- 
tions (17)  et  (18);  on  se  trouve  dans  le  cas  où  existe  l'équation  I  ,  —  o 
lorsque  (19  )  étant  satisfaite  une  des  lettres  '  .  \  .  :  ne  figure  pas  dans 
les  quatre  relations  donn 

Nous  verrons  plus  loin  que  certaines  particularités  se  présentent  si 
les  trois  relations  1  17)  satisfont  à  des  conditions  que  nous  établirons; 
en  choisissant  alors  la  relation  (18)  convenablement,  nous  poursuivrons 
la  discussion  plus  avant . 


III.  Examinons  maintenant  ce  qui  se  présente  lorsque  parmi  les 
quatre  relations  (i3)  deux  sonl  d'ordre  m'  en  z',  les  deux  autres 
d'ordre  au  plus  égal  à  m  .  Attachons-nous  au  cas  particulier  où 
les  deux  équations  <p'      o,  <!>  —  o,  qui  sont  d'ordre  m',  ont  toutes  leurs 
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directions  de  caractéristiques  communes;  les  relations    23    sont  alors 
vérifiées  : 


(23) 


àp'm',0 


dFt 

dp'm,^A 

1.2,3 

àp'm'-rl,i 

1,2,4 

dn'o.,n' 

i.i.i 

àp'0  ,„ 

i,<,i 

elles  sont,  en  général,  équivalentes  à  celles  que  Ton  déduit  de    •->  ] 

s 

dFl     dFt       ()\\  <)F, 


(»4) 


(l.r         (ly         àp'm'fi 


àpô, 


Les  équations  de  T""'  qui  permettent  de  former  les  quatre  premièi  es 
du  système  C'"'  correspondant  à  tp'=  o,  <£' =  o,  s'obtiennent  en  adjoi- 
gnant à  [  i3)  les  relations  (25),  par  exemple, 


Elles  s'écrivent 

(  ,6 , 


flF, 

dp'0.,„' 

1,1.  ■; 

dFt 

_àp'0,m'_ 

1 .  i .  ! 

(  rlœ'  ) 

1  '» 

m 

1 

I..M 

1  dy'  ' 


i  'El 


. 


dFi     d\:        dF, 


dx      dy      <)/'„,„. 

dF,     dF,       dF  dFt 


d\ 
dx' 


'- 


dx      dj       ')/>„.„,         dy 
Il  en  résulte  que  les  relations  déduites  de  (27)  sont  vérifiées 

dF,  dFt 


r/ly       /dFt' 

(l.r  \dy' J       àp'm>,o  dp'; 


Pour  ( j  11  'à  toute  solution  de  l'équation  U  =  o.  à  supposer  qu'elle 
existe,  correspondent  deux    équations  ç       0,  <l>  —  o  admettant  m 
directions  communes  de  caractéristiques,  \\  est  donc  nécessaire  que 
les  relations  (27),  qui  ne  contiennent  pas  de  dérivées  ne  figurant  pas 
dans  (ri),  soient  conséquence  algébrique  de  ces  demie]  es. 


IV 


(    i  Si  la  relation  F/  est  d'ordre  in féri 1  m    en   ;',  il  faul   reui|d«ic< 


dF,       dF   .  dF 
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Supposons,  par  exemple,  m'--. :  2,  les  relations  1  doivent 
satisfaire  à  deux  conditions;  si  cela  se  produit  et  si  x',  y'  n'y  figurent 
pas,  les  (i3),  (26)  et  les  quatre  relations  du  troisième  ordre  en  z' 
qu'il  faut  y  ajouter  pour  former  Y-  permettent,  en  général,  de 
calculer  z',  p',  q,  /*',  .v',  /'.  a',  ï.  y',  S',  et,  en  portant  dans  K  =  o, 
on  obtient  une  équation  pour  déterminer  z\  à  une  solution  de  cette 
équation  correspondent,  en  général,  des  surfaces  (s)  dépendant  de 
deux  constantes  arbitraires. 

(>.  Il  peut  se  faire  que  des  relation-  (i3)  on  déduise  une  seule 
équation  pour  déterminer  z\  les  surfaces  (s')  qui  correspondent  aux 
solutions  de  cette  équation  sonl  intégrales  d'un  certain  système  que 
Ton  peut  obtenir  dans  certains  cas  en  permutant  le  rôle  des  deux 
groupes  de  lettres.  Il  arrive  que  ce  système  ne  comprenne  qu'une 
seule  équation  U'=o,  les  deux  équations  I  o  et  U'=o  se 
transforment  alors  l'une  dans  l'autre,  comme  il. résulte  des  calculs 
qui  y  ont  conduit.  Lorsqu'à  nue  solution  de  chaque  équation 
correspondent  des  solutions  de  l'autre  dépendant  d'un  nombre  fini  de 
constantes  arbitraires,  on  établit  facilement ,  en  calquant  la  démonstra- 
tion sur  celle  qu'a  donnée  M.  Goursal  dans  le  cas  des  transfor- 
mations de  Bâcklund,  que  les  caractéristiq  rrespondent 
sur  (s)  et  (V),  et  les  deux  équations  sont  de  même  ordre;  il  faut 
admettre,  simplement,  que  les  caractéristiques  des  deux  équations 
sont  simples  (2);  la  démonstration  s'applique  aux  caractéristiques 
multiple-  qui  jouissent  de  propriétés  appartenant  aux  caractéris- 
tiques simples,  ce  qui  n'arrive  pas  toujours 

Supposons,  maintenant,  qu'à  1  s  \  corresponde,  poui  déterminei 
un  système  d'ordre  d'involution  :.   .1   (s')   un   système  d'ordre 
on  constate,  en  prenant  quelques  précautions  supplémentaires,  qu'en 
général,  le  nombre  obtenu  en  ajoutant  p  à  l'ordre  de  I    =  o  est  égal 
à  celui  que  l'on  obtient  en  ajoutant  :  à  celui  de  I         o,  la     >rrespon- 
dance  existant  entre  les  caractéristiques  des  deux  équations  qui  ne  le 
sont  pas  pour  les  systèmes  en  involution  correspondant  soil  à 
soit  à  (s'  1. 

{l  )  <  ÎOI  RSAT,    IL.   p.     •<,!  . 

('-)  Goursat,  IL.  p,  3o2. 

(3)  Sannia,  yiem.  d.  /.'.  lecad.  d  Scienze  di  Torino,  ■'  série,  1.  \l.l\, 
nos  2  et  13. 
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Nous  allons,  maintenant,  signaler  «les  cas  importants  où  l'on  peut 
prévoir  l'existence  de  l'équation  U  =  o,  par  exemple.  >upposons  que 
les  deux  équations  <p'=o,  $'=0  déduites  d'une  surface  (s)  quel- 
conque soient  d'ordres  ///'et  M',  puis  que  le  système  (i3  |  admette  un 
groupe  continu  de  transformations  de  contact  de  l'espace  1 
d'ordre  ///'M'.  D'après  la  théorie  générale  de  l'existence  des  solutions 
d'un  système  différentiel,  il  existe  1  en  dehors  de  cas  exceptionnel-  1 
des  surfaces  (.9)  et  (5');  le  système  (A'),  déduit  d'une  telle  surface  1 
n'est  donc  pas  impossible;  or,  s'il  admet  une  solution,  il  en  admet  qui 
dépendent,  au  moins,  de  m'M'  constantes  arbitraires,  déduites  de 
celle-là  par  les  transformations  du  groupe  considéré;  donc,  en  général, 
la  relation  K  —  o  est  conséquence  de  T' =  o,  ce  qui  entraîne  que  l'on 
déduit  de  K/  =  o,  moyennant  f,  une  équation  U  =  o. 

Ceci  suppose,  naturellement,  que  11=  o  n'est  pas  conséquence 
de  F;  si  les  conditions  U''  sont  conséquences  de  V  sans  que  les  II  le 
soient,  si  les  relations  (i3)  admettent  un  groupe  de  l'espace  | 
dont  l'ordre  soit  égal  au  nombre  des  dérivées  paramétriques  du 
système  B''  déduit  dune  surface  (s)  quelconque,  on  en  déduit,  de 
même  qu'en  général  il  existe  une  équation  pour  déterminer»  s)  ('  >. 

[)nc  circonstance  particulièrement  simple,  où  s'applique  ce  «pie 
nous  venons  de  dire,  se  présente  lorsque  certaines  des  lettres  ,r ',  y ',  . . . 
ne  figurent  pas  dans  («3);  nous  en  avons  déjà  donné  des  exemples. 

7.  Revenons,  maintenant,  à  l'étude  des  systèmes  (i3)  satisfaisant 
aux  conditions  (27).  Si  m'  =  i,  d'après  ce  que  nous  avons  remarqué 
au  sujet  des  transformations  de  Bâcklund,  le  système  (i3)  est  équi- 
valent à  un  système  où  trois  relations,  quand  on  y  suppose  a \  r.  z  et 
ses  dérivées  constants,  représentent  ao2  éléments  supportés  par  nie- 
surface,  une  courbe  ou  un  point;  nous  reviendrons  sur  ce  cas  dans 
le  Chapitre  suivant. 

Si  m"^>  1,  on  aperçoit  immédiatement  que  des  relations l  1  1  »  on  en 
déduit  au  moins  une,  indépendante  des  dérivées  de  z  d  ordre  ///'; 
nous  n'avons  pas  à  envisager  le  cas  où  l'on  en  déduit  trois,  qui  nous 


(')  11  e-a   bien  entendu  que,  par  suite  il«'  décompositions  des  systèmes  consi 
dérés,  il  est  possible  qu'il  existe  d'autres  façons  de  d<  termina  r(s)  poui  répondre 
au  problème  de  Bâcklund . 
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sortirait  de  la  question  que  nous  nous  sommes  posée.   Envisageons 
séparément  les  cas  où  l'on  en  déduit  une,  puis  deux. 
Soit 


>8) 


l 


une  relation  donnée  d'ordre  m'—  1  en  s';  pour  satisfaire  aux  con- 
ditions (26)  nous  prenons,  comme  autres  relations  définissant  le  pro- 
blème  de  Backlund  posé, 


.., 


dF 

777' 


-/F 
7777 


les  parenthèses  ici  n'ayant  plus  d'objet,  puisqu'elles  ne  doivent  servir 
qu'à  écarter  les  dérivées  d'ordre  m' ■+■  1  en  z  :  la  quatrième  relation 
sera  prise  arbitrairement,  d'ordre  m  en  :  . 


(3o) 


\ 


Pour  trouver  le>  équations  „  =  o  et  <l>       o,  on  calculera  x,  y  au 

mo\ en  de  (29);  on  déduit  j  —  o  de  1  28  1  -'t  M»       <>  de  1   \o  \. 
Les  dérivées  de  ©'  =  o  se  calculent  au  moyen  de     11   . 


(3.) 


dV 


I 


Cela  suppose  que  la  relation    32    n'esl  pas  satisfaite, 

d1  F 


(32) 


d*  F 

777^ 

d*  F 


dxdy 

d-  F 
TTv7 


ce  qui  a  évidemment   lieu,   généralement.     Nous  allons,   du    reste, 
reprendre,  dans  un  instant,  l'étude  de  ce  qui   se   passe  lorsque  I 
constitue  la  quatrième  relation  de  définition  «1  que  (28)  est  du  pre- 
mier ordre  en  z  et  r  . 

Auparavant,  disons  un  mot  du  cas  où  deux  relations  données  sont 
d'ordre  ///'  -  1  en  z\ 

(33)  I  -O,  I 

On    satisfait    aux    relations    (26)    en    prenant,    comme    troisième 
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relation, 


(34) 


G  = 


7F,  dF, 

dx'  dy' 

//F.,  7F, 

il.r  dy' 


la  quatrième  relation  est  prise,  arbitrairement,  d'ordre  ///   en  :' .  Li  - 
surfaces  (s)  et  (Y)  correspondantes  satisfont  également  à 


7F,          7F,  7F, 

dy'          dx  dy 

'  ~dÏÏ1  =  =  7F7 

dx  dy 


7F, 
dy' 


Cela  suppose  que    35    n'est  pas  satisfaite, 


7F, 

7F, 

dx' 

77 

7G 

7G 

dx' 

dy' 

(35) 


Le  problème  défini  en  prenante  =  o  comme  quatrième  relation  est 
analogue  à  celui  que  nous  allons  traiter  maintenant. 


Application   aux  équations   du   troisième   ordre. 

8.  Nousnous  proposons  de  rechercher  s'il  est  possible  d'établir  entre 
deux  surfaces  (s)  et  (Y)  de  deux  espaces  (e)  et  (<?'),  à  trois  dimen- 
sions, une  correspondance  ponctuelle  définie  par  les  quatre  relations 

IF  (./■'.  v\  s',  />'.  q'\  x,y,  s,  />.  q)       o; 
£       F.,    :  p'F^r'F,,       S'F        o 


7  r 


/    F 


7-  F 

7- F 

7/7»  ' 

1 

1 

/,    d\ 

La  surface  (Y)  étant  donnée,  la  surface  |  s  >,  si  elle  existe,  sera  une 
intégrale  commune  à  deux  équations  du  premier  ordre,  obtenues  par 
L'élimination  <lc  x'  el  r  entre  les  relations  16  ;  c  el  y  seront 
calculés  par  la  dernière  de  ces  relations,  el  la  deuxième  ou  la 
i roi siè me.  I  ,es  dérivées  de  ces  équal  ions  du  premier  ordre  pai  rapport 

Journ.  dr  Math,  (  -;•  sérié),  i ■  w         i  use.  i\  •' 
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à  x  ely  s'obtiennent  au  moyen  des  relations  (37)  et  (38)  : 

dF 
(37) 


dx 
dF 


1   (IV 
cPF        d>F  d*F     rflF 


(38 


dx1  dy'  dx'  dx        dx'1  dj    dx 
d*F        d2F  d'Y     d-F 


dx'  dy'   dx  dj         dxn  d\    dj 
leur  crochet  par 

{6l-)]  dïdy\   '*? 


—  o, 


0; 


d-  Y 
dx'1 


F* 

•'dy'\z 


=  o, 


la  notation 


F  £ 


indiquant  <|ue  le  crochet  est  calculé  par  rapport 

aux  lettres  non  accentuées,  les  autres  étant  considérées  comme  repré- 
sentant des  constantes. 

Les  relations  0  =  0,  o'=  o  et  les  équations  1  III  H  '  1  par  : 


(4o) 


(40 


"  ; 


=  o 


(42) 


1  F, 

d'-  V     d\:„  _   ^_K  dF_p        d'- F     rfFy  _  (M_  dYq 
dx' dy'  dx'        dx'1   dj        dx  dy'  dx'        dx'1  dy' 

F  F 

d'-F     dFp        d^dY,,        d-Y      d\':        d'Y  dF. 
dx' dj     di  dx'1   (/\        dx' dy1    dx'        dx'1  dy* 

Fp  I  I 

d2 F     dFp        (£F^  dFp        d- F     d\Fx±pF.)  _  ^_F  d(  Fx-   />FZ) 
dx' dy'  dx'        dx'1   dy'      dx' dy'  dx'  dx'1  dy' 

I  I      h  q  F, 

d1  F      dFj,  _  dF_  dFj,        d'-F     d(F,  +  (/F._)  _    (TF_  d(F,-h(,Fz) 
d .1  •'-'   dj        d.i   dy'  dx'  dx'1 


—  o, 


./. 


Ceci  suppose,  à  la  fois,  que 

Wv    dW 

dx'1  dx'  d} 


d1F      d* F  ==(    d-F      dF,,        d-F  dT~p 

dx"  dx'  dy'  ^  °       '''         p  \  TT^dT1  77F  _  Tix^  77T 


(')  Notations  du  début  du  Chapitre  1. 
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Les  différents  cas  que  nous  avons  à  considérer  sont  les  sun  ants  : 

i°  Les  relations  (3b)  et  (3g)  sont  compatibles; 

a.  Elles  ne  le  sont  pas  avec  (4°;  *•  à  (V  )  correspondent  des  sur- 
faces (s) dépendant  d'une  constante  arbitraire;  elles  peuvent  admettre 
une  enveloppe; 

b.  Elles  le  sont  avec  (4o)  :  à  (V)  correspond  une  surf  ai 

2°  Les  relations  (3o),  (4°)  et  {~\~)  sont  compatibles  entre  elles, 
incompatibles  avec  tv4I)i 

a.  (39)  est  incompatible  avec  (3G y  :  à  (V)  correspond  une  sur- 
face (s),  il  peut  en  correspondre  une  autre  (3°); 

h.   (^9)  est  compatible  avec    ^3o)    :  une  infinité  de   surfaces 
dépendant  d'une  constante  arbitraire,  et  qui  admettent  une  enveloppe, 
correspondent  à  (Y). 

3°  (39)  étant  incompatible  avec  . 'î<>  ,  on  l'adjoint  .1  ces  dern 
relations,  l'élimination  de  x'  et  y'  entre  (3<i    et    5g    conduit  à  trois 
équations  du  premier  ordre,  dont  les  conditions  de  compatibilité 
réduisent  à  deux,  contenant  des  dérivées  du  quatrième  ordre  de  z  par 
rapport  à  x'  et  y' . 

De  là,  on  déduit  les  conséquences  suivantes  : 

En  général,  la  surface  {s')  devra  être  choisie  parmi  les  intégrales 
d'un  système  en  involution  de  deux  équations  du  quatrième  ordre; 
réciproquement,  à  une  solution  de  ce  système  on  pourra  faire  1 
respondre  une  surface  (s),  du  moins  si  les  conditions  restrictives  que 
nous  avons  rencontrées  sont  satisfaites. 

Supposons  qu'entre  les  relations  (36)  et  l  19)011  puisse  éliminei 
.r,  y,  -,  />,  0,  on  obtient  une  équation  du  troisième  ordre  W  o; 
pour  que  le  problème  soit  possible,  (s')  doit  en  être  une  intégrale; 
réciproquement,  à  toute  solution  de  -  ette  équation  correspondent,  en 
général,  des  surfaces  1  .v  i  dépendant  d'une  constante  arbitraire;  à  'les 
solutions  exceptionnelles  1  pour  lesquelles  S  <>,  S  £0)  n'en  ci 
respond  qu'une,  et  même  pas  du  tout  (comme  cela  peut  se  produire 
si  0       o).  Ce  cas  se  présente  s'il  ma  m  pie  /  ,  \  ou  3  dans  I 

Cherchons  maintenant  s'il  peut  se  faire  que,  pour  toute  sut 
à   laquelle  corresponde  quelque  surface  (s),  on  Be   trouve  dans  le 
cas  1  1",  In.  Il  faut,  pour  cela,  que  les  relations 
s.-  réduisent  à  cinq  relations  distinctes  seulement,  -•!  a  loi. s  l'élimination 
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de  x,  y,  z,  />,  q  entre  les  relations  (36)  et  (^7),  ou  bien  (36),  la 
première  des  (37)  et  (3())  conduit  à  une  équation  du  troisième  ordre 
en  ;  :  \\  =0;  à  toute  solution  de  cette  équation  correspond  une 
surface  (.?'),  du  moins  en  général. 

ri-  F 

L'élimination   de  ,  et  — -  entre  (36)   et  (3ç))   conduit   à  la 

relation 


(-13) 


,   dV_ 
'71? 


d¥p 

d.r' 


dV 

il  1 


dFp 
dy' 


'  dy'\z  dx'        l   y  dx'\z  dy' 


Pour  que  la  circonstance  envisagée  se  présente,  il  faut  donc  quel  1 3  I 
soit  conséquence  des  trois  premières  équations  (36),  et  cela  quels  que 
soient  /•',  s',  1 .  (  >n  obtient  donc  deux  relations  aux  déi  ivées  partielles 
auxquelles  doit  satisfaire  la  fonction  F;  il  suffit  du  reste  que  cela  ;iit 
lieu  en  tenant  compte  de  la  première  relation  (36  . 

En   particulier,   considérons  le  cas  où  la  relation  -1  consé- 

quence des  relations  (  36),  il  faut  pour  cela  que  les  suivantes  le  soient 
des  trois  premières  (36)  : 

<*lt        'Il 

d.v  d)       _  V „ 


dx 


1 
d) 


On  en  déduit,  en  remplaçant  1    et  /   en  fonction  de  s', 

1  F    F         1     1 


I  II  II 


1  ,       •    1       ly-tF.  +  ^iviF,,,, 

(F,  ..  •    ,     I       ,  I-,,  -htF...      i>V.j)Vr;, 

(F,,.   -r,-\::.,.)\-.r+(Vy+q'Vz-)\-\rp 
(l'.(/-     Y'  l;:7)l*7' -(l\  H     7'  F:)  IVv' 


Par  conséquent,  les  rapports  des  expressions  I  .  I  .  I  x  ■+- p  I". . 
F  .  4-  q'  \\  son!  fonctions  de  F,  a  .  i  .:,/>.'/.  >  .  k, -;  des  conditions 
d'involution  îles  trois  équations  du  premier  ordre  en  F  qui  expriment 
cette  propriété,  on  déduit  qu'il  en  esl  de  même  des  rapports  mutuels 
do  expressions  \:r  Fg .  I     .  F  .  I  _  .  doue  que  F  esl  de  la  forme 

I         «l»|  x\  \  '.  s',  />'.  7',   /',   1  .  ■■  .  s,  //.  7  )  |, 

la  vérification  est  immédiate.  <  iomme  cas  particulier,  on  |»<miI  signaler 
celui  où  p  ou  q  ne  figure  pas  dans  F. 
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Enfin,  occupons-nous  de  trouver  si  pour  toute  surface  i  s'  |  peuvent 
se  présenter  les  circonstances  qui  se  rencontrent  dan-  la   deuxième 
partie  de  la  discussion.  11  faut  pour  cela  que  les  relations  (  36 
et  (4 2)  se  réduisent  à  six  relations  distinctes,  seulement. 

L'élimination   de  -^.,  J        ,  entre  (39)  et  (42)  conduit  à  deux 

relations  obtenues  en  annulant  les  déterminants  du  troisième  01  dre  de 
la  matrice 

..      dl)     dl)  Il 

u      XJ     X7  =  °- 

CI.JL  ri  )         i]       il        I  oF    1 

L'élimination  de  /',  s',  t'  entre  ces  deux  relations  et  la  deuxième  et  la 
troisième  des '(36)  conduit  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
deuxième  ordre  en  F:K  =  o;  si  V  \  satisfait,  en  tenant  compte  au 
besoin  de  F  =  o,  les  relations  (36),  (Vjo),  (42)  se  réduisent  bien  à  six 
seulement.  L'élimination  de  ./•,  y, -, />,  y  entre  ces  six  relations  con- 
duit à  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre  en  z'  : 
W:l  =  o  à  toute  solution  de  laquelle  (pour  qui  o' y  o)  correspond 
une  surface  (s  ),  par  cinq  de  ces  six  relations  ;  mais  il  peut  m  outre  en 
correspondre  soit  une  autre,  soit  une  infinité  d'autres. 

Observons  que  pour  former  l'équation  K.  =  o,  à  laquelle  on  arrive 
pour  déterminer  F,  on  peut  procéder  de  la  manière  suivante  : 
supposons  que  /•',  .s',  /'  représentent  les  coordonnées  d'un  point  d'un 
espace  à  trois  dimensions;    les    relations  |  #o)  et  1  \i)  expriment, 

après  élimination  du  rapport  ,  ,      ,  :  -ru*  que  la  droit  ii  ouve 

sur  la  quadrique  dont  l'équation  esl 


rf»F 


dx  il  1 
d  I 


•  l 


df  dx 


dx  d^       d)  '  dy 


et  les  calculs  faits  précédemment  pour  trouver  K  o  expriment  que 
la  même  droite  (  V  )  est  situé.'  sur  la  quadrique  en  tenant  compte  des 
deuxième  et  troisième  relations  1  36  1;  en  exprimant  cela  directement, 
on  est  conduit  par  l'élimination  de  /'.  /',  /•,  /  à  une  relation  bilinéaire 
en  v'  et  .v  :  // , ss'  i  //..s'  ,  k,s  i<  .  o,  qui  doit  être  satisfaite  quel 
que  soit  .v  ;  le  premier  membre  doit,  par  conséquent,  se  décompo 
en  un  produit  de  deux  binômes  du  premier  degré,  l'un  en  s,  l'autre 
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en«';  c'est-à-dire  que 

l'\  /'2  —  I'  1  /'  '  1  =  °) 

on  obtient  ainsi  l'équation  K  =  o. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  peut  se  répéter  en  permutant  les  rôles 
des  lettres  accentuées  et  de  celles  qui  ne  le  sont  pas  ;  l'élimination  des 
lettres  accentuées  peut  aussi  conduire  à  une  seule  équation  W,  =  o, 
W2=oouW3  =  o.  Par  suite  de  la  symétrie  par  rapport  auv  deux 
groupes  de  lettres  des  calculs  qui  nous  ont  conduits  à  la  condi- 
tion K  =  o,  les  équations  W3  =  o  et  W'3  =  o  existent  en  même  temps, 
du  moins  en  général  et  les  intégrales  de  ces  deux  équations  se  corres- 
pondent, les  coordonnées  d'un  élément  du  premier  ordre  d'une  sur- 
face intégrale  de  l'une  s'exprimant  au  moyen  des  coordonnées  d'un 
élément  du  troisième  ordre  de  l'autre.  Lorsqu'il  existe  une  équa- 
tion W'(  =  o  ou  W'2  =  o,  il  lui  correspond  généralement  un  système 
de  deux  équations  du  quatrième  ordre  en  involution;  >"il  existe  éga- 
lement une  équation  W,  =  o  ou  W2=  o,  ses  intégrales  correspondent 
à  celles  W,  =  o  ou  W'2  =  o  suivant  une  correspondame  <x'.  -/:'». 
(00%  1),  (1,  oc'),  (1,  1  )  suivant  les  cas.  D'ailleurs,  les  équations  A/S  ,  =  0 
etW,=:()  ne  donnent  pas,  quand  elles  existent,  toutes  les  solutions 
du  problème;  il  se  produit  alors  une  décomposition  et  les  quatre  rela- 
tions (36)  permettent  d'établir  en  outre  une  correspondance  entre  les 
intégrales  de  deux  systèmes  du  quatrième  ordre  en  général,  l'un  de 
ces  systèmes,  ou  les  deux,  pouvant  être,  dans  certains  cas,  rempli 
par  une  équation  du  troisième  ordre. 

Les  équations  du  troisième  ordre  auxquelles  on  parvient  ainsi  ne 
sont  pas  des  équations  quelconques  :  W,  =  o  et  W,  =  o  admettent  un 
système  de  caractéristiques  du  second  ordre;  W  <>  admet  un 
système  de  caractéristiques  du  premier  ordre  :  cela  résulte  immédia- 
tement des  formules  qui  établissent  la  correspondance  entre  W,  =  o 
etW'8=  ... 

On  forme  aisément  des  exemples  de  transformations  entre  équa- 
tions à  indice  1  et  2  «mi  partant  d'une  fonction  I-  où  manquent  une  des 
lettres  de  chaque  groupe. 

Voici  un  exemple  de  transformation  entre  équations  à  indice  3. 

Remarquons  d'abord  «pie  si  la  relation  I        o  est  de  la  forme 

p'  -h  p  -(-  <t>(^',  }'  ■  s',  7  q)  =  ". 

les  calculs  que  nous  avons  faits  doivent  subir  une  légère  modilication, 
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au  lieu  de  (r\o)  et  (42)  nous  devons  considérer 


d}<b    '/«!>,. 


,1  <i>  ddf 


dx  dj  '  dx'        da  L    il  y 
d'-<J>     d(Qx-h  /;<£-)  _  d*®  d(<i>x-{- pi\>.) 
dx'  dy'  ' 


dx' 


,1  ,■ 


il  /■' 


"■ 


d2(j>      (/(<£,.+  y<i>-)  d2Q    '/(*rH-y<&3)  _ 

<l •'  ilv'  dx'  dl71  dy'  ~~  °' 

et  la  condition  à  laquelle  doit  satisfaire  $  s'obtient  en  éliminant  s'  et  /' 
entre 


dx' 


<•«    d{**îJ*'> +«•«+,•«) 


da 


(  CJÎ1 
\  dy' 


<•«    d-^^+n*^p*.q. 


dy' 
d(&}  -4-  <i<ï>z) 

~7ÏT' 


s     «!•  g  «|.      | 


d'où,  finalement, 


'/Ml>r-t- y<l>-) 
dy' 


+  t'(<l>,  q<b 


U 


I  —  )     ((JR\  1 

\dx'J        \dy'  )   Io=F,,FJH-pF„Fy+9F, 


On  vérifie  immédiatement  que  cette  relation   est  vérifiée  si   Ton 
prend 

(44)  p'  +  p'  +  ?i(*>  -r'>  />  ?')  +  <p«(»'i  •''.  7.  7)  =  °. 

car  le  déterminant  suivant  est  nul  : 

P<PjSx'+  r  Vu'x    pyux'  +  q'  '--   1     /' 

7  -,  1      r  -  ■     7?i.->'  +  7'  <P««'j     y 
/>'  v 

En  général,  la  relation  (  f4)  définit  donc  une  transformation  entre 
deux  équations  W8  =  o  el  \\  o;  en  outre,  elle  en  définit  une  entre 
deux  systèmes  du  quatrième  ordre'.  Mais  bien  des  0.1s  particuliers 
peuvent  se  présenter  sur  cel  exemple.  Si  c  seul  ae  figure  pas  dans 
on  ne  peul  former  une  équation  W  o;  on  obtient  deux  équations, 
en  général  incompatibles  :  aux  surfaces  intégrales  de  W  -  0  ne  cor 
respondent  pas  des  surfaces  de  1  >■'  )\  toutefois,  il  existe  une  équation 
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W  \  =  o,  à  laquelle  correspond  un  système  du  quatrième  ordre;  si  q 
seul  ne  figure  pas,  alors  on  peut  former  W'3  =  o,  et  en  plus  une  équa- 
tion W2  =  o  ;  W'j  =  o  correspond  à  W3  =  o,  W2  =  o  à  un  système  du 
quatrième  ordre.  En  supposant  en  plus  qu'une  des  lettres  accentuées 
manque,  on  en  tire  des  conséquences  évidentes. 

Sur  cet  exemple  particulier  on  s'aperçoit  de  la  multiplicité  des  cas 
qui  peuvent  se  présenter.  D'ailleurs,  dans  la  discussion  générale,  nous 
ne  nous  sommes  occupés  que  des  circonstances  les  plus  importantes; 
les  relations  (36)  peuvent  conduire  à  des  équations  du  second  ordre; 
le  cas  le  plus  intéressant  sera  examiné  plus  loin,  c'est  celui  où//  et  q' , 
par  exemple,  ne  figurent  pas  dan-*  I  . 

Remarque.  —  En  nous  servant  des  calculs  que  nous  venons  de  pré- 
senter pour  les  équations  (36),  on  constate  qu'une  théorie  analogue 
peut  s'établir  en  partant  d'une  relation 

I         ,/,  z',  //,  7'.    r,   t.  -,  7.  s,  t)  =  o; 

en  particulier,  si  p'  ne  figure  pas  dans  F  et  si  F  satisfait  à  une  condi- 
tion analogue  à  Iv  —  o,  la  relation  F  =  o  définit  une  transformation 
entre  deux  équations  du  quatrième  ordre. 

* 
CHAPITRE  III. 

11;    UNI     CLASSI     PARTICULIER!     DE    rRANSFORMATlONS 

1.  Vers  la  fin  du  Chapitre  précédent  nous  avons  été  conduits  à 
considérer  des  systèmes  de  quatre  relations  dont  trois 

(0  I  ■      f  ■  7  ■    '-   > Po,n-l)  =  0 

déterminent  les  ce2  éléments  supportés  par  une  sui  lace,  une  courbe  ou 
un  point  de  l'espace  (e')  quand  on  y  suppose  que  /  .  >  .  r  et  ses  déril 
sont  constants.  Cela  revient  à  supposer  que  les  deux  relations  repré- 
sentées par (2) 

|  d]  ,»)\:,     dFi  ÔF      <)\       dl 


<),'    '   P   ôz'      <Jy'    hV   Oz'      dp'      dqx 


12  j 

sont  satisfaites,  soit  identiquement,  soit  comme  conséquence  de  (1). 
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A  une  surface  (.y'),  les  relations  (i)  font  correspondre  les  intégrales 
d'une  équation  aux  dérivées  partielles  d'ordre  n—ien  z  :  ©n  ,  =  o 
obtenue  par  l'élimination  de  x',y'  entre  les  relation*     i    .à  condition 

que  les  relations  (3) 

fil' }         <l\:.         dF3 
dx'         'li-'  dx' 


rfF, 

dy> 


d¥t 

dy 


dy 


ne  soient  pas  conséquences  de  (  i)  ;  par  exemple,  x  et/'  sont  calculés 
par  les  relations  F2=  o,  r,=  o.  Les  dérivées  de  <pn_,  =  o  par  rapport 
à  x  et  ky  se  calculent  au  moyen  de  (4)  : 


<'.) 


dFt 

dx 


=  o, 


\dy 


o, 


en  représentant  par  j  -r—    le  déterminant  dont  une  colonne  est  formée 

,     dV  *    d¥«    dF  >   ||  ,  ,   , 

de  -j—  »  —r- >  —r->  les  deux  autres  colonnes  appartenant  a  la  matrice  uni 
dx     dx     dx  r  l  ' 

figure  dans  le  premier  membre  de  (2).  Dans  (4)  ne  figurent  que  a?',  r  , 

s',  //,  (f  et  non  les  dérivées  secondes  de  z' ';   les  dérivées  secondes 

de  ©„   ,  =  o  s'obtiennent  au  moyen  de 


d\]      dU     dU 
dx1     il  \       dx 


1. 

1  ,1 

,rfl  1 

!  dx  \ 

0, 

dâ?    77 

777 

l/\ 

rfU 

d\ 

dx1 

<*/ 

dy 

1 

1    1    ■■' 
1    '    — 

I     I    I 


/..  I 


où  figurent  les  dérivées  secondes  de  z'  et  les  dérivées  de  s  d'ordre  //  -f-  1  ; 


on  calcule  de  môme  les  dérivées  successives  de 


o  :  ses  //  -+-  1 
dérivées  de  c'  d'oi  dre  //  el 


dérivées  d'ordre  h  contiennent  les  h  - 
les  dérivées  de  z  jusqu'à  l'ordre  n   f-  h. 

Admettons  <[ue  les  relations  (1  )  et  (  1)  permettent  de  calculer  '  .  \  . 
z',  p ,  q\  on  peut  les  exprimer  alors  par  des  fonctions  de  1 ,  )  ,  5  el  de 
ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  qui  vérifient  la  relation 

dz'-     />    il  r  /'    /1  ' 

si  l'on  suppose  que  a?,  y,  z p9nson\  les  coordonnées  des  o1  élé- 
ments d'ordre  //  d'une  surface  quelconque  1  *>  1;  cela  résulte  des  rela- 
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tiens 


'//'  tfy  ^/  f>j'    y         ()z  <)[>'     '  dq'     7 


d'où  Ton  déduit,  grâce  à  (2)  et  (4), 

—  p'dx'—q'dj') 


dF,     d?i     dFi 

dz'      dp'      à'/' 


=.  o. 


Le  déterminant  est  différent  de  zéro,  en  général,  sans  quoi  des 
relations  (1)  on  en  déduirait  une  autre  ne  contenant  que  a-,  y,  r,  />,  q, 
ce  que  nous  excluons.  D'ailleurs,  à  (s)  correspond  généralement  une 
surface,  ou  alors  une  courbe  ou  un  point.  Lorsqu'il  lui  correspond  une 
surface,  les  dérivées  secondes  r',  s  ,  ('  se  calculent  par  des  relations  (5) 
qui  permettent  d'exprimer,  en  général,  /•',  s  ,  t  au  moyen  de  /  .  y,  z 
et  de  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  -+■  1,  et  l'on  prolonge  les  formules 
de  la  transformation  de  telle  façon  que  les  dérivées  d'ordre  h  de  z' 
s'expriment  au  moyen  de  x,  v,  r  et  do  se-  dérivées  jusqu'à  Tordre  n-hh. 
\  deux  surfaces  (s)  ayant  un  contact  d'ordre  (n)  correspondent  deux 
surfaces  (S)  qui  sont  tangentes. 

lîovenons  au  système  de  quatre  relations  :  la  quatrième  peul  toujours 
être  remplacée  par  une  autre  qui  soil  indépendante  i\<'^  lettres  non 
accentuées  el  qui  constitue  une  équation  aux  dérivées  partielles  «mi  r  : 
V  =  o.  Le  problème  revient  à  chercher  ce  qui  correspond  à  cette 
équation  par  la  transformation  définie  par  les  relations  1  1  ».  L'appli- 
cation des  résultats  généraux  que  nous  avons  établis  permet  de 
trouver  A<>>  cas  où  il  lui  correspond  une  seule  équation  :  la  plupart  des 
transformations  connues  peuvent  se  définir  de  cette  manière;  nous 
donnerons  sur  un  exemple  un  moyen  facile  d'en  construire  d'autres; 
puis  la  considération  des  cas  singuliers  des  transformations  (1)  nous 
conduira  à  de  nouveaux  résultat-. 

*2.  Nous  allons  d'abord  exposer  quelques  propriétés  générales  des 
transformations  1  1  ).  Bâcklund  les  a  trouvées  (  '  )  en  recherchant  s'il  est 
possible  de  faire  correspondre  à  une  surface  quelconque  (.ç)de  (e)  une 
surface  (V)  de  (V),  de  telle  sorte  qu'à  deux  surfaces  de  1  avant  en 
commun  un  élément  d'ordre  n  correspondent  deux  surfaces  de  (  i    1 

(')   Bâcklund,    Malli    Ann.,  1.  IV  \l  ei  Mil. 
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ayanten  commun  un  élément  du  premier  ordre.  (  lela  conduit  à  trouvei 

des  fonctions  a/, y',  z',  //,  y' de  x,  y,  z,  ...,  pon  satisfaisanl  à  l'équation 
;mx  différentielles  totales 

(6  l  dz'  —  />'  '//■'  —  </'  dy'  —  >  |  dz  —  pH  da 

i = n  —  1 ,  /'  =  n — 1 

—         2à         '    '  ''''    ~  *'         '  '  " 

i  —  o,  /  =  o 

Par  une  méthode  analogue  à  celle  qu'on  emploie  pour  détermine] 
les  transformations  de  contact  ('),  on  est  amené  à  définir  les  transfoi - 
mations  cherchées  par  des  relations  telles  que  <  i  .  Nous  ne  nous  occu- 
perons par  la  suite  que  du  cas  où  ces  relations  définissenl  une  surface 
de  (e  )  quand  on  y  suppose  x, y,  z,  . . .,  p0t„  constants,  c'est-à-dire  des 
transformations  définies  par  une  seule  équation  direct]  ii 

à  laquelle  on  associe  les  suivantes  : 


(8) 


(9) 


Tx   zV*=P» 

\'z+l>  ,ol 

*.+• 

•■  +  /' 

F,. 

1         Pu  P 

*.+■■ 

••    /'.-l.l 

F,. 

pl.n    ■    I 

1 


3?  w-..=... 


On  lui'  .?•',  k',  ~  de  (7)  et  (8);  cela  esl  possible,  à  moins  que  l'équa- 
tion (7  ),  où  l'on  suppose  x',y,  z'  constants, ne  soit  int<  grale  intermé 
diaire  d'une  équation  d'ordre  //,  cas  que  nous  écartons;  on  obtient 
ensuite  />'  <it  a'  au   moyen  de  (9).   Les  expressions  aini 
jouissent    de    propriétés    remarquables    que    nous    ne    faisons    que 
signaler  (  ■  >. 

La   transformation  ainsi  définie  s'interprète   géométriquement  de 


(l)    Voit .  par  exemple,  '  îoi  rsai    t.  I,  p.  aS 

Les  résultats  généraux  que  nous  démontrero 
mations  définies  par  deux  ou  trois  équations  dire»  ti  i< 

I'.  M  KM   Ml      i0C.    Cit. 
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la  façon  suivante  :  à  un  élément  d'ordre  //  —  i  de  (e),  nous  faisons 
correspondre  par  la  relation  (7)  une  surface  CL)  de  (V);  pour  trouver 
la  surface  (V)  correspondant  à  une  surface  (s)  de  (e),  nous  prenons 
l'enveloppe  des  surfaces  (2)  correspondant  aux  ce2  éléments  d'ordre 
n  —  1  de  (.s);  on  obtient  bien  en  général  une  surface  (s  >.  mais  la 
théorie  des  enveloppes  nous  fait  prévoir  des  exceptions;  elles  se  pro- 
duisent si  la  relation    10  , 

d-  F         <P  F 

di  F 


(ro) 


ofcc  <7v 


777^ 


=  0, 


est  compatible  avec  (7)  et  (8).  Par  l'élimination  de  ./■  ,  \  .  s'  entre  (7), 
(8)  et  (10),  on  obtient  une  équation  (en  général)  d'ordre  n  -+-  1  dont 
les  intégrales  se  comportent  d'une  manière  singulière  dans  la  transfor- 
mation. Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ce  point. 

Pour  obtenir  l'équation  ©„_<  =  o  correspondant  à  une  surface  (  s'  ). 
nous  calculons  a?',  y'  par  les  relations  9  .  ce  qui  nous  conduit  à 
supposer  que  A  -=f=  o  et  par  suite  V  ^  o  : 


d1  F 

rf1  F 

rl.r'- 

//./  ■'  dy 

(r-  F 

d-  F 

da-'dy' 

d-  F 

rf1  F 

de'  dx 

r/  /    //) 

d}  F 

rfJ  F 

•h  '  dy 


les  dérivées  de  cette  équation  s'expriment  au  moyen  de  (11).  Le  cas 
exceptionnel  1  =  o  sera  examiné  en  même  temps  que  celui  qui  vient 
d'être  signalé. 
Exemples  : 

,»      (,r'_.r)2.+.  ( y_  yy  +  (-/_  zy_f(px<+  qy'—z',   ,  .   y  .  :.  />.</.  ...)  =  o. 

A  un  élément  d'ordre  n,  on  fait  correspondre  une  surface  de  révo- 
lution admettant  pour  axe  la  normale  à  l'élément.  En  deux  point- 
correspondants  des  surfaces  (s)  et  (s'),  les  normales  sont  concou- 
rantes. 
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2°  En  particulier,  supposons  que /ne  contienne  pas  px'-hqy*  —  z'\ 
les  surfaces  (2)  sont  des  sphères;  à  un  point  ///  de  (*)  correspondent 
deux  points  de  (Y)  sur  la  sphère  (2)  correspondant  à  m. 

3"  (x1—  a)2+(/-  by+(z'—  c)'-  —  R»; 

a,  b,  c,  R  étant  fonctions  de  p,  q,  x-\-pz,  y  -+-  qz  :  à  toute  droite 
de  (<?),  on  fait  correspondre  une  sphère,  et  cette  sphère,  dans  la  trans- 
formation, correspond  à  chacun  des  éléments  de  la  file  déterminée  par 
la  droite.  A  une  surface  (V)  correspond  une  équation  du  premiei 
ordre  qui  admet  comme  transformation  infinitésimale  de  contact  la 
dilation.  Si  la  correspondance  entre  droites  et  sphères  est  telle  qu'à 
deux  droites  concourantes  correspondent  deux  sphères  tangentes,  aux 
lignes  de  courbure  de  (s)  correspondent  les  lignes  principales  de  la 
congruence  de  sphères  sur  (s1). 

Calcul  des  dérivées  secondes.  —  Les  équations  <  9)  et  (  8  1  donnent, 
par  différentiation  : 


(11) 


(.2) 


rf*F      ,   ,         rf2F      .  ,         d*F      ,  cP¥      , 

as*  dx  +  dxW  y  +  cûdœ-dx+  dj-dïdy=0> 

rf'F      .  rf'-F      ,  rf*F     ,  rf'F     , 

'dx  +      77771     '<>'  -+■  7777777 'A/' +  -77T-77',r  =  °' 


dx  il  1  dy'*  il \  '  1I.1  il \  '  il  1 

<IY      ,  iTV      ,  d*F    ,  I  '      . 

i  '7  '    +  7777777.  dy  ■+"     7777  rf*  +  7777777  rf/  =  °» 


dx'  dx  dj    dx  dx  '  dx  dj 

d*F      ,   ,         <TV      ,  d2¥     ,  ifV     , 

dx' +    .  ,   ,    dy  -\ — : — —  dx -\-     -— -    </\ 


dx'  (I  v  il  y'  il  \  dx  il  \  dj  * 


En  ne  considérant  que  des  transformations  de  surfaces,  l'élimination 
de  dx',  dy'  entre (  1  1  >et(i2),  puis  de  dx,dy  entre  les  mêmes  relations, 
conduit  à  deux  groupes  de  trois  foi  mules,  équivalentes  puisque  ^~     •>  : 

/  <i-v  y-  ^/jr         ii*  v     d- 1      ,r-  r  \  1 

*~\dx'dx)   dy11  ~  ''  dx' dx  dy1  dx  dx1  dy1  ^  ' 


,/t  ii  1       rf*F    iiv 


(i3) 


,/./,/>  //./•'</.!■  dx1  dy  dy'* 

/   ./-F       ./  I  ./  I  1  ■   l  lll 

1  dx  ,l  -  d~j   J) 

il  \  ,r\  /iii  11 

dj  *  da   -h  '   dj 
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d*F     ,       cPF  (    tf2F    \s  d'Y       d*F       d'Y 


è- 


dx'-  '/r-  \dx'  dx  )  dx  dy  dx'  dx  dx'  d) 


oPF     .      d-Y    rf2F       rf2F  r/2F   /   rf*F      rf*F  rf*F 

o  — 


(•4) 


rf*F  /  ^/2r  y 

y'dyj 


dx' dy'  dy*  dx' dx  dy' dx       dx  dy\dx' dx  dx' dy       '/y' dx  dy 

d-  Y      d1  Y       d*-  Y 
dx-  dx  dy  dy'  dy 


dx1  \'/i    dy 


dy'2         ~  dy*\dy'dx)  dx  dy  dy' dx  dy' dy 


ou 


—      /  '  F     -       '  ! 

<l,r"-  dx  L 

Les  relations  (r3)  permettent  d'exprimer  les  trois  dérivées  secondes 
de  l'équation  yn—t  =  o.  A  ces  résultats  * j n i  se  trouvent  dans  Backlund 
ou  s'en  déduisent  immédiatement,  nous  ajoutons  les  considérations 
suivantes. 


3.   En  général,  à  deux  surfaces  de  <  e  |  ayant  le  Ion ^  d'une 

courbe  (c)  un  contact  d'ordre  //  correspondent  deux  surfaces  l  s\  i, 
ayant  le  long  d'une  courbe  i  c')  un  contact  du  premier  ordre:  mais 
peut-il  se  faire  que  le  contact  des  surfaces  (s\),  (s'2)  soit  d'un  ordre 
supérieur? 

Cette  question  est  liée  à  la  suivante  :  si  le  long  de  la  même  courbe  (c), 
la  surface  (s,)  a  seulement  un  contact  d'ordre  n  —  i,  avec  une  sur- 
face (s3),  on  ne  peut,  en  général,  rien  en  conclure  pour  les  sur- 
faces (st  i  ci  i  Vj);  nous  allons  voir  que  si  la  courbe  i  c  i  esl  convena- 
blement choisie,  les  deux  surfaces  I  s\  I  et  <  s\  )  sont  tangentes  le  long 
d'une  courbe  qui  est  la  courbe  (c  l  précédemment  considérée,  et 
qu'alors  les  deux  surfaces  (Y,)  et  (s'a)  admettent  le  long  de  cette  même 
courbe  un  contact  du  second  ordre. 

Etant  donnée  la  surface  sn  la  surface  s\  correspondante  permet  d'y 
déterminer  une  famille  de  courbes,  qui  sont  les  caractéristiques  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles  cp„_,  =  o  à  laquelle  correspond  s\ 
parla  transformation:  soient  (y)  ces  courbes;  pour  que  la  propriété 
énoncée  soit  satisfaite,  il  faut  et  il  suffit  que  la  courbe  (c)  soit  une 
courbe  (y).    Rappelons  que   les   courbes   (y)   sont    définies    par  les 
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équations  suivantes  (i5j  (')  : 

i  F  =  o,         dz  =  i>\q(I.c  -i  /Vi'/'i         ^y      "/'//. 
(i5)  )      dptk=Pi+ukdx  + Pi,k+\dy        {i      /■     » 

(    G  =  ().  H  =  O, 

OÙ 

G  =  f^V/.r +  £.,,_,  ().)'//;„    ,..,  +  ...+  (—  i)»-*A,  (À  )'//',.„     . 

O  =  A  (A)  =  !-„„_,. „/«-•  +  ...+  (_!  )«-  '  |- ,,„  „     „ 

A,  (X)=  1>„_,,0À"-Î  +  .  • .  +  (-  O^Fpi,™-*, 

A»_2  (  A  )  =  F^    1,0  A —  Ppra-î,U 

A»— |  (  'l  )  —   I'  /)/;-    1,0' 

Ceci  posé,  considérons  une  courbe  (c)  quelconque  sur  (.y);  le  long 
de  cette  courbe  a?, y,  z,  .  ..,)oore_,  sont  certaines  fonctions  d'un  para- 
mètre p;  on  définit  ainsi  un  bandeau  d'ordre  n  —  i  ;  le  long  de  (c), 
/Vo>  -••iPo.n  sont  fonctions  de  p;  il  suffit  de  connaître  p0 „,  soil  /<' 
pour  en  déduire  />,'0,  ...,  /?,'.„_,;  sur  une  surface  (s,)  admettant 
avec  (•?,),  le  long  de  (c),  un  contact  d'ordre  //  —  i  et  non  supérieur, 
le  long  de  cette  courbe  ./;,  y,  z,  . . .,  ^y0„  sont  les  mêmes  fonctions  de  p 
que  sur  .v,,  ...,  p0n  est  une  fonction  de  p  différente  de  />,!,„:/>,?„,  de 
laquelle  on  déduit  de  la  même  façon  />;)„,  . ..,  /?i'„_,.  Sur  <  s\  )  il  corres- 
pond à  (c)  une  courbe  (c't);  le  long  de  cette  courbe,  ■*',)'',  -  sont  des 
fonctions  de  p  obtenues  par  les  relations  (7)  et  (8)  où  fou  a  substi- 
tué à  a?,  y,  z,  ...,/>„„  les  fonctions  de  p  dont  nous  venons  de  parler; 
p'  et  ^'  s'obtiennent  ensuite  par  (9),  les  équations  (8  >  donnent 


(■<>: 


H  +  A'o.njc—  0"    l '■'/.„  :(  'j;.)"     +—-»-  +  1  .  ■■■      " 


Ces  deux  relations  se  réduisent  à  une  seule,  car  rfF      0.  De  même, 

sur  (.v',)  correspond  à  (c)  une  courbe  (  ca  )  qu'on  obtient  d'une  manière 

(')  Goursat,  Équations  du  deuxième  ordre,  1.  Il,  p.  3oo, 
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analogue;  il  suffit  de  remplacer,  dans  les  équations  (iGj,  />'„  par/' 
et  il  est  bien  clair  que  les  deux  courbes  (c\)  et(c'3)  ne  peuvent  coïn- 
cider, puisque  pl„  ■=/=  pln,  que  si  l'expression  entre  J   !  est  nulle;  les 
valeurs  de  p'  et  q'  le  long  de  cette  courbe  sont  alors  les  mêmes.  Le 
deuxième  point  se  trouve  ainsi  démontré. 

D'ailleurs,  le  long  de  (c'),  les  valeurs  de  r',  s',  l'  seront,  en  général, 
différentes  pour  les  deux  surfaces  st  ets3;  reportons-nous  pour  nous 
en  assurer  aux  formules  (14).  Le  second  membre  de  ces  relations 
dépend  des  dérivées  de  z  d'ordre  «  +  i;  le  long  de  (c),  ces  dérh  ées 
s'expriment  au  moyen  de  p0n+i  et  de  dp„0,  ....  dp  .  c'est-à-dire 
dedp,,,  et  d* pn_10,  ...,-</-/>„„..,. 

Le  second  membre  de  la  première  relation  s'écrit 


.((^L^^èJ^Vtei  1  ,k, 


dx  J 
il  1  il  1  h    Irili  ih   dx  dx'dy         dx 

En  général,  K,  dépend  de  />  et  dp  ...  cependant  il  peut  se  faire 
qu'il  n'en  dépende  pas,  <!«'  même  que  les  expressions  analogues 
construites  avec  les  deux  autres  formules  :  on  en  .1  un  exemple  dans 
les  transformations  !>,. 

Retournons  maintenant  à  la  première  question  posée  :  les  deux 
surfaces  (s,  )  et  (s2)  ont  le  long  d'une  courbe  |  c  1  un  contact  d'ordi  r  />  : 
en  raisonnant  comme  nous  venons  de  le  faire,  on  constate  que  les 
deux  surfaces  (s\  |  el  (s'„)  onl  un  contact  du  deuxième  ordre  si  l'une 

des  expressions  qui  mulliplienl  /> ,  est  nulle,  ainsi  qu'une  de  celles 

que  l'on  déduit  des  autres  formules.  <  Mi  obtient  une  solution  si  la 
courbe  (c)  est  une  courbe  (y).  Pour  qu'il  \  en  eûl  une  autre,  il  fau- 
drait (jue  les  relation- 

/    d*F    y  d-Y       d'Y    dy        /  rf»F   y  fd 

\dx'dx)    ""2  dx'  dx  dx'  dy  dx    h\dx'dyj    \o 

Y        d-Y  ,     d*F        d-Y  d-Y        d-Y        dv 

dx' dx  dy' dx  dx' dx  dy' dy    '    dx'dy  dy' dx  '  dx 

d'Y       d'Y    ,  dy 

i~d~v  dydj\dx) 

ilY    y-  rf'F  dy        ,     d  I       k«  (dy\* 


dy' da  dj  da    dj   dj    dx        \dy'  dy )    \dx  J 
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fussent  compatibles,  ce   <jui   entraînerait  v*  =  o;  la  surface  («,) 
quelconque,  nous  avons,  pour  le  moment,  exclu  le  cas  où  elle  esl  inté- 
grale de  l'équation  du  nii!me  ordre  en  "  que  l'on  déduit  de  V 
points  de  (.?,)  pour  lesquels  les  coordonnées  de  l'élément  d'ordre  n 
satisfont  à  cette  équation  sont  sur  une  certaine  courbe;  si,  de  plus,  le 

long  de  cette  courbe,  -—  satisfait  à  l'une  des  relations  précédentes,  on 

obtient  une  nouvelle  solution  du  problème.  Mais  c'est  là  un  cas  tout 
à  fait  exceptionnel  et,  de  toutes  façons,  la  surface  <  v,  |  étanl  quel- 
conque, il  ne  peut  s'y  trouver  qu'une  seule  courbe  répondant  à  la 
question,  en  dehors  des  courbes  (y).  Nous  verrons  que  ce  résultat 
subsiste  lorsque  la  surface  (s{)  se  comportant  d'une  manière  singulière 
dans  la  transformation,  il  lui  correspond  cependant  une  surface. 

On  déduit  de  ce  qui  précède  que  lorsque  deux  surfaces  |  s{  i  et  l  v  . 
ont  un  contact  d'ordre  n —  i  le  long  d'une  courbe,  si  cette  courbe  est 
une  courbe  (y)  pour  Tune  des  surfaces,  elle  l'est  aussi  pour  l'autre. 
Nous  définissons  ainsi  des  bandeaux  d'ordre  //  —  i  de  (e  |  qui  se  trans- 
forment en  bandeaux  du  premier  ordre  de  (<?'),  de  même,  nous  avons 
trouvé  des  bandeaux  d'ordre  //.  qui  se  transforment  en  bandeaux  du 
second  ordre,  tandis  qu'en  général,  un  bandeau  d'ordre  n  se  trans- 
forme en  un  bandeau  du  premier  ordre  ou  un  élément  du  premier 
ordre,  un  bandeau  d'ordre  n  —  i  en  une  surface  de  (e  i. 

i.  Considérons  une  équation  aux  dérivées  partielles  en  -,  d'ordre  m , 

(';)  /<■'■■  y,  s Po.m)  =  o 

Les  intégrales  de  cette  équation  si;  transforment  en  des  surfaces  qui 
sont  intégrales  d'un  certain  système  d'équations  aux  dérivées  part  telles 
en  z'.  Pour  déterminer  ce  système  nous  avons  deux  méthodes  :  soit 
éliminer  a?,  y,  z  et  ses  dérivées  entre  les  formules  de  la  transformation 
qui  donnent  x',  y',  z'  et  ses  dérivées  et  l'équation  i  -  >  .'i  laquelle  on 
adjoint  celles  qu'on  en  déduit  par  dérivations;  soit  en  recherchant  à 
quelles  conditions  doit  satisfaire  une  surface  (V)  i\<-  (V  |  pour  que 
l'équation  »„  (  o  qui  lui  correspond  soit  compatible  avec  I  équa 
lion  (17),  ce  qui  est  la  méthode  générale  que  non-  avons  indiquée. 
Nous  nous  proposons  l'étude  des  cas  où  l'on  ne  trouve  qu'une  condi- 
tion pour  (  .v '),  où  cette  surface  est  assujettie  à  être  Intégrale  d'une 
seule  équation  aux  dérivées  partielles  en  <  ela  se  présente 

Lorsque  \f,  p|      0  doit  être  conséquence  algébrique  du  système    \ 

Journ.  i/r   Math-  I    '  mu    l\  Fas<     i\ 
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ou  B  déduit  de  (17)  et  ç  =  0,  ce  que  l'on  peut  prévoir  quelquefois. 
Supposons  qu'il  en  soit  ainsi.  L'équation  (e)  est  d'ordre  m  au  plus  : 
elle  est  de  cet  ordre  si  l'équation  o„^,  =  o  correspondant  à  une  quel- 
conque de  ses  intégrales  admet  avec  (e')  des  solutions  communes 
dépendant  d'un  nombre  fini  de  constantes  arbitraires;  elle  sera  d'ordre 
inférieur  à  ///  si  ces  deux  équations  admettent  des  solutions  communes 
dépendant  de  fonctions  arbitraires. 

Considérons  une  famille  de  caractéristiques  de  (s)  qui,  sur  une  sur- 
face intégrale  quelconque,  ne  coïncident  pas  avec  des  courbes  1  7);  si 
l'ordre  de  ces  caractéristique  est  inférieur  à  n  -h  1  et  qu'il  leur  corres- 
ponde des  earactéristiques  de  (s'),  celles-ci  sont  du  premier  ordre:  si 
leur  ordre  ///,  est  supérieur  à  //.il  leur  correspond  des  caractéristiques 
'I  ordre  ///,  -n  +  i.  Admettons  maintenant  que  sur  une  surface  inté 
grale  quelconque  de  (s)  la  famille  considérée  soit  constituée  par  des 
courbes  (y)  et  qu'elle  corresponde  à  des  caractéristiques  de  :  1  :  si 
l'ordre  en  est  inférieur  à  //.  les  caractéristiques  correspondantes  de 
sont  du  premier  ordre;  sinon,  ces  dernières  sont  d'ordre  ///,  —  //  -f-  2. 
eu  général. 

Ces  généralités  exposées,  il  nous  serait  possible  de  donner  de  nom- 
breux exemples  de  transformation-  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles, mais  cela  nous  entraînerait  à  de  trop  longs  développements. 
Bornons-nous  à  signaler  que  le-  transformations  que  Clairin  a  défi- 
nies ('),  pour  les  équations  du  second  ordre  admettant  un  groupe 
fini  de  transformations  de  contact  d'ordre  au  moins  égal  à  '.  rentrent 
dans  la  catégorie  que  nous  venons  de  définir  et  qu'elles  peuvent  être 
généralisées  pour  des  équations  d'ordre/?  admettant  une  famille  de 
caractéristiques  (//  —  ri 

Nous  allons  simplement  traiter  rapidement  un  exemple  qui  donne 
des  transformations  nouvelles. 

(  Considérons  la  transformation  définie  par  la  relation 

I  ,  z,  q,  s,  0  =  o; 

une  équation  f(s,ttqtz)~    <»  est   transformée  en   une  équation  du 
deuxième  ordre,  car  l'équation  ©a=o  correspondante  une  surface 
transformée   d'une    intégrale    quelconque   (s)    def=o    et    l'équa- 
tion 0=0  admettent  des  solutions  communes  dépendant   de   deux 
constantes  arbitraires  [déduites  de  (1)  par  une  translation  quelconque 

(  ')  Clairin,  Ann.  lu.  /Vorm.,  3U  série,  t.  XXVII,  1910.  |>.  45i. 
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parallèle  au  plan  Or/].  Le  système  B'  déduit  de  /=  o  el  o,  =  o,  qui 
admettent  une  direction  commune  de  caractéristiques,  est  de  la 
forme 

if—o,  p2  —  o,  .    :  o, 

'IL  —  0      4L  —  (!±_- 

dx  >l  \  il.r    ~  d.r  ~ 

Mais  <\  ne  contient  pas  r,  (BJ)  ne  se  trouve  donc  pti s  sous  forme  régu- 
lière, on  en  déduit 

7=o,  ?1  =  o,         ^ 

il  r 


y  étant  du  premier  ordre.  Ce  système  est  complètement  intégrable 
et  l'on  en  tire  les  conclusions  habituelles.  L'équation  du  deuxième 
ordre  en  z  admet  une  famille  de  caractéristiques  du  premier  ordre, 
correspondant  aux  caractéristiques  de  /'—  o  qui  ne  sont  pas  les 
courbes  x  =  const,  (courbes  y). 
Ceci  posé,  une  relation 

i ;  i  ".  i  '.  s',  //,  7'.  .-.  7,  v.  / 1 

permet  de  former  une  équation  du  troisième  ordre  en  3.  en  y  substi- 
tuant les  expressions  de  x',y',  z',p',  q'  qui  définissent  la  transfor- 
mation. La  recherche  des  surfaces  (.?')  qui  correspondent  aux  inté- 
grales de  cette  équation  revient  à  la  discussion  de  deux  équations  du 
deuxième  ordre  où  fleurent  seulement  ;,  y.  .v,  /:  -i  (s  1  correspond  à 
une  intégrale  (s)  quelconque  de  l'équation  du  troisième  ordre,  ces 
deux  équations  du  deuxième  ordre  admettent  des  solutions  com- 
munes dépendant  de  deux  constantes  arbitraires,  et.  eu  raisonnant 
comme  nous  venons  de  le  faire,  on  constate  que  1  s  1  doil  être  intégrale 
d'une  seule  équation  qui  se  trouve  être  en  général  du  troisième  ordre. 
Cette  équation  admet  généralement  deux  >\  sternes  de  caractéi  istiques 
du  premier  ordre  et  un  du  deuxième;  mais  une  discussion  serait 
nécessaire,  que  nous  ne  faisons  pas. 
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Étude  des  singularités  des  transformations  définies 
par  une  équation  directrice. 

.>.   Remarques  préliminaires  sur  la  théorie  des  enveloppes  de 
surfaces  dépendant  de  deux  paramètres.  —  Soit 

(i)  /       /(X,  Y,  a,  b) 

l'équation  des  surfaces  dune  telle  famille  que,  pour  la  simplicité  de 
récriture, nous  supposons  d'abord  résolue  par  rapport  à  X;  on  obtient 
l'enveloppe  de  ces  surfaces,  quand  elle  existe,  en  adjoignant  à  {i)  les 
relations  (2  >, 

(2)  o,        ./        ... 

l'élimination  de  a  et  h  entre  (1)  el     2    donne  une  relation  qui  repi  é 
sente  l'équation  de  la  surface  enveloppe  Pour  que  cette  élimination 
soit  possible,  il  faut  qu'on  puisse  tirei  "  et  A  de  1  st-à  dire  que 

la  relation 

11  ■  soii  satisfaite  ni  identiquement  ni  comme  conséquence  de 
Dans  le  premier  cas,  l'enveloppe  se  réduit  évidemment  à  une  courbe 
ou  à  un  point.  Plaçons-nous  dans  le  deuxième;  les  équations  (2)] 
mettenl  de  calculer  V  el  ï  en  fonction  de  a  ••!  A, 

\  Y  =  r) (a.  b), 

à  condition  (pie 


(  i 


As     ./m 


ne  soit  satisfait  ni  identiquement  m  comme   conséquence   de  1 
Supposons  d'abord  qu'il  en  soit  ainsi:  les  relations  (2)  donnent,  après 
différentiation, 

./'     /■-  ''  \af\b  —  ibfla)  {f„\fb\  —f«\J 

par  conséquent,  en  raison  de  l'hypothèse  faite  sur  (  j  >, 

-ah  O, 
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il  existe  donc  une  relation  au  moins  entre  \  et  V  indépendante  de  a 
et  b\  puis  il  existe  une  relation  entre  \.  Y,  Z  seul-,  déduite 
cause  de  (2).  Dans  ce  cas,  on  peut  donc  dire  que  l'enveloppe  se  réduit 
à  une  courbe  ou  à  un  point. 

examinons  maintenant  l'hypothèse  où  la  relation  1  \)  est,  comme 
(3),  conséquence  de  (2).  On  s'en  assure  en  calculant  a  et  b  au  moyen 
de  (4)  et  de  la  première  (2),  ce  calcul  étant  supposé  possible;  la 
deuxième  doit  être  satisfaite  identiquement  quand  on  y  substitue  à  a 
et  b  les  expressions  qui  viennent  d'être  calculées.  De  (1)  on  déduit  une 
relation  entre  X,  Y  et  Z  qui  est  l'équation  de  la  surface  enveloppe  S  ; 
on  obtient  les  coordonnées  du  point  de  S  correspondant  à  la  surface 
de  paramètres  a  et  b  en  calculant  \  el  ^  au  moyen  de  (4)  et  de  |a 
première  (2).  Les  expressions  ainsi  obtenues  pour  \  el  ï  doivent 
satisfaire  identiquement  à  la  deuxième  (2).  Si  ce  calcul  de  \  et  ^ 
était  impossible,  chaque  surface  enveloppée  serait  tangente  à  (S)  le 
long  d'une  courbe.  En  chaque  point  de  la  surface  <  S),  les  coordom 
de  l'élément  du  premier  ordre  sont  les  mêmes  pour  1  S  )  el  la  surface 
enveloppée  qui  y  passe,  car  I*  \\,  Q  l\  ;  de  plus,  on  déduit  par 
différen dation,  comme  conséquence  de  (  '1  ), 


(5) 


ce  qui  exprime  que  la  surface  (  S  )  est  osculatrice  à  l'enveloppée. 

Observons  que  le  calcul  qui  a  été  fait  «le  a  el  b  peut  fournir  des 
systèmes  de  solutions  qui  ne  satisfont  p;is  à  la  deuxième  1  2  l  et  qu'il 
ne  faudra  pas  considérer. 

Si  le  calcul  de  a  et  b  est  impossible  de  la  façon  que  non-  avons 
indiquée,  une  nouvelle  discussion  s'impose  :  en  général,  il  n'existe  pas 
de  surface  tangente  aux  surfaces  données. 

Si  l'équation  des  surfaces  enveloppées  n'esl  pas  résolue  par  rapport 

àZ  : 

li  \.  Y,  Z,  a,  b)       0. 

la  relation  (  3  )  garde  la  même  foi  nie 

I      I  I 

mais  il  faut  écrire  à   la   place  de  I  p.    en    posant    \\  ■    l'I  ,      o, 
F,  1  QF,      0, 

,M,  F.i       ''•    /     F-i      Ql    /  I 

(1) 

1    v  ■   l'I    «     l    1      QF„ 
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Exemple.  —  Soient  les  sphères 
(i),  (\  -xf+  (Y  -  j)2-+-  (Z  -  s)1—  R*=o, 

dont  le  centre  est  sur  une  surface  donnée,  le  rayon  dépendant  de  la  posi- 
tion du  centre  ;  les  diverses  relations  que  nous  avons  considérées  sont  ici 


(»)l 


(3), 


(4)', 


j   X  —  x  +  p(Z—  z)  +  HHr: 
I   \  -y  +  g{Z-z)  +  ¥lR3       o; 
,      pi  +  r  z  -  3)  +  RR^.,4-  R*     —  pa  —  s\  Z  —  z)  -t-  RRXJ  -   R^Ry 

^  _|_  ,(  Z  —  5)  -+-  R  H,,.  v  -f-  R x  R ,     —  i  —  7  /       :  H  Rj ,  4-  R* 

i+dP         dQ 

<?P  I  H-  '/<> 

\      -07+P(Z 
Y-JH-Q(Z        : 


L'élimination  de  X  —  ./ .  \    -  y,  Z       r  entre  (i),,  (2),  et  (3  >,  pro- 
cure, la  surface  des  centres  étant  connue,  une  équation  du  deuxième 

ordre  en  R  qui  détermine  le  rayon  de  telle  façon  que  les  sphères  de  la 
congruence  soient  tangentes  à  une  courbe  ;  le  point  caractéristique  de 
la  sphère  enveloppe  situé  sur  la  courbe  est  donné  par  l'élimination 
indiquée;  l'autre  point  engendre  une  surfa<  e.  I  »  mi  1  e  part,  des  équa- 
tions p(  \  —  .r)  4-  q  1  ^  (Z       z)   =  o,  (2,)  et  (4)',,  on  déduit 


—  o; 


/       S)(i       /-        ,  l;    pli        7 K 


mus 


\      -r)(i+p*- 

\     -7)(n-/?'-i 


R[R,  1  ■  ' 

l;|i:./.7      i;l;     ,      p*)] 


d'où,  finalement,  la  relation  connue 

(1  +  r) K  -  *p<i  l^li>  +  (1  +  >")Rr— (1  +p*+  qx 
ai;  =c, 


ou 


A  représentant  le  paramètre  différentiel  du  premier  ordre  pris  sur  la 
surface  des  centres.  Elle  détermine  H  pour  que  les  sphères  considérées 
constituent  une  famille  de  sphères  de  courbure  dune  certaine  surface, 
que  nous  avons  d'ailleurs  complètement  déterminée. 


Remarque.  —  L'enveloppe  d'une  famille  de  surfaces  qui  dépendent 
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de  deux  paramètres  (et  qui  comprend  le  lieu  des  points  singuliers  et 
des  lignes  singulières  de  ces  surfaces  >  peul  se  décomposeï  en  différents 
éléments  correspondant  aux  divers  cas  signalés  ;  pai  exemple,  l'enve- 
loppe d'une  famille  de  sphères  peul  se  décomposeï  en  une  courbe  el 
une  surface,  comme  nous  l'avons  indiqué;  elle  se  décompose  en  deux 
courbes  si  II  satisfait  à  un  s\  stème  de  deux  équations  du  second  ordi  e 
qui  expriment,  par  exemple,  que  les  deux  équations  du  second  <l<  . 
qui  déterminent  Z  —  z  ont  leurs  coefficients  proportionnel*. 

(').   Considérons  la  transformation  (')  définie  parla  relation 

(6)  I      c',   |  '.   :  .    J  .    y.  s,   ..  ..  />„.„_,)  -     0. 

Nous  lui  adjoignons  les  suivantes  : 

dF 

\dZ 

dF 

dy 

)   I  g  I     =o. 

Le  cas  où,  entre  les  équations  (6)  et  (7),  l'élimination  de  a  }y  .  :' 
est  possible  a  été  écarté  ;  les  relations  0  — o,  V  =  o  permettent,  en 
général,  chacune  de  déterminer  une  équation  aux  dérivées  partielles 
en  ;  par  l'élimination  de  >\  y  ■  ~  au  moyen  de  (6)  el  (7),  (a 
d'ordre  (h+i),  ( 0„  )  d'ordre  n.  Nous  observons  Immédiatement 
que  (6n)  est  une  intégrale  intermédiaire  de  (ow«)  :  les  relations  ~ 
donnent  en  effet  par  différentiation  : 

d*¥     ,  .        d'F     , 

dx  -4-  - </i 


=  o, 


dj 


dx  ,1 1  dx  1 1 

d%\       .    ,         d  I       , 


,n  F    . 

-T-r 

il  1  - 

d1  F 
dxdj 

■  d) 

d*F 

dxd, 

,/5  F 

TFT- 

■  l  \ 

da    '/1  '/>    '/1 

d'où  l'on  déduil  que  les  déi  ivées  de  (6   |  par  rapport  à  1  etj  - 


(')  Pour  la  théorie  analogue  relative  .m\   iiaiibformaiioi 
Goursat,  1.  II,,  Chap,  I  ;  lu,   Math,    I/1/1.,  t.  L1V,  p.  ig3  (art.  potlhun 
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cuient  au  moyen  de 

d2F     d'Y          dlY       dT-Y 

,r-  F       d*  F 

d*F 
dx  dj 

d-  F 

'      il .1   il  1    1/1  -        il  1   dx  il  r  dy 

il./    il  1    d 

dy1 

en  supposant 

d9-  F        ^  F 
dx'  dx  dx'  d  v 

ce  qui  a  lieu  en  général,  et  les  intégrales  de  (  6„  »  satisfont  à  l'équation 
que  Ton  déduit  de  0  =  o,  c'est-à-dire  (&„+,  ). 

Ceci  posé,  si  une  surface  (s)  n'est  pas  intégrale  de  (an+{  i,  les  x2 
surfaces  1  qui  lui  correspondent  au   moyen  d<  nveloppenl  une 

surface  (S)  que  Ton  obtient  par  les  formules  de  la  transformation  et 
qui  présente  un  contact  du  premier  ordr<  ave<  chaque  surface    1  . 

Supposons  maintenant  que  (.si  soil  intégrale  de  1  sn+{  1;  si  elle  ne 
l'est  pas  de  (0„),  les  x>a  -  correspondantes  sont  tangentes  à  une 
courbe  (c')  de  (V)  ou  bien  ont  un  poinl  commun  :  elles  peuvent 
d'ailleurs  être  tangentes,  en  outre,  à  une  certaine  surface.  Récipro- 
quement, supposons  que  dans  la  relation  |  1  >,  /  .  y\  z'  soient  des 
constantes,  nous  obtenons  une  équation  d'ordre  n  —  1  qui  est  une 
intégrale  intermédiaire  de  <  7,,+  ,  ),  puisqu'elle  satisfait  à 

d'Y  d'Y 


0, 


dx1  dx  d\ 

De  même,  si  x  .  y  .  z  son!  les  coordoni  points  d'une  roui  I te 

de  (<?'),  c'est-à-dire  s'ils  dépendent  d'un  paramèti  e  /,  l'élimination  de  / 
entre  (6)  et 

1     lr  h  ^z 

Y  ,    — —    -     I       — -    —    |-      — —         M 
il!  dt  '    ill 

procure  une  équation  d'ordre  //  1  :  les  dérivées  de  cette  équation 
s'obtiennent  au  moyen  des  relations  (  7  >.  en  y  substituant  à  x\j  .  r 
leurs  expressions  en  /,  puis  à  /  la  valeur  que  l'on  vient  de  calcule)  ;  la 
dilïérentiation  des  équations  l  7)  donne  des  relations  de  la  forme 

A  Ul  H  -; — ;     dX     ;—. =-  il  I 

1I.1  -  dx  d) 

\>dt      • —</./:         -7—7      d) 

dx  d  1  tir- 
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d'où  l'on  en  tire  qui  permettent  de  calculer  les  dérivées  secondes  de 
l'équation  d'ordre  n  —  \  considérée;  les  solutions  de  cette  équation 
satisfont  donc  à  celles  que  l'on  déduit  de 


rf*F 

d*F 

dx- 

dxdy 

il.i   (I  Y 

^7 

donc  aussi  à  (vn+i)  el  l'équation  d'ordre  n  —  i  esl  intégrale  intermé- 
diaire de  (rJ„+i)  qui  admet,  par  conséquent,  une  intégrale  intermédiaire 
d'ordre  (//— i)  dépendant  de  deux  fonctions  arbitraires  d'une 
variable. 


7.  Les  choses  se  passent  d'une  façon  toute  différente  lorsque  I  s  >  est 
intégrale  de  (6rt)  :  les  ooa  surfaces  (X)  qui  lui  correspondent  sont 
osculatrices  à  une  surface  (s)  :  nous  déterminons  /  .  y  .  z'  au  moyen 
de  (6),  la  première  (7)  et  V  =  o  ;  puis  p  el  q  par  8).  Cherchons  à 
déterminer  les  dérivées  secondes.  On  déduit  dei  3)pardifférentiation: 


(11) 


dx7* 

dx 

rf*  F 

/ './■'  il  y 

.rfj 

'  + 

d1 

dx' 

1 

dx 

7/ 

-+- 

d1 
dx' 

1 
dj 

rf, 

,IY 
dx  dj  ' 

il  1 

,/2 

7JT71 
1 

rfj 

'-+- 

d- 
dy' 

F 

rfj 

-+- 

d- 
dy 

F 

rfj 

•  '. 

^77 

!='• 

1    r 

Puisque  V  =  o,  nous  en  déduisons  les  relation-     12)  : 

d'Y        ,1-  Y  d*F        d"  F 

,1 1   '     dx  dy'        -li'  d)     '/r  il  r 
(12) 

d-  Y        d-  Y  cPF       d-  Y 

d,' dy'  dxdy'  77^     d.rd.r 

,  .     .  d'- Y  . 

en  admettant,  ce  <iui  est  le  cas  général,  •  1  » n*  -: — r- •  3— i  -       "• 

Le  système    11    est,  par  suite,  équivalent  à  l'une  de  ses  équations, 
la  première  par  exemple,  el  à    12).   D'ailleurs,  des  deux  premières 

Journ.  de  Math    1    *  séru  1    i"inr  i\         Fasc.  I\  '' 
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relations  (i  i)  et  (9),  on  tire 

1      d*V        cPV 

(P  F        f/2  F 

1  dx'  dy'      dx'1 
(  1 3  ) 

J     d"-  F       rf2  F 

da    dx  dx  dy' 
d*  F       d'2  F 

*■/./  '  dy  da  dj 

=  o. 


ces  deux  relations  sont  compatibles  grâce  à  la  première  (10)  et  déter- 
minent (.s').  Tout  se  passe  comme  si  les  deux  relations  (12)  étaient  les 
dérivées  par  rapport  à  ./;'  et  y'  d'une  certaine  relation  ;  on  en  déduit 
par  différentiation  trois  relations  où  figurent  les  dérivées  troisièmes 
de  z',  tandis  que  les  relations  (i3)  seraient  les  dérivées  par  rapport 
à  x  et  à  y  d'une  autre  relation  et  équivalentes  à  l'une  d'entre  elles, 
en  tenant  compte  des  relations  déjà  écrites  ;  nous  pouvons  indifférem- 
ment considérer  une  relation  comme  fonction  de  x'  et  y\  ou  de  x  et  v, 
puisque  nous  avons  défini  une  transformation  ponctuelle  entre  ces 
deux  couples  de  variables  indépendantes.  Une  différentiation  opérée 
sur  les  relations  vi3)  ne  donne  qu'une  relation  nouvelle,  où  figure  une 
dérivée  troisième  de  z'  ;  nous  avons  donc,  en  tout,  quatre  relations 
pour  déterminer  ces  dérivées  :  trois  d'ordre  11  -+-  1 ,  une  d'ordre  //  -h  2, 
et  ainsi  de  suite  pour  déterminer  les  dérivées  successives  de  z'  ;  pour 
déterminer  les  dérivées  d'ordre  />,  on  obtient  p  relations  contenant 
les  dérivées  de  z  jusqu'à  l'ordre  p  -h  n  —  2,  une  autre  les  contenant 
jusqu'à  l'ordre  p  -h  n \  —  1 . 

On  peut  se  faire  une  idée  du  système  auquel  satisfont  les  surfaces 
qui  correspondent  aux  intégrales  de  (0„).  Formons  toutes  les  équa- 
tions qui  contiennent  des  dérivées  de  ;  jusqu'à  l'ordre  p  :  il  y  a  celles 
qui  donnent  x',  y\  z'  et  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  p  —  1 ,  tel  que 
p'  =  p  -+-  n  —  2,  puis  p  qui  contiennent  les  dérivées  de  z'  d'ordre  p  ; 
ensuite,  il  y  a  la  relation  V  =  o  et  celles  qui  permettent  de  calculer  les 
dérivées  de  (0„)  jusqu'à  l'ordre  p'  en  z;  cela  fait  en  tout 

„    ,     PJP-+-1)  ^_  „  ^    (p'—n  +  1)  (//-/*  -+-  2  ) 

2  — (—  -y  u  -y-  — ^ -^— — —— — — — ^— 

1  r  2 

P(P  "H  l)  p(p  —  i) 

les  arguments  à  éliminer  x,  y,  z  et  ses  dérivées  jusqu'à   l'ordre  p 
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forment  un  total  de 

2  2 

Si  n  =  2,  pour  yD  =  2  on  obtient  un  nombre  de  relations  égal  an 
nombre  d'inconnues  à  éliminer;  pouip  =  3,  l'élimination  de  ./ .  w  r. ... 
donne  deux  relations  du  troisième  ordre  en  z',  p  =  4  donne  trois  nou- 
velles relations  du  quatrième  ordre;  l'équation  (8)  est  du  deuxième 
ordre  et  il  lui  correspond  un  système  de  deux  équations  du  troisième 
ordre  en  involution. 

Si  //,  =  3,  l'équation  ( ()  )  est  du  troisième  ordre  et  l'on  constate  que 
le  système  correspondant  comprend  deux  équations  du  5e  ordre 
qualre  du  6e,  cinq  du  7'',  six  du  8e,  etc. 

Si  //,  =  4,  l'équation  (0)  est  du  quatrième  ordre,  il  lui  coi  respond 
un  système  en  involution  comprenant  une  équation  du  7'  ordre,  cinq 
équations  du  (S'',  six  du  9e,  sept  du  10*,  etc. 

Ce  sont  là  du  moins  les  circonstances  générale>  :  el  à  une  solution 
d'un  de  ces  systèmes  correspond  une  seule  intégrale  <)»•  1  0  |  parfaite- 
ment déterminée. 

Exemple.  —  Considérons  la  transformation  définie  par 

I  '   -«)"+(/- 'O2 -M-'-  '  ;       i;       o, 

a,  l>y  c,  \{  étant  fonctions  de  ./;,  y,  z  et  de  certaines  de  ses  dérivées. 
L'équation  (0)  est  donnée  par  la  relation 

1   (ë)  "(£/-(£)" 


\  une  Mil  lace  is)  intégrale  de  (9)  correspondent  »s  sphères  qui 
sonl  les  sphères  de  courbure  d'une  surface  (s  ».  Si  a,  6,  c,  I!  ne 
dépendent  que  de  x,  y,  :,  />,  g,  ces  surfaces  I  s  |  sonl  en  général  inté- 
grales d'un  système  de  deux  équations  du  troisième  ordre  en  involu- 
tion, à  toute  solution  duquel  correspond  une  solution  de  I  8  >. 

H.  (  )n  pourrait  rechercher,  par  la   méthode  que  nous  \,-ut>iis  d<- 
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donner,  les  circonstances  où  le  système  correspondant  à  (6)  est  plus 
simple  que  celui  dont  nous  avons  établi  l'existence,  et  en  particulier 
se  réduit  à  une  seule  équation.,  Il  sera  plus  simple  de  procéder  suivant 
l'autre  méthode,  que  nous  avons  exposée  dans  le  cas  général;  la  cor- 
respondance établie  entre  (6)  et  le  système  en  question  est  définie  par 
les  relations  (6),  (8)  et  (i4)  : 


(i4) 


1  = 


fP  Y 

r/'  I- 

'Il    ll\ 


p  Y 


dx  df 

<l'  Y 

17* 


—  o  ; 


nous  allons  chercher  à  quelles  conditions  doit  satisfaire  une  surface  I  s  I 
de  (V)  pour  qu'il  lui  correspond"',  par  ces  quatre  relations,  quelques 
surfaces  (s);  nous  calculons  ./•'  et  y'  par  l'une  des  relation-. 
et  (i4),  puis,  au  moyen  de  [6)  et  l'autre  S  .  nous  obtenons  deux 
équations  aux  dérivées  partielles  d'ordre  //  i  en  z  :  l  o,  y  —o; 
d'une  façon  générale,  pour  trouver  la  transformée  d'une  équation 
d'ordre  //,,  l'ordre  de  (0),  par  la  transformation  (6),  on  est  conduit 
à  discuter  le  système  de  deux  équations  d'ordres  //  —  i  et  n:  dans  le 
cas  présent,  on  trouve  donc  une  simplification.  Elle  s'explique  au^i 
parce  que  (6„)  admet,  avec  l'équation  '\>  =  o,  n  î  directions  com- 
munes de  caractéristiques;  cela  résulte  des  relation-  to  ;  on  en 
conclut  que  des  quantités  proportionnelles  aux  dérivées  du  premier 
membre  de  (0„),  par  rapport  à  pn0,  ....  pQ  .  se  déduisent  de-  expres- 
sions 

d'Y    ..  d'Y     ,.  ..       . 

(i       i       n  —  i). 


,ls    dl 


1 


e> 


où  l'on  remplace  x\  y\  z'  par  des  expressions  en  se,  y,  z /'„.„: 

dérivées  du  premier  membre  de  *\>  =  o  sont,  de  même,  proportionnelles 
à  des  quantités  déduites  des  F     ,  où  Ton  remplace  x',y',  z'  par  des 

fonctions  de  x,  y,  z pon,  qui  sont  différentes  des  précédentes,  mais 

qui  prennent  la  même  valeur  en  x  et  y  lorsqu'on  \  suppose  que  z  esl 
la  fonction  de  ./;  et  y  «jui  définit  une  surface  intégrale  de  !  l]    f  :  (s); 

les  (n  —  i)  solutions  en  i-r-)  de  l'équation  qui  définit  les  caractéris- 
tiques de  'lt  -  o  sur(s)  sont  donc  solution  de  l'équation  analogue  rela- 
tive à  (0W);  soient  (y1)  les  courbes  ainsi  définies. 

A  un  bandeau  d'ordre  (n  —  i)  appartenant  à  (s)  correspond  en 
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général  une  surface  de  (e'),  à  moins  que  le  bandeau  ne  soit  supporté 
[>ar  une  courbe  (y1),  auquel  cas  il  lui  correspond  un  bandeau  du  pre- 
mier ordre  ;  la  démonstration  est  la  même  que  celle  qui  a  été  donnée 
dans  le  cas  d'un  bandeau  appartenant  à  une  surface  quelconque  sup- 
porté par  une  courbe  (y).  De  même  à  un  bandeau  d'ordre  n  situé 
sur  une  intégrale  de  (0ra)  correspond  en  général  un  bandeau  du  pre- 
mier ordre,  à  moins  que  la  valeur  de  s'  déduite  de  (i3)  ae  soil  in 
pendante  des  dérivées  de  z  d'ordre  n  -h  i,  ce  qui  exige  que  le  bandeau 
soit  supporté  par  une  courbe  (y'  ),  et  il  lui  correspond  alors  un  ban- 
deau du  second  ordre,  en  général. 

Il  résulte  de  là  que  le  système  correspondani  à  I  0,  |  admet  une 
famille  de  caractéristiques  du  premier  ordre  et  n  —  i  du  second  ordi  e 
lorsque  toutes  les  caractéristiques  de  (0„)  sont  du  //"""'  ordre.  Si  une 
des  familles  supportées  par  des  courbes  (y4)  est  d'ordre  inférieur  à  n . 
il  lui  correspond  des  caractéristiques  du  premier  ordre. 

Nous  allons  d'abord  étudier  le  cas  où  n=i\  il  conduil  à  des  pro 
priétés  générales  des  équations  du  second  ordre,  qui  ne  peuvent  se 
généraliser  au  cas  où  n^>-±\   nous  donnerons  ensuite  une  idée  des 
différences  qui  se  présentent  en  nous  occupant  du  cas  où  n  =  3. 

î).  -Soit  la  relation  (i5)  qui  définit  une  transformation 
(i5)  l  i  i  .  >  .  =',  .'.  i     s,  />.  g  |       o. 

L'équation  (0)  est  du  second  ordre  el  il  lui  correspond  en  général 
un  système  de  deux  équations  du  troisième  ordre  en  involution;  nous 
sommes  d'ailleurs  dans  un  cas  particulier  d'une  question  précédera 

ment  exposée.  Pour  étudier  les  diverses  circonstances  qui  peuvent  se 
présenter,  nous  avons  à  discuter  le  système  des  deux  équations  du 
premier  ordre  ^  -  o,  y  =o;  formons  les  équations  qui  nous  permettent 
de   calculer  celles  dont    nous  avons    besoin    pour   celte   discussion  : 

'h>'\<i      'V//>=°:  ("^    ;  (V/.i      o:    '"   >  el  les  deux  relations 
(Chap.  [),  (73): 


(16) 

d}  V 

d¥p        t 

r\ 

•   dV„ 

■  r\ 

i  1     1 

d.r1  ,h 

d.r1           ,h 

1  dy 

d.i'r/y 

('7) 

et1  F 

d.r    ,h 

i 

dV 
da 

d*F 

.      1 

,     ! 

0 

402 

et 


(.8) 
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PP  Px  +  pFs 

d*FdFp       d'Y  dFp        d*F     d(Fx+pFz)       rf»F  d(Fx-i  i  I  - 


dx' 


il  i  - 


di 


iI.i'iIy     il.r  il.,'-    il  \  dx' dj 

Pp  I              7': 

>r\:     d¥„  d^Y_  d¥p  d'Y     il(Yy-ijYz)  _  d*_Y  d(Fy+qF.) 

dx' dy'  d i  dx''  dy'  dx' dy'          dx'              dj  l          dj 


Supposons  d'abord  que  (  16)  ne  soit  pas  conséquence  algébrique  des 
autres  relations  qui  définissent  la  transformation  de  (G):  (i5),  (7),  < 8  >. 
0  =  o,  V  =  o,  A  =  o.  Si, entre  les  cinq  relations  d'où  l'on  déduit  ty  =  0 
et  y  =  o  :  (i5),  (8),  (i/j)  et  (17  1.  on  peut  éliminer  x,  j,  s,  /?,  q  de 
telle  façon  qu'on  obtienne  une  relation  ne  contenant  que  x,  y  .  z  et 
ses  dérivées,  cette  relation  constitue  une  équation  aux  dérivées  par 
tielles  ((*))  à  une  solution  de  laquelle  cm  i •'-.pondent .  en  général,  des 
solutions  de  (0)  dépend, mi  d'une  constante  arbitraire. 

Exemples.  —  Ce  cas  se  présente  si  l'une  des  lel très  1  .  j  .  :  ne  figure 
pas  dans  F;  elle  ne  figure  pas  non  plus  dans  l'équation  de  (0);  il  se 
présente  aussi  lorsque  x,  y,  z.  />,  </  ne  figurent  dans  F  que  par  les 
quatre  invariants  d'un  groupe  de  transformations  de  contact  a  un  para- 
mètre. Soit  (s  )  une  surface  correspondant  à  une  solution  (s)  de  (0  1  : 
les  deux  équations  <j>  =  o,  y  =  o.  qu'elle  permet  de  former,  sont  en 
involution  puisqu'elles  admettent  comme  solution»  1  s  1  et  les  surfaces 
qu'on  en  déduit  par  les  transformations  du  groupe  considén  L'équa- 
tion (0)  admet  alors  évidemment  ce  groupe  de  transformations,  ce  qui 
était  à  prévoir. 

Ainsi,  reprenons  la  transformation  définie  par 

(./■'—  a)î4-(r'-6)î-4-(='  —  c)*  =  R   . 

en  supposant  a,  />,  c,  l\  fonctions  de  />.  y,  x  />:,  y  -4-  qz\  nous 
savons  former  l'équation  (9)  correspondante  au  moyen  de  Ali  =  i; 
elle  admet  le  groupe  des  dilatations;  à  cette  équation  correspond  une 
équation  du  second  ordre,  et  si  la  correspondance  entre  droites  et 
sphères  est  telle  qu'à  deux  droites  qui  se  rencontrent  correspondent 
deux  sphères  tangentes,  sur  deux  surfaces  intégrales  correspondantes 
des  deux  équations  les  lignes  de  courbure  se  correspondent. 

L'équation   0,  d'après   la    façon    dont  elle   est   formée,   admet   en 
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général  un  système  de  caractéristiques  du  premier  ordre;  cela  résulte 
aussi  de  la  théorie  générale,  l'équation  (  h)  n'admettant,  sauf  excep- 
tions, que  des  caractéristiques  du  second  ordre. 

Pour  obtenir  les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  la  fonc- 
tion K  pour  que  l'élimination  soit  possible,  remplaçons  d'abord  (  i4) 
par 


(»9 


,r-  i 


dx'dy' 


,1V 

7V 


d-  F 

771 


I    .   -r-,  —   O. 

ax    \z 


Il  faut  (|u'on  puisse  éliminer  ./•,  y,  z,  />,  q  entre  <  1  \  ),  (Si.  (  1  ~  1 
et  (19):  le  déterminant  fonctionnel  des  premiers  membres  par  rapport 
à  a?, y,  z,  p,  q  doit  être  nul  en  tenant  compte  de  ces  relations;  cela 
donne  une  relation  en  s'  qui  paraît  du  deuxième  degré,  mais  qui  est 
seulement  du  premier;  on  y  remplace  p'  et  q'  au  moyen  de  1  S  )  et  la 
fonction  F  doit  satisfaire  à  deux  conditions  seulement,  moyen- 
nant F  =  o. 

Passons  aux  articles  suivants  du  tableau  de  discussion  de  deux  équa- 
tions du  premier  ordre. 

Pour  (jue  la  relation  (16)  soit  satisfaite,  il  faut  d'abord  que 

d¥ 


>{■'■'),,  _  K,7,  -+-  //  Vz-P  _  F,-,,  -+-  f/'  Vz/, 

dF\         ~   V.,-rj  +  P'  F7q   ~    Py  ,,  +  '/'   '      q 

dy')P 


En   y    remplaçant  //   et   q'   par    leurs   expressions   tirées    de  (8\ 
il  vient 

F,  _  F^'v-^'V/-''.'       K>7.»v-H'.-7>l'.' 
F„     "F,VFS—  F,.7FX.-  Iv7  F. -F ,,,  ?/ 

Cela  entraîne  que  le  rapport  ^  soit  fonction  de  ./ ,   \,  s,  c'est-à-dire 
que  F  satisfasse  à  une  équation  de  la  forme 

|^        *(F,    ,.,.;) 

ou,  en  définitive, que  Ksoit  fonction  de  />  et  7  par  l'intermédiaire  d'une 

expression  de  la  forme 

l(x  y,  -.,/-   71 
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de  telle  sorte  que  l'équation  de  la  transformation  est 
F,[>',  r'.  z',   /(./■,  y,  z,  p,  g),  x,  y  .  z]~o, 

la  réciproque  est  évidente.  Le  cas  se  présente  lorsque/)  ou  q  ne  figure 
pas  dans  F. 

Supposons  alors  que  (16)  soit  satisfaite;  les  équations  6  =  0 
et  y=o  admettent  une  seule  solution  commune,  en  général;  elles 
peuvent  ne  pas  en  admettre  du  tout  ou  admettre  toutes  celles  de  l'une 
d'elles;  l'élimination  de ./ ,  y,  z,  p,  q,  entre  les  six  relations  (i5),  (8), 
(i4),  (18),  conduit  en  général  à  une  équation  1  H,  l  du  second  ordre 
en  z';  à  toute  solution  de  (0,)  correspond  en  général  une  seule  solu- 
tion de  (8);  les  deux  équations  I  8  )  et  |  0,  )  se  correspondent  dans  une 
transformation  (Bt/). 

Recherchons  enfin  s'il  est  possible  que  les  équations  •!/  =  o  et  y  =  o 
admettent,  pour  toute  intégrale  de  (8),  une  solution  singulière  : 
(16)  doit  être  conséquence  de  (  1  1  .  •  1  5  ,  (8)  et  (18);  s'il  en  est  ainsi, 
l'élimination  de  x,  y,  s, p}  q  entre  ces  six  relations  donne  une  équation 
du  second  ordre  en  z'  :  (02  >;  mais  on  s'aperçoit  que  les  deux  équa- 
tions (0)  et  (02)  se  correspondent  dans  une  transformation  de 
Bâcklund  B,  définie  par  les  quatre  relations  (i5),  (8)  et  celle  que  l'on 

déduit  de  (18)  par  l'élimination  du  rapport  -7— rr:  ,  ,  ,,•>  et  dous  n'in- 
sistons pas. 

Remarque.  -  I  ►ans  tout  ce  qui  précède,  nous  nous  sommes  homes 
à  envisager  les  circonstances  générales  qui  peuvent  se  présenter,  où 
certaines  expressions  ne  sont  pas  nulles  soit  identiquement,  soit 
comme  conséquence  des  relations  que  Ton  considère;  l'examen  des 
divers  cas  particuliers  qui  se  présentent  n'offre  aucunedifficulté  et  n'ap- 
prend d'ailleurs  rien  de  bien  important.  Signalons  toutefois  que  nous 
avons  supposé  que  l'élimination  de  /.  \  .  z,  p,  q  est  impossible  entre 
(i5),  (8)  et  m  1  1,  el  que  cette  hypothèse  revient  à  adun-t  tre  que  F  ne 
dépend  pas  de  x,  y,  z,  p,  q  par  l'intermédiaire  seulement  de  trois 
fonctions  <\>t(x,y,  z,  p,  q),  <\>2i  <j/3,  comme  on  s'en  aperçoit  aisément 
en  supposant  pour  un  instant  la  relation  (i5)  résolue  par  rapport  à  z'. 
La  transformation  c  =  '|n  y;  =<|>a«  C=  y  a  nous  ramène  à  étudier  les 
surfaces  qui  se  comportent  d'une  façon  singulière  dans  une  transfor- 
mation de  contact. 
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10.    Ktant  donnée  une  équation  du  second  ordre 

(20)  /(#,  7,  z,  p,  q,  r,  s,  t)  —  o, 

peut-on  l'obtenir  en  partant  d'une  transformation  définie  par  une 
relation  telle  que  (i5)  vis-à-vis  de  laquelle  elle  jouerait  le  rôle  de 
l'équation  (Ô).  La  réponse  est  affirmative;  on  peut,  sauf  exceptions, 
déterminer  de  telles  transformations;  seulement,  en  général,  elle>  ae 
font  pas  correspondre  à  (20)  une  seule  équation,  mais  un  système  de 
deux  équations  du  troisième  ordre. 

Pour  le  montrer,  nous  allons  faire  usage  de  la  représentation 
métrique  habituelle  où  r,  s,  t  sont  considérés  comme  les  coordonnées 
d'un  point  d'un  espace  à  trois  dimensions  (s.).  Soit  h  la  surface  dont 
l'équation  est  (20).  Observons  que  la  surface  doit  alors  pouvoir  être 
obtenue  comme  la  surface  focale  de  la  congruence  des  droites  définies 
par  les  relations 

dV 

(7) 


dx 

— 

0, 

dy 

= 

0, 

./;',  y',  z'  étant  les  paramètres  liés  par  la  relation  F  =  o.  Les  droites 
de  cette  congruence  appartiennent  au  complexe  des  droites  qui  ren- 
contrent la  conique  située  à  l'infini  sur  le  cône  ri  —  s-  =  o.  Inver- 
sement, connaissant  la  surface  (h),  cherchons  à  déterminer  la  con- 
gruence formée  par  ses  tangentes  qui  sont  parallèles  aux  génératrices 
de  ce  cône.  Posons 


P^z I      +"'/  I '.-        „  >' 


=  u, 


<i  


L'équation  de  la  congruence  s'écrit  : 

u  -+-  r  -\-sw  =  o, 


(21) 

'    v  •+-  s  -+-  tw  =  o, 

m,  r,  w  dépendant  des  deux  paramètres.  Considérons-les  comme  les 
coordonnées  d'un  point  d'un  espace  à  trois  dimensions  («  |;  les  coor- 
données de  ce  point  dépendent  de  deux  paramètres,  il  décrit  en 
général  une  surface  (h')  et  les  deux  surfaces  (A)  <'t  (h1)  se  corres- 
pondent dans  la  transformation  de  contact  définie  par  les  deux 
relations  (21  ).  On  obtient  facilement  l'équation  de  la  surface  |  h  },  soit 

fourn.  de  Math,  (~/  série)    tome  i\         1  >       IV,  1918. 
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Pour  obtenir  les  congruences  cherchées,  il  suffira  d'exprimer  les 
coordonnées  d'un  point  de  (h')  en  fonction  de  deux  paramètres. 
Revenons  à  la  question  posée;  la  relation  (22)  permet  d'établir  une 
relation  homogène  entre  Fx-h  pFz,  Fy-h  qFz,  FpJ  Fq;  on  obtient  ainsi 
une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  en  F  :  il  suffit  de 
considérer  une  solution  de  cette  équation  dépendant  de  trois  cons- 
tantes arbitraires  pour  obtenir  une  fonction  F  répondant  aux  condi- 
tions demandées,  et  cela  est  toujours  possible  d'une  infinité  de  façons. 
En  particulier,  si  x  ne  figure  pas  dans/,  nous  pouvons  chercher  une 
fonction  F  qui  ne  contienne  pas  x:  ce  sera  une  intégrale  complète  de 
l'équation  que  nous  avons  appris  à  former,  nous  en  déduisons  le 
théorème  suivant  : 

Étant  donnée  une  équation  du  deuxième  ordre  admettant  une 
transformation  infinitésimale,  il  est  toujours  possible,  par  l'inté- 
gration d'équations  différentielles,  de  la  transformer  en  une  équa- 
tion du  deuxième  ordre  admettant  un  système  au  moins  (/>•  carac- 
téristiques  du  premier  ordre.  Onpeut  même  trouver  une  infinité  de 
ces  transformations  correspondant  aux  diverses  intégrales  complètes 
de  Véquation  du  premier  ordre  qui  détermine  F  :  les  diverses 
équations  du  deuxième  ordre  qu'on  obtient  se  déduisent  de  l'une 
d'entre  elles  par  une  transformation  de  contact  quelconque,  ainsi 
qu'il  résulte  >/'um-  propriété  connue  des  équations  du  premier 
ordre 

Remarques.  —  I.  La  transformation  F  étant  choisie,  une  famille  de 
courbes  (y1)  se  trouve  déterminée  sur  les  surfaces  intégrales  de  (20); 
il  est  facile  de  reconnaître  avec  laquelle  des  deux  familles  de  caracté- 
ristiques elle  coïncide.  Des  formules  de  la  transformation  de  contact 
on  déduit  en  effet 

»fr-fs=  =£> 

d'où 

ou  encore 

/rFJ-  /,FpF7-H/,F»  =  o; 

une  détermination  étant  choisie  pour  w,  c'est  la  famille  de  caractéris- 
tiques correspondant  à  la  même  détermination  qui  coïncide  avec  les 
courbes  (y1)  et  c'est  l'autre  famille  qui  correspond  aux  caractéristiques 
du  premier  ordre  de  (0). 
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II.  Nous  avons  admis  qu'a  //  correspond  par  la  transforma  lion  d 

contact  (21)  une  surface  {h'):  il  peut  lui  correspondre  une  courfa 
il  faut  pour  cela  que  la  fonction /"(de  r,  s,  t)  soit  intégrale  d'une  équa- 
tion du  second  ordre,  l'intégration  de  cette  équation  est  évidente; 
Téquation  (20)  doit  représenter  une  surface  réglée  dont  les  généra- 
trices appartiennent  au  complexe  précédemment  indiqué  :  l'équa- 
tion/"  =  o  admet  donc  au  moins  un  système  de  caractéristiques  du 
premier  ordre  et  la  transformation  qui  correspond  à  ce  système  esl 
une  transformation  de  Backlund.  Si  l'équation  est  de  Mon ge- Ampère, 
les  deux  transformations  sont  de  Backlund,  en  admettant  naturellement 
qu'à  l'équation  (sjo)  corresponde  une  équation. 

L'équation  du  second  ordre  qui  délinit  les  équations  admettant  un 
système  de  caractéristiques  du  premier  ordre  admet  une  intégrale 
singulière  du  premier  ordre  dont  les  intégrales  fournissent  les  équations 
admettant  des  caractéristiques  doubles,  car  la  surface  (h)  correspon- 
dante est  une  développable  dont  les  génératrices  appartiennent  au 
complexe;  mais  ceci  est  un  cas  dont  nous  ne  nous  occupons  pas  ici. 

Nous  avons  supposé  que  l'élimination  de  x\y\  z  entre  (i5),  (17)  et 
V  =  o  conduit  à  une  seule  relation  entre  x, y,  z  et  ses  dérivées,  maison 
voit  par  l'exemple  d'une  relation  (i5)  linéaire  en  .*•',  y',  z'  qu'il  peut 
se  faire  qu'on  soit  conduit  à  deux  relations.  11  est  facile  de  détermine! 
les  fonctions  F  qui  ne  conduisent  pas  à  une  seule  relation  :  par  la 
transformation  de  contact  (  2 1  ),  à  une  surface  |  //  |  quelconque  de 
correspond  une  surface  (  //  )  de  (e),  à  moins  que  (//  )  De  soit  intégrale 
d'une  équation  du  second  ordre,  auquel  cas  il  lui  correspond  une 
courbe  ou  un  point;  celle  équation  du  second  ordre  admet  une  inté- 
grale intermédiaire  du  premier  ordre  dont  les  solutions  correspondent 
aux  développables  que  nous  venons  de  signaler  ;  on  peut  donc  définir 
des  transformations  conduisant  aux  équations  à  caractéristiques 
doubles.  Maison  remarque,  comme  dans  le  cas  général,  que  la  trans- 
formation ne  fait  pas  correspondre  nécessairement  à  (0)  une  équa- 
tion (  (-)). 

III.  A  diverses  reprises,  nous  avons  trouvé  que  les  transformations 
que  nous  déterminions  étaient  des  transformations  de  Backlund;  on 
peut  aisément  former  les  conditions  auxquelles  doit  satisfaire  la  fonc 
tion  F  pour  qu'il  en  soit  ainsi;  il  nous  suffit  d'examiner  le  cas  où  cen'esl 
pas  par  une  solution  singulière  des  deux  équations  \  o,  y  0  que 
s'établit  la  correspondance  ;  il  faut  alors  que  des  relations  1  1  et  v1 
on  en  déduise  une  qui  Boit  indépendante  de  r,  r,  t.  La  droite  1  ~  1  ren 
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contre  la  quadrique  représentée  par  V  =  o  en  un  point  dont  la  coor- 
donnée s  est  donnée  par  une  relation  de  la  forme  K.ç-i-K,  =  o;  dansK 
et  K,  nous  remplaçons  p'  et  q'  par  les  expressions  tirées  de  (8  )  ;  nous 
obtenons  Ls  -h  L,  =  o  ;  il  faut  que  moyennant  F  =  o  les  deux  expres- 
sions L  et  L,  aient  un  facteur  commun;  comme  cas  particulier  on  peut 
prendre  une  fonction  F  satisfaisant  soit  à  L  =  o,  soit  à  L,  =  o. 


11.    Transformations  du  troisième  ordre  :  n  =  3.  —   Soit 


(23) 


:  .    /.  y,  z.  />.  <j.  /'.  s.  0  =  0 


la  relation  directrice;  l'équation  (6)  est  du  troisième  ordre,  et  nous 
avons  vu  qu'il  lui  correspond  généralement  un  système  en  z'  du  troi- 
sième ordre  d'involution,  dont  les  équations  de  base  comprennent 
deux  équations  du  cinquième  et  une  du  sixième  ordre;  nous  nous 
proposons  de  rechercher  s'il  est  possible  qu'à  (0)  corresponde  une 
seule  équation. 

La  détermination  des  surfaces  (s')  correspondant  à  une  intégrale 
quelconque  (s)  de  (6)  revient  à  la  discussion  du  système  de  deux 
équations  du  second  ordre  -\>  =  o,  y  —  o,  provenant  de  l'élimination 
de  x'  et  y'  entre  les  relations  (  ï$   ,     2  i    . 


(•', 


(25) 


dF 
dJP 

df 


O' 


d'-  1 

dx'1 

<r-  F 

I 


dx  dv' 


(l.i    d\ 

,n  F 

777~- 


les  surfaces  (.y')  sont  déterminée  connue  solution  d'une  seule  équa- 
tion aux  délivres  partielles  (0),  si  de  ces  deux  équations  ij>  =  o, 
y  r=o  on  déduit  un  système  (A)  ou  (lir)  (r=  1  ou  2)  tel  que  l 'y,'/]  =0 
en  soit  conséquence  algébrique. 

Si  les  deux  équations  n'admettent  pas  en  général  de  direction 
commune  de  caractéristiques,  pour  que  cela  se  produise  il  faut  qu'elles 
admettent  des  solutions  communes  dépendant  de  quatre  constantes 
arbitraires;  c'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  lorsque  parmi  les  lettres 
non  accentuées  qui  figurent  dans  F  il  manque  2  et  trois  autres  parmi  x, 
y,  p,  q,  ou  bien  encore  s,  p,  y,  z. 
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Si  les  deux  équations  admettent  en  général  une  direction  commune 
de  caractéristiques,  on  en  déduit  un  système  (B*)  et  différente  cas 
peuvent  se  présenter  :  par  exemple,  on  obtient  une  équation  <  8 
parmi  les  petites  lettres  ne  figurent  que  s,  /,  /;,  y  ou  s.  /,  y,  z,  ou  bien 
encore  r,  </,  s,  /;  mais,  par  la  transformation  ~  =  q,  on  est  ramené 
dans  ce  dernier  cas  à  une  transformation  déjà  étudiée,  l'équation  (6 
est  seulement  du  deuxième  ordre  et  à  chacune  de  ces  solutions  cor- 
respondent des  intégrales  (0)  données  par  l'intégration  d'une  équa- 
tion du  premier  ordre.  L'étude  du  cas  où  les  deux  équations  admettenl 
généralement  des  solutions  singulières  engendrées  p;n  une  famille 
de  caractéristiques  cojnmunes  est  compliquée  parce  qu'elle  fait  inter- 
venir des  relations  où  figurent  les  dérivées  troisièmes  de  z  :  nous  |() 
laissons  de  côté  et  arrivons  au  cas  où  les  deux  équations  admettent 
généralement  les  deux  directions  de  caractéristiques  communes. 

Le  système  (B2)  qu'on  en  déduit  est  équivalent  à  celui  d'une  équa-' 
tion  du  deuxième  ordre  et  d'une  équation  du  premier  ordre  :  donn 
des  exemples  des  différentes  circonstances  qui  peuvent  se  présenter. 
La  fonction  F  ne  contient  que  s,  p,  q  et  une  des  trois  lettres  c,  \.  z: 
le  système  (B2)  est  complètement  intégrable  puisqu'il  admet  des 
solutions  dépendant  de  deux  constantes  arbitraires;  la  fonction  F  ne 
contient  que  .v,  q,  z  et  une  des  lettres  x,  y;  le  système  I  B  "  !  esl  complè- 
tement intégrable  puisqu'il  adinetdes  solutions  dépendant  d'une  cons- 
tante arbitraire  ;  la  fonction  F  ne  contient  que  a?, y,  s, s;  le  système (Bj 
admet  une  solution  parfaitement  déterminée  ;  la  fonction  F  contienl  a  . 
y,  q,  s  et  l'équation  (0)  est  du  deuxième  ordre.  Lnlin,  le  cas  où  les  deux 
équations  ont  une  direction  de  caractéristiques  doubles  communes 
se  rattache  à  celui-là  ;  ainsi,  lorsque  la  fonction  F  ae  contient  que  .r. 
y,  z,  q,  /,  elle  définit  une  transformation  entre  deux  équations  «lu  troi- 
sième ordre  ayant  une  direction  de  caractéristiques  doubles  et  telle  qu'à 
une  solution  de  chaque  équation  correspond  une  solution  de  l'auti 

Recherchons  maintenant  s'il  j ><mi t  se  faire  que  le  système  des  deux 
équations  admette  généralement  des  solutions  singulières  communes 
engendrées  chacune  par  des  caractéristiques  des  deux  familles  I  - 
mineurs  de  I)  procurent  les  relations 


d*  r 

dV, 

d  1      1 

1 

1     1 

,t  •    d) 

v, 

.  1 

1 
1 

1      1 

I 
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et  les  deux  premières  relations  qu'il  faut  adjoindre  pour  former  le 
système  (C2)  sont  obtenues  en  égalant  les  deux  rapports  suivants  à  l'un 
de  ceux  qu'on  vient  d'écrire  : 


dH-      d\dx)        d*F  '/f  dx  ' 

d'-¥ 

d.r'  d\ 

d(^)     d'-v  d{^) 

dx' dy'       d.r'            d.r'2       dy' 
\d.r  ' 

d.r                d.r'-'-        dy' 

ce  qui  donne  comme  condition  que  trois  relations  se  réduisent  algé- 
briquement à  une  seule.  Ici  encore  les  transformations  qu'on  obtient 
appartiennent  à  une  classe  déjà  indiquée,  définie  par  quatre  relations  du 
premier  ordre  par  rapport  aux  lettres  accentuées,  du  second  par 
rapport  aux  autres  et  telles  que  les  déterminants  déduits  de  la  ma- 
trice (27)  (Ghap.  II)  soient  nuls  comme  conséquence  de  ces  relations. 
Pour  indiquer  un  exemple,  supposons  que  F  ne  contienne  que  x,  z,  7, 
s,  /;  un  seul  des  mineurs  déduit  de    D   procure   une  condition.   Des 

deux   relations  que    l'on    adjoint  pour   former  (C2),  mit    seule  con- 

,..     .  .  i/'\,/\  . .  ,  ,. 

tient  p,  nous  éliminons  le  rapport  ,  ,  ,  ,  :  -r—n;  entre  I  autre  et  la  condi- 
■r'  '  '        dx  a 

tion  dont  nous  venons  de  parler;  nous  obtenons  ainsi  une  équation 
aux  dérivées  partielles  pour  déterminer  la  fonction  I  de  1  .  )  .  z'.y, 
z,  y,  s,  /,  de  façon  à  ce  qu'elle  définisse  une  transformation  entre  deux 
équations  du  troisième  ordre  ;  à  toute  solution  de  (0)  en  correspondent 
de(0)  dépendant  d'une  constante  arbitraire.  —  Les  équations  1  ©) 
que  nous  avons  obtenues  admettent  d^>  caractéristiques  du  premier 
ou  du  deuxième  ordre,  comme  on  s'en  assure  en  appliquant  les  résul- 
tats généraux  que  nous  avons  établis. 

12.  Une  propriété  fondamentale  distingue  le  c;h  où  n  —  '>  de  celui 
où  n  =  1. 

Nous  avons  vu  qu'une  équation  quelconque  du  deuxième  ordre  peut 
s'obtenir  comme  équation  (0)  d'une  infinité  de  transformations;  nous 
allons  montrer  qu'une  équation  du  troisième  ordre  quelconque  ne  peut 
être  obtenue  de  cette  façon. 

Employons  une  représentation  géométrique  analogue  à  celle  qui  a 
été  employée  pour  les  équations  du  second  ordre;  a,  [3,  y,  0  repré- 
sententles  coordonnées  d'un  point  d'un  espace  à  quatre  dimensions  (e). 
Une  équation  du  troisième  ordre 

(26)  /(«,  £,  •/,  ô,  r,  s,  t.  p,  7,  z,  ./'.  y)  =  0 
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peut  donc  s'interpréter  comme  étant  L'équation  d'une  surface  ù  trois 
dimensions  de  (s),  soit  (h).  Supposons  que  /=  o  soit  l'équation  l  8  > 
d'une  transformation  définie  par  F  =  o.  Posons 

dF\  dF  | 

doc  )  '  7h-  )  F,  p. 

~  "  ,  — p —        c.  —  —  w  —  0 


F,     —,  Fr  '  I  '         F 

et  admettons  que  u,  p,  w,  p  représentent  les  coordonnées  d'un  point 
d'un  espace  à  quatre  dimensions  (Y).  Considérons  la  transformation 
de  contact  entre  (s.)  et  (Y)  définie  par  les  deux  relations 

l    //  -h  a.  -+-  &w  -+-  yo  —  o, 
(29) 

/    v  +  (3  -+-  y  w  -4-  dp  =  0. 

La  façon  dont  on  suppose  obtenue  l'équation  /=  o  s'interprète 
ainsi:  u,  v,  w,  p  dépendent  de  trois  paramètres  a ;',  y\  z'  liés  par  la 
relation  F  =  o,  ils  définissent  donc  une  multiplicité  à  deux  dimensions 
de  (s');  par  la  transformation  de  contact,  il  lui  correspond  une  surface 
à  trois  dimensions  de  (s)  :  (A);  mais  réciproquement  à  (A)doit  corres- 
pondre une  multiplicité  à  deux  dimensions  de  (e');  or,  en  général, 
étant  donnée  une  surface  (h)  quelconque,  il  lui  correspond,  par  la 
transformation  de  contact,  une  surface  de(£)à  trois  dimensions.  Pour 
qu'il  lui  corresponde  une  multiplicité  à  deux  dimensions,  il  fautque  |  // 1 
soit  intégrale  d'une  équation  du  deuxième  ordre,  comme  il  résulte  de 
la  théorie  des  transformations  de  contact.  Soient 

*Pj  (./■, ,  .f.,,  ./■.,,  z  ;  ./■ ,  ,  ./, ,    Cg,  0  i        o, 
<I>.>  (.£-,.  .r.,.    r3,  ;  ;  x\  .''.,.    '-:,   s') 

les  relations  qui  définissent  la  transformation  entre  deux  espaces 
(  '',,  ■'■.,.  .r.,,  -  >,  (  x\ ,  ./,  ./•',,  z')  ;  nous  leur  adjoignons  : 

^/«I»,         <l*\\         <-/<!>, 

<7.r,  tl.r.,  dxx 


(h\\_  '     ^/<t>,         </<!». 
<l.rx  d.v.. 

Formons  la  relation  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  loue 
tionnel  par  rapport  à  x't1    r..    r,   -    {\c>  quatre  relations  obtenues; 
l'équation  du  deuxième  ordre  dont  nous  venons  de  parler,  l  ,  admet 
une  intégrale  intermédiaire  V,  qui  s'obtient  par  l'élimination  de 
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x. ,  a?',  z  entre  les  cinq  relations  formées.  Si  nous  choisissons  (-h)  parmi 
les  intégrales  de  cette  équation,  U,  qui  ne  sont  pas  intégrales  de  V,en 
général  il  lui  correspond  une  multiplicité  à  deux  dimensions  de  (V) 
dont  les  équations  sont 

ki(u,  r.  w,  p)  =  o,         /'2("'  Vi  w%  p)  — °> 

d'où  l'on  déduit  un  système  de  deux  équations  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  pour  déterminerF  et  il  faut  qu'il  admette  unesolution 
dépendant  de  trois  constantes  arbitraires,  ce  qui  n'a  pas  lieu  en 
général.  Il  faut  d'ailleurs  remarquer  que,  lorsque  cela  se  produit, 
l'équation  du  troisième  ordre  (26)  se  transforme  en  un  système  en  z', 
à  moins  qu'elle  ne  satisfasse  encore  à  d'autres  conditions.  On  peut  du 
reste  indiquer  aisément  une  classe  d'équations  du  troisième  ordre  qui 
sont  certainement  équations  (6)  d'une  transformation  F  =  o;  ce  sont 
celles  qui  ont  pour  équation 

/<   /,    r.    5,  /'•  '/•  S,  t.  y.  6) 

et  pour  lesquelles  on  peut  établir  une  théorie  analogue  à  celle  des 
équations  du  deuxième  ordre  en  recherchant  une  fonction  F  où  ne 

figure  pas  r. 

Les  équations  d'ordre  supérieur  au  troisième  se  comportent  d'une 
manière  analogue  à  celle  dont  se  comportent  les  équations  de  cet 
ordre;  mais  pour  fournir  des  exemples,  au  furet  à  mesure  que  l'ordre 
s'élève,  on  doit  se  reporter  à  des  articles  de  plus  en  plus  éloignés  du 
tableau  de  discussion. 
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Sur  les  constituants  transitifs  de  certains  groupes  linêain  \ 

à    invariant    hilinrairr    dans    un    champ   <l<'   Gah 

Par  J    A.   de  SÉGU1ER. 


Le  présenl  travail  peul  être  considéré  comme  une  suite  de  mon 
Mémoire  Sur  les  groupes  à  invariant  bilinéaire  ou  quadratique  dans 
un  champ  de  Galois  (1),  donl  j»'  conserverai  la  terminologie  el  les 
notai  ions    -  . 

Os  deux   Mémoires   formen!    le  développemenl    de   trois    Mol 


1    Journ.  Math.,  [916.  Je  renverrai  à  ce  M<  liffn    I. 

(»)   Je   rappell    Beulemenl    que    je  désigm    pai    E    un  chan  en  d'ordre 

pK,  [p  premier  .  par  Z        2(u)  le  champ  d  ordre       d<  Ri  i  p  11     adjonction  de 
la  racine  ~>  d'uni    équation  quadratique  irréductible  dans 

ments  primil  ifs  di     3  et  £',  par  \  u m  cai 

une   matrice   im  1  ri  ible   'I  ordre    n    de    -     ou     -     qui 

1  /,       1 .  ....  a  .  pai      h ii'  ici  d'ordn      1  conj 

»,   /•"        >,  par  |  u  |  la     imilil  ude  de  Ii  ipl  ' 

I        |  '  I  .  -1        I  '  '    '  I  •  (/      I      'M*        rf!,  et  di  '     ■ 

formé  de  ses  substitutions  de  déterminant  1 . 

./mil  u   de  Math   1  ■<<•■  \         i         1  ' 
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présentées  à  l'Académie  des  Sciences  en  191 3  et  1910  (').  J'expose 
ici  les  résultats  indiqués  dans  les  deux  dernières,  il  s'agit  de 
l'étude  des  constituants  transitifs  des  groupes  hermitiens,  gauches 
e1  quadratiques  dans  un  champ  galoisien  quelconque  e1  des  groupes 
des  formes  bilinéaires  symétriques  dans  un  champ  galoisien 
d'ordre  >\  <  >n  dëduil  de  là  les  équations  de  ces  divers  groupes. 

En  cherchant  à  représenter  transitivemenl  quelques-uns  des 
groupes  considérés  ici,  M.  Dickson  ;i  précisément  obtenu  des 
groupes  semblables  à  leurs  constituants  transitifs  (- 


I.  —  Groupe  hermitien. 

1.  Soit  X  un  élémenl  de  2.  Désignons  par  e  l'équation  a  = 
2-aiflxiX/ï  =  'k,  si  a  = a.  ou  l'équation  a      <<>'/    '•>      u       u  .  -1  a  <i. 

et  posons  .',  xio-\-uxin  xio  et  xh  étanl  réels.  L'ensemble  des 
points  de  coordonnées  ■>■,",  xh  qui  vérifienl  >■.  forme  une  qua- 
drique  de   :.  Mais    il   sera    plu9   simple   de   considérer   cette   qua- 

drique  comme  formée  des  points    1   1       -  x,  .    .  xn.  Désignons 

cette  quadrique  par  </,„„  q  ,  </..  en  convenant  que  le  point  o.  .  .0 
sera  ext  lu  de  </.,.  et  soit  s         s>.  1<   nombi  e  des  poinl  •  de  q  . 

Si//  [,  s„  .1.  .s  -,=t. -{-)•'/  •  1  ,  el  V,  qui  conservi  chaque  (ft, 
a--  1  systèmes  d'intransitivité  de  degré  -  1.  Alors  A  es1  un 
.\  clique  semi  régulier,  e1    \"  —  1. 

Soit  // >  1 .  Chaque  s>  étanl  >••.  A  a  au  moins  -  systèmes 
d'intransitivité.  <  mi  peul  évidemment,  lorsqu'il  ne  s'agil  que  des 
degrés  des  systèmes  d'intransitivité,  fain    absl  action  <I<l  la  forme 

choisie  pour  (t.  Soit  a        h  ■  I .  -    .  A   transi !     point    LO.  .  .0  de  '/„ 

en  un  point  quelconque  de  qa  I  \  , a" où  le  système  d'intransitivité  q0 
de  degré  sna      \~"             'II-1  1       l|      I,  2,  4).  Soil   a  =  s 

(1,2).  A  transforme  le  poinl  i;/o...o  en  tous  1rs  points  cx( ,  t', 
a^jt7,    . ..),   le   point   otMaai...   p uranl   e       [,  c'est-à-dire  en 


Comptes  rendus,  t.  157,  ier  septembre  1913,  p.   i3o;  t.  ICI,  8  novembre  i<ii~>. 
p.  553;  1.  161,    19  novembre  on 5,  p.  6 
M.    1..  t.  60;  A.  J.,  t.  -2:5. 
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tous   les    points   de   7,  -    '.   d'où  les  r.       1   systèmes  â? intransitivitê 
(jl  (a  ^  o)  de  degré  su,  =  -2"  '  -'->     I.  2  . 

Ainsi  pour  7:  =  n  =  2,  A  es1  un  g£jayan1  deux  systèmes  d'inl 
sitivité  des  degrés  s02=  3.3  e1  .s, ,       i  ■-.  «  >n  a  ici,  en  écrivanl  a,  6,  1 . 
^>«>/>  £>  ^>  h^j  ^  "h  n,  0,  pau  lieu  de  or,  ou,  ou,  10, 11,  iu,  iu,oo,  u  ïj 
uu,  -j'j,  'jo,  01,  uu,  ou  respectivemenl  ('j2  =  'j  -    1   , 

J7ily  =  |  uXf,  j  )-,  |  =  abc.dhm  .  <?/>/?.  ////.. 
r,  =  ad.lih  .rm.e.L  ./>.  fi  ,gn  .In,         //,,     zae.bk.cp.d  h.m.fo.fft.in, 
~i  "11  —  '"/''•  /'/'/■  .cmp.fnl,  gio  ; 

7,,  est  formé  des  points  a-,  A.  c,  '/.  e,  //.  /, .  m,  p,  e1  '/,.  des  points  / 
i,  /,  n,  0. 

\    3,2)  es1   un    g£"6  ayant   deux  systèmes  des  degrés   s 
e1  s12  =  3. 12  (cf.  I,  14).  A(4,  2)  es1  un  g';^,,  ayant  deux  systèmes 
des  degrés  ,v0,  =  3./p   et  «,._,=     J .  '|<>.    A     !,    i     es1    un    g\     .   ayant    un 
gystème  de  degré  s03  =  8.28  et  deux  de  degré  .s1:,   -    i 

Soit  \'(n.  ~\  le  constituant  de  A  de  champ  </ .  .I  déplaçait 
tous  les  symboles,  chaque  A'  admet,  comme  système  d'imprimi- 
tivité,  les  systèmes  d'intransitivité  (de  degré  -  •   1    de  .1  dan-  </,. 

La  similitude  |  */ |  permute  [circulairemenl    les  tc       i  q    où  X=£o 
et    fixe   q0.    Doue   :    1"  les   A'    où  X   t  0   n"///  semblabl 
deux    constituants     transi/ifs.    I  un     V  '     //.    -       rfe    //r-/,: 
ayant   pour   champ   Vensemble  des  </,   où  X       o,  Vautre    \       ni  t. 
de  champ  q0.  Pour  la  même  raison  que  tout  à  Vheure  chacun  d\ 
est  imprimitif. 

Si  n  >.  A"  a  les  mêmes  systèmes  d? intransitivitè  que  A.  Smi 
en   ell'et    a    -  h.  Comme   la   substitution  s       ///,-.  ou  m„     I.  -     fixe 

le  point  \      (Xu,  1 .  n o)  de  7, .  A"  e1    V       j  s    \"  remplacent  : 

par  les  mêmes  points  de  //,. 

Soit  n='i,  et  d'abord  1.  t  o.  A"  remplace  :  pai  tous  les  points 
œ,  =  a'M  -f  a,,  Xu,  ;/,  =  fJ'M  -4   [3n  Xu  pour  lesquels  a  1. 

a(l,   ot!..}   [iM.  (3'H   étant  réels  |  i.  >>      Or  cette  cond  équivai 

xty{      Vi'i       "/'')-   I*1""'   A.0    remplace    :   par  tous  les  points 

:'/.'       0)(1). 


1    I  railleurs  ta   condil  ion  sc,,P  *'i  1       1  détermii 

(S.,  T'i  1.  c'est-à-dire  loue  lea  pointa  de  7  . 
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Soit  11=1  et  A  =  o.  A"  substitue  à  [ifl,  o)  (l  =  o,  ...,  -)  les 
r.2 — i  points  (a, ,  i",  $niri)  (an  et  (3M  parcourant  Z  sans  s'annuler 
à  la  fois)  :  on  obtient  ainsi  les  (û2 — i)  (k-\-  i)  =  so2  points  de  '/„. 
Donc  les  points  de  q0  se  répartissent  dans  A"  en  r.  -  i  systèmes  il  in- 
transitivitè  donnant  lieu  à  r.  -j- 1  constituants  transitifs  parallèles 
se  m  bla  blés  à  U  (  2,  -  ) . 

Ainsi,  en  désignant  par  A0(Ai(//.-  le  constituai  de  A"  dans  </,. 
on  a  vu  que  A""  (2,  2)  est  fromé  de  trois  g'  parallèles  isomorphes 
à  A0  (2,  2)  et  que  A'"  (2,  2  es1  un  g„  régulier  égalemenl  isomorphe 
à  A°(2,  2). 

A''  et  A  sont  respectivement  isomorphes  à  A'  et  à  A.  il  suffil  de 
considérer  A'.  Or  supposons  que  le  p.  g.  c.  d.  I  >  "  de  A  '  .  A  '  soil  >i. 
J  )  '  est  premier  à  1'  (l'est  semi-régulier  e1  normal  dans  A'.  D'ail- 
leurs le  |».  g.  c.  d.  A'  de  D'.  A  «s  1  >i,  sans  quoi  Al'  sérail 
produit  direct,  e1  1)'  serait  <  I'  (  I.  !•"»  .  Donc,  en  exceptanl  le 
cas  où  tz  =  2  avec  n: '>.  A  '  es1  \".  i  i  A0  fixerait  les  points  de  qv 
où  fi.  ^  A,  ce  <[ui  n'a  pas  lieu.  Si  -  2  e1  n  '>.  A  sérail  >  J" 
(I,  12),  ce  <|ui  es1  absurde,  J°  étanl  semi  régulier.  Pour"  n=2, 
A'    -  A.  e1  l'on  a  vérifié  directement  que   \         A. 

2.   Les  symboles  de    1    sonl   les  systèmes  de  --'       i  points 

de  e  ,  autres  <|nr  o  . . .  o,  situés  sur  chaque  droite  issue  de  0 . . .  o. 
Donc,  en  laissant  de  côté  le  cas  n=i,  ri    a  deua  systèmes  dHntran- 

c  —Il  I i\"       —  H  —  1    ( 1  \  '1  —  1 

sitivité.  I  un,  .,,,  de  degré  —^--  =  -  —•- — — *- ,     répondant 

à   a=o,    Vautre,   q,    de  degn  -  =r.n  1- — -     — —   répondant 

à  a  =/- (k  Je  désignerai    par  -1  '    le   constituant    transitif  de     '    <!»• 
champ  <]/. 

En  exceptant  le  cas  où  71=71  =  2,  -1  '  es/  isomorphe  à  L  Car 
si  le  p.  g.  c.  d.  '  de  I  .  es1  >  i.  le  diviseur  correspondant  \\ 
de  A  n'est  pas  .1.  h  csi  doue  A",  à  moins  que  l'on  n'ail  -  —  2 
avec  //  3.  M  ;  1  i  s  si  I),  est  A".  \".  lixanl  certaines  droites  issues  de 
l'origine  [correspondant  aux  symboles  de  I  k  t  i  |.  n'a  pas  les 
mêmes  systèmes  d'intransitivité  que  A.  Donc  n  2,  e1  1  =  o. 
Donc    i  (.il     1     es1  isomorphe  à  un  groupe  facteur  de  -1     »  " 

(|in  est  d'ordre  1  ou  2.  Or  cela  est  impossible,  car    \     est  transitii 
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de  degré  --fi.  Soil   donc  -    =  2  e1   n     '>.   Le  cas  d( 

étudié  (I,  VI)  ne  l'ait  pas  exception.  Mai 

Car  3Z  =  .le0  =  H°  (ici  J=    ,///,.,    es1   premier  à    II'     est,  en  posa  ni 

1       -.   le  g0}z+i,  2-1  ;   où   -  parcourl    o,    i.   »,    ,.    ,     ,J 

(c/.  [,  5).  Or  z+ 1  =  oi.uuj  z-1=  ooo.ui»,  -     -  =  oi».  Don< 

un  ge  ci    i  '   un  g3. 


.">.  Soit,  pour#=/i,  X0  X  le  diviseur  de  A  qui  fixe  i"...<>. 
ci  X('  \'  son  constituant  <!«•  champ  </  .  Les  substitutions  de  \ 
ont,  d'après   les   formules  (4),  (5),  (6)  de   I.  .">  de-  matrices  de  lu 

(orme 

/    i      a',,      Ku     y,,      . 

I    O  I  O  0  I 

M 


o     y. , , 


a22     a,. 


où  les  éléments  donl  les  deux  indice-  son!    .•    i  formenl  une  mati 
quelconque  M,   du   groupe  A,  de  r/,       (>        x,y{      //,./-,     [je  dési- 
gnerai  par   A,,    A',',     i",    A  [  ,     i,.     i       les   groupes   déduits   de    \ 
eu  m  me  A',  A",    i .".  A  '  .    i  .    i  '    de    \      \.\  ne  divise  pas    V)],  et  où 
l'on    peul     prendre    arbitrairement,   «m   bien    les   y    .   (3      où    / 
[alors  !  i  .     >  .  (6    de  I.  .">  déterminenl  explicitement   par  les  autres 
coefficients  de  oc  les  y.ir  %'     où  /   t   \  e1    x'H       x'n],ou  bien  les 
oc'     où  /  /  i    |  alors  (8),  (9),  (io)  de   I.  ."  déterminenl    les 
où  /  /   1  ci  aM       7I(|.  Donc    X.    \,        --      ;.  Les  matrices  du   \        I' 
déjà  considéré    I.  l«i    so/id  ec//c.s  des  matrices  M  où  M,       1.  I' 
////c/'  d  A,  e/  évidemment  permutable  à   chaque  substitution  de    \  . 

donc  normal  dans  X      A,l'      PA,,e/    X.  1 


Le  (/'■ 


de  A'  qui  fixe  io ...  o  est  évidemment     \.  :,'■ 
substitution   que  dans   I,  2);  ",'7".  est  permutable  à    \ 

X.  X        n       .. 
X     nu    même    I'     remplace  le    point    «»//,  0  . 
par  le-  --  '  '   points  |  x'( ,  //, .  i/, .   x 
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d'intransitivité  q]*  (i/^o)  de  X  (ou  de  P)  de  degré  ~2"-3  [et, 
dans  X'.  -  --)  -i  systèmes  de  degré  r:2"-3  (- —  i).  On  voit  direct  <■- 
menl  que  toute  substitution  /  i  de  I*  déplace  tous  les  symboles 
de  chaque  qY0l.  L'action  <\i-  P  sur  les  qr0  fournil  donc  une  repré 
sentation  semirégulière  de  P.  D'autre  pari  A,  fixe  les  points 
ot/,o...o,  e1  ses  constituants  dans  les  champs  7,,  sonl  évidem- 
inciii  parallèles.  Donc  les  constituants  de  X  dans  les  champs  qrBK 
sont  aussi  parallèles.  Si  n  3,  les  points  des  qya ',  joints  aux  ~2  i 
points  xt  o  .  .  .  o  (.r,  ^  o)  fixes  par  X.  épuisenl  q0.  Si  n  >  3,  7,,  con- 
ii<-iii  encore  0010. .  .0  que  X  remplace  par  ocl2oa.,3^22 . . .,  oc)2 
pouvant  être  j>ii>  arbitrairement,  e1  le  système  des  y. .._.. 
où  i  ■=/=  j  pouvant  prendre  dans  A.  s  déterminations  toutes 
différentes  de  o.  .  .0);  d'où  un  nouveau  système  q°0  de  degré  --s, 
(ce  nombre  est  nul  m  n  \  qui  achève  d'épuiser  7,,  I'  a,  dans  7',',. 
s„„  ,  constituants  transitifs  de  degré  ~-'  .  Donc  X  ne  fixe  que  les 
t.2 — 1  points  xto  .  .  .0  de  q0. 

Comme  A,  A.'01  (i  ,  el  que  chaque  substitution  de  I'  déplace 
les  points  oy,o...o  fixés  par  A/,  l'action  de  I*  sur  q0  est  pre- 
mière à  A;.  Donc  X'0-   V 

•i.  Considérons  maintenant    '  ".   Soil    v.,       v.  le   diviseur  de   4 
fixant    [0...0,  -V-„   =  \- '    son    constituant    de   champ   >.    et    Z'   le 
groupe  déduit   de   V  en  y  regardant    les   variables  comme  homo- 
gènes. V  étant  premier  à  X      ['est  Bemi  réguliei  .  Z'  a  l'ordre  de  X' 
ci  est  évidemment      C-.  D'ailleui  '     même  -i  n  =~  =1)  (2). 

Donc  .v"        pc,,  el  (K,  1)  =  (*«•>,  1)  =  (**,,  O^fTZV  donc*.  :     E. 
La  forme  générale  des  mat  rue-  de  X  es1 


|     «M 

«:i 

5t„ 

7 

0 

5 

O 

O 

-Tl   -: 

«'„        ... 

° 

• 

. 

SU  n'ctant  déterminée  qu'à  une  matrice  près  de  [' comme  facteur, 
Fixons   ce   facteur  de   manière   «pic  on   soit  dan-   A.  Alors  la  nia- 
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trice  D\Lt  des  éléments  de  DR  dont  les  deux  indices  sonl  -  i  est  la 
matrice  générale  de  A,,  cl  a,,0,,,  =  i.  En  multiplianl  par  une  m 
on  peut  l'amener  a,,  e1  p'M  à  i.  Les  x'Jt,  °.;|  ou  /  i  ou  les  y  . 
a',,,  où  i^i)  et  la   partie  réelle  de  x'n    d'ap  I.  ." 

sonl   arbitraires,  et  les  coefficients  restants  de  OR   sonl  détermii 
par  le  choix  de  ceux-là  e1  de  ceux  de  or,,.  Mais  on  de\  der 

comme  indistinctes  les  DR  donl  les  coefficients  sonl  onnelg. 

Donc  .v      ;  |  A,  P,  mH.\  V  \  V      ;  A,  P,  mu    |  J.    De  là  en  .  i 

=  (*-i)(X,  1). 

Au  lieu  des  Te2  — 1  systèmes  g£  //,  /  0  de  X.  on  obtienl  ici  de  la 
même  manière  danseX  un  seul  système,  ^  de  degré  -J  .  \.ulieudi 
on  obtienl  ici  de  même  (les-2-  i  points  autres  que  l'origine  dé 
chaque  génératrice  <ln  cône  </„,,  . ,,  formenl  un  seul  symbole 
pour  a-  un  système  cjj  «le  degré  — ^  '  qui  disparaîl  si  n  '•  .  \u 
lieu  des  tc2  i  points  autres  que  0...0  fixés  par  X(0),  on  a  ici  un 
seul  symbole  fixé  par -v  " .  ei  ce  symbole,  joinl  à  <|J,  (J,  forme 

Si    i"    a  des  systèmes  d'imprimitivité  de  degré  S (>  i  .    c-(0   fixe 
celui  qui  contient    10...  ,.   Il    tant   donc  que   n   soil      ■   !,     i   alors, 


ou    bien    0  =  1  -\ r— ^>  ou  bien  0  —  1  +~         .    S]    0        1 

-  •  —  1  1 

8,  divise  le  degré  ~-'7  :l  de  I  autre  système  d'intransitivité  de 

qui  est  absurde.  Si  t,       >    ■  --"   '.  S   divise  Donc    --'      1    3 

1  - 1 

est     .s„     j,  et  a  fortiori 

d'où,   eu  divisant    par   -"  -  ui  t--\    ;•  !  ,  e1    en  remplaçant    1    pai 
-"-'      -"-\ -'  !  '      •>.-"   L  ou  it2 <  2,  ce  qui  ne  se  peut.  Doru 
primitif  pour  n    2. 

Pour    //       2,   en    posant  z   e1    en    changeant    la    notation, 

v       S(z,  U.Z   !  \).'  \    (;;.  et  u.  réels,  e1  y.  -    o,  d'ailleurs   quelconques 
est  d'ordre  "(tî       i),  et  le  champ  du  g*„      transitil    \      est  f<    me 
des  points  substitués   à    z      o.    Donc  U    semblabL 

n    (5.,  73,  85    7"/  est  trois  fois  transitif    s 

,\.   Prenons  maintenant  <<  sous  la  form<     .  el  soil    X,  h  diviseui 
de  A  < 1 1 1 1  fixe    [o.  .  .0    d  après  les    ystèmes  d  intran  é  d<    \  . 

\ ,  ("-t  aussi  le  diviseur  de    \    qui  fixe   1  o .    .  1    1   1  Fo  r  m 
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des  ma  l  rices  de  X,  es1 


où  les  éléments  donl  les  deux  indices  -oui  >>  i  formenl  une  matrice 

(II!    groupe    A,    <lc    </,         "         :.,    ~,      )»•    ^  ï  •  '•  - 1  -_i  m  •  - .  ;n    |.;i:    A°,    '  °,  A  \  .  -1  ,  . 

les  groupes   déduits  de  A,   comme  A",    i  ".    \    .     .    i      de  A  . 
Donc  X,  est  formé  de  ~-  constituants   parallèles  semblables  à  A,.  «■) 

(X,,i)= — : — ■  Donc  X,  a  i:2  constituants  transitifs  de  d  ,.,_, 

semblables  à  A',0  e1  ~2(r.  —  i)  de  degré  *,,.-,  semblables  à  A/. 
Les  t.-  points  restants  sonl  les  points  :,<>.  .  .<>  fixés  par  Xn  dont 
les-  -f-i  pour  lesquels  z\         i  font  partie  de  7,. 

Cherchons    les    systèmes    d'intransitivité    du    constituanl     \ 
de  X,  donl    \>    champ  es1   qn  c'est-à-dire  ceux  des  systèmes  de  X 
pour    lesquels  a=\.    Pour  ceux   de  ,,  a,  =  o  ;  si  donc 

a=  i.  on  ;i  r7;''—  1.  d,  où  ~  -\-i  systèmes  d  intransitivité  de  dt  ; 
.v„  „_,  de  X',".  Pour  ceux  de  degré  s,  „  ,,ona-a  o.  Si  donc  a  ■=  1 , 
on  ;i  a ,  i  zr'\  z,  ii'rhinl  |>;is  racine  de  :•;  '  =  i.  I  >" ; t i I ! ■  u .  - 
i  3;  '  <  >i  réel,  et,  |»our  chacune  <!<•  ses  ~  2  valeurs  autres 
que  o  e1  [,5,  prends  ;  i  valeurs,  tandis  que,  pour  la  valeur  1. 
z,  =  o.  D'où  (~  +i)(û  1)  -\-  1  =  r:-  -  1  systèmes  d'intransi- 
tivité de  degré  s,n  ,  c?e  X,1  .  Les  systèmi  nus  pour  X,1  con- 
tenanl  sln  r.  1  points,  on  retrouve  que  \  fixe  -  •  1  points 
de  7,. 

(i.  Considérons  maintenanl  1  .  Soil  \-,  le  diviseui  de  i  qui 
fixe  10... o,  -.v,'  son  constituanl  dans  .,.  ri  E,  le  groupe  déduit 
de  X,  en  \   supposant   les  variables   homi  gènes.  Comme  au   n"    i. 

Z,  a  l'ordre  de  X,  e1  es1      m,,  ri      v.,.   i  .1  1.1:  ^_  ; 

donc  -Y-,  =  H, . 

I  ("ailleurs  la  mal  rice  générale  de  -Y,  es1 


y..rl      a23 

«31        *3S 


:: 
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3R  n  élanl  déterminée  <|u'à  une  matrice  prè*  de  I'  comme  fac- 
teur. Fixons  ce  facteur  de  manière  que  oc, ,  =  i.  Alors  la  mal  ri<  i 
déduite  de  D)\.  en  supprimanl  la  première  lign<  el  la  première 
colonne  est  la  matrice  générale  de  A,.  Mais  on  devra  regarder 
•  •on nni-  indistinctes  les  OU  dont  les  coeiïicients  sonl  proportionnels. 
Donc  -v,  =  A,,  et  de  nouveau  A-,  =  H, . 

Au  lieu  des  -2      i  constituants  de  X,  semblables  à  A     où  s, 
on  obtient  ici  de  même  un  seul  constituant   semblable  à  A     .  don! 
le  champ  est  dans  <j4.  Au  lieu  de  celui  où  z,  =    o,  on  obtienl  pour&, 
un  constituant  semblable  à  -i ..,"  ,  donl    le   champ  esl    dans  .,„ 
constituant   disparaît  si  h  =  i).  An   lieu   des     --       i      -       i     cons- 
tituants de  X,  semblables  à  A ,'   on  z,  -/  o.  on  a  [mur  V-,  -        i  cons- 
tituants  parallèles  semblables  à    A  /  ,  donl  -       2  mil   leur  champ 
dans  c|,  el  un  dans  cj0.  Au  lieu  des  -       1   constituants  de  X,  sem- 
blables à  A,1    où  z,  =  o,  on  a  ici  pour  A-,  un  constituant  semblable 
à  -i.,1  ,  donl  le  champ  est  dans  q,  et  se  réduit  à   un  point  si  n 
Donc,    pour    n  =  '2,   -V-,1    fixe    deux    points,    el     1   '     2,  ~      est   im/ni- 
miiif  :  son  imprimitivité  sera  précisée  tout  à  l'heure.  Les  systèmes 
d'inl  ransilivilé     obtenus,     joints    an     point      [Q.  .  .0      fixé     par    v , . 
épuiscnl  .,„  et  ij,. 

Si-i(l   a  des  systèmes  d'imprimitivité  de  degré  0   >i   .a/    fixe 
eelm  «pu   contient  z,o...o(z,   h-  o  .  Donc  0  a  la  Forme 


'  -I-  p  S0in  . ,  -  t-  5-.v, , ,,.     1  -+-  T  — 

(p,  T        0  OU  I,  -  entier      «ici         - 

el   0  divise  le  degré  -^-  =  T."-1  ",'~(~')"    de    \    '  . 

-  -t-  1  -  +  1 

Soit  (Vabord  3  =  1.  Alors  6  -;i    le  facteur   -"-2.  el     "_it      -  divise 
-"      |      1  1".    Or   on  a 

'"_,;  ''"    -"•-"':(   . >"  '1  -•    1     j(i    -  1    'i 

■      ?|   -"      '  ,  l)»     '   |>7T"  -f  T."      '  -  1  "  - 

Donc  celle  dernière  quantité  doit   être     -  1        -.        1  .  Un 

doil   donc  ;i\  oir 

Joui  11 .  de  Muth    \n*  série    ,  tome  V,       r'asi     1 
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d  où,  eu   remplaçant  s  par  o  au  premier  membre,  par  ~       2  au 

second. 

jr"-1  ..  •>. n-  —  ■>.-  <  2~'         ou         -"        1.         d'où         «==3, 

et  I  inégalité  précédente  devient  7- ::     7-.  Donc  o- =  o,  et  „      = 

~'' -|-~2(~ +  2  )  -  7  —  1.  Or  on  voit  de  suite  que  celle  quantité  ne 
peni  être  _-"  i    i  =  r.:t  -f  1. 

Soi/  donc  p  —  <>.  w  d'abord  5">o.   >7   //      I,   5  esl         1  iinxl-    e1 

divise- Donc  (tz  -f- 1  )  0  est     ~  '      t,  ci   l'on  a  a  fortiori,  en 

-  - 1  ' 

remplaçant  (ic-fi)o  par-.v,  „_,. 

-"-"   -<r." —  i—  1  )"-"-'  -t-  1 

il  où,  en  remplaçant  le  second  membre  par  ■i~" .  I  impossibi- 
lité -"--<  2. 

Si  n  —  2,  en  omettant  !<•  cas  déjà  traité  *2  où  //  =~=?2,  on 
;i  -I  '  =  e.i.  Donc  toute  division  en  systèmes  d'imprîmitivité  cor- 
respond ;i  mi  jiô-+);:r  >> -V-,  (S.,  <><•  .  <  h  ici  »,,„_,  =  tc-{-i,  rl  S  esl 
>it+i.  Donc  .  .  .  esl  >  -  ■  .  2>r.  -.  -  1  .Ôrd  ç  2,7:  1,3  . 
I  )<>nc  (  1 .  5  sérail  <^  -  [,  e1  ^  .~  serait  représentable  en  moins 
<le  -  symboles,  ce  qui  est  impossible    S.,  66  . 

.S'o//  a  =  o.  Alors  T  =  i3  e1  l'inégalité  -  i  S  -.  1  devient, 
en  remplaçant .  dans  0.  s,  „   ,   pai   - 


:  _ 


-;"    :t  —  r"    !     -"       r.<~".  ou  n"'<r-  -    1.  ou  ît"    '     r-. 

/>n//r  //  est  3.  N"//  d'abord  n  2,  donc  «,.„_,  =  ~ -j- 1 .  0  =  2.  En 
omcttanl  le  ca>  déjà  traité  -  où  n  =  7:  =  2,  on  n  '  '  -'  . 
Donc    toute   division    en    systèmes    d  imprimitivité    correspond    à 

11  n  u_  - .  1  v  ^>  -v-i   !  'S>--  60  .  Or,  en   posanl  -^  =  z,  h  m  h-  substitution 

y       ".   -4—    3  . 

de  -l    ;i    la    forme   k  =  (-  -)  (avec  les  conditions    indiquée 

dans    I,  «">!.   Pour  que   y.  s(»ii    permutable   à   -v(  =  ;ui;;    (u.    étanl 
d  ordre  --j-i),  il  faut  e1  snllii  que  x   ulz    puisse  se  mettre  sous  la 

l'orme  i  >j.z  '  7..  d'où 

3*anaj,jUL(i        p")    •    -|y,,^,,    y.       v.  )  --   y.[,?.,l(i  —  ;j.<  ■  ]  >\  i- 7.riy..,-,\\  —  u- )  =  <>. 
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Donc  <xJ( a21  =  oe,2a22  =  o.  Si  xl2  =  oc2,  =  o,  a  es1  dans  a;,. 
Si  a, ,  =  <xa2  =  o,  a  a  la  forme  jz~l  (/  quelconque  dans  s'  . 
Donc  .v  est  le  g££î,  diédral  ;-v-n;~';  où  -\-,  es1  un  gj]  cyclique 
scrni  régulier  fixant  les  symboles  o,  x  échangés  par  :-'  lestr-f-i 
points  de  .j0  permutés  entre  eux  par  x,  sont  les  racines  de  z'   '  i  . 

On  voil  que  eV{  ('i.r.    n  admet  qu'une  division  en  systèmes  (Fimpri- 
mitivité. 

Soi/  n  =  i,  cl  désignons  par  /■  un  système  d'imprimitivité  de 
degré  o  =  ic2—  tc -f-i,  correspondanl  à  p  a  o,  t  =  i.  Prenons  a 
sous  la  forme  //.  e1  écrivons  les  variables  dan-  l  ordre  b,  i  .  //,. 
On  peu  i  supposer  que  le  point  fixé  par-v.,  es1  .rot».  Pour  les  autres 
points  de  /\  on  a  x  =  o  e1  .»,//,  //,.r,  7  0  (puisque  c  t  —  o  i 
ce  soni  donc  les  tc  (tc  -  [)  points  (o..(1.0.rl  .  [x{  ;  o  .  0  parcourant 
les  éléments  de  z'  qui  sont  hors  de  3.  Pour  qu'une  substitution  7. 
de  -h  change  #00  en  (o,xn0xt),  il  faul  que  l'on  ait  */„„  o, 
aii0  —  xn  (3I0  =  8#,.  Supposons  r.^>'2.  Alors  /•  contienl  au  moin 
n'  points  autres  que  .ion.  Si  a  est  dans  le  diviseur  (ixanl  r,  elle  doil 
remplacer  5  quelconques  de  ces  points  par  5  d'entre  eux.  Or  % 
remplace  le  point  (  o.  x\ ,  O'.r,  >  0'  étant  dans  z'  hors  de  ;  e1  x\  0 
par  un  point  dont  la  coordonnée  x  est  x\((X.ai-\  0'a(il  .  x0(  el  "/,, 
n'étanl  pas  tous  deux  nuls  (ano  =  o).  Cette  quantité  ue  peut 
évidemment  pas  s'annuler  pour  5  valeurs  de  0'.  Donc  - 
«4(3,  2)  a  (railleurs  été  déjà  étudié  (  I.  I  §'). 

7.  Considérons  maintenant  le  constituant  i"  //.-  •'"  de  1° 
dans  y.  Tout  d'ahord  -t  "  '  est  transitif.  Cela  es|  clair  >i  i  esl 
primitif,  e1  on  l'a  „ vérifié  pour  -l  "  '  i,  2  I.  14).  La  question 
ne  se  pose  donc  plus  que  pour  -1  "  '  .  ■•.  -  .  el  l'on  peut  sup- 
poser p>  2,  sans  quoi  d.°  -1  .  Alors  (-1  . -1"  »,  e1  '"  -i  "  • 
Si  donc    I"  '   est   mi ransii  1  f.  ses  systèmes  d'intransitivité,  qui  soni 

des  systèmes  d'imprimitivité  de  -I  '  .  soni  <\<~  degré    ■ .  D 1    .  1 

sera  une  puissance  (\{^  2,  ce  «pu  esl  absurde  puisque  -1  "  ■ . -.  . 

Je  dis  que,  si  «U'  est  primitif,   \"'   est  primitif '.  On  peul  omettre 

le    cas    déjà    traité    (I,    I  \      où    TC        2    avec    /'  >    e1     le    cas    n        1 

où  r\,"  ■=  ci,  =  1 .  Le  diviseur  de    I  "  qui  fixe  le  même  -  \  10  ho  le  qui 

cs|    h-  |)    g.  c.  d.    V."  de   n  ,  a\  PC    I  ".  normal  dajlS    C  .  «'I    \'.   I  \ 
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a  pour  ordre  le  p.  g.  c.  d.  -,  de  n  et  de  ~-\-i  (1,2;  cf.  S..  .">.">  . 
Je  désignerai  par  a--''  '   le  constituant  de  v-'1  dont  le  champ  es1  y. 

Le  diviseur  $  =  A,PI'  1 1'  de  -Y-  a,  d'après  les  nos  ,">  et  I,  les  mêmes 
-\slèmes  d'intransitivité  que  -\-,  et  le  diviseur  5"  =  A"PI'  1 1'  de  5  a, 
pour  //  i.  les  mêmes  systèmes  d'intransitivité  que!J\  Cela  est  clair 
pour  le  système  >1('.  et,  si  n^>  \,  pour  le  système  <£,  car  alors  \'[  a 
les  mêmes  systèmes  d'intransitivité  que  A,:  si  //  —  ].  A"!'1  l'a  les 
mêmes  systèmes  d'intransitivité  que  A, V  \  I',  et,  si  n     i.  .>"  disparaît. 

Le  groupe  A-,  A,  a  un  diviseur  correspondant  au  diviseur  A', 
de  A,,  et  ce  diviseur  est  contenu  dans  -v-.'.  Don»  -\-ï  a.  pourn^>3 
(a  a  ici  la  l'orme  i  .  le-  mêmes  systèmes  d'intransitivité  que  -v.,. 

Soit  n  =  '3.  Alors  -,  =  i  ou  5.  Si  n,  =  i,  4°  =  4 .  Soit  donc  -,  =  3 
et  tt  +  i  =  3(/..  Considérons  une  substitution  :  de  -v,  ramenée  à  la 
forme  <»ù  a,,  =  i  (avec  les  notations  du  n°  (>  .  Pour  que  :.  qui 
est  alors  dans  A.  soil  dans  \.  ( .  il  l'a  u  I  et  -, ,  j  11  i  I  qu'il  \  ail  dans  ;.f 
une  substitution  de  déterminant    i.  Or    :    a  la  forme  /  .  en  posant 

'.  "-l  =  /    (I,  2).    Il   la  lit    doue  et    snllit    qU    On    puisse    |  mu  Ver   II  II    entier    / 

tel  que  /' '  '  —  \ .  c'est-à-dire  que  h  soil  multiple  Ar  '>.  I  >r  s,,ii  jj( 
la  sous-matrice  de  :  contenue  dans  .\ , .  Ecrivons  i>  au  lieu  de  s,, 
et   taisons  !<■  changement  de  variables  «pu   ramené  ;.:.,  à   la 

forme  '■->',//,  //,  <,  I.  Kl  .  On  aura  A,  2*  '  \".  m  .  Il  Faut  et 
siillil  que  :,  soit  dans  le  diviseur  A  ï'  \  >/  de  \,  Or  lé 
constituant  A','  "  de  A,  dans  le  champ  des  solutions  autres  que  oo) 
de    '  i //,      ,'/i'it=<>   ;»    -      i    systèmes    d'intransitivité    répondant 

aux  éléments  -,  ".  >/ -.  ~  de  z  :  celui  de  ces  systèmes  qui  répond 

à  i'1  es1  formé  des -2  i  points  (a,,  i'',  (5nt  ,  aM  e1  ^«parcourant  z 
sans  s'annuler  à  la  fois  (  I  .Mais///  remplace  le  poinl  x  ,i  f$,,i'1 
par  (a, ,  i'/+3',  [3, ,  .-:"l,/+:"  i.  Donc,  dans  A.  1rs  systèmes  d'intransitivité 
de  A.J  qui  répondent  à  \"  e1  à  '.''''  se  réunissent  en  un.  Donc  A  n'a 
que  trois  systèmes  d'intransitivité.  houe,  dans  .y.',',  le  système 
de  degré  $02  =  (ir2  i  -  •  i  est  remplacé  par  !  systèmes  de 
degré   \  .s„._,  =  (~2--     i  |[/.,  les  ~        2  systèmes  de  degré  .v,...  =  ~  •  ~2       i 

et  celui  de  degré    '  '"'     =  - ( -       i    étant  conservés. 

Si    donc    {"'    a   un   système    d'imprimitivité    de    degré  c   _>  i  . 
v"     fixe  celui  qui  çontiçnl  too.  Donc  6  a  la  forme  i  4  -a  'u.  ~-      i 
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777(77- — ij +-777(7:  -jj,  p'  étant  l'un  des  aombres  o,  1.  2,  ',.  5  l'un 
des  nombres  o,  .  .  .,  77  —  2,  -  l'un  des  nombres  o,  1,  el  S  divise  le 
degré  772(t72—  tt  +  1)  de  ,i,0('  . 

Si  p'—  >,  comme  3u,  =  i:  +  i,  la  discussion  esl  la  même  que 
pour  "1  '■*'  dans  le  cas  où  p=i.  De  même  si  p'  <>.  Il  peste  seule- 
ment à  considérer  les  cas  p'  =  j,  2. 

Soit  z'  =  1.  Supposons  d'abord  3  divisible  par  p.  Alors  p  divise 

I  —{A. 

5t  ja  =  I,  on  a  77  = '2%  et  Ton  rentre  dans  le  cas  déjà  traité  de 
4,«(3,2)  (f,  14). 

Soif  donc  u—  1  -)-  A/A  /<•  et  fi  éton*  1.  et  k  premier  à  p.  Comme 
77  -f  1  =  lu.,  on  a  77       3  kpï  =  2,  d'où  p  =  2,  it  >  2,  et  {3       [.Alors 

-  =  —  k  H (l  -h  kp)  •+-  <j- (t-       11        r  '      -        1 

/J  /'  P  /' 

est  premier  à  />  et  doil   diviser  t:2       Tt  — |    i.   Mais  cela   es1    impos- 

sible,       k  -f- —  (  1 -{- ftp)  étant  >  *û2  >  it2 —  r.-\-i.  Doncôesl  premier 

à  p  et  doit  diviser  772 — tt  +  i.  Cela  esl  encore  impossible,  o'u.  ~-       1 
étant  >  t:2       7U+  I. 

Smt  p'  =2.  Supposons  0  divisible  par  p.  Alors  p  divisa   1 
qui  esl  7^0.  Soit   2(a=  1  -\-kp''.  k  e1  (3  étant     1.  e1  fc  premier  à  p. 
Comme  3 (A  =  ic  + 1 ,  on  a  21;       3  kp*  =1 ,  ce  qui  est  absurde.  Donc 
0  est   premier  à  p  e1    doil  diviser  t:2       77  4-  i.  <  >r  on  voil    comme 
dans  le  cas  précèdent  que  cela  es.1  impossible. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède,  en  négligeant  l"  I,  2  étudié  sépa- 
rément (I,  14),  que  l'on  peut  raisonner  sur  t>°  comme  sur,  '.  e1 
que    I"'   est  bien  primitif  en  même  temps  que    I 

La  question  se  pose  maintenant  de  savoir  si   1  "  '   2,  -   et   1  "  ' 
ri  ont  pas  d' autres  systèmes  cT  imprimitivité  que   1  '     ■.-    et   '  ' 

Considérons  d  abord    I  '    >.  •  .  A.vec  les  notations  déjà  emplo 
(1,  14).  -Y-,  est   ici   le  gfl  }  (3, £ {  qui  a    les  systèmes  d'intransitivité 
bcfgkqrstt  del,  hmp,  ino}  au.    \-,  est    le   g9,      v,,  s      qui  a   les  sys« 
tèmes  d'intransitivité  bcfgkqrst,  dehilmnop,  au.  Soil   •  un  système 

d  iniprimil  ivilé  de     I"  '     de   degré  0   conlenant   c.    V-,    liv     .<•!.    I 

étant  de  degré  [2,  o  2,  î.  i  ou  6.  Si  o  ■.  ;.  montre  que  con- 
iiciii  a  ou  u,  ce  que  contredit  la  forme  de  £.  Si  c  >  montre 
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s  contienl  (i  e1  '/.  e1  Y,  H  \\  montrent  *ju e  les  autres  systèmes  d<- 
Ja  division  correspondante  sont  nécessairement  del,  hmp,  ino\^nt 
admet  d'ailleurs  ces  systèmes  d'imprimitivité.  Si  o==  'j.  '^  montre 
que  *  contienl  l,  o  e1  pj  ce  que  contredil  la  forme  de  j.  Si  S  ==  6,  3 
montre  que  *  contienl  a  e1  ?/.  puis  Y,  que  *  contienl  <l.  e  i  l  /. 
puis  VTy  que  >  contient  A.  ///  e1  p,  ce  qui  ne  se  peut.  Ainsi  -1  "  ,; 
a  une  .seule  division  en  systèmes  d'imprimitivité  qui  sont  auv,  del, 
hmp.  ino,  et  d  '    V admet  aussi. 

Considérons  maintenant  -I  '  2.  -  .  Si  p  =  2,  ir,  se  réduil  à  1.  et 
„\,°  =  -i.  Soit  donc  p^>  2,  d'où  ti,  =  2.  Ici  v-,1  fixe  les  deux  points 
jo  et  01  et  a::  2  constituants  parallèles,  semblables  au  g11*1  A',1', 
pour  lesquels  on  a  z,  -j-  o,  r._,  -/:  o,  a  h  <>  (6).  Déterminons  les 
-     -2  champs  de  ces  constituants.    D'après  leur  définition  on  a, 

en  posant  —  =  z,  pour  chaque  poinl  :•  de  cesn       2  champs,  z  ^  o,  x 

ci  :~+>  z£  -     1.    I  ) •  r"  •' .  <pii  <-si  réel,  prend  ~      2  valeurs  (autres 

queo,oc,        i    qu'on  peul  représenter  par  Ç1""'  Ç  es1  déterminé  à  un 
facteur  pies  de  la  forme  /*,  en  posanl  t  "   '        /  ,  et,  pour  chacune 

d'elles,  z  prend  les  -  -^  1   valeurs  £/A  (k  —  <> -  .  Ce  sonl  pré- 

cisémenl   ces  ~  •    1    valeurs  qui   Formenl    le  système   d  mtransiti- 
vité  contenanl  ~. 

Soii  inainieiiani  z  une  substitution  d<i  \- , .  ramenée  à  la  forme  où 
aM  =  1  (avec  les  notations  du  n"  (>  .  Pour  que  ;.  <pu  csi  alors 
dans  A.  soil  dans  \".  il  faul  e1  snllii  qu'il  y  ait  dans  :.l  une  substi- 
tution de  déterminanl  1.  <  h-  ;  a  la  forme  I  .,  ).  Il  faut  donc  el 
sullit  qu'on  puisse  trouver  un  enti  -\  1  tel  que  /  1.  c  est-à-dire 

que  t  soil  pair.   Donc  l<-  g„  .  ,  -*•'.   peu!  être  considéré  comme  formé 

des  substitutions!      .tlj  qui  transforment  Z  en  les  \  (u  +  i)   points 

/--rÇ.  Donc  -V-'J'  a  •!-        i  systèmes  dHntransitivitè  de  degré  \  (~-f-  1). 
Si  d-.0'1    a  des  systèmes    d'imprimitivité   *\r   degré    0    !>•'•  •"£*' 

fixe    celui    qui    contienl     m».    Donc  S   a    la    forme   [  +  a/— —    f-T 

[o  S  d'il  (t. 2.) ,  ■  T  =  O  OU  I  ]. 

Si  a' =  o,  la  discussion  esl  la  même  que  pour  \  '  e1  conduit 
aux  mêmes  systèmes  d'imprimitivité. 
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Soit  <s  >  o.  En  omettanl  le  cas  déjà  traité  où  ~  =  n  ±  li  . 
ou  a  -i"'  -  -i".  Donc  toute  division  en  systèmes  d'imprimitivité 
de  -i..°  '   correspond  à  un  g.5+,  3"  >  -X-]   contenu  dans  y  .  60  . 

Or  o  esl   .ci  >ff'£±i.    Donc   (.r,   ,     est   >  7'|" 

Mais  A>°==t9(2,ir)  (1,5)    es1  d'ordre-  '-■     Don<  esl 

2  f  7î i  ) 

<  — '—, Si  donc  tj  (''l ;i il  y  '>.  o  2,û    sérail  représt  ntableen  moins 

de  |  -   symboles,   ce   <|ui    ne   se    peul    (5.,  î"1      Do/H    V1  est       •     I  >  ; 1 1 1 - 
leurs  o  doil  diviser  le  degré  ~(-       i  |  de   i."  '  . 

Soient  i  =  o  et  a'  =  i.  Alors  o  = •   Si  p  divise,  o  on  a  /' 

'!       \\  lK-'  +  ]     (ti=  pK)  <liv.se  -       .   -  >h-f  >h  '  M •  aussi 

3+i  =4,  d'où  3K  '  •  7.  cl    K     2.  Si  K        1.  5  es1   un  g„  -  i    1  ". 
isomorphe  au  gjî>5   n'a   pas  <lc  g6.    Si   K       2,   es1    un    gJ0,  el     1    . 
isomorphe  au  gg00,  n'a  pas  de  gl0  [un  tel  g80,  ue  divisanl  pas  le  g 
met acy clique  («S.,,  73)  contiendrait  6g5;  ne  pouvanl  donc  contenir 
10  gs,  il  n'en  aurait   qu'un  :   or,   dans    un    champ    *\>     6   symboles, 
aucun  g3  ne  peul  être  permutable  à  une  s5].  Donc  ô  esl  premier  à  p 
e1  divise  ~    -1  =  20        j,  d'où  tc=  5  e1   S       i.  Doue  .v  es1   un   _ 
Or    1."  es1  ici  isomorphe  au  gjj0,  dont  chaque  g3  es1  effectivement 
contenu  dans  un  g),.  Donc    1"'  (2,  5  ,  qui  est  la  représentation  de 
0(2,  5)  en  g*00,  admet  une  division  en  systèmes  d'imprimitivii 
degré   ].  On  a  déjà  vu  que   1  '  (2.  5      isomorphe  au   g         1,  •'» 
.S.,  86)1  n  admet  /kis   une  telle  division  :   cela  correspond   au   fait 
qu'aucun  <_»,.  cyclique  du  g*Jn   n\    divise  un  g34    toul  g3,  du  g 
esl  un  gv.  :  car,  le  g'.'     ayanl    io  g3,  chacun  de  Bes  g31  en  contienl   \, 
d'à  près  le  1  héorème  de  Sylo^  . 

Soient  -  --  0  w  a'      2.  Alors  o      ~   |  2  ne  peul  diviser  ~  ~       1  • 

Soient-       \  ei  1'      [.  Alors  ô  ■  Si  p  divise  6,  on  a  p 

f  =i(5K_l   I    1    divise  -       1       5"  •    5K  ;  .  donc  aussi  5 

d'où  5K  '     ci,  et  K     2.  Si  K       1 .  .v  esl  un  g, ..  •  i    1  ".  isomorphe  au 

a  g  ,  qui  n'est  pas  représentable  en  g4,  n  a  pas  de  g,      Si   K 

e^i  un  g|5  |a  ci  n  a  qu  un  g)3 ;  or  1  "  ps1  isomorphe  au  p 

de  classe  2  |.  où  un  gj!   ne   peul    être  permutable  .<   une  -      s 
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Donc  ô  es1  premier  à  p  et  divise  i:  —  1  =  26-  <>.  Donc  tc  +  5  divise 
12,  et  ^  =  7.  Donc  0  =  6,  e1  5  est  un  g2,.  Or  -i"(  2.  -  est  isomorphe 
au  giss  (^-'  1^)»  ou  '°  diviseur  fixant  un  symbole  es1  un  g*..  Donc 
tout  £.'.,  cyclique  du  gj6X,  fixant  nécessairement  un  symbole  est 
effectivement  contenu  dans  un  g2.,.  Donc  ,1,"  '  (2,7  .  gai  est  la  repré- 
sentation de  0(2,  7)  en  g*g8,  admet  une  division  en  systèmes  d  impri- 
mitivité,  de  degré  6.  On  a  déjà  vu  que  r  '  ■  2.  7  .  isomorphe  au 
-  Le  C_(2j  7)  (Ij  «*)j  n  admet  pas  une  telle  division  :  cela  correspond 
au  fait  que  £(2,7  .  n'étant  |>as  représentable  en  g7  (5,"  86),  n'a 
pas  de  g<8. 

Soient  z  =1  et  ?'  =  2.  Alors  (  »  ".  5  est  <  -  1 .  et  v  2.  -  .  iso- 
morphe à  -1°.  est  représentable  en  moins  de  ~  symboles.  Donc 
t:  =  32  (5.,  90),  0  —  12.  el  5.  1  60.  Or,  dans  le  g'l0  isomorphe 
à  0(2.  32),  chaque  gs  est  effectivement  contenu  dans  un  g00. 
I)i>n<  l'1'  (2,  I-  .(/ki  est  la  représentation  de  o  2,  >-  en  ^  ,  „.  admet 
une  division  en  systèmes  d'imprimitivitè  de  degré  12.  <m  a  déjà  vu 
que  -I  1,(2,32),  isomorphe  au  2",.  ^  '-'•  >2)(I,  5),  n'admet  pas  iiru 
telle  division:  cela  correspond  au  fail  qu<  £  2,  i~  .  n'étanl  p;is 
isomorphe  au  2';  „    5.,  8d    n'a  pas  .1.   gI20. 

8.  Equations  de  A  />.  -  .  A  />.  -  .  Soit  a  h.  Considérons  le 
diviseur  X1=)X,  m„,j  de  A.  Sun  constituant  .V"  dans  7,,  a  imis 
systèmes  d'intransitivité  :  I  un  es1  lu  nue  des  points  x ,  o .  .  .  <»  axés 
par  X":  I  autre  des  tfu<  i  \\  contient  OIO...O  :  le  troisième,  qui 
disparaît  pour  n  i  i  .">  .  es1  q\  (il  contient  0010. .  .0  .  X  A.,  P  et 
Psonl  normaux  dans  .V .  <  >n  a  d'ailleurs,  en  posant  A  ,.  mn, \  =  A.] 
d  ;  |>,  /,,,.  ;  =  P1,  X1  AI'  A,!'1.  Enfin,  comme  X  ïX"  5). 
et  que  j  mn,\  est  isomorphe  à  mhi  action  sur  les  points  a;,  o ...  o  fixés 
par  X  [donc  premier  à  \  .  <ai  a  aussi    \'       \l0). 

Posons  maintenant,  en   désignant    par   <    une    racine    «le    e2 

.  On  a  t)      1 .  t  1  /    esl    permu  1  ablc  à  A ,  el   à 


./,       ej 


\;m;7. 

«So//  d'abord  n     \.  Comme  /,  échange  les  deux  points  010... o 
et). .  .0,  et   I ',._•  les  deux  points  0010. . .  o,  eo.  .  .0,  on  aura  (5.,  56) 

(1)  \       V   -   X/.V-XT.oV       \TV.         T  =  i  +  /1-4-Tll, 


CONSTITUANTS    TRANSITIFS    DE    CERTAINS    GROUPES    LINEAIRES.  I" 

ou,  puisque  tx\  m, pj  £,  =  {  w,pJ  e1  T,2m)pTl2  =  m2p, 

(2)  A--X'-4-  \'*,  V  H    VT.A         \    I  \   . 

Désignons  :  par  un  quelconque  des  générateui   .  t  .  //  .  \         [,  6 
où  i  et  I,-  so ni  I  i .  par  :'  un  quelconque  de  ceux  où  ici  /,  -<>ni 
,'l  considérons  les  idenl  il  es 

(3)  'ï^'ïf,      '•         txlti  =  l,  I         I 
i  1 1                                                 llmtp  /,-     m 

,       /|    N    l/.O   tX  //,   /W,,_p    III:     ;,  l'w    \    ,./     I  \    |  I  t      .      I  T  , 

e*=v(A      i), 
d'où,  '-il  transformant  par  / ,,  et  en  changeanl  .  en  i 


(6 


/,(   ,*pz,       /y/,  ,    .^    ..;,  .T,*VUi         ;.T,.\  ,  I. 

/,  I  oip«i)  'i  :     "M'"i/.  I  oi«jWia<i  '  ditWiS) 
$='rr   '.         cr  — 0p,        z  =  epr   '.         x      --t: 
la      "/.  —  /•  —  /•,  :       —««(/•/•  )"',         r      / 

i  la  formule  vaut  pour  /       <>  o«  p      <>.  mais  non  pour  / 
/  T,.,       I ', ._,/_, .         d'où,  par  inversion,         T,,/        /    I 
(8)  T„m,).Tm      "■<• 

Tu./«ipT„      /«jp. 

i  T^v^pT,,     /,r,,   ,,/,. 

I  io)  d'où,  ru  transformant  par  /,.  d'après    3    el    " 

/    T„l    ,„T,:  I 

Tt4Vy,pT„  =  Z1U/l,«pZ1         (./>■•>.     ou    y'  = 

\  d'où,  en  transformant  par  /,  et  /,//.  (poury       /.        i  .  d'après     •    e 

ii 

I  ,.,  I  ,ypT„       I   ..,         (y  >  2     ou    y  =  o  . 


!   T,.\,,,  T,.       \  (/•;. 

Supposons  connues   les   équations  <i<'    \,       \    "        ■.  ~   .   P 
défini  par  les  équations   de    I*    I.    I.»    jointes   à  celles   de  la  foi 
//1,,'yw,,      -/.  y  parcourant    les   générateurs  de   P,  <  ■'  à 
car    I"    vérifie   ce   système,    e1    ce    système    délinil    un    groupe 
d'ordre       M1,   i       /...    L9    .  On  connaît  aussi  toutes  les  relai 
la  forme  on  '  (àoe       '-/.  %  parcourant  les  générateurs  rf<     \  .  i 
<lr  I"     I,  7  .   U ensemble  >  de  ces  trois  systèmes  définit  V     rnr  \' 

/Ourri.   ilr    Math     •  iur    \  I  jn.       i 
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vérifie    S.    e1    S    définil     un    groupe   d'ordre        X1.    i     (1)1,   et  les 
équations  (3)-(n),  jointes  à  S.  définissent  A    n,  -      -  . 

Pour  l'établir,  il  sullit  dé  montrer  que  TX'T  est.  en  vertu  de  ces 
équations,  <X1TX1.  Car  alors  le  groupe  Z  défini  par  ces  équations 
scia  X'TX1.  donc  A.  Mais  comme  A  !<■•>  vérifie,  A  esl  /.. 
Donc  Z  =  A  (cf.,  S.,  68  . 

I  >;i  i is  ce  qui  suil  les  relations  employées  entre  les  éléments  de  X1 
seront    employées,    bien    entendu,    comme    des    conséquences   i\<-^ 
équations  de  X1.  On  a  d'abord,  d'après  (5     en  négligeanl  les  der- 
niers indices  des  /'.  ///.  \  .  I    . 
(12)  T,j  Y,s/i  =  /Wi/Jij  V,s/|  U|,. 

I  )  ;i  près     i    encore 

V/,l  liU,ft/,  =  X,TjîVISTs4.VltTlaV1    1  (/.;     ■  . 

Or   T,t  \ ",._.  =  \ ",,, T./.,    e1    VI3V|A     :V,AVla.    Donc,    d'après      m  . 
le    dernier  complexe  s'écril    X1  I  ,._,  \  ,_,  I  .    I  , J  \  ,  .  I  ...  ou,  en   rem- 
plaçanl    Vl3T2*Tf9  par  T.,/,1  ...  \  .,,,.  puis  T.     par  m       \_./.,V<;    tV2kl 
(1,6  .  X'T, ,  \  .,,,  \  ,,,,  \  _,,, T,,  \  _./,  \  i,*TaA,  ou,employan1  deux  fois    i  1 
X'  T, ,  \  ,,,'\',-,  \  ',/.  \  '..,/,  \  ,  /I  ',/..    ou,    d'après      m      e1      3  . 

\,T1,\i;lT2/.V,/.\      \,.l 

ou,  en    remplaçant    la    parenthèse  par   v  l2\^.jV,^      \  ,  _ .  \  , ,  \  . ,  \  , . 

(I,    7),    in     observanl     que     V,2    est     permutable    à     \  ,/,.    ci     en 

cm  ploya  ni  (1  1  i,  X'T, ,  \  A ,  \  l2.  Comme  \    ..  es1  permutable  à  \  ,2,  on 

a   finalement,  en   transformanl    par    I 

H3)  \'/,(  „1  „,/,  =\'T(ÎVIÎV/    I  i/.:-/     •;  /       /); 

(I  où,  en  transformant  par  /  .  /,,.  ////,, 

(i4)         X'/.V,,!  ,,/,      X •  l  ;  \  , u  \     /    1        , 

(.T)!  \'/,\,/.l   ,//,=  \  '  1  , ,  \ ,.  \  ../     I  1/         ■/•:/.         / 

V/.N./.N,./,-     VI     \     \     /  /    1      \ 

'    (  hi  voil  de  même  que  \  1  si  défini  par  celles  de-  équations  de  \    où  ne  figure 
pas  //',..  Les  équations  de  -V-  s'obtiennent  d'une  fa^on  route  semblable, 

I  >n   |>:mm    évidemment    éliminer  les    I  ,y  mi  le-  \,      /       .,.   . ,■    (i   ne 

prendre  qu'une  équation  dans  chacune  des  formules  5),  io),  11  [mais,  dans  11  . 
l'équation  prise  ne  peul  être  la  troisième  que  -1  <>n  lui  adjoinl  une  des  autres 
équations  correspondant  à  /  =  o]. 

Les  seconds  membres  de  f3  etde  t6  doivent  être,  comme  les  premiers,  symé 
triques  en  ftVt  l  :  on  lé  vérifié  ért  transformant  par  I'  .  Les  formules  n  el  [5 
ne  dillèi'eiii  que  pour  / 
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(  )n  ;i   encore  d  après     5  - 

\'M,/.<  ,/,/,       \'T,,\,,/J\1/I..\      I 

d'où,  en  rein  plaçant  ta\ti  par  UJ2«,,  puis  T)2V,,U,a  pai   I  ,   I  .  \  , .  u, 
=  uA\J,A\J\.  7), 

\'/,\,/.  I     ;/./,  \'T;,\1:/      I.     \         I 

ou,  en  remplaçant  V,2£2T,2  par  tt2U12T,,      //l,.l  ,2,  puis! 

par   /,.   cl    en   faisan!    passe?    I  ,A.  à  oanclic. 

<•;'  \'/i\,/,i  ,/./■-  -  \'/,  i  ,/. \,/.        /.    !  . 

(  )n   a.   d'apics   (5)   et   (6), 

K'/jVjjJ  oipwiX'i  =  XlT,îV,î^l  „|//|/,l  „,//,. 

a  ou  p  pouvanl  cire  mil  (mais  non  /.  ci  z  .  I  )e  là,  /.  étant  permu- 
table  aux    éléments  suivants,  el   V,a  à  l  Btut,  en  employant     i 

en  I  ransloi  niant   par  T,,.  cl  en  Taisant  passer  //,  a  gauche 

1  i s  \  '  ! \  \  i/.  '  ,,i',  "i/  A       \  '  <i  \  i/.  I J ,, i  "i         (X  ou  a  peut  èlre  nul 

<l  où,  en    I  ransloi  niant    par  //, . 

i  m 1 1         \  '  / 1 1  ,  /,  \  Dip  f/ 1 >. /)      K.1 1 j  l  ,  /.  V  „ ,  // 1         i  /  " //  'j  peut  '''ii'   1 1 1 1 1  . 

Si,   dans   (i8)   el    ihj  ,,   on    i  ai  i    s      o,  la   Fomule     6),  qui  a  été 
employée,  se  simplifii  .  cl   I  on  voit  <p>  au  second  membre  l  „,  se 

ré»  In  il    aussi  à    i  ;  (l'on 

,  V/.Y,,,/;,/,  V/.V,,.»,  i 

,      M,  / 

i  V/,1',,.  „,,/,      VM  1A.«,  » 
I  .a  lui  nnile  >  *    donne 

x'/.s,,/,     vt,,\,.t,/.//..      v/,i  ,,/,     \  r„v,  i 
«pu  remplace     u  i    pour  /      o  (1). 

1      \ /,  \  ,/ /,    ne    peut    se   ramener  à    \  /  \.   u       ni   pai    mite    \      i 

\  /,  l  ,/,//,  .  car  t,  \  ,/,../,(/,,  \  ,/, 0  de*  rail   être  dam  \  t  .  il   pai  luite  chi 

|  >  ■  •  1 1 1 1 (I)  (U     '"...'.    ce  (|UI   n  a   pa«   lu  il. 
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Considérons  enfin  X}ttyt2\  , ,  l  J0,pw,)  /, .  où  l  „, ,  l  ,2,  V,2  sont 
permutables  à  ut,  et  entre  eux  mod  j  u,  .  En  écrivant  ce  complexe 
sous  la  forme  X1/,  V,2U0I  u,  tx.t{  Ul2£,,,  on  voit,  d'après  (  [8)  et  (5), 
qu'il  es1  égal  à  X1  /,  \  ,  .  I  0I  u,  V12TI2  VJ2  ou,  puisque  N  l2  est  permu- 
table à  l  „,'/,.  d'après  *>  e1  11  .  à  X1/,  l  0lu(  l  |2t,V,2,  ou, 
d'à  près    M>  ,  à  X1  /,  l  l2I  „,  u,  V)2.  On  a  donc  finalement 

V  /,  \  , ,  I  ,/,  I  „,,//,,/,  ._  \'  /,  \  ,y.  I  ;/i  I  „,  r/,  /  -.//  p  peu!  être  nul  i. 

De  là.  comme  toul  à  I  heure,  pour  :  =  o, 
(23)  *'/iV,*l  aih'/Ji      X1/.  N  ,1  ,*«, 

La  formule    17    remplace    23    pourX  =  o. 

Réduisons  maintenant    X1  /,  \  ,;    .  .  .  \       I       . . .  I  w  l       u,  I,  X1, 

les    /,,.     /,     étant       .(t.    cl    0  étant     égal    à    O  OU    à    I  .  Si    T    OU    .s  esl    >  I, 

ou    si   /,■,  :/-  /,.   on    ramène    cette    expression,    en    introduisant    /,. 
d'après      n  .    à  X1  T,  .  \  ,  ,  /,  Y,,  .  .  .  \       1  .    ...  I  ,     I   |,  u,  t,  X1  qui, 

(I  après  [2  .  se  ramène  à  la  forme  primitive  où  r  •  s  es1  diminué 
de  i.  <  )n  arrive  finalemenl  à  des  cas  déjà  traités,  el  l'on  voit, 
d'après  les  résultats  obtenus,  que  t,  X1*,  est  dans  X^,X?  ■  X1  I  ,  .  X'. 
Passons  an  complexe  T,2X1T,2=  T,2  AJ  PT,2.  I,.  transforme  : 
1"  les  générateurs  de  P  autres  que  Vl2,  l  ,_.  en  éléments  de  A,. 
\  ,.  en  /,  l  ,_,/,.  ci  l  Ia  en  l  ,2;  ■"  \  .  />  2  ou  /  <>  en  /,  l  , . /, . 
V2y  en  V,.,  ///,.  t,./,  en  m..  -,.  t..  et  chacun  des  autres  généra- 
teurs «le  \\  en  lui-même.  Donc,  /,  étanl  permutable  à  A. J ,  et  I* 
Qormal  dans  X1,  T, _,  X1  T,  .  es1  X '  /,  V  " .  m  étant  un  certain  entier. 
Or,  ta  désignant  un  élément  arbitraire  de  P,  X1,',-/,!'  /  P  V 
se  ramèni  .  d'après  les  formules  1  .  -  •  :  \  ..  T2/,  t,  sonl  permu- 
tables à  /,  I*  pour  fc>2  ou  k  =  o  e1  l  2  .  ou  à  X1  ■ /,  I*  '"  '  X1, 
ou  à  \ '  !  ,  _.  T  /,  I'  '"  "X1.  De  même  X'T,..-/,  se  ramène, 
d'après  S)-(n),  à  X1T,2\  ,„£,  0  o  ou  1),  donc,  d'après  7),  u  . 
ou  à  X1  T,_,.  ou  à  X1  /   l  ,  ..  <  m  a  donc 

vr.r/.r      *.v     X'T.jPi  tti>y»    \      \    tiV      ».v. 

En  continuant  ainsi  on  voil  que  X1  I ',...  X1  I,  ,  X1  est  dans 
X'T.^+X'/.X1.  doncT12  .VT,2  dans  X'T  X1. 

Chacun  des  deux  complexes   X1/,X1ÏI,X1.  X1Tl2X1t,  X1  étanl 
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formé  des  inverses  des  éléments  de  l'autre,  il  suffil  de  considérer 
Je  premier,  qui  se  réduit  à  X1<iPT12X1.  Or  \'/  -Y  V 
ramène,  d'après  (5)-(n),  ;'i  X '  / ,  \  ; _,  ' I  , _.  X  '  (6  o  mu  i  .  donc, 
d'après. (7),  (12),  ou  à  X1T,2X1,  ou  à  X  '  / ,  X ] .  I  > . •  r , .  / ,  X  >  T , .  . ■  i  « I . - 
même  T^X1/,  soni  dans  X'TX1.  Donc  enfin  i.X'T  esl  dans 
X'TX1. 

Soit  maintenant  n  =  3.  Alors  T,  .  n'existe  pas.  Mais  le  système 
d'intransitivité  de  X1(u  <pii,  pour  n  \.  contienl  0010  ...  o 
n'existe  pas  non  plus  (3).  Doue  A.  =  X1-f  X1^  X1  (1).  L'analyse 
précédente  subsiste  en  supprimanl  toul  ce  qui  concerne  les  géné- 
rateurs donl  un  indice  esl  >i.  Les  équations  de  A  sont  alors 
fourmes  par  •'!  (où  l'on  remplace  T,2  par  i  .  j),  (6  jointes  aua 
équations  de  X1. 

Pour  n='i,  ces  mêmes  équations  où  Von  fait,  dans  6  .  : 
donc  m0o  =1]  fournissent  les  équations  de  .  I  2,  -  ,  m  .  En  élimi- 
nant /,  à  I  aide  de  /,  — t,  ///,,.,  e  disparaîl  aussi.  «  1  l'on  en  déduil 
aisémenl  les  équations  de  1(2,7:)  [cf.  10  e1  S.,  S.">.  92  où  c  esl 
mis  pour  t,,  ei  ^/  pour  ///,..  si  r.  1  mod  1  ou  si  />  2,  e1  pour 
///,  T,  si  -       3  mod  4]- 

i).  Il  reste  à  former  les  équations  de  A0  (n,~  pour  n  '>.  Désignons 
par  m  le  générateur  ///_,,  si  n^4,  le  générateur  m0,  '(1,2  si  /'  i. 
Adjoignons  aux  équations  de  A  les  équations  [g  -  -i  de  I.  7 
«pu  en  résultent  ou  qui  définissenl  des  générateurs  auxiliain  s  elles 
fournissent  en  particulier  l'expression  de  chaque  m  par  ///  e1  les 
générateurs  de  A"  conformément  à  la  relation  plu-  générale 
A  E"A°ra*).  Après  avoir  remplacé  /  par  7,///,,.  réunissons  dans 
chaque  équation  de  A.  les  différents  m  en  une  seule  puissance 
de  m  :  cette  puissance,  étant  dans  \  "  d  après  l  équation  elle-même 
«•si  de  la  forme  m'  K+i  .  (  >n  petii  maintenanl  négliger  le-  équations 
<>ù  figurent  les  ///,  autres  <pie  ///.  puisque  ces  équations  m-  servent 
qu'à  définir  ces  ///,  comme  générateurs  supplémentaires.  On  peul 

(le     plus,     à     I  aide     de     la     formule       21       de       I.    7    .    si   n       \.    eluniner 

mTi  '  des  autres  équations  où  il  figure;  si  "       >.  m''        i.  Les  équa- 
tions de   A   se  composent    alors  :   i"  d'un    système   E    t lé 


1  i  La  rep  ésenla  ion  <l  •   \   relative  ■  ■   \    est  alors  di   >\  fois  I  ." 
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équations  où  ne  figure  pas  /// -.  20  des  équations  de  la  [urine 
m  [ '^  m -—z,' .  i>r+l  =z," .  0  parcourant  les  générateurs  de  A",  cl  z' . 
0"  étanl  connus.  Le  système  K'  obtenu  en  adjoignant  à  E  les 
(outillions  a" automorphisme,  de  fermeture  ci  de  permutabilité  fournies 
par  les  autres  équations  définit  A"  //.-      E.,  1"  . 


II.  -      Groupe  gauche. 

10.  On    a  \  11     I.   IS    que  (i    n,  r.    remplace  le  poinl    eo.  .  .0  par 
un   point   quelconque    autre  que  o.  .  .<>  .  G    /'.  ~    est  dont   "//  gT> 
transitif. 

Soit  X  le  diviseur  de  (.  qui  fixe  io.  .  .<'.  Les  substitutions  de  X 
uni  des  matrices  de  la  lui  me  \l  du  n"  .">  où  les  éléments  dont  les 
deux  indices  si»nl  /  1  forment  une  matrice  quelconque  M,  du 
groupe  G,  de  a,  ïj.r,//,  ytx\  je  désignerai  par  Gj,  G], .</,,  (/,, 
les  groupes  déduits  de  (i ,  nomme  G  .  G  de        G,   ne  divise 

pas  G')],  cl  où  l'on  peul    prendre  arbitrairement   dans  ;    ou   l»ien 
les  éléments  autres  que  3  i     de   la   seconde  colonne    alors  les 

formules  (1)  e1  1  de  I.  17  déterminent  les  x  .  /  où  1  1  par 
les  autres  élém<  nts  de  \l  .  ou  bien  les  éléments  autres  que  *,,.<  1  1 
de  la  première  ligne  alors  les  Formules  '>  •  1  1  <\r  I.  17  déter- 
minent les  y.  ,,  'iM  où  /  1  .  Donc  \.  (  '. ,  n  .  Les  matrices  du 
gn«  •  \}  déjà  considéré  I,  2."  sont  celles  des  M  où  M,  1.  P  est  />/< 
tnier  à  G ,  e/  permutable  à  chaque  substitution  de  G,,  </"//<  normal 
dans  \  G,  P.  Comme  ///  .  7  et  t,  'y 7,  fixent  10. .  .0  et  sonl 
d'ordre  ~  i  mod  G  7  es1  permutable  à  mu  .  \ee  diviseurs 
de  G',  G"  <|ui    fixent    [o.  .  .0  sonl   respectivement    X'        X.  m     7 

;\,t('77,    et  \  X,m    V  V:,  v~      sic      2,  \"      \' 

m  '"  et   fj'yT,   sonl    permutables  à  (  i ,  e1  a   P;     X  .   X   — -       1  e1 
(X",  X)=(G",G  . 

11.  X   (ou   I*    remplace  les  points  oy  ,o. .  .0    //,    -    o    parles-" 

points   (a'Mt/,,  //,.  &'ity d'où  -       1    systèmes   d'intransitivité 

i/- .     de     degré     ~"—  '       et3     dans     X'.    un     seul    constituant     Iran- 
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silil'  de  degré  -"  -"-',  dans  X".  si  />>  -.  deux  systèmes  de 
degré  ;  (-"  -''  ')].  On  voit,  comme  au  n°  5  que  les  constituants 
correspondants  sonl  parallèles.  Si  n  2,  G  I  2,  n  ,etlesi:2  - 
points  de  (/■<.  joints  aux-  1  points  r,o...o  i  0  fixés  par 
X,  X'  e1  X"  épuisenl  le  champ  de  G  cf.  S.,  7s  .  Soit  //>•_>. 
X  remplace  0010... o  par  al2  o  a^  ....  -/,_.  étanl  arbitraire,  el 
y.,.,.  ...  prenanl  ~"  -  1  systèmes  de  valeurs,  d'où,  pour  X.  X' 
ci  X".  un  Tçième  système  7"  de  degré  -"  '  -  ce  nombre  es1  mil 
pour  n  =  2),  e1  il  ne  reste  plus  que  les û  1  points x,o. .  .0  i 
Donc  X,  X'  et  X"  n'en  fixent  pas  d'autres  '  .  On  voil  que, 
-  >  2,  C/:'//,-  .  donc  aussi  Ci//,-  et  G"  n.-  sont  imprimitif» 
(railleurs  ils  divisent    I.  //.  -     qui  est    imprimtil     S.,   78    . 

Si  tî  =  2,  G'  =  G.  Alors  G(2,2)  =  L(2,2  est  deua  fois  transitif 
[S.,  78).  Pour  n>  2,  G(n,  2I  n'es*  quune  fois  transitif,  car  X  esl 
intransitif.  Mais  C.  //.  2)  es-/  primitif.  Car  X  n'ayant  que  deux 
constituants  transitifs  des  degrés  2'  '  e1  2"  '  2;  le  degré  d'un 
système  d'i  m  primi  t  i  vi  t  é  lixè  par  X  devrait  être  2"  |  1  OU 
2"  '  [.Or  aucun  de  e<  s  nombres  ne  divise,  pour  //  ^>  2,  le  di 
1    de  G(n,  2)  [V       1=2(2"   !     -1)+  1  =  2(2"  '    •   1         ;. 

1*2.  Il  est  utile  pour  la  suite  (cf.  *J.i)  d  étudier  X  d  un  peu  plus 
près  quand  p  =  2.  .Wo/.s-  I*  es/  abélien,  et  u,  [  est  le  central  de  X  <m 
le  voit  directement  en  cherchant  les  substitutions  de  I*  permu- 
tables a  u,,  et  à  \\,  <  même  si  -  =2  et  v  i.'  alors  C,  psi 
isomorphe  au  gj|  ou  au  g*  ,„  • 

Soient    X1'.   I'1  ,  C'-.   les  actions  respectives  de    X.  I*.  G,  -m  ,/ 
qui  est  formé  des  points   c,//,  .  .  .   /,//,  où  ./ ,   es1  .arbitraire  el  où  le 
point    de  coordonnées   >..  // a  .  //,  prend  toutes  les  détermi- 
nations autres  que  o o.  I'   .  étant  régulier,  est  premier  à  G 

dont   le  degré  est   -"   '      -    C      esl  formé  de  i:  constituants  paral- 
lèles semblables  à  G,,  chacun  étanl  caractérisé  par  la  valeui  de 


1  On  vérifie  directement  que  si  une  substitution  x  de  \  fixe  tous  les  points 
son  seul  coefficient  non  diagonal  0  est  » , ..  les  coefficients  diagonaux 
égaux  h   1 .  Le  p.g.c.d.  de  \  el  «In  constituant  de  \  ayant  pour  champ  les 

ilniic  dans      '/.  '. 
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Donc  XJ  —X.  D'ailleurs  Xr>,  ayant  un  central  •  t.  est  imprimitif 
(5.,  62). 

Soient,  en  supposant  n^>i,  X".  P°,  Ci'  les  actions  de  X.  P.  G, 
sur  qa  qui  es1   formé  des  iï  -points   '><//,...  c, //,  <>ù  .r,  est 

arbitraire,  ci  <>ù  le  poinl  ç  de  coordonnées   '....'/. '  •  .'/    prend 

toutes    les   déterminations  autres  que  o o.  Comme  P  laisse  s 

inaltéré,  le  système  <\  -  des  ~  points  x,o  x.2y., . .'.  xyy.,  où  xx  varie 
seul  es1  évidemmenl  un  système  d'intransitivité  de  P°,  e1  les 
r."~-  -  i  systèmes  q°*  épuisenl  '/"  La  substitution  \  ,;.,  I  ,..,  de  1* 
agit  sur  tous  les  </'  ~  où,  dans  z.  1 ,  yh  es1  -  <»  e1  sur  ceux-là  seule- 
ment .  I  )< »  1 1  <  u,  est  le  diviseur  de  I'  qui  laisse  ^"inaltéré,  hune  P" 
esl  d'ordre  ~"  \  Comme  G  laisse  c,  inaltéré,  le  système  q ~  des 
-  i    points  x,ox2y., .  .  .    >.//,  où  t,    reste  constanl   es1    un  sys- 

tème d'intransitivité  <le  G",  e1  les  -  systèmes  q  ?  épuisenl  </'  <  ',  r^i 
donc  formé  de  ~  constituants  parallèles  semblables  à  <■,  donl 
chacun  a  pour  champ  un  q  ~  .  Dora  \  G'P8  est  transitij 
(Tordre     \.   i    :  t.  et  admet  une  division  en  ~.  i   systèmes  d'im- 

primitivité  de  degré  ~.  qui  sont  les  systèmes  a" intransitivitè  de  son 
divisew  noi  mal  P ". 

I.">.  Considérons  maintenant  Ç|  cf.,  i  .  Soienl  ^  e1  c'  les  divi- 
seurs de  (,  et  </'  M1"  Rxenl  io.  .  .0,  e1  S',  Z"  les  groupes  déduits  de 
\\  X"  en  y  regardant  les  variables  comme  homogènes.  Z' 
«•si       v.'.  et  Z"     -v-.   I  étanl   premiei  .1  \    e1  à  X",  S'a  l'ordre  de  \  . 

et  z"  celui   de    V.  D'ailleurs  U   permute  transitivement   les- 

1  -     1 

1     •         •  1      i-  1 4  /  ~"     '        '  •  ■  ■ 

droites    issues    de    l  origine.    Uonc      v-.  1  ij,   1   ;  _         —  ttt 

et  \.  =  Z".  De  même  \-'      Z'. 

La  matrice  générale  de  \.  a  la  forme  DR  du  n"  \ .  DR  n  étanl 
déterminée  qu'à  une  matrice  pics  de  I  comme  facteur.  Fixons  ce 
facteur  de  manière  que  OR  soil  dans  G.  AJors  la  matrice  OR,,  formée 
île-  éléments  de  DR  donl  les  deux  indices  sonl  1  esl  la  matrice 
générale  de  G,  e1  (X,,^',,  =1.  En  multipliant  par  une  m,  on  peut 
l'amener  a, ,  et  (3  , ,  à  1 .  I  .es  y.  .  [3  où  /  •  1  ou  les  a,,,  a,  f  où  i ^  1) 
e1  x'n  sont  arbitraires,  et  les  coefficients  restants  de  DU  sonl  déter- 
minés par   le  choix  de  ceux-là  e1   de  ceux  de  DR/,.  Mais  on  devra 
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regarder  comme  indistinctes  les  OR.  donl    le        (efficient*   sonl    p 
portionnels.   Donc  x  =  |G,P,  mu    II  D     3 

remplace,  dans  le  raisonnemenl  pi  é<  édenl .  '  . 

l'égalité  txM(3'n  —  i    sera   remplacée  par  a, ,  ^', ,       /.  -  i    l'on  aura 

multiplier   par   une    puissance  <lc  7  =  cf. 

I,  \(y)    pour  la   ramener  à  '/MV,       1.   On   obtienl    alors    de  même 

&'  =  [G,  P,  y,  mu  ;  M  I.  «-I,  comme   -, 

(i  =  1,  .  ..,v).;  cf.    I,  1(>   ,   -Y-'  -      G,  P,   7.    /"         I.    De    là   encore 

Au  lieu  "des  -       [,  qyi  de  X,  on  obtienl   de  mêm<   dans 
un  seul  système,  ./  du  même  degré  -     '.   \u  lieu  de  q°    qui  dispa- 
raît si  n  =  2),  on  obtienl  de  même  tin  système  >''  de  <l> 

Et  il  ne  reste  plus  que  le  poinl   m.  .  .0  fixé  par  v*  e1    c'    '  . 
Si  (,  a   des  systèmes  d'imprimitivité  de   degré  8       >  1),        fixe 

celui  qui  contienl  1  <> .  .  .0.  Donc  S  est  égal  à  -"-'      r,ou  à 
divise  le  degré  —     —  de  ç.  Supposons  d'abord  n  ]>  2.  Si  0 


1 

— 11 


r."  '  -[-i,  divisant  — =: -!',  '"'>   divise    aussi   I,    -' — 


Lonc  aussi 

—  a  - 1 


-   I) 


une   - 


Si  0 


•    1  es1     ~    "  --  r,  ce  qui  es1  absurde. 

-  ,  -  "   '       1  doil  diviser  ~        i  i     •  r.       i .  ■  ■ 


qui  csl  impossible  pour  //  >  2.  /><<///■  fj  w.  a  fortiu  ifis 

/unir  n  >  ■•  TC)=o(2,*ii      es1    deux    fois   transitif  el 

=  J^('2,~    «rois  /ois  |  S.,  78,  79  . 


14.   Equations  de  I .    .'>.-  .   Posons Ç 

?:- 1 

si    p>  ••.    .  I  ,/'.     13    :    SÎ     p 


1 


/       I 


1  |.  '.'-       <     I    échan; 


'    I  omme   toul   à  l'heure   le  p.g.c.d.  de  A- 
r>/     U|       où  /  "><  regarde  les  variables  comme  hori 

Jour  n.   </r   Math,  •ni'     \  I  ..-        I  I 
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et  y,  et  opère  sur  les  autres  variables  comme  "-:  si  j>  =  o.  i,  =-;), 
C-.)  =  ti-.i  =  il  1,  opère  sur  xh  yi  la  substitution  /  .  //,  e1  sur 
les  autres  variables  comme  t).  <  )n  a 

tj  —  X;  —  i     (  si  />  —  2,  r,  =  i  ).       /,  /A.  =  m,_x  -,-,_ ,       ;t:L  —  m     xm      .. 

tktitk  —  /.>>,  _,  wA)_,f         f*Ç/<*  =  ':,,         liy~iti  -  m,     ,Ç|-, 

fi,",)  ti,    -",. -)      (i^k),  (<"„(,  '-  <*',;•  t.m,,!     -in 

t,  mk-j  ti  =  m*x      i  / 

i      /.  \ ,à)  *,■  =  wrt(_>;,       /.  \  ;/>-,  //,  —  U/*,_î., 

TattTu  =u     (l      /./,   .         TitttT        t 

;  «y)  Uj  >.,        :///,,  :      /».,      /      /  ou  î 

'    \  r      ,     y      \  -  \  v    .  ,  î 

frYaxÇ/     N     ■       C/lWÇ      U«._î    (/     /./.  . 

Considérons,   au    lieu    de    G,  le    groupe    G    n,   -      =G  =  JG,  - 
(pour  p=2>G=G).   Dans    G    le    diviseur    X    fixanl     lo.  .  .o   es1 
d'ordre  2  (X.  1  |.   Donc    X       :  X.  £,  j. 

Soil  d'abord  n  \.  Le  diviseur  X1  ;  X,  m  ;  où  X  es1  aormal 
d'indice  -  1  [cf.  S  a,  dans  le  champ  de  <  ! .  trois  systèmes 
d'intransitivité  formés,  L  premi<  des  ti  [  points  x  o. .  .0  fixés 
par  X,  le  second  des  ~       1  </   .  le  troisième  étanl  q°.   D'où     S.,  56 

G      \       V/  \       \    i     \ 

En    posam   ;  G,,  Ç,  :  =G,  (»  .     G,,   m  G  .  :  l\    m„j  -    I" 

(-,    e1    ///,.   sonl    permutables  à   G,   e1   ;'i    I'  .  on   ;i   X       PG,,    V 

=  pg;  =^p'G,- 

(  )n  remarquera  que  celles  des  l'^ihiinms  \  où  les  indices  des  t 
ti  des  I  et  le  second  indice  des  \  sont^>  \  résultent  de  celles  de  X 
I  X  conl  ienl  /,.     -'!-.,  pou  ■  1 ;>  1  ). 

Désignons  par  :  un  quelconque  des  générateurs  t„  "-  Va  où  i 
e1  k  s.iiii    .     i .  par  ;'  an  quelconque  de  ceux  où  î  et/cson1    --  i .  1,  e1 

1  Pour  rendre  la  correspondance  parfaite  entre  (i,  e1  G,  il  faudrail  introduire 
dans  G  les  variables  fictives  inaltéréi  ur  lesquelles  l'action  de  Ç  sérail 

Mais  il  suffi)    puni    la   suite  que   l'action  di  .  //,  soil    négligeable  dans   la 

strucl  are  de  G  ,. 
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considérons  les  identités 

(2)  /,      T;,      i,        /::-  /  ii 

i  i  i\»iu  /,      "<i  ,    ■        i ,  :  ■  ■      mt  _,£, 

>  i      d'où  "'n  transformant  par  £*.,  d'après 

/,  (  ,/.>  /,  =  /»,,/»/,    ;    ,'l',/,\  ,,    ,T,,\  ;  I 

(G  )  /,  I  1 1       Tjj^,.  d'où 

1 8  )  'I'i2"<i/'l',,  =  ///;/,         1     :  1 

^  T12V,,XT12      /:l        ,/,. 

g  (l'on,!,,:  ,| 

i     |  I    .    .    I  ,  .         I    ,        , . 

d'où,   par  m    . 

T„l       l  I 

d'où,  en  1 1  ansformanl  pai  ~h  ', 

Supposons  connues  les  équations  de  G,       G(m        \~  .  I"  est  défini 
par  les  équations  de  P  ( I,  '2."»   jointes  à  celles  de  la  jointe  m    ra  m 
—,  parcourant  les  générateurs  de  W  ei  à  m*         i   (c/.,  N     fV//  conj 
aussi  toutes  les  relations  de  la  formect.  '  'yj.      V.  x parcourant  ''■ 
rateurs  de  G,,  w  [3  ceux  de  I"  (1,7  .  L'ensemble  S  de  a 
d'équations  définit  V    c/.  S      '  .  r/  les  équations    -  -  to  .  jointes 
définissent  G    //.-    (en  remplaçant £,  /<<//■  i  si  />  -  .  On  le  \"it 

l>;ir  lc>  mêmes  équations  i|ii  au  n"  S  où  I  on  remplacera  partout    \ ' 
par  X1  et,  aux  trois  seconds  membres  de     to   e1  ,  u    p  ,  en 

négligeanl  1rs  équations  où  figure  l  „,. 

I^nir    n       ■>,    on    voit,    comme    au    n°   S    que    les   équations  de 
I      •.-   .  '    sont  fournies  pai     »)  et     i     jointes  au.i  équations  <l<    V. 


'    On  obtient  di   mêmi  les  cquatiui     de  \  el  de  \ 
On  peu  t  évidemment  éliminer  le  s  1 
i  mus  dans  chat  uni  di  s  formules    5),  (<)),    i 


28  J.-A.     DE    SÉGUIER. 

Les  équations  déjà  obtenues  pour  l  '  2,  -  )  (S.,  85,  92  s'en  dédùisenl 
en  éliminant  t{  à  l'aidede  /, -,  —  7n  -,  disparaissanl  en  même  temps 
(cf.  H). 

Des  équations  obtenues  pour  G  on  déduit  facilement  les  équations 
de  (1.  Soit  E,  un  système  d'équations  de  (  ! ,  supposé  connu,  1:.,  le  sj  s- 
tème  des  équations  Z]  =  1 .  £,©'(,  =2/,  z  parcouranl  les  générateurs 
de  G,.  On  peul  supposer  G,  défini  par  E,  et  E',.  Introduisons  main- 
tenant, dans  les  équations  de  G5  7,  au  lieu  de  '.'..  à  l'aide  de  la  rela- 
tion é,7,  =  £,.  L'élimination  de  Ç,  se  l'ait  comme  il  suit. 

'l'ont  d'abord  on  peut  remplacer  £,<&'( ,  =ç/par  ttott  =2>'.  La  seconde 
équation  (4) sera  remplacée  d'après  la  première  par  t{  7,  tx  =7',  donc 
'C,  =1  et  '-',///,,_',=  ///,. .par /;  [  et  7  /// , .  t  t  m  ,  et,  dans  !),  Z,  t{ 
par  t*.  Les  équations  -,",,-  u  ,/.  Ç.V.^E,  =V,  .  -,  U,  ,".;,  -  I 
deviendront  :,  //,,  771  =  /,u,  .  -,  /,.  7,  Y,  -  /,  \  ',,  ,/,.t,  l  " ,  ,  t  7 l  = 
t,  UUi)tt,  d'où  l'on  éliminera  tx  par  i  .  5  .L'équation  6  deviendra 
/,  T ,._,/,  =  T,27,7j  qui  permel  de  remplacer  la  troisième  équation  (7) 
par  T,27,T12=72. 

Eliminons  enfin  /,  de  équations  g  1  eo)  à  l'aide  de  5  . 
Soit  E  le  système  des  équations  de  G  ainsi  obtenu  E  équivaul 
évidemment  au  système  obtenu  d'abord  .  Le  système  E  formé 
des  équations  de  E  où  ne  figure  pas  /,  1  d<  -  conditions  d'automor- 
phisme,  de  fermeture  et  de  permutabilité  fournies  par  les  autres 
définil  G    /•:..  19    '  . 


III.        Groupes  quadratiques. 


i'ô.   Le  groupe  A.  con     rvant  a,  permute  entre  eux  les  points  de 
chacune  des  -  quadriques  a  =  ~k,  "k  parcouranl  £ .  Je  désignerai  par 

'I,,,,,  =  q~)lt  — (h  'a  quadrique  a      : .  en      nvi  nani  que  le  sommet  o.  .  .0 
du  cône  a  =  o  sein  exclu  de  q0  et  que,  si  p  //=2v-   1.  le  point 


1     I  nir.  pour  un  aiiii.   système  d'équations  de  G,  Di<  kson,  Q.    !..  t.  38,   rg  16, 

p.  j  i.Vi.'.s. 
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(o,   .  ...  o.  s~/x~,)=tôl   fixé  pur  A    I.   2ii  .  velu   de 

*>.»«  =  «Xn  =  *>.  le  nombre  des  points  de  <jf>.;pai   \  \       ,,.-.. 

B"  (  a,  t..  a]  les  constituants  respectifs  de  A,  ^.°,B  dans  le  champ 

s0  est  égalait2*      i  pour  n  =  iv-\  i  (p 
pour  n  =  iv'  (O  —  i  ou       i  sefon  ^we  j;  es<  réductible  on  mm  dan 
s,  '  /    •  o   estégalà  tt2v  f  0,,-''  (8,  désignant  le  caractèn    quadratique 

n  n  =2v  +  i  etp^>-2,  à  --'      i  si  a 
si  a      2y' (£.,  44, 45  .  Les  systèmes  de  degré  minimum  sonl  don 
i"  pour  ty  =  cx2  {p^  2),  les  //> .  m'i  X       N<      \  étanl   toujours  un  non 
carré  quelconque  de  c    ;  20  pour  0  ^  o,  les  qK  où  ]  si  0      1,  e1 

si  Ô  =  —  1 . 

\  ■  est  irmisiii  j  jiom'/     o.  En  effet,  soit  d' a  bord  n     I.  D'après  l.!27 
A  transforme  le  poinl   m .  .  . o  «le  gr0en  un  poinl  arbitraire  de  q0.  De 
même  A  transforme  le  |m»iiiI  /.  10.  .  .0  de  7,  en   toul   poinl   d< 
données  xJ='k^j  Ar-.r  !/,  -  i'^,  -}-  ï]'y,  le  poinl  Ê,Y), ...  étant  arb 
sur  q0,  e1  :,//,...  étanl   un   poinl    de  </„.   te]   <|u«'   la    polain      I.    I 
a    :,./,.     ..  :  ;,.'/,.  •••  •  1  soil  égale  à  1  (').  O              //,....  si   un 
point  arbitraire  de  qi,  e1  :,  r\{  ...  un  poinl   de  qn  tel  que  a  .  .  : 
£,, . .  i)  =  1  (si  p=  2  et  n  =  2V  -J-  i ,  le  premier  membre  esl    homo- 
gène l'ii.r,,//, ./  •,.  //  ;  l'égalité  sérail  donc  impossible  si  1  

étaitle  point  ça;,)  (■')  le  point  de  coordonnées^'.      1  /      Xïj, 


1     II  \  ;i  toujours  de  tels  points.  Cela  résulte  de    I.  27   el  aussi  de  la  N'  le  qui 
suit. 

Si  n     3,  '/  y  ii  toujour.    dans   ~   des  solutions  communes  à  un 
dratique  j    < ,.  ...  une  équation  linéai 

t  ient  •  de  •  1\  En  effet,  enprenanl      tour  unedi 

on  |"  ni   supposer  que  '.1  seconde  équation  se  réduit 
muni rer  qu'une  équal  ion  quadra  tique /]      /        /.. 

an        1       »  variables  Z| :„    ,  ;i   toujours  des  solutions.    Il  sulïil   - 

/ ,  o  a  toujours  des  solution    où 

de  cette  équati isl  toujoui      upérii  ui  .1 bi    -  d<  isolu 

celles  de  /•       0    /...  \\.  Y>  .  I  n  regardant  coinnu    idi  it t ■«]  s 

o  qui  sont  forim 

i ,  on  voit  que  /]  »  a 
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véri  fi;1  les  conditions 

i.-f,\,  ...)r=a{xï,yu  .  .  .)  —  /.a  (.r,,  .  .  .  :  ;,.  .  .  .  -  —  '/'ai  :t,r,,,  .  .  .)  =  o, 
a    f'n  .  .  .  ;£,,   ...    -    -a    r,,  ...:;,....)  —  /.a  i  :,.  rM.   .  .  .)  =  i. 

Donc  A  transforme  '/.  i  o .  .  .  o  en  un  poinl  quelconque  de  q  . 

Pour  p^r=i  et  n  =  2v  -j-i,  les  -2V  i  points  de  </,  répondenl  biuni- 
voquement  aux  tc2v — i  points  r,  .  .  .  ys  autres  que  o  .  .  .  o,  l<'  point 
,r,  ...//,  répondanl  au  poinl  de  <\,  où  ex1  /.  I  i  y  .  D'ailleurs 
A  permute  les  points  de  qi  comme  G  2v,  n  permute  les  points  c{  ...y 
(I,  îi(î  .  Ainsi  A  fixe  les  tî  pointsta  .  et  chacun  de  ses  ~  constituants 
parallèlesA^   est  semblable  à  G    ■>•/.-    .  On  peul  donc  négliger  ce  cas. 

Soit  maintenant  n  =  2,  et  a  =  X\ y,,  x(  e1  //,  étant,  si  a  es1    irréduc- 
tible dans  z.  des  fonctions  linéaires  conjuguées,  à  coefficients  dans 
des  variables  primitives  c,  y.  Alors  (  I,  2Î5    A        ///,,./,   .  r  étanl 
d'ordre  tî       Q(Q  =  i  ou       t  selon  qu<  ductible  ou  non  dans 

///w  a  toujours  au  moins  tî  i  cycles  formés  chacun  desTï  8  points 
(i"iiii  </,  où  X   £  o,  et  £,  transforme  chacun  d'eux  en  son   inverse.  Si 

0  =  i,  les  2    ït       i     | ts  de  q„  se  partagenl   en  deux  cycles  de  mu 

formés,  l'un  des  points  x,  o,  où  x{       o,  ]  autre  des  points  <  >//,  où  //, 
el  /,  transforme  chaque  cycle  en  l'inverse  de  l'autre.   Si  0  i .  qa 

n'existe  pas    /...  44,  45  .  Ainsi  A  "  esJ  régulier  diédral  d'ordn   \  ■-.      i 
si  G      i  et  disparaît  si  Q  t.  A       /       o    esi  un  _■"-      transitif  dié- 

dral :  //  es*  primitif  toujours  et  seulement  si  ~  0  ,  v/  premier  pour 
chaque  diviseur  e  de  tî  8  ee'oùe' >•  i,  A''  aung  qo  malintran- 
sitif],  ce  qui  ne  peut  arriver  que  si  p  2,  e<  encore  faut-il  alors  que 
\\  -  ph  soit  premier,  si  G  i,etque  k  ••>"//  une  puissance  de  2  si 
0=      i  (c/.5.,36,  L39)  (*). 

1    Si        -i  réductible  dans   -  les  points    /'./*.        A.       //   de  g/,  et  ne  fixe 

aucun  point  de  <?v  Si  a  est  irréductible  dans  «  '  cf.   I.  25  .  <iu*il 

est  plus  commode  de  substituter  à  tt,  el   Joui  la   Forme  réelle  est   t  .   Gxi    li  -  points 

/A.//,        /  //  .     c,=        /.h.  i/    -         kh)  [et  <0  les  points  (.t  =  i)]de 

aucun  point  de  g,x.  On  voit  donc  que,  si  p        ■■//.,  est  pair), 

i      \      où  i         ..  tien  giuc  semblables    on  va  le  voir),  ne  fournissent  pas  tous  la  même 

représentation  de  A    r/..V 

On  saii   d'ailleurs  que,  dans   un  diédral  défini   pai   des  équations  de  la   forme 
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Quel  que  soit  n.  si  p  /  2,  I)  déplace  tou  mboles.  Donc,  pour 

p  =£  2,  chaque  A'    admet  comme  système    d? imprimitivitè  l 
d'intransitivité  [de  degré  1   de  h  dans  q     cf.  17.  21,  'l'I  . 

La  substitution  y  <\c   I.  *2i   fixe  7,,  e1    permut»  circulairemenl  : 
[°  pour  n  pair  ou  p      2,  les  n       1  qx  où  >       -■:.-    pour  rc  impair  a> 
p       2,  d'une  pari  les  i  (n       i    g;  où  1  esl    m     carr<  >),  d'au 

pari   les  £  (n       [)  g}  où  X  es1   non  carré.  Don<    :   i°  fes    \     demi 
degré  où  A  ^  o  sont  semblables',  i°  A'  et  A"  ont  ttituants  Iran 

tifs  de  champ  7,,  {qui  disparaissent  pour  n      2,  0  ;3°  , 

A"  (.S7  //  est  impair  k."       A',   a  deux  autres  constituants  transit 

Vunede  degré  •'  (  r.       1  )  .s-,  ayant  pour  champ  Vensemble  des  q  ■ 

carré  (  /  0  l.  Vautre  de  degré  '  '-       1    \N  (iijmii  pour  champ  Vensemble 

des  <i,  OÙ  X  r.s7  non  carré:  pour  p  =  'i  [alors  A"        A'  .  OU  poi*l    p 

ei  11  pair,  A'  a  un  constituant  transitif  dé  degré    ~.       1    s,  ayant  /< 
champ  Vensemble  des  i/,  où  X  ■■  <». 

.)<•  désignerai  par  A''  1  //,-.  a),  A        n,  -..  a    les  constituants 
pectifs  de  A'.  A    donl  le  champ  contienl  q ..  A   '   ne  dépend  que  du 
caractère   quadratique  de  /.:  si   n  es1    pair  e1    X  /  <>.    A'  \ 

Pour  p  /  2,  A*  '  est  semblable  à  A  N  «in  est  pair  on  le  \"ii  comme 
pour  les  A'  où  /.  o),  ///^/.v  /"*//  92  n  est  impair  leurs  degrés  sont 
alors  différents). 

Pour  p=*2  et  n  =  2V  +  i,  A'"  est  semblable  à  I  :  .  Considé- 
rons A"  '  ()  £0).  Soit  G  l'action  de  A  sur  les  q  où  )  ine 
8^1°  *'  remplaçant  chaque  symbole  a?, v..'  .!<•  \  par  le  sym- 
bole '-./:,,  .  .  .,  ».  r.,,  '.'  '  '   de    \          (si    une    substitul <l'     \ 

place  xK  ...,y,.r   par   X,  ....  V  X,   elle   remplace  irx 

par  -.'  X -.'  Yv,  •.'  X  .   A.loi  •    \  nblable  au  ; 

duit  direct  de  <•  pm    g\  [cf.  S..  58  .  '  >n  peul   donc  négli 

Soit  pur  exemple  n      2,  e1  conservons  les  notations  de  I.  -i.  -  » 
Si  0      [,  y  a  dans  q0  un  cycle  commun  avec  m    e1  fixe  les  points 

a1"  bab       <i    ',  les  gt  i normaux,  qui  Boni   '• 

Yèmes  conjugués  m  m  rsi  pair  el  un  teul  si  '"  esl  imp  i 
plus  deux   représentation!  distinctes  relativi  s  à  si 
l'automorphisme  qui  conserve  a  el  rempla<  e      pai 

I  .mi re    V    "■',./.     \     où  1       ■  i   "ut  dotu   iem  '  ' 

au  loxl  e  pour  ri 
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dans  le  champ  des  q,  où  X  ^  o,  y  et  mlt  sonl  d<  -  -  régulières  per- 
mutables, engendrant  un  g^.^, régulier  ;  d'ailleurs  /,  déplace  les  points 
de^et :  ceux  des  9>..  Donc  A'"1'       A"       A',etA  A  Al"8       A. 

Si  ')=■ — i,  q0  n'existe  pas,  et  l'on  peut  supposer  y!  cyclique  d'ordre 
u2—  i(I,23).  DoncA'11  coïncide  alors  avec  A',  e1  A  A  N       A  . 

Quel  que  soit  n,  si  p^2,  D  déplace  tous  les  symboles.  Donc, 
pour  p^2,  chaque  A''  admet  comme  systèmes  d'imprimitivitê  les 
systèmes  d'intransitivité  (de  degré  2)  de  !)  dans  son  champ. 

Si  n>l\,B  et  par  suite  A"  ont  les  mêmes  systèmes  d'intransitivitê 
que  A.  En  effet,  si  n  >  4,  ou  si  i  =0,  m,,  e1  /.  fixenl  le  poinl  1  \o.  .  .0; 
donc  A  =  \m2l,t2\B  (si  p  =  2,  m2  es1  dans  B)  e1  I'»  remplacent  ce 
poinl  par  les  mêmes  points  de  q,.  Si  n  =  '1  cl  '^7^0,  on  raisonne  de 
même  en  remplaçant  ///,.  par  un  générateur  du  groupe  M'  de  l. 
Je  désignerai  par  A1'.  15'.  les  constituants  respectifs  de  A".  B 
dans  </,. 

Si  n  =  3  (donc  p^  1),  A"  et  B  .  pow  /  o,  sont  transitifs*  On 
le  voit  de  même,  car  A  /,.  A"  /.../>/../,  B  t0  et  m,>*4  fixent  iXo, 
et  //>,,/,  est  hors  de  15  même  -1  /.  es1  non  i  ai  ré,  puisque  mtsti  es1  un 
des  restes  <lc  A  mod  B  .  Considérons  A'  " .  i  >'après  la  forme  générale 
des  substitutions  de  A0  indiquée  précédemment     I.  p.    166    (1),  A 

transforme  îoo  en  tous  les  points  .   •         '  )  où  A      xo      'y; 

es1  ^  o,  a,  p,  y-  Oj  A  étanl  d'ailleurs  quelconques.  Les  points  de  </„ 
ou  x  =  o  (donc  xty,  —  o)  s'obtiennenl  en  faisant   x  on   7  nul.  Ceux 

où  x^o  (donc    /,//,   •   o)  sonl   (./-,,—  —    1  :  e1    s'obtiennenl  rw 

faisanl  par  exemple  a  =  i,  A  =  — >  y  = —  —  Dom    \       est  un  g* 

transitif.  Mais  l>"    est  intransitif.  Car  les  substitutions  de  B  sonl 
celles  où  A  =  1  et  transf ormenl  par  suite  100  en  les  points   •/-.      <•;-. 

y  ' 

1     Dans  cette  substitution  générale,  qui  correspond  ;i  — - — ■ — '-■<  il  faut   changer 
partoul  les  signes  de  J  e1  de         elle  es1  i  \      * -  <■■        si    •-      o,  e1  à 

A         A 

t    m       a  ^        y8  si  a  =  °-  I'  faut  de  même,  à  la  changer  le  signe  de  / 

dans  les  substitutions  qui  correspondent  à   DV,  .    el  à    i»i 
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r/i  au  nombre  de  - — 


•  i  -      i     . 

il   y  en  a  2 ou  o  el  2 


où  x  /  0    ■  Donc  B"    a  un  constituant  transitif  11       <l<    d* 


dont  le  champ  q'a  contient  100:  e1  comme  B  esl  normal  dans  \  . 
IV"   a  un  second  constituant  transitif  IV  "  semblable  au  pn  1  *nt 

le  1 ■■liant/)  ql  contient  Noo.  q0  et  q*0  sont  des  systèmes  d  imprimitivité  de 
A"  "  de  A  "  e<  rfe  A'  ■ .  Il  es1  clair  que  A"  "  et  B(0 .  étanl  d'ordre  >  2 
soiii    respectivement    isomorphes    à    A"  -.  -       \    B  - 

(1,40)  (i). 

5î  n  =2,  A"  r.s/  /r  g,,  r,  cyclique  normal  de  A.  />-<//< .  si  0  =  1 .  \ 
un  '// ,'  cyclique  ayant  deux  cycles  d'ordre  ~       \.  ,1  si  0=-    1.  A    ' 
disparaît.  A"'  1  A  /  o)  es/  ?///  g*  \  cyclique  régulier.  Sx  p  ,.  mi 

le  diviseur  d'indice  2  du  gTh  0  cyclique  A",  chaque  système  dintransi- 
tivitê  de  A"  se  partage,  dans  IV  en  deux  systèmes  de  degré    m  n 
moindre.  Si  p  =  i,  B  =  À°. 

A''.  A''.  A',  A"''.  B()  sont  respectivement  isomorphes  <<  \  .  \ 
A.  A".  IV  On  l'a  vérifié  pour  n  \.  Soit  donc  n  \.  Il  suffit  de  consi- 
dérer A'.  Or  supposons  que  le  p.g.c.d.  I)'  de  A''.  A'  ^>it  >i. 
D'  esl  première  [  (I  est  semirégulier  <i  normaldans  V.  D'ailleurs 
le  p.g.c.d.  A  '  de  I )  '  .  A  esl  >>  i .  sans  quoi  AI'  sérail  produil 
direct,  el  l>'  diviserait  1(1,  39).  Donc,  en  exceptant  le  cas  où  n  1 
nwrr.  =2  et  4>  réductible  et  le  cas  rc==-û  =3,  A'X)  es1  11  1,40,47 
e1  B  ne  déplacerai  pas  tous  les  symboles.  On  verra  au  numéro  sui- 

1     Voici  une  autre  démonstration.  Il  est  aisé  de  vérifier  direct emenl  que    \ 
cl  B,0>  sont  d'ordre  >  2.  Ils  sonl  donc  respectivement  isomorphes      \ 
el  ;i  B       O    •.  -    (I,  40  .  Suit   I'  le  constituant  transitif  <\>-    \  '  >l"iit  le  champ 
contienl   io  >.  On  vérifie  de  même  que   I '  >  si   d'ordre  >  1,  donc  isomorphe  à    \  . 
On   \  erra   d'ailleurs   (18)  que  le  diviseur    \   de    \   qui   li  m     100  i    ;    d 

C< te  il  contient  /,,        ./ ,       c|  qui  est  hers  de  A0,  le  diviseur  X°d(    ^°qui  fix< 

est  d'ordre  71    X°  est  donc  le  p.p. cm.  di     LJ0I).  Le  diviseur  X       de  V  qui  Hxi 

esl  donc  «I  ordre      z.  I  >onc  l' est  de  degi  I  >on<    I        \ 

transitif.   Mai    B  "  .  qui  n'est  pas  r<  présentable  en  gr 

est  intransitif.  D'ailleurs  \".  p.p.c.m  des   I      .  divi       B       1\    i 

'j,  remplaçant   too  par  autant  de  points  distincts.    Donc  B*      b  m 

transi  tivi  té  «.  I  *  -  degré  '  1    contenant   i< 

Juki  n    lit-    Math        'serti       tome  \  i  ■<        i . 
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vant  que.  dan-  les  cas  exceptés,  A''   est  encore  isomorphe  a  A'. 

16.  Soit  par  exemple  -  =  i,  n=\.  et  d'abord  y=o.  A— A'  est 
ici  un  glj,B  =  A°un  gj*,  A  "  un  gjf,  A  '  un  g\x.  L'ordre  des  variables 
«'•tant  x{,  yn  .v2,  y.,,  rangeons  les  points  xlylxiyi  de  chaque  <j,  dans 
l'ordre  lexicographique  (')  en  attribuant  aux  coordonnées  les 
valeurs  <>.  i  considérées  comme  appartenant  an  champ  des  nombres 
réels.  l)('-i<rnons  dans  ce1  ordre  lt*s  points  de  '/„  par  (/.  /'.  c,  d,  e.  /. 
i>.  A.  i.  et  ceux  de  7,  par  «>.  r,  2,  ;.  \.  '>.  On  aura,  en  introduisant 
quelques  notât  ions, 

ti  =  cf.dg.eh.  12,  1  ■  ---  ab.dc.gh  .  *5, 

.s,  =Vi,=  bh  .  ed  .ci.  02  .  i5.  3  | ,  .v2  =  Y21  =  ad.  fli  .gi.o\  .  ■  : 

*j=^  fff|  fi=  be.fg.hi.oi  .25.34,  5',=    /  lsit         '^  .ce.di.02.  \  \ 

a  ■=  s1s.2  =  adc.  bfh  .egi .040  .  1  32,  m'       txSi&tli— agf  .bc   .  hdi.  o \~>.  1 

li    est     (c/.     I.    U)      le    produil     direcl    des    g,   u,s(         1». 
\u',  s't\  =  j  u',6-'.,|  qui  sont  définis  par  u*  =s:  =  i,siusi==ui\  u's  — 
s'jUs'i  =u'2.  Chai  un  d'eux  étanl   intransitif  dan-  </„.  Bc"   est  impri- 
mitif. Mais  A  "  est  primitif,  sans  quoi,  toul  système  d'imprimitivité 
étanl  de  degré    !.  le  g]  qui  fixe  o,  fourni  par  I  action  de     £,,*,, s 
sur  f/„  devrail  avoir  un  système  d'intransitivité  *\r  d<  _         •.  tandis 
<|u  d  a    les  deux  systèmes   behi,  cdfg    cf.  IN  .    \      est  imprimitif, 
car  d  a  le  diviseur  normal  intransitif    <>  1  ~>.  \  ■  i  .  a<  tion  de  '  u.  u'  '. 
sur  </„.  Il  es1  dair  que  A  '  et  A  :  A"/''  isomorphes  à  A . 

Soit  ty  =  x2  -j- #2/  ■+■  y2    irréductible  dam  ;    .  Alors  A      A    es1   un 
gjga  isomorphe  an  g3  symétrique,  B  =  AU  u]    g      isomorphe  au 
alterné  ou  à  10(2,  1      I.  10  .  A"   un  ■_:  .  •   \      un  g|J0.  En  désignant 

par  a,  b,  c,  d,  e  e1  par  o,  i •  i  respectivcm  -ni  les  points  de  q0  e1 

7,  rangés  comme  tout  à  l'heure  dans  l'ordre  lexicographique,  l'ordre 

'    Si  k  variables  x, rangées  dans  cet  ordre     prennent,  dans  le  champ 

des  non ihrcs  réels,  des  systèmes  de  valeurs  l\ \l  ;  i ,' £/•  :  ....  èroes 

sont  dils  range*  dans  l'ordre  lexicogra-phiques  si,  i>  ysti  me  •  tant  ;*.  ,  . 

la  première  des  différences  £P — .£*    ...    ::■      [x  <\u\  sign    d<   p  —a. 
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des  variables  étanl  .«-,.  //,.  v,  y,  et  en  introduisant  encore  quelques 

notations,  on  a 

.v,-    /,      ab.  36. 47. 58, 
\  ,,,       0d.ce.o3.  iS.68.79,  N  ac.de.  .  ','>• 

H  —  N  :o'i  V,fl      bc.  i5.24.6p,  s.        \     I  io.78 

e1    A     -..s-,,  .v,.  .v,..v.  ;  iriir  \  '„,,  ■--/,  t\\  ",„/,  1  .  Les  équations  qui  d< 
nissenl  A  par  les  .v,  oui  été  données  ailleurs    S., 69  .  A  chaque  sub- 
stitution or0  de  A"  faisons  correspondre  la   substitution  »,  de    \ 
telle  que  o"0<7|  soil  dan-  A.   Aux  s-'  de   A  "    répondenl  alors  des  - 
de  A  '  .  Donc  A  '   est  ht  représentation   primitive  du   g5  symétrique 
en  g'°  (S.,  53  .  H"   r.s/  le  g5  alterné,  et  W    la  représentation  du 
alterne  en  g10  (5.,  53   . 

Soit  encore  7t  =  n  =  3  avec  <l=x*.  Alors  V  \  l.'ii  es1 
produil  direct  de  A"  par  D  (1, 39);  A"  .  »,  ;  es1  un 
B       o(2,3    ung^(I,40);50  =  8,*,=i2,52=6;A  \.    tU         B 

pour  a  d.  L  ordre  des  variables  étanl  xn  //,.  x,  rangeons  les  point- 
de  chaque  </,  dans  l'ordre  lexicographique,  <-n  attribuanl  aux  coor- 
données les  valeurs  o,  1,  2  considérées  comme  appartenant  au 
champ  des  nombres  réels,  e1  désignons  dans  ce1   ordre  ceux  d<-  </,, 

par  o,  i 7,  ceux  de  g,  par  a,  b /.  Â-.  /.  ceux  de  7.  par  y 

y,  0.  £.  '1.  <  hi  a  .-durs 

<7      y  0 1  .  a5 .  ■'■-  ,46  'il',  cf.de.  _,■/.,  A/'  il, a 

/,  02.  i5.36    |-  1  -   dh .<■/ '.  //. 

/,,  !  '1 .67  .  a6 .  cd.ej  .  ah  ,jk  .  y  \ 

///,     ,  or  .2-5.36. 47  *ce.  d/.  gj.hk.il.  eu, 
\  „,  rec  ■  bdf.gih  ,jk   .  ■  / 

/„,  1/1  !  o5   1  /A.-/,  ,dj  .eh  fg  .  ' 

On  sait  que  /„,  mlt_,  es1  Ici  dans  B    [,39     Le  group<   B         B, 
de    I   i-N,    est    ici   le  p. p. cm.  d<     substitutions   paires   d<     \.   On 
vérifie   que    les     V'    Boni    imprimitifs,  et    les   système!   d'intrnnsi- 
tivité  <\<-  I '>  de  degré    j. 
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17.   L'es  symboles  de  <h  et  de  et/  sont  les droites  de  £  issues 

-  —  i 

de  o  .  .  .  o,  chacune  de  ces  droites  pouvanl  être  remplacée  par  un 
quelconque  de  ses  points  dont  on  regardera  les  coordonnées  comme 
homogènes. 

Si  donc  p  ^>  2,  -i   a  trois  systèmes  d'intransitivité,   le  premier  de 

degré  ^-^—  répondant  à  a  =  o,  le  second  de  degré  -  répondant  à  a  =  A2, 

le  troisième  de  degré  —  répondant  éi  a  =  NX2. 

Si  p  =  2.\  a  deux  systèmes  d'intransitivité,  le  premier  de  degré 
^rzz~  répondant  à  a  =  o,  le  second  de  degré  s,  répondant  à  a   ^  o. 

Je  désignerai  par  -l  '  le  constituant  transitif  de  •>  répondanl  à 
a  =  X,  cl  le  champ  de  x{y  par  c\ina  =  <|>a  =.y,  :  pour  une  forme  a  donnée, 
a.,'    et  c|)  ne  dépendenl  que  du  caractère  quadratique  de  X. 

Poitr  p>2,  -i  !  e.s/  semblable  à  \  N  si  n  es*  /-</'/'  on  le  voil 
comme  pour  les  A  '  où  /  t  o  .  //n//\  non  si  n  est  impair  i  leurs 
degrés  sonl  alors  différents). 

Je  désignerai  par<A,0(î  et  ni.  '  les  constituants  respectifs  de  ^°  e1  il!> 
de  champ  .p. 

Si  n  est  impair  i  '  \  .  Si  alors  p  2,  i  °  est  semblable  à  (j\  2v,  n  . 
«7    i  '  à  G    ■.'•/.  -      l,  26  .  '  >n  peul   donc  négliger  ce  cas. 

Si  n  est  pair,  -1  '  a  /e  système  a" intransitivité  •„  e/  un  seul  autre 
système  formé  de  ,1(  et  .lN. 

Je  désignerai  de  même  par  u/(  le  constituanl  transitif  < !<•  -i  ' 
répondanl  à  a  =X. 

/'"^/'  m  =  2,  en  conservanl  les  notations  du  u°  15,  «t   en  posanl 

—  =  zt.   on  a  (I,  24)  jl'=  j  rz,,  z~*\,  >  étant   d'ordre  -       ),  où    si 

0  =  -  -■- 1 .  ",  =  x\  ~~  est  une  puissance  de  >  . 


rz 

s7'  =  (i)(r/,./-0(o*)"s 

--0 
i  pareoui't  les  entier-      i  et 

2 

z~  '  t  ransformanl  rzt  en  r  'z,,   u  =  ;  r2  z,,  s"  '  ;.  ,1,"  =  !  r2z{  J,  m.  =  ;  r'  r,  ; 
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Si  p^>  2,  ~ —  8  est  pair  =  2;j.,  e1  l'on  a 

r25j=(r,  r2,  .  ..,/•':'■   »)(/-,  /*,..'.,  i 

1-1-6 

37'     ^ijlr'-)(r',r')fov  (i       i p        , 

l  '  '  ''  ' 

Donc    i..'"  =  ji.<0  >  =  j-(ooo)  2   j,  el  .v."  "   =«î/c       i.    <       es1  l'action 
de  x'  sur  les  r*.  JU{,),  JUa(,),  iR>(,)  sonl  les  actions  de  ft,  sur  les 

r2A,  etx\  i"\  i'i,'Nl  [semblables  à  !  '  .  i  "  '  .  ilî,f>  (x)]  leurs  actions  sur 
les  r2Af+).  JU/(0  est  un  g:%_  diédral  isomorphe  à  \  ' .  transitif  et  impri- 
mitif  (son  diviseur  normal  ;/•--,;  es1  intransitif  .  i  '  /  • 
g%v  diédral  isomorphe  à  x  et  transitif.  x' ,  évidemment  primitif  si  •j. 
est  premier,  est  imprimitif  si  y.  est  composé  son  gjj  cyclique  aormal 
a  alors  au  moins  un  diviseur  intransitif),  i."'  /  o  est  un  gfc  cyclique 
régulier  isomorphe  à  -i.,°.  ni,  '  (/.  /'  •>,;  r.s7  isomorphe  à  v\,. 
impair.  ifi>()     -  a.'' '  .   Si  y.  est  pair,  wi  "  est  un   g{j  cyclique  ayant 


cycles  de  degré  - 


t. 


Si  p  =  2,  X  =  Xl,  et  v\>  =  X".  -i.  "■  =  j  (oac         .  ni,'"       i.  a 
es/  l'action  de  a  */</•  /r.v  r*;  cest  un  g~ .   ,  diédral  transitif  semblable 
à  A'   (cf.  15).  Di,'/;(X^o)  est,  comme  A"'  .  un  {clique  régulier. 

Pour  n^>  2,  ilï>  a  îes  mêmes  systèmes  d *  intransitivitè  que  ».  On 
le  démontre  pour  //  >  3  comme  le  théorème  analogue  relatil  à  B  h 
à  A  (15).  Pour  n==3,  jl  =  JU°  =  |  m1Njub  =  |mlXtlj  ni,  (15;  I.  10).  Or, 
///IN  fixe  [oo  (les  variables  sonl  ici  homogènes  .  el  mutK  fixe  iXo, 
Donc  \  fi  ni,  remplacent  too  t\  [Xo  par  1rs  mêmes  points  de 
a  respectivement.  Donc  ub  a  un  constituant  transitif  de  chacun 
des  degrés  j  (-'-'  ±  -  |. 

Pour  />  >  2,  *'//  exceptant  le  cas  n  =tc  =  3,  •  <  '    .   i     .   i  •    .  ni,     sont 
respectivement  isomorphes  à  a.',   i.   i",  m.   Il  sufTil  de  considère] 
Or,  supposons  que  le  p.g.c.d.    D(?  de  -i  '  '  ,   \»'  soit  >  i .  Le  diviseur 
correspondant    I)'    de  V  n'esl    pas      I.   D'ailleurs,  le   p.g.c.d.  A 


1     D'après   ce  qui  ;i  été  observé  au   sujet   de    \  (<>ur> 

dissent  la  même  représentation  de    '    toujours  el  seulement  si  •>  esl  im  • 
:,'    fixe  /•"   '  el  >■■■'   '|. 


38 


.l.-A.     DE    SEG1  [ER, 


de   l>'.   A  est  ^>i,   sans  quoi  AI)'    sérail    produil    direct,   e1    D() 

serait  5  I  (1,40).  Donc  A  es1  >B,  sauf  peut-être  si  n  =  4  avec  ~<3, 
■j»  étant  irréductible,  ou  si  n  =  -='j.  Le  cas  où  n=  \  et  ~  =  i 
(alors  x' —  X  =  A)  a  h»-'  étudié  (16).  Dans  le  cas  où  n=  ]  el  -  =  3, 
si  Af/  ne  contienl  pas  B,  il  contient  F  (I,  40).  Donc  <£  '  contienl  T 
dont  la  substitution  R,2,  l  I.  '28;  déplace  tous  les  symboles. 

Soit  n = iz  =  3  et  ']f  =  a;2.  Alors  i  '  =  ..i ■  =  A"  esl  un  g^  isomorphe 
à  4^(2,  3)  e1  \ii»  un  g\l  isomorphe  à  u  2,  ~  (I,  40).  Les  degrés 
respectifs  de  «R,<0),  J  '.  ■  »  ~  ou  de  v1..  " .  m.  '  .  v..  "'  sonl  ].  6  e1  L  Les 
droites  issues  de  ooo  peuvent  être  identifiées  chacune  avec  le 
premier  des  points  de  A  I  rangés  dans  l'ordre  adopté  au  n"  l(>  sil  ués 
sur  elle.  Avec  les  notations  du  n"  1(>.  les  symboles  de  .;„  sonl  alors 
o,    '.  3,  '|.  ceux  de  |,  a,  c,  d,  g,  h.  i.  ceux  de  1:  x,  '>.  y,  e1  l'on  a 

d     :y  =  r,         /,.<>■  /A.         t0=  34.cd.gh.etfi, 

m,,   |  ::  / ,.'/       i ...         \  1  i  '•."••A  .  çih.otyfi. 

Donc    1  "   es1    un  g*4,    <   '    un  g",  imprimitif,    1  J   un  gjj,   ut,  "    un  g' 
B  contient  t0l m, f_,  =  $,d  (I,  52)],  it^'   un  g*2,  ul>(a  un  _ 
I );i us    la    désignation    des    constituants    de    A.   A'.  A".   A0,   IL 
.1 ,  -\.'  -» ■".  fi',  j''  continuerai  à  remplacer  les  lettres  A.  IL    1  .  ife  par 
Q,  IL  .■>.  •;.  pour  préciser  que  a  a  la  forme  I,  1  y    '■-  •]/. 

18.   Excluons  désormais  les  cas  n       tel  n=7:  =    I,  déjà  traités. 

Soit  Xn  -  X  le  diviseur  de  \.  d'ordre  A.  1  ;  s0  qui  fixe  to,  .  .0, 
h  \  '  =X(Î  son  constituant  de  champ  '/,.  Les  substitutions  de  \ 
ont,  d'après  les  formules  1  e1  5  <le  I.  26,  des  matrices  <l<-  la 
forme  M  indiquée  au  n°  3,  <>ù  les  éléments  donl  les  deux  indices 
soni  /  1  formenl  une  matrice  quelconque  M,  du  groupe  \  de 
a  xiy{  [je  désignerai  pai  \  .  \  .  \','.  B,,  A,\  \,.i,  ,  ;  . ,.-..,.  &o 
les  groupes  déduits  de  A,  comme  \ '.  \  .  \ '.  L.  \  .»..«'.  1  "'.,>!,.  ,.'..  '' 
de  A  (A  (  ne  divise  pas  A  .  e1  où  l'on  peul  prendre  arbitrairement, 
ou  bien  les  ayl  3,.  où  j  =/k  i  alors  les  formules  8),  i),  (6  de 
[,  26  déterminent  explicitement  oc'H  e1  les  y  .  y.  où  /^i  par  les 
autres  coefficients  de  oc],  ou  bien  les  oc,;,  a:/  où  /  7^  1  [alors  les  for- 
mules (18),  (.16),  (10)  de  [,  26  déterminent  explicitement  y.\{  e1 
les    a,.  rjn  par  les  autres  coefficients  de  a].    Donc  (X,  A,    =  -"  '. 
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Les  matrices  de    l}     I.    i*2    sont   celles  des   matrices   M   où   M 

V    est    premier    à  A,    et  normal  dans    X  =  A,  P        l'A,      cf.,   •">  .    P 
même  caractéristique  (E.,  117    dans  X.  car  l<  ylowiens  de    \ 

n'onl  aucun  diviseur  commun  (I,  i-7.  M)  . 

Comme  m~ly  fixe  i<>.  .  .o  el  es1  d'ordre    A  .   \    mod  \    y  es1 
mutable  à   m,,),   les    diviseurs  d<    A'.  A"  qui    iixenl    lo...o    sont 
respectivemenl    .V      |X,  m~l y]  et,  -1  //  esl  pair,   X"  =  jX,  n 
(si  n  csi   impair,  A' =  A",  e1    X'      X"  ;  m  \yesi  permutable  à   \, 
el  a  P,  el  (X7,  X    =  (A',A  .    X".  X  =  (A",  A  . 

X  remplace  le  poinl  oyto.  .  .o(yt    t  >»    de  7    par  les  -     ■  points 
(ai  i//m  /y i-  a,  1.V1  •  ^..  i//i-  •  ■  •    (a'j|j  P'21)  •  •  ■  étanl  arbil  .  d'où  - 

systèmes  a" intransitivité  q\   de  X    ou  de.P   dedegrér*    -    et,  dans  X  . 
un  seul  système  de  degré  r.1,   -  -       1     .  Les  constituants  de  X  dans 
champs  q\  sont  parallèles  {cf.,  5).  En  exceptanl   les   deux  cas  n       1 
avec  0—        1   cl   n  —  >.  X  remplace  l<-  poinl  0010.  .  .0  de  q0  par  les 
points  (a,2,  o,  a22,  (322,  ...      a,,  pouvanl  être  pris  arbitrairement. 
cl  ot23,  (3aa,  ...  pouvanl  prendre  s0,«-a  systèmes  de  valeurs    d'où  un 
t:"""'  système  q\  de  degré  tzs0  „  ,;    comme   s0i„    .    s'annule   dans    l<^ 
deux    cas   exceptés,    on    peut,    dans    ces   deux    cas,   introduire   un 
pleine  SyStème  fictif  g"   <lc   degré  "*„.„  2.    Dont    X     <<"   X      qui  fixe 
évidemment  les  ~       1   points  x,  0...0     f,   -   0    de  7,,.   >j  V/>   /;'./>•   /«/.s 
d'autres.  Chaque  substitution  de  I*  déplaçanl  les  points  oyxo. 
fixes  par  A  ("  .  l'action  de  I'  sur  q0  c^i  isomorphe  à  I*  e1   prem  i 
A,"        A,.   Donc  X"        X. 

On  voit  que  A("   w  A'"    soni  imprimitifs  si  ~  >  2     des  deuj 
/j  .  —  2  c/  //  —  -=5.  ici  e. relus  et  déjà  traités,  le  premier  seul  , 
quelques  exceptions  .  Alors  X  a,  dans   \.  un  normalisanl    .  •  X. 

toute  substitution   de  A  qui  transforme  un  des  p ts    r,o. .  .0  en 

un  autre  es1  évidemmenl  permutables  X. 

Si  ~      2   (alors  n  est  paii  .    \  "    n'est  quune  pas   transit// 
si  a       \  avec  0  1    auquel  cas    \      ■  st   '•    g         16       car  N 

intransitif.  Mais  A      n,  •    est  toujours  primitif .  En  effet,  soîl 
le  degré  <l  un  système  d'imprimitivité  de    \    .  1  1   s  ,. 
X,  fixanl    un  symbole,  doil    fixer  le  système  d'imprimitivité  dont 
laii   partie  ce  symbole.    Ci    systèmi    étanl   di  mé  de  1 

systèmes   d'intransitivité  de    X.    '  n   la   forni 
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(a,  [3    o).   ()n  a  donc,  en  posant  2v'-i=s'(>2  . 

m[(ac  +  $)z2-*-B$z       ->l  +- 1]  =  2i2+  Bz  —  i. 

Donc  ///  es1  impair  et,  par  suite,  =  3.  Or,  pour  <x=<>  e1  a  fortiori 
pour  x>  o),  cela  entraîne  (3  -=<>:  et  pour  (3  =  o,  a  =  i  (donc  a  fortiori 
poiii' a>  i  cela  entraîne  z-< Os  \,  donc  -2<0.s,  ce  qui  ne  se  peut. 
Si  -  =  •!.  P>  "  f.s/  primitif  sauf  si  n=  \  avec  0= — i  [il  est  alors 
imprimitif  (10)].  En  effet,  pour  n=  \  avec  6=  î.  I>"  es1  le 
g„0  (16).  Soil  donc  rc^6,et  désignons  par  Y  le  diviseur  de  B  «pu 
fixe  10...0.  Comme  la  substitution  t  i .,  ou  /„  fixe  les  points 
ot/,o...oe1  ooio. .  .o,  Y  et  X=  J  t  ^  remplacent  ces  points  par 
les  mêmes  points  de  q0.  Ils  on1  donc  les  mêmes  systèmes  d'intran- 
sitïvité,  et  le  raisonnement   fail   pour  A       s'applique  à  B   . 

19.  Supposons  ir  =  2.  Alors,  pour  Ô=±  i,  Q(n,  2    divise  G    ".  .- 
(1,26),   et  (G,Q)=50+i.  Pour  8       -i  (alors  l>=x2  +  xy  +  y2  . 
on   a   v/==v-|-i,  rc  =  2v/,  el   l'on  assimile  ici  ./ .  .  //, ..  «li-  (  «•  (  n,  2)  à 
.t,  y  de  Q2(n,  2)  donl  on  ne  considère  que  la  forme  réelle.   Il  sera 
donc  commode  de  modifier  un  peu  les  notations  relatives  à  Q0i  rc,2 
<-i  de  poser  aussi  pourO=  t,  v'=v-\-ii  x^,=  x,  y^,=  y. 

G(h,  2)  (n^>i)  (l  ,  admet  une  représentation  transitive  G  en  g 
relative  à  Q(ra,  2)  (0  =  =hi).   Pour  n]>  i  cela   résulte  de  ce  que  G 
est  simple  (  1, 2 \  .  Pour  n       î,  cela  résulte  de  ce  que  ni  Q'a  ni  R2  n'csl 
normal  dans  (1  [vt  \  lov,  altère  a  .  en  sorte  que  <  '.  es1  alors  représen- 
table en   <j   ,o   relativement    à    Q.j    cf.  I.  !i'J!  .   e1    par  suite  ei 
relativement   ;'i   Q0   [cf.   .V.   81   .    Pour  rc  =  2,  G  =  Qa  est  un  _ 
Qo=  |  '.  !  ""  -  ■ 

Le  diviseur  O  de  <i  qui  correspond  à  Q  de  ••  es/  semblable  à  <v> 
(G  esi  Jom-  dewa;  fois  transitif  .  En  effet,  soil  <  i      I  Qctj  (a0=  1  .  <-i 
désignons  par  ('.,  I»1  transformé  du  couple  C0  des  quadriques  7,,,  q{ 
par  7.  .  Le  groupe  conservant  (  '.  es1  >    '  Qoc„  et    les  ( ...  sonl  tous  dis- 
tincts, sans  quoi  a, a,-'  serait  dans  <v>  pour  deux  valeurs  différentes 


(l)   Pour  n  =  2,  G  =  Qj=  j  m0,,=  u,fi,  *0=  u,     est  un  gjj,  Q  t      mi  . 

C       Q(  l!,=  O,  R0,  Q„  étanl  premier  à  l!     el  Q,  à  R        t. 
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de  /,  k.  Il  sullii  de  montrer  qu'on   peul    déterminer  les  x   de  ma- 

nière  que  les  (1,  où  /'  /  o  soient,  en  désignanl  par  ~        :  .  r  

;.,.,  r^.)  (  c.,,=  E,  7jV'=  r, )  un  point  paramétriqu<      I  en  posanl 

a  -  --lia,  <       nij         1     . 

les  s0  roupies  Cn  définis  par  a(n      a      &;n       /  -,  par- 

court q0.  Car  toute  substitution  7.  rfe  Q,  opéra  ni  sut  ;  .  ...  \quand 
on  V applique  à x,,  ...  (xv-=  x,  y.,  y)  de  a'a  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  de  b{a)]  comme  sa  transposée  a  sur  #,,  .. .,  permute  les  C 

comme  a  permute  les  gt,  cl  x  parcourt  Q  en  même  temps  que  a    I .  -<>  . 

Or  donnons  à  Y  ,-.,■,  Y.,„  U/v',  W/v',  u,.  e,,.  /,,  hur  sens  relatif  à 
(1  ou  Qn,  à  V0/.j  \/,„.  [ ',,/,.  W(l/i.  u0,  t0  leur  sens  relatif  à  Q,  donc 
ua=v.,-,  /„=  11,}.  et  désignons  par  ~„.  ro,,  — .  les  déterminations 
o .  .  .0,  o.  .  .oiOj  o.  .  .0]  de  or. 

Soi*  d'abord  8  =1.  Y,,/,.  X/,,.  I  „  .  \\„.  opèrenl   sur  -  les  substi- 


tutions   respectives 

V),  fl      :-   C/. 


*)*! 


'.     I 
<  >n   \(ii  1   dired emenl 


;/.,    ;/.-t-r/A-r  ;        1 
(,.  i,    ■   ï)A 

;  ;  -t--o/. 

que  ees  substitutions  pe*rmuten1  entre  eux  les  points  du  système 
formé  de  q0  et  de  rnn.  Il  reste  à  vérifier  que  leur  |>.  p.  c.  m.  les  permute 
transitivement .  <  >r  les  substitutions  du  p.  p.  cm.  dés  \     .  I  „*,  qui 

laissent  \  inaltéré,  transforment  gï0  et  o,  en  des  points  es  où  \ r  . 

sont  arbitraires.  De  même  les  substitutions  du   p. p. cm.  des  \ 
\\  o/, .  <|ui  laissent  r\  inaltéré,  transformenl  rag  e1  ~.  en  des  points  ~ 

où    ~, yjv    sont    arbitraires.     D'ailleurs    V0,I  „,\„,      i 

\  10  W0,  \  ,„  '/„/,  r/.  I.  |  *2<>  )  j  transformenl  cr0  en  bt,  e1  ~  .  respecti- 
vement,  et    si    l'une  des   coordonnées  :.  r  d'un  point  ta  de  </„  psi 

o,  la  seconde  est  déterminée  par  I  autre  e1  ,, /  .  Les  points  ~ 

de  q0  où  £  =;  tj  =  o  sonl  les  transformés  de  Oj,  par  Vol  I  ) 

Soit  maintenant  0  1 .  \  , ,.  \  A , .  I      .  W       opèrent  sur  ra   les 


sul)sl  il  ut  ions    respect  i  ves 


• 


'    ■ 


1 


qui    permutent    entre   eux    tes 

points  de  '/„  ei  .-„.  I  ,c  p.  p.  e.  m.  des  \     .1      t  qui  laissent   ;  ino 
transforme  ci0  en  des   points  ca  où  : r\    sonl    arbitraires,  la 


Jniiiii.  de   Mutii 


tome  >    —  Fa 


i 


|2 
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coordonnée  r\  étant  déterminée  par  les  autres.  A  L'aide  des  Y/iV . 
WAv  on  obi  ient  de  même  tous  les  points  tr»  de  q0  où  r  =o.  Les  points  n 
de  70  où  l*  =  Y)=i  s'obtiennent  par  Y,  ,  \  , ,  /„,  U ,  (2v,2). 

//  résulte  de  In  démonstration  précédente  nue  G  =  Q,,R:Î=  Q2R0 
(5.,  28,  55  .  Je  dis  que  le  p.  g.  c.  d.  A  de  Q„,  R..,  r/  ceZiti  A  de  Q2,  R„ 
coïncident  (1).  Tout  d'abord  A  e1  A'  contiennent  évidemment 
I  !  e1  les  subsl  il  u1  ions    cf.  I,  51  . 


P*  —  ^       I      —  VA.„  ' 


0*~.^P*^=Vv,ftW4,       VoA  w 


./■      a 

? 


!) 


D'après  les  formules  i  -  8  e1  id  -  ig  de  1,26  .  toute  subs- 
titution a  de  A  ou  A',  donc  commun*  à  Q,  e1  <v>_  e1  appartenant 
à  H„  ou  I « ,  véri fie  les  relal ions 


i  E  • 


\    aoi  —  roi! 


Koi —    '        '  ■  '  5too"^"rJ(i(i        7""  '  '  ■ 


*/0=  */oi  :  »/il'  *nn  +  *oo 


-     ' 


D'après     ~     de    I.  26,   le    nombre  des  couples   oc,0,    j,.„     '7^0) 
où  a,„  =  8/c  =  1   es1   pair.  S'il  es1  >  o,  on  peut,  en  multiplianl  y.  à 


11    D'api  ationsA    ,  \"  -.<->•.  I     .  I  .  .-.  -    "./.—-  >v.  "  .«'/.■  '  >         li.  I':. 

Mais   R0R.n'es1   pas  un  groupe.  Car  ce  groupe  sérail   G    /.'..  67  ,  el  le  p.  g.  c.  d. 
de  R0,  I  >    sérail  d'indice   ■  dans  A  :  or  on  va  voir  qu'il  1  iincide  avec  A.  De   même, 

en  désignant  par  P  li    p.  p.  c.  m.  d  '■  —  1 •/    qui  est  leur  produil 

direct,  d'ordre  6v/[}ut1  I  ?.,£         G         R,-,P;(i       ...  1  .  Mais  I!  P 

n'est  pas  un  groupe.  I  _ .  >  .  d.   Vy    d<    R/,  P  devrait  être  d'ordre  -77 -r  >  1. 

Or  aucune  substitution  de     "/,.  >       ne  coi  ^.  Donc  X/  ne  peut  être  >  1 


que  si   1 


1 .  .  ;  alors  il  sérail  .  donl   l'ordre  6  ne  divise  pa 


On    remarque    les    relations      PA0  1,    0AP  PA0     :.    I'   1,       1 ,  PA, 

Q  /,       tv  QA.  et  PA0APA       i  '.. 
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droite  par  des  \  ik  où  i  el  A'  sont  ^  o,  annuli  i  tom  les  %  „  sauf  un  i  el 
que  aAll.  Donc  ($Ao  =o,  et  en  multipuanl   v  à  di  ■  I     par  des  I'  .  <  •  . 
on  peut  annuler  tous  les  0Li0  =  <x'iii,  $io      i     où  i 
(4)-(8)  de  [,  26,'ocest  dans  R(2v,  2)  ou  dans  R    •  ,  donc  dans 

R(2v,  1)  (elle  est  dans  R0  ou  R.).  Dont  A  1'  est  le  p. p. cm. 
de  R„(2v,2  )  et  des  Pk,  (  \k,  et  le  p.  g.  c.  d.  de  \\„.  R3.  Comme  G  Q  {}.. 
le  p.g.c.d.  de  Q0,  Qa  est  r  =  J  À,  t,  j  =  J  A,  U,-\  (.puisque  A  contienl 
%&■=.  P*0*P/f),  produit  direct  de  A  par  :  /,    . 

A  est  isomorphe  à  G  (2 v,  2).  En  effet,  ils  sonl  «lu  même  0 
Rj(2v,2)  divise  (i('2v,'i!.  I  )c  plus  PA  ci   (  );   se  réduisenl   à   u  . 
quand  on  y  uéglige  x  e1  //,  et,  d'après   i  E  .   toutes  les  Fois  qu'on 
multi|)lic  à  gauche  une  a  de  A  par  l\  ou  <>  .   l'effel  sur  la  matrice 
des  a,,,.  a,x,  [i(/,  ^  où  /.  k  sont  -^  o  est  le  même  qu'en  multipliant 
par  uk  ou  vk  (1).  On  retrouve  donc  ainsi  que  G  =  Q0  11.  =  :Qa  I! ,    E.,67  . 

Désignons  par  (\ni~.(^.  .s'/ri=^s',.  G/,  Q/,  H,-  ce  que  deviennenl 
r/,.  S),  <i.  O.  pour  Q  =  Q/<  Comme  G=  QtRA(î  -'  /•  ,  ?e*  diviseurs 
Q/,,,  11^  c/c  (i,  gwî  correspondent  à  Q<5  l>  de  (i  .so»/  des  réprésentations 
de  ces  groupes  en  g1  '  transitif  s  relativement  à  1.  A  respectivement 
(S.,  28,  .").")!.  O/j  c/c/i/  r/r  co/r  ^///c  O,  c.s7  semblable  à  Q  .  De  même 
Q,,,  et  H,,  .vo///  respectivement  semblables  à  Q]",  I»/  v„  -  1  sj  .  Car 
on  verra  (22)  que  les  diviseurs  X ,,  Y/  de  Qt,  H  qui  fixenl  un 
symbole  de  q\  sont  A  e1  A;/,;  si  /f=o  (il  faut  ici  transformer  la 
Forme  ~l  du  n°  2*2  par  uv-),  k.,Ah,  el  son  produil  direct  par  1 
=  wv'<v  /,  u,-, ,  si  A-—  2  (c/.  5.,  54). 

Soient  I',,  A,   7es  diviseurs  de  Qki  qui  correspondent  à  I  .  A  de  Q 
|  ce  son/  ïes  diviseurs  fixant  un  symbole  dans  G   ,  R    respectivement  . 
On  verra  (22)  çue  IV  A,,  ne  fi. cent  iju'un  point  du  champ,  et  que  A 
c/   deu#   constituants   transitifs,    Vun    de    degré  1.    semblable 


1     Plus  directement  A  contient   toujours  une  01  el  une  seule  où  la 
des    coefficients    dont    les   deux    indices   sont        0    est    une   tnatrio     donnée   de 
k  1  .  En  elle  1  les  y.ul,  yv .  '-,  uenl 

déterminés    par    M    et      E     d'après   1rs   formules      i)-(8)  et  e  1    86 

D'ailleurs,  a  étant  dans  R0,  on  a  U      u       1     1.37    ce  qui  détermine 
suite  z0«,  Po  !  après     F 
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à  G  (2v,  2),  </iu  /?</   f.s7  commun  avec  X,.  Vautre  de  degré  2(s£îv  +  i) 
=  2  sj',;  semblable  à  la  représentation  de  G  (  2V,  2  )  relative  à  R,(  2  v,  2  . 

A^nsi  pour  rc  =  6,  -=2,G„  est  un  g™5l52(j  deux  fois  transitif, Q0, 
semblable  à   Q0"  ,  un  gj?   isomorphe  au  g[       L,  fca  .  R0,  semblable 
à  Kl("  .  un  g3,ol(l0  isomorphe  à  L  (  '|.'-i    et  au  g8  alterné     I.  \*  i,  Q20  un 
g™8,0  semblable  à  QJ  .  K20  un  gJJMi  semblable  à  R2'    [cf.  25-26 
Go  esl  un  gïîgfjjo'deux  fois  transitif,  Q,  un  u^x,„  semblable  à  Q(20>, 

IV.  un  gl] semblable  à  R."  (*},  Q02  un  <^x  semblable  à  Q0'  .  R„, 

1111  gsoico  semblable  à  R  ,'  . 

Le  g"o'Ao  et  le  g?!0A2  qui  fixent  un  symbole  dans  Ro'  ei  R2' 
respectivement  sonl  isomorphes  au  g"20  (2).  A„  et  à.,  on1  chacun 
deux  constituants  donl  l'un  esl  semblable  au  _'  G  1,2)  (1,22). 
L'autre  constituanl  de  X  esl  ui  mblable  à  la  représentatioû 

<]'   <.  (4,  2)  relative  au  n" I»..    i--'      H>  •  L'autre  constituant  de  A_. 

est  un   g:'       semblable    à     la    représentation    <lr    G     1,2     relative 
au  g,È  li„    i,2      !<>  . 

'20.  Considérons  maintenant  1".  Soient  v0=  v-  et  v-,,--  v'  1rs 
diviseurs  de  X  et  de A,'  qui  fixenl  i<>.  .  .<»:  -Y-,,'  =  \-  ri  \.'=.\-" 
leurs  constituants  de  champ  .y,,  h  Z'.  Z"  les  groupes  déduits 
de   X'.   X"  en   \    supposant    les   variables   homogènes.  S'  esl  évi- 


1  (  tu  -;i  1 1  que  G  6,2  est  le  groupe  de  l'équation  qui  détermine  les  s8  tan- 
gentes d'une  quartique,  cl  Q  6,  ■  celui  de  l'équation  qui  détermine  les  ,_  droites 
d'une'  surface  cubique  (Jordan,  Traité,  n°  441-456;  Maillet,  t.  / ..  [g  > \  .  Q  6,2 
esl  aussi  le  groupe  de  l'équation  qui  détermine  les  tiers  <l<-  périodes  des  (onctions 
nyperelliptiques  à  quatre  périodes  Jordan,  Traité,  n°  199  504  el  de  celle  donl 
dépend  la  réduction  d'une  Forme  sextique  binaire  à  la  Forme  canonique  u 
u  étant  quadratique  cl  y  cubique    Clebsch,  Gôtt.    \  bh.,  t.  I  '1     [869  . 

-     Il  en  résulte  que  Q0'   est  semblable  à  l'action  du  g\   sur  les  2$  combinaisons  des 
huit  symboles    1  à    \    etparsuiteY\     ■<  •    ''■  du  g    dteri  mêmes  combinaisons  . 

Il  suffit  de  montrer  que  si  un  gj  \  esl  le  produil  direcl  d'un  g7S0 X(  par  un 
g2X2,  X,  esl  un  l:-.,,.  el  Xj  un  gij  fixanl  les  symboles  il<-  X,  (S.,  18).  Or,  •.- •  1 
ne  divisanl  pas  ~  '..  X  déplace  s  symboles.  X  n'est  pas  transitif.  Car  le  diviseur  ^ 
fixanl  un  symbole  sérail  un  g|80  e1  aurait  1  ou  6  g|j  donl  chacun  figurerait  dans 
;î  des  8  conjugués  de  Y.  Or,  X  ayant  16  .  .  cela  esl  impossible.  Donc  X  esl 
intransitif,  d  son  ordre  exige  qu'un  des  constituants  soit  un  gï  .,,  et  l'autre  un  l,;. 
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déminent     -V.',  et  H"'-V-.  Comme   I  es1    premier  à  X'  e1  à  X".  E'  a 
l'ordre  de  X'  et  E"  celui  de  X".   D'ailleurs  >      I"  .   Donc, 

K(,)s#,et.(tt(,),i)  =  (A,  i)  :_  (-^-^-  Donc  ,      E  .  De  même 

La  matrice  générale  de  -v  a  la  forme  générale  OK  du  q°  i.  ■  i  l'on 
voit,  comme  aux  n08  4  et  6  que  .X     =  {A,P,  m,,   I    I       }A,P,  m,      h. 

-v'       !  A,  P.  ///,..,  y!  I    f,     ou,    puisque    yV"'—  [2]    '  '•     -'» 
[  A,  P,  m,  „  y  j  |I  (x-  est  normal  dans- &').  De  là  encore  c      E  E. 

^lu  /tew  des  t.  —  i  q*'  de  X,  on  obtient  de  même,  dans  v.  ou   v.'  un 
sea/  système  $  du  même  degré  ~"~  2-  .1//  lieu  de  q°0,  on  obtient  de  même 

un  système  ^J   de  degré       °'n    ''    (qui  est    fictif  de  degré  o    si  n=4 

a^ec  9=-     i  ou  si  n  =  3).  /,/  //  /*r  reste  />/^.v  que  le  point  to.  .  .<>  /m-; 
/><7/'  -V-  e/  A'-'. 

Si -i,  "  a  des  systèmes  d'imprimitivité  de  de'gré  £(>•!  ,  -v.n"    fixe 

celui   qui   contienl    co...o.  Donc  '^  =  i  h-~'J''"  %  .s„  „  2  étanl 

ouÇ==i  +  ir"  !.  Si 'C  —  i-f -'^' "  J,  :  divise  le  degré  -"--  de  l'autre 

système  d'intçansitivité  de  -v.  ce  <|m  est  absurde.  Si  1      \ 

:  divise  -""•"  ■-',  donc  aussi  ^^,  d'où  (u-   i)Z    s0  „,,.  Si  n=av' 

on  ;i  donc 

-"  '----  -"  -+  -      i    -"   :     i  .   h  -"-   '      - 

d'où  a  fortiori,  en  faisant   9  =  1,  en  supprimanl   -       i  au  premier 
membre,  el  en  divisanl   par  -' 

et,   encore    a  fortiori,  -'  ''<;■_>-'',    ou   ~  <  2,   ce   qui   esl    absurde. 

Si  //  —  2v-f-  '  -  on  a 

d'où,  a  fortiori,   ~"  "'  <  :\~':    \   OU   Tt  <  2.    /J»»r  /"""'  n>    |.    "/  pottf 
n=  \  Bi  û       i.    \"(//.-i  |  -      >i  c.s7  primitif,  simplement  transitif. 
Pour   n       |   et   0  i.  .,"   disparaît,  el    \  "   esl   un  g*    transitif 
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qui   est    l<    normalisant   dans    -\,"    du    g_,    transitif   correspondant 

à  PD  j  D  (I,  42).  Donc  -1"  est  ici  un  <r"  deux  fois  transitif ';  isomorphe 
à  ;i)-(2.--  .  r~  (1,40),  et  Db'd  un  g*  H  isomorphe  à  i\  ■•.~.:  .  \ib'° 
est  semblable  à  ~o(i,-2)  qui  est  deux  fois  transit!  j  ;  car  les  deux 
groupes  sont  d<><  représentations  d'un  même  groupe  abstrait 
relatives  au  normalisant  d'un  g_,  sylowien  [S.,  55,  <>i  .  De  même 
.1  "  est  semblable  à  )  i'):  (  2,  --  ,  z~  . 

Pour  n=3,  on  voil   de  même  qui    ' °      est  semblable  à  0(2,11  . 

et    -l"     «<:,.;l.ill. 

,l!>  "  est  primitif .  En  effet,  d'après  ci  qu'on  vient  de  voir,  on  peul 
supposer  // >  |  ou  //  =  1  -•!  -I  —  o.  Le  p.  g.  c.  d.  ?  de  -v.  m.  est,  en 
regardanl  les  variables  comme  homogènes,  B,P,m,.ra2l|.  Or  m„ 
fixe  010...0  el  0010..  .0.  I  )onc  5  et  \.  -  -'m.  .  remplacent  ces 
points  par  les  mêmes  points  de  .{',.  Il-  on1  donc  les  mêm<  -  systèmes 
<l  intransitivité,  e1  le  raisonnement   fait   pour    i      s'applique  à  ifb  "  . 

Powr  />>2,  il1..''  (5,  -  .  isomorphe  à  I!    '•.  -      17:1.  39  .  est  i*o- 

morpheà(j(ti,~),[l,4t3)etdemêmedegré  _      '■  Mais  le  diviseur  s^3 

d'ordre -'(it  —  1  tc2-  i  .  qui  fixe  un  symbole  dans  !  |.  -  est 
isomorphe  à  [G  >.  -  I',  ..///,  h  où  le  gK,PGD  D,  p.  g.  c.  d. 
des  o_  ,  a  un  centra]  d'ordre  -  I.  23),  tandis  que  le  diviseur  3 
lixaui  un  symbole  de  \\\"  '>.  ~  est,  on  vienl  d<-  le  voir,  isomorphe 
à  ;  H  -  [3,  -  I',.  _ .  ///(  /// .  où  le  g-j,Pn,  p.  g.  c.  d.  d(  ,  est  abélien 
(1,42).    Les   deua    représentations   ni/"     5,  -     et  (j{  ].-  .    de  même 

degré  ^——    ,  du  même  groupe  abstrait  ne  sont  dont  pas  semblables    '  . 


1  I  >'aprcs  I.  43.  le  diviseur  -~,  de  G  \,  t.  qui  correspond  à  -r  fixe  la  droite 
donl  les  coordonnées  /.  ■  vérifienl  /.,.  Z  /  o,  /.  ,  /.,,  o,  Z 
D'après  la  relation  qui  lie  les  Z  S  7<i  on  a  aussi  /  /  ,  i;don<  /  /-i;=<>. 
Les  équations  Zls  -  o,  Zn=o  en  /,,.  0',,  donl  li  déterxninanl  esl  /.  ^donnent 
■fli  =  'o'l  =  o.  Les  équations  Z,3  o,  /.,,-  0  dônnenl  dé  même  ;'..  =  £'.,  =  <>.  Donc 
-'v1  fixe  ta  droite  ï)i=Çï=o,  cl  comme  -'r,  cs1  maximum  dans  (,'  S.,  <>0  .  -r,  est 
le  diviseur  de  (j  qui  fix<  cette  droite.  -Y-  est  le  divisew  de  Ij  \,  t.  qui  fixe  le  point  1  1  o 
ou  le  plan  /j,=  0  </w,;  <>■/  son  //<//<  focal  relatif  ment  au  complexi  1  \  1,  ,',,:  0 
conservé  pai*  (J.  (Cf.  Mitchell,  Transact.  of  the  Am.  Matlir  Soc.,  191/1,,, p.  184,  '>Sx- 
■'"/'• 
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\J 


21.   Considérons  maintenant  les  A    .    \       où  o,  et  soit  d'abord 

n  =  i  v  + 1  (  p  y>  2  ) . 

Pour  étudier  le  diviseur  de  A  qui  fixe  un  poinl  de  ç>a,  il  es1 
ici  commode  de  remplacer  //,  par  //,  •  /  v\.  a  esl  alors  remplacée  par 
a  +  'Ka]—  at.   e1    aux   premiers    membres   des  conditions     i  . 

[7),  (8)  de  I.  *2(>.  il  faul  ajouter  respectivemenl  les  termes 
2.Xa,y-aj>,  '2Aal/al/i.2).7.l/al/,./,a;r/7.1/J.  tandis  qu'au  second  membre 
de  (7)  il  laut  l'aire  c,  —  A.  Les  deux  points  bi,o o  appar- 
tienne^ à  q}  ,  ei  le  diviseur  X,  de  \  ou  de  A',  puisque  le  degré 
de  A'''  est  ici  ',  I t.  i  =(A',  A)  fois  celui  de  A'  qui  fixe  l'un 
d'eux  lixe  l'autre.  La  matrice  générale  de  V  a  la  Forme. 


1 

iô 

^n 

«u 

«  ,  , 

! 

Pu 

pu 

H  1  ! 

m 

0 

»ii 

a,., 

y  . 

i- 

?!  : 

P»; 

j 

Les  relations  entre  les  éléments  d<    M    <|ui    correspondent    aux 

combinaisons    de    la    première   colonne   avec    chacune    des   autres 
cf.  1.1)  donnenl   le  système 


', 


2  ha, 


0, 


l  / y |  :      -mi/       1    . 

Le  système  S'  des  autres  relations  entre  les  éléments  de  M    cor- 
respondant   aux  autres  combinaisons  de  colonnes     peul    se   rem- 
placer par  le  système  S    résultant   de  l'élimination  de   x    .   x 
l'aide  de  S. 

Soil  maintenant  M,  la  matrice  déduite  de  M  en  supprimant  la 
première  ligne  ei  la  première  colonne.  Les  matrices  M,  Formenl 
évidemment  un  groupe  X, ,  homomorphe  à  X,.  ei  comme,  d'apn  5 
\1  esi  complètement  déterminée  par  \l,.  \,,       V. 

Or  M,  esi   la  matrice  d'une  substitution  du  groupe  de  la  Forme 

X'.r,*/,    t    CX*  '         ".,    '•  <>u    le    \"il    m  Mi  ni,  ni    in   d  i  m  i  mi.i  n  I    d  utn 

1  > 

unité  tous  les  indices  non  nuls  des     .'/     1       c,    et  des  éléments  d»  M,: 
car  S"  devient  alors  le  système  des  relations  «pu  tienl  les  coefficients 

de  In  substitution  générale  du  croupe  de  a ...      1      1  u 
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Comme 'les  éléments  de  M,  ne  sont  liés  que  par  S  .  on  peul  prendre 
pour  M,  une  matrice  quelconque  de  A(2v,  -.  a>,).  Donc  X>,  coïn- 
cide avec  A(2V,  ~.  aht)   à  la  notation  près  des  variables,  et  X>==X>, 

A  (2V,  -,«>.„)  (1). 

X,    a   r.2,   systèmes   d?  intransïtivitè    représentés    pur   les  ~2   points 

p^=(d         .' ,  //'.  .>■'',.  i/1, i''\,  g  et  u.  parcourant  :,   et  ;/'r  ./''. 

)/'; r1'-  étant  an  point  quelconque  du  système  </.,,    de  X.,    si  q 

disparu  il.  ce  qui  a  lieu  pour  v  =  i  avec  0C.>  =  i.  0.  désignant  le  carac- 
tère quadratique  de  z,  on  remplacera  q0       par  o  .  .  .  o     :   les  points 

.r,  ;/    ...  ',//.'  '/'/  système  |  <r,  u]  de  pm  sont  ceux  où  xt  =  c  —  ~  et 

1  Des  générateurs  de  A  >•>.  -.</,„  indiqués  précédemment  I.  30  .  mi  déduil 
par  S  un  système  de  générateurs  correspondants  de  \,.  Les*  générateurs  de  X, 
iiinsi  obtenus  sont,  en  remplaçant  //,  par  y(-  '/  <,  pour  revenir  à  la  forme 
a  =  i'{  i ,  ij,  ■  ex*  [les  deux  points  fixés  par  Xx  sont  alors  i  Xo ...  o  el  i .  /  . 
o o   \.  ceux  de  V   //.  ~.  a    avec  les  modifications  el  restrictions  suivantes  . 

i  "  (  >n  remplacera  /,  par  nit/  i{  qui  correspond  à  / ,  de  \    iv,  -..  <> .. 

i°  Oh  remplacera  i    par  TO|Xl     qui  correspond  à  m0    |  de  A    i  ■■>.  -..  <i,„  : 

.1"  (  )n  supprimera  les  ni,,,  ■. 

\"    On   remplacera    le   couple    \  ,/...,.    V^i»     /.  .-  ><     par    l'unique    substitution 

Vjt,u  I       .,  qui  correspond  à   \       ..,  de    \    iv,  -.  O] 

i  f. .  '. 

5°  <  >n  remplacera  \,,.>,  pai  la  substitution  qui  correspond  à 


S\ 

\ïï> 

4  cl 

Y 

de   \  i  >  v.  7ï,  axo     '/■  i-  -•■  '-■>    |"mm-  s,  ,-  o(sis,=  o,  m  .     se  réduit  à  ioùàm0t    , 
qui    a    déjà    été   considérée  .    Cette   substitution  es1   m      \        I    ,.,  du    fji  =  ,'  » 


! .V 

,U    =   2 j    }X    - 


i  '  f*)  »o  —  ~7,  —  *i  /*'  =  : ~j  '''  •  à'après  la 


5,  I  -h  50    |_  |J  CfJLfi 

relal  ion  en1  re  s0  e1  S|,  <  ;>    i  \>       y.         o  I. 

.1  priori  m,i\toi  e't  wii»  son.1  rian-  l'>  toujours  et  seulemenl  si  m,,  i  e1  m04  ,t 
respectivement  sont  dans  B(2y,  -.  <//,,.  Il  esl  aisé  de  le  vérifier  directement. 
Pour  que' /n0,_i  soit  dans  B  (  2  y,  7T,  a\0  .il  faul  e1  sullii  que  7t  ^  ô)cmod  4  (^dési- 
gnant le  caractère  quadratique  de  :  I.  39j:  mais  alors  précisément  nir  ,,. 
donc  aussi  m,),*,,!-  est  dans  B  (foc.  ci£.  .  Pour  que  "V.,,*,  soit  dans  Bi'.v,  r:.  a 
il  faut  et  suffit  que  >   i    •   s,    soil  »'arré  (  I.  25.  39  :  mais  alors  y"  l'est  aussi. 
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où  ytx2  ..../•  parcourt  le  système  <p      de  X,,    en  remplaçant  </     .  s'il 
dis  parait,  par  o  .  .  .  o). 

En  effet,  si  M  transforme  p™  en  p0„,  on  a 


1  ''    =  c'— 
3 


I)  après  S,  les  deux  premières  équations  donnenl  cj;=  t.  Alors 
la  première  résulte  de  la  seconde  qui,  jointe  aux  suivant)  s,  montre 
que  M,  transforme  le  poinl  qui  représente  '/.,,..  en  celui  qui  repré- 
sente '/a,,,,-  Donc  u.'  =  [J..  Si  i/.=  o,  les  -  systèmes  obtenus  en  Faisant 
varier  n  sont  de  dc^vv  (-'  0,>  |  !'-v_1-(- 0,-,  |,  car  X,  transforme  les 
av  dernières  coordonnées  de  pff(Ji  comme  X,  .  h.  d'après  S,  l'action 
de  chaque  substitution  de  X,  sur  la  première  coordonnée  es1  d<  I 
minée    |>ar  son    action  sur  les  autres.   Si   u,   .-   <>.   ils  sonl    de  de{ 

•jv      1  ()  v_l 

Les  ~2  systèmes  contiennenl   donc  ~ "      -  points.  Or  X,  fixe  les 

-   points  .),()...().  Donc  les  .seuls  points  de  >/      fixés  pai    X    sonl 

±i,  o,  ...,  o.  Donc  A"  in.  -  et  \''<n.  ~  .sont  imprimitifs  pour 
i    :  oe£n=2V-f-i}>]  (/)>2i. 

2*2.  Soit  maintenant  n  pair  =2v'. 

Supposons,  ce  qui  est   toujours  permis,^  --  o,  réductible  ou 
ductible,  bc  /  o  c/  À  =  c'  [les   A'    où  X  /  o  sonl  semblables     lo    , 

Ecrivons  les  variables  dans  l'ordre  .»',//.  <,.//, '.,•  .'/.•  Le  système 

qc    eonlicnl    les  points  o.    '    i.  o o  (confondus  si  />       2   .  el   l<- 

diviseur  X,.  de  A  [on  d''  A',  puisque  !<•  degré  de  A'  cs1  ici 
t.  [  =  (A',  A)  fois  celui  de  Al>0  (15)],  qui  li\<-  l'un  d'eux  fixe  l'autre. 
La  mat  riee  générale  de  X  ■  a  la  forme 
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Les  relations  entre  les  éléments  de  M  qui  correspondent  aux 
combinaisons  de  la  deuxième  colonne  avec  chacune  des  autres 
donnenl  le  système 

i         ba00+  2c'(30o==&,      6a0*-H  2c'(30*  =  o,      ba  ><    :r,      :o         /.   - 

Le  système  S'  des  autres  relations  (correspondant  aux  autres 
combinaisons  de  colonnes)  peul  se  remplacer  par  le  système  £" 
résultant  de  l'élimination  de  a,,/,,  x.,  à  l'aide  de  I. 

Soit  d'abord  p>2.  Appelons  M,  la  matrice  déduite  de  M  eu 
supprimant  la  deuxième  ligne  et  la  deuxième  colonne.  Les  matrices 
M,  forment  évidemment  un  groupe  X  ,  homomorphe  à  X  .  el 
comme,  d'après  1.  M  est  complètement  déterminée  par  M,, 
X,  ,=  X,  . 

Or  M  est  une  matrice  du  groupe  de  ï,  r,  >/,  f  c,  v'1  =  at,  en  posant 

- — r±=c,,  car  1   es1  précisément  le  système  des  relationsqui  lienl  les 

coefficients  de  la  substitution  générale  de  A  av  \.-.<i,  et  comme 
les  coefficients  de  M ,  ue  sonl  liés  que  par  2  ,  on  p<  ul  prendre  pour  M, 
une  matrice  quelconque  de  A(2v  •  \.~.nl  .  Donc  X,..,  coïncide 
avec  A    2v+i,  -.  a,   .  e1  X        X   ,     '   . 

X     a  ~-  systèmes    d' intransitwité    représentés    par    les  r.'1  points 
pg„ — ici  [j.o  ...o.  a   et  y.  parcourant  z  :  1rs  points  xyxty{   .  .  .  xHy 
du  système    t.  pi  i  de  p  ,  sont  ceua  où  xa  ,//,  ...x  ,y  parcourt  </., ,  <7 

OH   W=  C—  ■  :• 

En  effet,  si  M  transforme  />-.,  en  />-.,.  on  ;i 

3t.,,  O,  >  ' 

«Il    ■    »',  :    '        '  m 

1     Des   générateurs   de    \     sv  i,  7;,  ax     îndiqui                  mmenl      I.  30  .  «>n 

déduil    par  1  un  système  d  rrespondants  de  X     :  les  générateurs 

de  Y  ainsi  obtenus  sonl  ceux  de  A  n,  ~.  ■  lodifications  cl  restric- 
tions suivantes  : 

i°  On  remplacera  W  par  le  {  ui  répond  à     /      de  A     !*j       [,  tî,  a, 

On  remplacera  ^        pai  ■  \     .,  W  h  ^  qui  correspond  ^  N.      tde  A    !v-f-  1, 7:,  a    : 

'."  (  >n  suppi  iinera  [es  N 
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D'après  1.  les  deux  premières  équations  donnent  u'=  7.  Alors 
la  seconde  résulte  de  la  première,  e1  le  système  obtenu  en  négligeant 
la  seco.nde  montre   que  M,   transforme  le  point  j>,  de  7,..,    dont  les 

coordonnées    r.  .r ,.?/,.  ,r_, son!     o,  [,  |X,  o ••,,   ,,      de   ■; 

Donc  u.' =  a.  Comme  \,  conserve  la  coordonnée  y  de  /»-.,  el 
transforme  ptJ  comme  X,,,  =  A  (  2v  -f  1 .  -.  <is  .  les  -  systèmes 
obtenus  en  faisant  varier  <s  seul  sont,  pour  u.  =  o,  de  degré  ~- — 1. 
pourw.^o,  de  degré *rc2v-f- 0<.itcv. 

Les  it2  systèmes  contiennenl  it"      it  points,  et  X,    fixe  les  it  points 

oyo...o.  Donc  les  seuls  points  de  q(   fixésparX    sonto,    bi,o 0. 

Donc  A  (n,  ~)  cl  A  '  (n,  t.)  sont  imprimitifs  pour  '/.  .  o,  /'  paix  >  -± 
et  p  >  2 . 

Soit  maintenant  />—-.>.  Alors  1  se  réduil  àa00  =  1,  allA.  =  a,,*  =.0 
(k  /  o),  (i  il  suffit  de  porter  ces  valeurs  dans  £'  pour  former  I   qui 
se  compose  :    i°  du  système  ïf  correspondant    aux   combinaisons 
de  la  première  colonne  avec  chacune  des  //      2  dernières;  20  du 
système  E!J   correspondant    aux   combinaisons  deux  à  deux  si 
répétition  des  n  —  2  dernières   colonnes:    i"  du  système  I    cori 
pondant  aux  combinaisons  de  chacune  des  //      2  dernières  colonnes 
avec  elle-même;   \°  de  l'équation   E  qui  répond  à  la  combinaison 
de   la   première  colonne   avec   elle-même.   Or  soil    M.    la    matrice 
déduite  de  M  en  supprimant  les  deux  premières  lignes  e1  le-  deux 
premières  colonnes.  D'après  2j  (qui  ne  contienl  ici  que  de--  éléments 
de    \l_,  1.    M2   est    une    matrice    de    (  i     ^  v .  —   ,    et     l'on    peut     prendre 
pour   Ma    une    matrice   quelconque   de    ('.•>•/.-  .    car,    quand    on 
s'est    donné  M  ,  I.  détermine  les  [3oA,  ^A  où  /   .   0,  I    les   1    . 
où  /    .■    1 1     '    .  tandis  que   E  .  qui  s'écrit  ici 

ne  détermine  (30o  qu'à  la  constante  additive      près. 


1    ï*  est   formé  des  av  équations      1    el     5     de  I.  26  qui  réponde!  I    1 
/,       1  >.   Leur  déterminant,  qui  esl  le  produil  de  celui  de  M.    pai  I  l 

remarquera  que  lis  a  v  équations     i5     el     i~     de    I.  26  qui  répondeni   a 
/,       m  représentent    précisément   la  résolution  de  2     |!  que  les   ivéquatioi 
ki    >li'  I.  26  qui  répondeni  à  i       0  fournissent  li  ind<  p  'nd  11 

comme  !<•  ^\si<''inr  analogue  1    a  fourni  l< 
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Ainsi  M,  détermine  M  { u0  j  (Mua=u0M,  ul  =  i\  cf.  I,  2i>). 
Comme  w0  est  dans  X,,,  et  qu'une  seule  des  deux  matrices  M. 
M u0  est  dans  A0  ==  B  (M  est  dans  A0  ou  dans  A°20  ;  uô  est  dans 
A"/0)>  on  voit  que  Xt,  =YC,  J  u0  J,  Yc,  étant  le  p.  g.  c.  d.  de  X,,,  B, 
et  que  M2  détermine  complètement  celle  M'  des  deux  matrices  M. 
Mtt0  qui  est  dans  \  .  Disons  que  M,  cl  M'  se  correspondent.  On 
voit  directement  que  la  matrice  M'  de  Y,  qui  correspond  au  produit 
de  deux  matrices  M2  de  G(2v,ir)  est  le  produit  des  matrices  M' 
correspondant  à  ces  deux  matrices  M2.  Donc  Y,.,  =  G(2v.  -  .  e1 
\,   es1  le  produil  direct  de  Yf,  par  \u0\  (  '  ). 

Désignons    par    A(2v,  ~>,    B(2v,z)    les    diviseur-    de    Y(     qui 
répondent   aux    diviseurs    A    r/.  r.  .   |Br/.:      de    (!    2v,*û  .    Y 
divisant  B  ( n, ir),  la  condition  l  \i    de  1,37  exige  que,  dans  B(2V3 
S(M,  reste  nul. 

Comme   X,    conserve  x,   chaque  valeur  ;  de  a   caractérise  n-.      i 
systèmes  d'intransitivité  {de  degré  >\)  formés  des  points  de  </    autres 
que  le  point  oiô .  .  .<>  fixé  par  X    qui  vérifient  1;  .r, //,  +  '-}/  {-.,  y)  =  c'. 
Je  dis  que  m  =  i .  et  que  X    ne  fixe,  dans  </,  .  que  le  point  oio  . .  .o. 

Considérons  en  effel  le  système  d'intransitivité  txj  de  degré  '-% 
dont  l'ait  partie  le  point  !;  o  x(  10...0  (.r,  =c^2-\-c')  de  7,. 
V;0ï]  (qui  est  dans  Y,  transforme  ce  point  en  \v\x\  io« .  .0  où 
•r;  =  //:r,    :    ',  +  C  y)2  =  <(,(  Ê,  yj  )  +  c'. 

Soit  d'abord  :  ■■  <>.  Si'|  E,  yj)  -|-  c'  =£  o  [si  *rc  =  2,  ce  cas  ne  se  pré- 
sente que  pour  }\  -  xy  •  //'-:  A(2v,  2)  esi  alors,  à  la  notation 
près,  le  transformé  de  Q0(2V,  2  par  u0  .  le  point  x\  m.  .  .»>  du 
champ  de  A(2v.  -  -  appartienl  dans  ce  champ  à  un  système 
d'intransitivité  autre  que  q0.  DoncA(2v,  iz  ouB(2v,n  ,  puisque 
B(i>v.-    a   les   mêmes   systèmes   d'intransitivité   que   A   2 v3  ~    |  le 

(')  Aux  générateurs  t/,  u  >.  V  ,.  m  L  de  G  iv,  7r  répondent  respectivement, 
dans  V  ,  les  générateurs  1  .  \ . ,.,.  \  .  , ,.  m  ,.  On  obtient  donc  un  système  de 
générateurs  de  X,    en  prenant   les  générateurs  de    \    ".  ~.    avec  les  modifications 

et  restrictions  suivanl  es  : 

1  "  <  »n  remplacera  T  par     u 

20  On  supprimera  les  générateurs  \  ,,,..,. 

En  supprimant  le  générateur  u0  de  \     on  obtiénl  ^>    . 
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remplace  et  remplace  de  même  Ij,  r\  x\  lo.  .  ,opant,v  -  'points. 
Si  ^(£,  yj)  +  c'  =  o  [si  r.  =  2,  ce  cas  m  se  présente  que  pour 
ty  *=x2-\-xy  -\-y2',  A(2v,  2)  est  alors  Q2(2v,  2  ,  le  point  1  [0...0 
appartient  dans  le  champ  de  A(2v,  2)  à  g0.  Donc  A  •  /.  -  rem- 
place c/,.}-,  H)...o  par  --''-' —  itv_'  H-irv — 1  points,  e1  \\ 
( (pii  es1  dans  Yr   i  le  remplace  par  £yjo.  .  .0.  On  a  donc,  pour  :  ^  o, 

si  ',{/(£,  '/))'+  c'  est  réductible  en  r(  (  ses  racine-  sonl  alors  distinctes, 

blr  \ 

car  leur  différence  est  -7^0), 

r;     (7T  —  2)  (-2V-1  —  7TV"  '  )  -+-  2  (-*"'"'  —  TTV    '  ■+-  7TV)  =71' 

et  si  •}(;,  •/])  -f-c'  est  irréductible  <mi  y], 

Si  i  =  o,  '}(<>,  •/))  -f-  c'  =  c'  (  v-j2  -f-  1  ;  n'ayanl  que  la  racine  yj  =i, 
on  a  de  même  (en  ne  comptant  pas  le  point   010...0   fixé  par    \ 

r„    (-.  —  i)(ir,v   '  --''-')  -i--,v-1  — -v  -'-r  r'-.  -   7T,V— r. 

Or  soil  •j.  le  nombre  des  :  =^  o,  tels  que  'V  :.  r  -  r'  si.il  réduc- 
tible en  Y).  ip(i*,  yj)  -f-c'  ayant  alors  deux  racines  distinctes  si  ;  7^  o, 
et  la  seule  racine  yj  ==  1  si  ;  =0,  il  y  a  2  u.  4    1  points  :/   annulanl 

•}(>,  y])  +c'.  Donc  2a+i=r  0  (/•;..  45),  el  y.  =  î— _L_! . 
Ainsi  i-f^r.)  -J-'c'  esl  irréductible  pour  -  1  •j.  =  -  — va- 
leurs -/  o  de  E,  réductible  pour  1rs  - — . autres  valeurs      0  de!; 

el   aussi   pour   ~  =  o. 

Revenons  maintenant   à   l'équation  -|.r,//,      l   :.  1/        c'.   Pour 

chacune  des valeurs  /<>  de  :  rendanl    i    :.  //  éduc- 

•  ».  '  • 

tdilc  en  //,  l'équation  ;i 

-  -  u .--'  •  --  -'  '        n  -----  -:■  ■■ 

solutions  en  //.  r,.  //, p»,  // ..  Donc  C  esl  alors  -  .  Pour 

chacune  des  - — ■ valeurs   t  o  de  :  rendant  •  .'r 
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ductible  en  y,  l'équation  a  --''-  -'  solutions,  el  £g  esl  --'  --. 
Pour  c  =  o,  ']>(%,  y)  +  c'  n'ayant  que  la  racine  y  =i,  l'équation 
a  t:2v— i  solutions  (en  ne  comptant  pas  la  solution  10.  .  ..o  corres- 
pondant au  point  oio.  .  .o  fixé  par  X,,).  Donc  'Çt)  est  ^-'Jv- — r.\  Eu 
comparant  ces  inégalités  avec  les  précédentes,  on  voit  que  leurs 
seconds  membres  fournissent,  pour  chaque  E,  la  valeur  exacte  de  Çj, 
et  que  les  cç  contiennent  s,  i  points  exactement.  Doncnç=i, 
et  Xc-  ne  fixe  dans  qc-  que  le  poinl  oio.  .  .o. 

On  remarquera  que  B(2v,  -)  fixe  les  points  %r\  o ...  o  (puisque 
(300  y  est  nul).  Or,  si  -  =2,  A(2V,  2),  conjugué  de  Q0(2v,  2)  si 
vp  =  xy  -\-y2.    e1     identique    à    Q2(2v,  2)    si    -l  —xz  -\-xy  -\-y2,    a 

■r 

dans  G(2v,  2)  l'indice—-  Donc  B(2v.  2  .  qui  fixe  les  deux  points 

[  Y)o. .  .0  (yj  =  o,  1),  a  dans  Yc-  l'indice  £,  el  esl  par  suite  le  divi- 
seur {ixjiut  un  symbole  du  constituant  de  Y,  de  champ  a,,  Donc, 
si  ~  =  2,  le  constituant  de  champ  tr,  de  Y  est  semblable  â  la  repré- 
sentation de  G  '.'•/.  2  relative  à  R(2v,  2  nécessairement  imprimitive 
puisque  Q  e«<  >  R  .  De  même,  si  ~  =  2,  /'  constituant  de  champ  7,, 
r/^  Y(.  es£  semblable  à  G(2v,  2  :  car  à  tout  point  .r,  //,...  './/. 
répond  un  seul  pointot/rc,!/, . .  ,&vi/vde  7,  el  l'action  de  M  et  de  M-., 
sur  x{  //,...  '  //  esl  la  même.  On  remarquera  que  u,  fixe  tous  les 
points  de  o"0.  Donc,si  ~  2,  tes  nmstiiiiiints  de  X  efrfe  Y,  tfons  7,, 
coïncident. 

Si  A1  esl  imprimitif,  le  constituant  X  de  X  dans  7.  fixe  au 
moins  un  système  d'imprimitivité  donl  le  degré,  d'après  les  degrés 
des  systèmes  d'intransitivité  de  X,    a  la  forme 

r  —  r(-v'—-:')  +s{-->+  7Tv)-f-  /i-1''—  1)  -    1. 

/■.  s,  1  riant  entiers     o,  e1  r    - s     - /     i. 

a 

Si/  =  o,  £  esl   impair,  e1   comme  il  divise  le  degré   -'-'"'       0-'' 

de   \  '  f.  il  divise  -/+  '       0.  <  >n  a  donc,  q  désignant  un  entier  ^1, 

q[r(nu  —  7rv)-t-$(7rlv+  r'i    :-  i|  =rt'+l—  0. 

Donc  7  +  O  —  /en'.  /,  élanl   un  entier     0.   Donc 

0[r(7rv—  i)+i(7rv  +  î)]    ît-i, 
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d'où  s  =0,  v  =  r  =q  =  h  =0  =  \,  t.  =  2.  Alors  A  '    est  résoluble 
(1,  40)  et  par  suite  imprimitif,  puisque  son  degré  6  n'est  pas  une 
puissance  de  nombre  premier  (5.,  63), 
Si  t  ==i,  £  est  pair  e1  divise  itv4  (  )n  a  donc 

y|  /'(  --''—  -v)  -H  s{~rj --  ~'J )  -+-  t:2v]  =  -'  7  enlii 

ce  qui  es1  manifestement  impossible  pour  v>o.  /><>/<r.  /;o/n  p 
c/   h   pair  ]>  -2,  A(t'J  es£  primitif  simplement  transitifs  sauf  si  ~  =  2 
a^ec  m  ==  1  c7  O—i.  auquel  eus  il  a  des  systèmes  cT imprimitwité  de 
degré  2. 

Le  même  théorème  s'applique  <i  BlC  .  l'.n  effet,  X  ;i  -  sys- 
tèmes d'intrânsitivité,  chacun  étanl  caractérisé  par  [a  valeur  : 
cpic  .r  y  conserve  'ci  formé  des  points  ://.),//,...>,//  tels  que 
-I  •''/"']/ +  '}(£,  y  )  =c'.  <  h\  pour  //  '|,  il  y  ;i  toujours  de  ces  points 
pour  lesquels  a;,  =yt  (i5>).  Comme  £,  les  fixe  X  t(    Y,   e1  Y    les 

remplacent    par  les  mêmes   points  <lc  qt  .  Dune    X     e1   V    on1    les 
mêmes  systèmes  d'intrânsitivité,  et  le  raisonnemenl  fa.ii   pour  A 
s'applique  à  IV . 

'2.I.  Considérons  maintenant  J  '  et  m.'  pour  /.  •  o,  et  soit  d'abord 
n  =  2  v  + 1  (  />  >  2  ) . 

Revenons  aux  variables  du  n°  21.  Soienl  -\'->  le  diviseur  de  »  =  a/ 
(pii  fixe  m  ...o,  -v.;J  le  constituant  de -Xx  dans  le  champ  .],  v.  ne 
dépend  que  des  caractères  quadratiques  de  X,  v.  :  S>.,  =-,  les  groupes 
déduits  des  diviseurs  respectifs  X.  X/  de  A,  A'  <pii  fixent  to...o 
en   y  regardant  les  variables   comme   homogènes.   S>   et  3    sonl 

évidemment    _a'-).  Or   on    voil   c me   au   n°  I  que  Z,  e1   "EL,  ont 

les  ordres   respectifs  de    X  ,    X  .   d    que   -v,       \-/ .    Donc      v...  i) 

=  (.v,,i)  =  (a,.         =L_  .  I    I,.,,,,.  .v..^.v,     »     ^. 

I ,a  mal rice  générale  de  .v,  est 
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DK  n'étant  déterminée  qu'à  une  matrice  près  de  I  comme  facteur. 
Fixons  ce  facteur  de  manière  que  OÏL  soit  dans  A.  Alors,  d'après  S 
ci  l'équation  (4)  de  I,  26  modifiée  comme  il  a  été  dit  (21),  an  =  i, 
et  la  matrice  OR-,  déduite  de  DXl  en  supprimant  la  première  ligne  et 
la  première  colonne  est  la  matrirc  générale  de  A  .  2v. -,</,,  )  (21). 
Mais  on  devra  regarder  comme  indistinctes  les  3H  dont  les  éléments 
sont     proportionnels.    Done    ,\->.==  A(2v,  -,  c/M1  :.    «M.    de    nouveau 

Désignons  par  (<j,  u.)  le  système  d'intransitivité  de  -V-,  dont  fait 
partie  [s,  ui]  (21)  quand  on  y  suppose  les  coordonnées  homogènes. 
Les  -  systèmes  [o,  a]  fournissent  évidemment  les  trois  systèmes 
(o,  <>  .  (o,  i),  (o,  N)  (correspondant  aua   irais  .Vi:     .  le  premier  de 

degré  ' °^' ""'•"'",  Us  deux  outres  de  degré  |  •s),„_,,„i9.  D'ailleurs  les  - 

systèmes  (i,  u.)  so/*/  distincts.  Si  en  effel  le  produil  de  M  et  dune 
similitude  de  I  transformai  >. .  y.  en  i.  [à'  .  on  aurail  des  équa- 
t  ions  de  la  forme 

i  ''  i  '' 


■/ 


Pn/i  "+"  Pu-2  •  •  —  "J 

^g,  i'|  —  y..  «       —  .  .  .  —  /« .'  .  . 

Les  deux  premières  donnent,  d'après  S,  k  =  i.  Alors   la   première 

résulte  de  la  seconde,  e1  DR ,  transforme  ijs„    enqv     .hune  u'=  u.  (21). 

Il  est  clair  d'ailleurs  que    [,  u   est  du  même  degré  que    r,  |x]ou  7.^,  . 

La   somme  des  degrés  des  -       '<   systèmes  ainsi  obtenus  étant  le 

degré 1  de  \-,.  \-,  n  en  u  pas  il  autres. 

77  —  l 

Dans    [o-,  [x],    (i,=  X(T2-f-  u..    Donc    ceux   des      a*,  ix      qui    <)i>i><n- 
tiennent  à    v-.'    sont,    en    réduisanl    7  à   <»  ou   ;'i    1.     •>.  >.     de  degré 

;(;:--'    o,/-'--m..o  ,/,.,/.,-.■  -     0 .   -■  '  -  0..  c//c,;  -     i    ,.;, 

où  X-f-p.  =  A-2  A  (A:2  =  o,  1),  chacun  de  degré  --''""'  0 .,-''"'  :  la  son  nie 
des  degrés  de  ces  \  (tî  +  i)  systèmes  d'intransitivité  étant  ' -\, ., —  1, 
a./    ne   fixe  qu'un  point  de  <j(  . 

Si  -i,  '  a  un  système  d  imprimitivité  de  degré  -  contenanl  eo  .  .  .0. 
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-A.-"  iixe  ce  système,  e1  'C  a  la  forme 

Ç=£(7t*V-l_9cXlrV-l)_l_5(7rV_^>)(7tV      .     .  .0        ,     .      ,       . 

r,  .v,  t  entiers     0  :    r.  s     i  ;    / 

2 

de  plus  '1  divise  le  degré  i  (--''-)- 0(/-'    de    i  '  . 

Si  s  =  o,  'Ç  est  premier  à  -.  Donc  Z  divise       -      0  '.</  g    i  . 

d'où 

r/(2t -r- r)(r.-'    '—  A>-v    '  )  = -v  +  9,.).  —  2  - 

d'où   gf(2*  +  l,)  =  V=6r3L  =  I.    Mais    alors    n'..        O     •.-        I.    10  .   e1    le 
o;__(  diédral  (15)  qui    fixe  un  symbole   dans   tfb"    \  es1    maximum 
pour  r.^>  3,  d'après  la  détermination  connue  des  diviseurs  de 
Si  s  =  i,  la  relation  £  (~2v-f O,.-,--')  —  '^</  7    2     donne 

gr(r-+-2*4-2)(7Tv—  dcl)  +  2'q6  -     R  A,>. 

Donc  -  divise  (j  (r  -\-  21)  =  lr.  (I  -^  1) ,  ci  l'on  a,  en  divisanl  par  ~. 

d'où    0,.-/=v  =  i,   et    /(-       [)-f-2ç  =  i,   ce    qui    ne   se    peut.    /><<"< 
-l.(y)  (A-/  O,  //   impair)  est  primitif  hors  du  COLS  n  =  TZ=   il"   . 

il!)'  ('iv  -|- 1 , t:)  (  a  ^  o  1  est  aussi  primitif  hors  du  cas  n  ~  \. 
En  eil'ei ,  on  vient  de  le  voir  pour  v  =  1 .  Soil  donc  n  5.  Le  p.g.c.d. 
3")  de  in.  avec  -v> ,=  A(2V,  -.  a,,,  ■.  est  formé  des  DU  (réduites  comme 
au  n°  2\  à  et  n-  dans  A  i  où  DR ,  es1  dans  Bi  2v,  -,  ///0  .  seul  di\  iseui 
d'indice  2  dans  A(2v,  it/axo).  On  a  alors  ;>&)  ni  v  les  variables 
de  m.,,  éiant  supposées  homogènes  .  <  >r  chacun  (\r^  systèmes  ~.  y- 
de    A-/'    coniicni    un    poinl    donl    les    coordonnées    on1    la    Forme 

0       -— >  .'/i-  () o,  ''.  car  on  |>cui  toujours  résoudre 

[cf.   21;  si   jx  -  o  e1    ôrj  [,    r  ci    y(    seront    nuls;    mais  al< 

dans  a'./  .  t  csi   j£  o,  puisque  le  seul  système  de  «M    où  a      o  est    1,0 
Donc  a,  ci  a.,      !"'-.!  -T/  remplacent  ces  points  par  les  mêmes  points 
«le   -],.    Donc    ds    ont    les    mêmes    systèmes    il  intransitivité,   ei    le 
raisonnement   l'ail  pour    i  '   s'applique  à 

Journ,  de  Math.  •  y  icrir  >.  tome  V,        li-      I 
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24.  Soit  maintenant  n  =  i\'. 

Si  p  =  2,  X{1:  et  \i!)()  sont  respectivement  semblables  à  A  '  et  B()  (17) 
déjà  étudiés  (22). 

Soit  donc  p^>2,  et  revenons  aux  variables  i  I  aux  conventions 
du  n°  2*2.  Les  deux --I'  où  X  ^  o  étanl  semblables  (17),  supposons 
X=c/.  Soient  -Y-,    e1   -v-(',   les    diviseurs    respectifs  de   d<  e1    -1'    [ici 

i '.  -I  )  =  2]qui  fixent  oio.  .  .<>:  v. :i  e1  a-,  '■'  leurs  constituants  de 
champ  .-,,.  qui  ne  dépendent  que  du  caractère  quadratique  de  u; 
S,  e1  Z,  les  groupes  déduits  de  X,  .  X  en  >  supposanl  les  coor- 
données homogènes.  S,  es1  évidemment  <e\.c,<3C-é..  I  étanl  premier 
à    X,    cl   à    X  .   Z,    a   l'ordre  de   X,    e1   Z,    celui  de   X   .   D'ailleurs 

^1     =ci  (17).  Doue -v-;:'  —  A-,  .,  et  [x  .  i    =     '.i    :^-=  — —  -Donc 


A-.  =  S  .  De  même     v  .  i  i  =  i  -i  .  i    :  s  = r~  = 


Don< 


La  matrice  générale  de  Xt,  ou  de  \-    a,  a  priori,  la  forme 


OR 


Koo 

o 

«oi       ••• 

Poe 

(30, 

X  i    •  •  • 

«10 

o 

«Il 

«H   ••• 

(3,o 

o 

3n 

y  m 

■ 


DU  n'étant  déterminée  qu'à  nue  mairie*'  près  de  I  ci. mme  facteur. 
Fixons  ce  facteur  de  manière  «pie  DR  soil  dans  A.  Mors,  d  après  I 
et  la  formule!  i)  de  1,26,(3  ,=  i.h  la  matrice  OTt,  déduite  de  DR 
en  y  supprimant  la  second»  ligne  e1  la  seconde  colonne  est  la 
matrice  générale  de  A.(2v-f-  i,  tt,  a{  22  .  Mais  on  devra  regarder 
comme  indistinctes  les  DR  dont  les  élément-,  sont  proportionnels. 
I  >onc  -Y-,  =  A  i  2v  -;-  [,  ir,  a,   ,  et,  de  nouveau,  -\-,.  =  -v,,  =H,,. 

Désignons  par  (<x,  y.  I"  système  d'intransitivité  de  Y-.dont  fait, 
parlie  [<r,  (/.]  quand  on  suppose  les  coordonnées  homogènes.  Les 
-  systèmes  [o,  u~\  fournissent  évidemment  les  trois  systèmes  (o,  o), 
(o,  i),   (o,  N)    (correspondant   aux  trois  .,,  ,    .   le  premier  de  degré 

'0,"~''"1,  /c   second   de  degré  \  s.  „_,„,  te  troisième   de   degré  \  s|n  ,„. 

7T  —  I 

D'ailleurs  les  r.  systèmes  (i,  a:  son*  distincts.  Si   en  eflfel  le  produit 
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de  M  et  d'une  similitude  de  I  transformai     i,u   en    i,u.'  ,  on  aurai  l 
des  équations  de  la  forme 

i  <-  ^  '' a      ,      ..      «,      „  i>i 

•■xo-rV  ■   a,,  '';  h...  =  / 


Les  deux  premières  équations  donnent,  d'après  £,  /.  =  i.  Alors  la 
seconde  résulte  de  la  première,  e1  DTV,  transforme  7  en  7  .  Don» 
u'  — a(22i.  U  est  clair  d'ailleurs  que  (1,  4u  es1  du  même  degré  que 
[1,  u.]  ou  </,,,. 

/^/  somme  des  degrés  des  r.  \-  >  systèmes  ainsi  obtenus  étant  le 

- 1  de  .y.  .  v    n  en  a  nus  d  autres. 

T.  —  1  ' 

Dans  [cr,  jjl],  a  =  c'ï2+a.  Donc  ceux  des  (c,  u    qui  appartiei 

à .x-cc,  sont,  en  réduisanl  ty  à  o  ou  à  1  (o,  c'  de  degré  :    -        0      ~    . 

(j,    o)    de    degré   --''     1,    et    les  '  ,<-        \  1 .  y.     où    c'      •>.      A-''' 

(/r2=£o,  i,    ou   u.  =  (/c2 —  1  ) c',  le   degré  de  1 .  •).     pow    jj.      0   </<//</ 

Comme     \c'cx=      0,    on    m,    en     posanl     8.  ,  =  e,  0t.,(       0  _j=  sO. 
Cherchons    pour   combien  des-;  (tï       i     valeurs  de  y.   de  la  forme 

(/c2-  -  i)c'  (A'2^  0.1  ,  u,c,  est  un  carré  l2^  o.  L'équation  —  =  (/r3 

on  A'-       'A2   ii  ii-       0  solutions  donl   i   ■  eO  où /c      2  el    

0 

Or  si  A,  /  est  une  solution,  rh  A*,  ±  /  en  es1  aussi  une.  Donc  le  nom! 

des  valeurs  cherchées  de  u.  est  \  [ir-    )      8(i+e)].  C'esl  le  nombre 

des  systèmes  (i,u.)  de    y'1  de  degré  -~'  •  -'.  Celui   des  systèn 

\.').i  de  degré  --*'      -''  rsi   celui   '    -        ;      0    1  des   vali 

restantes  de  u.  La  somme  des  degrés  dei       "-H    systèmes  de   ■ 

indiqués  étanl  \st*n      1,  y;    ue  fixe  qu'un  poinl  de  <j,  . 

Si     i       a    un    système    d'imprimitivité    de    d  nilenant 

010... o,  y,'    fixe  ce  système,  el   -   a   la   forme 

r,  x.s\  1  oètiera    ..;/■./    1  ■.  s     ',  j  -       :  1         |;  * 
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De  plus  "C  divise  le  degré  {  (tî2v+' —  Ot:v)  =  'Çq  (q>i)  de  X  '' . 
5b  t—o,q  =k-'J  (k>i),  et  l'on  a 

/{[(r  +  25  -f-  25'j  ~2''-f-  (60/'  +  25  —  25')  7ÏV+  2]  =  7TV+I  —  5'. 

(I  où  successivement 

/.■[(/■  4-  2.V+  25')7Ï*V—  (#'+  2S  +  25   )-']  <  7t*+l_0_  2/.<  7TVH  '. 

/■  I  -''  -  I  )<         ,       "    , , ,  /.--''-'  < 


r  -+-  2  5  —  2  5  "*"   /•  -4-  2  5  -t-  2  5' 

donc  v  =  k  =  r  =  i,  s  —  s'=o.  L'égalité  précédente  donne  alors 

;  'j ~.  -+-  2  =  t.- — 0         ou  {y(j--i-i)  —  —  2. 

d'où  0  =  i,  £=-  — i,  tc=  3. 
•Si  £  =  1 .  on  ;  1 

7  [  (  /■  -r  2  5  -+-  2  5'  4-  2  )  -v  -t-  £*;/•-(-  2  5  —  2  5'  |  =  -v  • J  —  0. 

Donc    -''    divise   g(e0r  •  2s       2s'     •   6      A-',   et,   q  étant     2,  A 
esi    .-   o.  «mi  a  alors,  en  Himinant  <i  h  en  1  •<  >^;i  n  l  //  =  -  — > 

'  '  '  25  +-  25   -I-  /  ' 

-.'      h' 

,1          •■       ,  \            ,    /        4s-+-(t+£Ô)/*  1-2                 ,        is --t-(i  —  î0;/ 
Ur,  »  étant  >  2,  i4-«= 2 — —  e1   i       h  = 2 — 

1  25-1-25   -t-r -H  2  '<-r2J+/'+2 

s l>   d»où|A      1      ï.ct.vétanl     ..  A  <  ''.  "  S^î<». 

il  où  /c=  o,  ce  qui  ne  se  peul . 

Ainsi,  pour  n  pair  >2  et  p  ^>  2,  sait/  peut-être  pour  n=  \  avec 

7;==  I  r7  0=  1.  1  '  esJ  primitif  simplement  transitif,  et  de  même, 
-l,'(t' ,  puisque   \-,  ,=  A-,  . 

Or  /«>///•  n  =  '|  mve  -=  j  <7  0  =  i,  i  .  -i  '"  et  ui>(<  son/  résolubles 
(I,  40),  r/  />(■//•  .s«//r  imprimitifs,  puisque  leur  degré  n'esl  pas  une 
puissance  de  nombre  premier  (S.,  63  . 

ii'o(c  es*  primitif  (simplement  transitif  comme  1  pour  n  pair  "^>  2, 
et  p>2,  sauf  pour  n  \  avec  ~  i  e<  0  =  1  (on  wenf  de  yoir 
r/(/  //  es/  f/A>/.s  imprimitif  .  En  effet,  suit  5     le  p.g.c.d,  <lr  .v,   m,, 
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cl  supposons  d'abord  n^i).  Les  substitutions  /,  e1  m^  sonl  en  j 
supposant  les  variables  homogènes)  dans  v.  .  e1  hors  de  ■ .  Elles 
fixent  tous  les  point  s  ocxi  [to. .  .o  [qui  représentent  les  systèmes 
d'intransitivité  de  x,..  (2*2)].  Donc  $c,  et  v..  ==  ;  /,.  m^  .-  remplacent 
ces  points  par  les  mêmes  points  de  1c,  i-v.,  5  i  ifb  est,  pour 
p  >  2,  d'ordre  4  ou  2  selon  que  B  contienl  ou  non  d  1,39  .  Donc 
-V  a  les  mêmes  systèmes  d'intransitivité  que  ç,  .  e1  l'on  peul  rai- 
sonner pour  iti.'    comme  pour  -i,''\ 

Soit  maintenant  n  =  l\.  Si  '\>  est  irréductible,  <l  es1  hors  'l<-  B  I.  39  . 
cl  ii!.  =  .\  °.  Or  Mo,  qui  est  dans  x°  hors  de  »i>,  fixe  tous  les  points  <>ti  ul. 
Donc  X-c,—  j  i*0  !  9V  et  l'on  peut  encore  raisonner  pour  ub<c  commi 
pour  -i/  .  Si  y  es/  réductible,  considérons  d'abord  -t  "  '  .  Lie  p.;_r. 
c.d.-Y-,",  de  -i.'J,  -v,  ,=  J  u(l  ;  -\-(°,  a  les  mêmes  systèmes  d'intransitivité 
que-Y-, ,,  cL  l'on  voit  de  même  que  i"'  es1  primitif.  Or  t»S>  es1  ici 
(I,  40)  produit  direct  de  deux  groupes  qui,  étanl  normaux  et, 
pour  tc  >  3,  simples,  déplacent  tous  les  symboles  e1  sonl  formés 
de  constituants  transitifs  parallèles.  Soient  y{c">  et  $  '  les  actions 
des  facteurs  directs  de  îft»  sur  qt...'<?(c  etw,,(r  ,  étanl  normaux  dans  jt 
qui  est  primitif,  sont  transitifs,  réguliers  cl  ml  joints.  Donc  i»i>  es1 
primitif  (5.,  61  ). 

2->.  5oif    />«/•    exemple   n  =  G,  t.  =  2,    'i   étant    irréductible     doru 

1    <  in   ne   peut    raisonner   ici   sur   n'.>   comme    précédemment.    En   effel,    poui 
qu'une  substitution  OR  de  A'-,.,  déterminée  comme  précédemment,  fixe  le  point 

(  /!'.  i       — - i  .j', .  //J-  )  de  (ij  fx  .  il  faul  el  suifil  qu'elle  \ érifie  le  système  I  .  <  ta  b 

vu  qu'alors  /,•      t,  el  que  OR  esl  dans  Vi  >.  n,  a,    ou,  si  l'on  préfère,  dans  \     ■    r, 
|  pour  /<  impair,  A       AnD  (I,  39;  |,  el    fixe   un   |>>>ini   de  </,,,,.  Or  |>"m    raisonner 
comme  précédemment,    il   faudrail    déterminer  0R|   <!<•  manière  qu'elle    ii\.'it   uu 
poinl  de  chacun  tics  \  \  r.      3  '/•).,,  répondanl    aux  systèmes   (i,   u  de 

V^!",'1.  Mais  le  diviseur  de  A" (3, 7T,  a,)       £    ■.  r.      1.40    qui  fixe  un  point  de 

est    isomorphe  au  gv    <>,,    A'   ■   -.  a»|  .  en  posanl   ■  21).  D 

chaque    •,'-.,    de    'v  I  ■•.  -•    étanl    complètement    déterminé    par   une    quelconque 
de  ses  substitutions        t,  el  u  prenant   |>lns   d'une   valeur  poui 
réduil  à  i,  el  alors  aussi  OR    =  i. 


62 


J.-A.     DE    SEGl  1ER. 


Alors  A  est  d'ordre  '.1840  =  1' .  V .  5,  e1  B  simple  d'ordre 
25920  =  2'.  Y'  .5;  s0=  27  cl  s,  =  36.  Je  désignerai  d'une  manièregé- 
nérale  par  Z(X)  faction  d'une  partie  quelconque  Z  de  A  sur  7. 
L  ordre  des  variables  étant  x.„  yn  .<_.  y.,,  ./.  y,  je  rangerai  les  points 
de  chaque  </>  dans  l'ordre  lexicographique,  en  attribuanl  aux  coor- 
données les  valeurs  o,  1  considérées  comme  appartenant  au  champ 
des  nombres  réels  (cf.  16).  Désignons  dans  ce1  ordre  000  »  ■  1  ci  les 
27  points  de  q0  par  a  .  c",  b",  n",  m  .  q",  a,  c,  b,  n,  m,  q,  a',  c,  >>' .  //'. 
m  •  <i  ■  <■.  d,  I.  /.-.  /.  />.  h,  g,  0,  /.  <  >n  aura,  eii  introduisanl  encore 
quelques  notai  ions. 


del.gho  .ikp.innq  .m' n' q' .m  n  q*. a. U.c. a  .b'.c'.a 

x         ./• 
.       » 
'//.  ip .  go ■  w<7 .  m  q' .ni  </   .a.b.c.n.a' .b  .c' .n  .n  .1  ".<■'.  1,  %c.k.h.  /'. 

a  n   .  hh '.ce' .  m  m   .  nu  .qq'  ,C  .f.g  .h.i  .k.l.O.p  .a    .b   ,C   .m      n    .  </   , 

I  ,",        ab.cf.dg  .eh.im  .kn.lo.pq  .<   c  ,ni  ni   .n'a   .  y  y  .  a  .  </  .  h  .  h  '      a,. 

V,",  —  ac.bf.di.ek.gni.hn.lp.oq.b'b''.ni  m     n  n* .q  q  .</.</  .c'a         y. 

I     1   —  ad.bg. ci. el /in.ho.kp.iiq.n' n     q'q'.a   a  .b'.b  .<   .1    ./;i    wi    -~  z3, 

\  i'q  =  ae.bh. ck.dl.fn.go.ip.inq.m  m'.q'q   .n  .b'.c'.u  .n  .b' .c  -n        y,. 
Vq.]       'in  c  m'.c'ni".eh.fi.kp.lo.qn.q'n'.q*n    a. a    a  ,b,b'.b  .'/._■         7. 
V".  "'  1"        I>n  m  .  b  n' m' .  h  n  m" .dep.fhg.ikl.'a  a  ■    -y. y   y  -o       r, 

\  ,",    -  a'b'.cc  .dg.eh.fc'.iin'.kn'.lo.mm   .un  .pi/  .ijj  .a.b.a  ,b  . 
W  ,",— en  .'/m  .c  n'  n  m  .t  n  .y"  1)1* .dg.fk.ip.lo.a.a' .a  .b.b'.b  .<•.//. 

/  bc.b'c'  .Vc" .gi.hk .  n/>  .a.a'.a  m  .m  .m  ,n.n  -n  .y  y  .q  .  J . ,  .  1 .1 . 

V  "   i  ^1  ici  I»-  g,n  abélien  principal     7  .  7  .  7  .  7       I.   t'2  .  permu- 
table à  ~y.  ~  :  pour  précise] .  on  ;i 


7-4 
r    '  y. 


y..,-.  —  y..,. 


y  ..  7    '  a,  7        a,  y,, 


D'ailleurs  ;  7,  7  T.  fixanl  n  es1  premier  ;'i  I*  '  .  i  i  comme 
c72  =  t3  =  (7t)8=i,  Test  icosaédral  [donc  T  B  18  .DoncPwf 
1  -1  11  u  g e1  comme  il  fixe  a'  =  [ooooo,  il  cs1  le  diviseur  ^  _°  de  B  " 
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qui  fixe  a'  (1).  Donc  ;  Y'00),  \'2",  ;,  qui  es1  transitif ,  coïncide  ave<  B    . 
Si  donc  Y0  est  le  diviseur  de  B  dont  l'action  sur  q0  est  Y„  ,B       Y  .\ 
Les  systèmes  d'intransitivité  de  T  sont  bcmnq,  b'  c'  m' n'  q't  b  i   m  n  q 
do  degré  5  el  defghiklop  de  degré  to.  Ceux  de  I''    sonl  ab...q  de 
degré  i6  e1  b'b"t  c'c",  m' m",  n' n",  q' q"  de  degré  2.  Il  es1  clairqueY" 
•■si    isomorphe  à  son  constituant  transitif  y  dan9  le  champ  ab.  .  .7 
de  degré  16  [y  est  un  diviseur  primitif  de  1     |.  ■       S.,  70       -.   Les 
systèmes  d'inl  ransitivité  de  ;  t,  t  !  dans  ce  champ  étanl  de  degri 
ou  10,  aucun  diviseur  de  I'"  autre  que  I*  "  e1   1  ne  peul  être  normal 
dans  Yl00)  (s).  Comme  t(s°    fixe  a' ,  X(o0)  =  j  t't0)  j  Y,0'.    Les   constituant» 
transitifs  de  degré  k>  de  1   e1  de  ;/,"  [Y  sonl    des   représentations 
primitives  connues  du  g*0  e1  du  g*20  (.S'..â;J     :  cela   résulte  de    la 
forme  des  s,  impaires  el  de  ce  qu'un  g*t0  n'a  pas  d'autres  gia  que 
ses  g,a  tétraédraux  et  les  normalisants  de  ses  g.,. 

Négligeons  uninstanl  Tact  ion  de  Y(0°  sur  les  symboles  autres  que  a, 
I).  ....  7.  T  est  le  diviseur  fixa  ni  a  e1  a  e 6  conjugués  distincts.  Donc 
T=}t{,  qui  a   io  conjugués  distincts  dans  T  e1  divise   i  conjugués 

de  r,  a  — j —  =    '|o  conjugués  dans  Y^°  .  Son  normalisant   I  '  esl  donc 

un  gj,.  T'  déri\  e  de  T. 

77;   'tôt (or) !      cq.dg.eh.fp.ik.mn.m  n'.m  n  .c'q'.c  7  .c  a'. a  .b.b  ,b  ./.o, 

y.,  el  oc,a3a,    =  (î;  il  es1  défini  par  ts  =  o";j  =  a*=j32  =1,  ffjTff, 
a, 7  =  Ta,,  pT=  Tp,  aroa2<r0  =  a2p,  t0(3<t0      [3. 

Désignons  maintenant  les  36  points  de  7,.  rangés  dan-  l'ordre 
indiqué,  par  a.  b,  c,  d,  e,  f,  g,  //.  i,  /.  k,  I.  m,  />.  0,  p,  7.  r,  »,  /.  //. 
c-,  <e.  .r.  7.  r..  a.  [3,  y,?,  ?•  '-'•  *],  8,  '..  x.  respectivement.  On  aura, 


1  In  remarquera  une  j  15  ,u  ,  /".,  ,  fixanl  g",  divise  un  conjugué  de  P     I 
Ce  g9Bo  nVsi  pas  isomorphe  au  gJJ0  il<-  même  composition  qui  ii\<-  1  Bymboles 
dans  le  g"  cinq  fois  transil  if  de  Mathieu  («S. .  109    à  la  dernière  ligne  de  ce  nun 

an  lin,  de  0    ■/,.//         /,..   ';■/,/,         A,  /,..  i  I   fa  n  t    I  ire  6    'A    "  '  /..  /         6,1        . 

car  aucune  s3  de  ce  dernier  groupe  n'esl  permutable  a  une  -    du         p 

;rl>;  Bylowiens  (toutes  les  s,  de  ce  ■.;.",,  étanl  conjuguées,  il  suffi!  de  le  vérih'ei  i"mr 

la  Bjfl  de  l'endroil  cité  .  tandis  qu'ici 

De  là  résulte  encore  que  T  est  primitif,  l^oir  Jordaï  l  i  I  lie 
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en  introduisant  quelques  notations, 

/)i3l  =  acb.dfe  .gi/i  .  kml.  npo.  >/s/- .  \iwv .xzy .  ocy(3  .  0/j.  J .  t  .0 .  ■ .  1  .r,. 
11  ()'  >  =  bc .  ef.  hi .  Im  .  op .  rs .  vw.yz .  (Sy .  tx .  «7  .d.  g  .j .  k  .n  .q  .  I .11 .  ./• .  a .  0  .e.Ç.yj.  0, 
/  /  ■=.  ku.lv. mw.nx  oy.pz.qa..r$.s.y.là.a.b.c.d.e.f.g.h.i.j.z.'t..ri  0  :.•/.. 
I     .     -  dx.ey.fz.jà.kq.lr.ms.nB.o\..py..t^.ert\.a.b.c.g.  h.i.u.v.w.a.fi.;/  =  z,^î;, 
\ ',',  =  g<x.  hfi.iy.Jô.kn.lo.mp.qQ.  ri.s*..t-f\.zÇ.a.b.c.d.e.f.ii.v.w.x.yz       y.,      sr,, 
I   ,',  -.—  au  .  cw.  dx .fz .  g  y .  iy  .  /,  m  .  h  .  n/>  .0%.  qs .  rr,  .ti.Qx.b.e.  h  ./  .  v.y .  [3  .  0  =■  y.\ . 
Vr ^  =  bv . cw . ey  .fz ./il.  iy  .ki.lm.nZop.q y, .  rs .  / 9  ■  '■/.. a . d.g.j. u.x.  y .  3     =  ol\ , 
U^1,1  ==  ag.ci.df.ej.kq.ms.np.ot.u.  y..wy.xz.yà£i.&'A.b.h.l.r.v.t.-t\.$  =  c\ 

V(0n/n(3\j  =  afb.ced.ghj.kpt.mon.qr/ .  uzv.wyx.  a(3ô.yj0{  .i.s.y.s.Ç.x  =*', 

\ ',,',  =  dn.eo.fp.ji .  ua .v $ .wy . xd .y  1 .  zv. .oÇ .£i\ . a . b .c . g . h .i . k .  l.m.q.r.s       vt 
W'0',  =  be.cf.gj.  hi.  lo.  //>/> ,qt .  rs.  \  y .  \  :  .  yj .  1/  .  r,0 .  u. .  a  .  d .  k .  n  .  11  .x.  ê    ,' . 
/ .,'  =  dg.eh.fi.  nq.or.ps.a  y    \  î.zy  .Ç-n.a.b.c.J  .k.l.m.t.u.v.w.à.e.6.1  /, 

=  bv.cw.dx.g  y.kt.i/..  m  \ .  nr,  .os.pr  .y.',  i'j  .a  .e.f./i .  i.j .  u.\  .  -  l.o.y  =  Jj, 

=  rf»  .ev .fw .gk.hl.  im  .Je.  na.ofi.py .t'fi.dÇ.a.b.c.q.r.s.x.y.z.d.t.x  —  ? ,. 

Les  substitutions  o", t73,  qui  fixenl  a  =  000001 ,  véri fient  !<•■> 

équations  <j'j  —  1.  |  z  -r, ,  i1  pour  |t~/c|=i,  H  <  z,  zk  y  =  1  pour 
|i  — A"|^>i.  Donc  leur  p.  p.  cm.  es1  isomorphe  au  Lr'  symétrique 
(5.,  69;  £.,66)  e1  es1  le  diviseur  Y1,'  <!••  B  «p  1  i  fixe  a.  On  sail 
a  priori  (22)  que  X',1  es1  !»■  produil  direcl  de  Y1,'  par  ut'  .  Les  sys- 
tèmes d'intransitivité  de  X,'  (ou  de  Y1,1  sonl  bcefhilmoprsvwyzfrfM 
de  degré  20  et  dgjknqtuxaiùz^vfi  de  degré  1"».  Les  actions  des  7,  et 
de  ?/(1'  sur  chacun  de  ces  systèmes  vérifienl  les  mêmes  équations 
que  les  07  e1  //„'  :  niais  l'action  de  u  '  >u\  le  système  de  degré  [5 
se  réduit  à  1.  Dune  le  constituant  de  degré  20  esl  isomorphe  à  X,1  , 
et  celui  de  degré  i5,  comme  aussi  l'action  des  seules  t,  sur  le 
système  de  degré  20,  est  une  représentation  du  gc  symétrique 
(cf.  I,  22).  B(l  étant  primitif  (22),  on  a,  pour  toute  substitu- 
tion 5  de  A"  hors  de  \/  ,  A  '  =-  \  .  \  ,t.  si  :  esl  dans  V>  '  , 
Bn  =  I  Y((  ,  ç  ;.  On  peut  prendre  H  =  c-'  ou  \  =  t',  ou  mieux 

c  =  t'o,!t'~'  ^r  ak .cm.eo.hr .«x  . vè*wd.xy. yt\.zot..^:Zv.b  d.f.g.i.j.l.n  ./>.</. s. t, 
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qui   fixe   i  2  s\  niboles.  Comme 

atVjC«(7l       bhzse.cîyrf.dgoOt  jxkuq.lfy.ov.m- 

ne  fixe  que  a,  X,'   contienl  le  normalisanl  de  chacun  de  [ans 

B,1  .  Or  X,'   es1  isomorphe  au  g°..20.  Donc  le  normalisant  de  chàqu 

de  K  csi  isomorphe  au  g.,0  métacyclique   S..  73  . 

!>(>.  Soit   n  =  5,  û=    ;.    :       v2.    Mors    \       \    h     [.39).    \    est 
d'ordre  .5i84o       21 .  '>''.'>.  e1    l>    simple     d'ordn 
s0  =  80,  .s-,  —  90,  .s-.,  =  72.  .)<•  désignerai  encore  par  Z  '  l'ad  ion  d'une 
partie  quelconque  Z  de  A  sur  q\.  L'ordre  des  variables  étanl   > , .  >i  . 
1  ..  y.y,  x,  je   rangerai  les  points  d<-  chaque  7,  dans   l'ordre   lexi( 
graphique,    en    attribuanl    aux   coordonnées    les    valeurs   o,    1, 
considérées   comme  appartenant     au    champ    des    nombres    réels 
{cf.  16). 

Désignons  (Unis  ce1   ordre  les  points  de  </_.   par   i. 
Les  systèmes  d'intransitivité  (de  degré  2    de  I  )     sonl  des  systèmi 
d'imprimitivité  de  A'  cl  peuvenl  être  identifiés  avec  les  symboles 
de    i . '.  Prenons  dans  chaque  système  le  poinl  désigné  par  le  plus 

|)»'hl  des  nombres   1 72.   Représentons  ces  systèmes    ou  les 

symboles  de  1  '  par  les  36  nombres  ainsi  obtenus  que  j<-  rempla- 
cerai, dans  leur  ordre  de  grandeur,  par  les  lettres  a,  &,  c,  d,  e}  / 
h,  1.  i.  k,  I.  m.  11.  o.  p,  </.  1.  \,  /.  //.  »\  w,  1  .  //.  :.  X,  '/.  V-  °j  £-  -•  V  l;-  /-  ' 
respectivement.  <>n  a  alors,  en  désignant  par  /.  l'action  d'une 
partie  quelconque  Z  de  '  sur  ip.,  e1  <-n  introduisant  quelques  nota- 
I  ions, 

/ j1        dj  .ek  .fl.gm.hn.io.yà.ib   '/.  1,:  <i  />.<■. /> ,q ./•  .x.t.tt .1  . «< 
\  ,', ,       "/".  /'/  /J .  '//"  .  '/>  /•   ' •>>  1 '.  /  '      geoL.hn  \  .  1  '  : . /'//  .qu.s 

!       aid.bfie.cfg.Jir.kx.s.lxd.mi  v.nt 
Vj'j.   =:  adi.bhe.jk  v.l^fi.mfn.nox.pq^.i'^  /  _ 

U'/j'i   -  '(/" .  h/t/i  .cm/ .<//■  1, .  <  s .  1 .  h / 1  ,i'.  11  j>y     1 . 

ti/n  ./>///>  .>/<■!  ./'/>.._■  r,: .  /n'y  .  />■/  ;  lin 

W ,'., ,      adi.beh.cfg.jv%.kwrt.lxi.n  z.ptr.t pi > 

tb.de .ht .Jk.no. pq . rs .tu. \  h  .  1  ; 

Jou>„    ,/,■    i/,w/,     1       Rérii       lomi    V.         K»»i     i 
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et 

c— '  n\  c  —  ae.  bi.  <lh  .  kx.  l-t).tnx..oai.qft.$y  .Uà.wt.zB.c.j.g.j .n^p.r.l.v .y.Ç.i  =  o^, 

ad- a:  .Gf'2c2  =  apbhj .  il  il,  n  \,  .  eqo  y  v./y  mus.gelsw.rèt  •./.  .vQyÇn.c  —  {h 
lîj'2c2.rtD2iti-  ==  aoebq  .'li  3  /.  /<  .fyvm  9 .gtrlà.h  ocxj'p  .sy  u  ~r, .  wezix.c 

q-1 7,  .i  =  an.bo.f3.gd.hp .iq,jk.rx..si.vn.<vÇ.<xfi.c.d.e.l.m  .t.u.x,  i  .z.y.i  —  c'3. 

6   *er'3&î  =  al> .dli  .ei.jn  .ko.ry ,sz .li> .uw.xoc.y8 .  <  -  .l.m.p.q .  (3.ç.iQ.t.x  =  o^, 

L>^'  7',  U  =  r/// .  A/'.  'A-.  /y  .  /»£.  np.oq  .  rl.sr,  .<>>,.  wv. .  y  '->   C.  f.  §  .  /  .  k.t.u.  x  .  v  .z.à.8  =  5-'., 
(ao'1ff'sa/,)-Iffj(*(r'1ffio 

=  èra  .'■//  ,/jr  9 .'/'; .  / ■/, .  /, /.  §v\  :  3  .  A"  ./•/  .  /  ■• . -r  'i  . a  .  e.f.j .0  p.s.\  .y  .a.y.t,  =  1' . 

Les  sul)>i  il  ni  ioiis  7,  vérifient  les  équations  &'*=  t>  (d^o^)*==  1 
pour  |  /  -  /f  |  =  1,  et  (  <7^  7/,  )2  =  1  pour  |  i  —  k  \  >  1 .  I  .«ur  p.p.c.  m. 
^  qui  fixe  c  es1  donc  isomorphe  au  g'.,0.  '  ■' (S  systèmes  d'intransiti- 
vité  de  Jf  sonl  abdehijkrtopqxàfi  de  degré  e5  61  fglmrstuv&ysàs&fiiyi 
de  degré  20.  Le  groupe  ,  .N~ .  7'  .  étanl  transitif,  es1  d'ordre 
>j2o.'M)  =25920.  Donc  :  .f.  7'     =  "i-'.ct  |ub,"j<"  ;  =  -\  '' . 

La      substitution      co  =  acgjeziymrmv\bfyÉlvùd<x.knoivBqps^ht<ux$ 

transforme    respectivement    7, 7  .  7.  /     de   <v>     6,2      !i;i    en 

7;,    ..  .,    7  .    7'.   6  '  /,'  6    de     -         5,3).    Dont     Qa  6,2  ■>"  "..  !  . 

R._((6,2)  =  îhi  5,  S  .  et  Von  a  une  correspondance  des  générateurs. 

27.    Equations  de  A  n.-  .  \     n.  -  .  \\   n.-.  .  Considéroiis    le 

diviseur  X1  =  [X, m,,!  de  A.  Sun  constituam  \'"  dans  q0  a  trois 
systèmes  d  intransitivité  :  l'un  es1  formé  des  points  x,  0.  .  .<»  fixés 
par  X;  l'autre  des  7,;  il  contienl  donc  010. .  .0  :  le  troisième, 
qui  disparaîl  si  n  \.  i  étanl  irréductible,  ou  -i  //  i  155 
«■si  q°o  ;  il  contienl  donc  0010. .  .0  .  X  \  I'.  A,  e1  I*  sonl  per- 
mutables à  m,,,  et  l'on  a,  en  posant  \ , .  ///  \  .  P,  m,,j  I". 
Xx  =  AJP  =  A.P1.  Enfin,  comme  X  \  18), e1  que  m,,déplace 
les  points  #|   0...0  fixés  par  X,  on  a  aussi    X1       X  '     . 

Soii  d'abords  2,  et  supposons,  ce  qui  ne  restreint  pas  la  généralité^ 
que  ty  est  irréductible  quand  0  est  t  o.  Comme  /,  échange  !<■>  deux 
points  o  1  o  ...  o,  1  o  ...  o.  ei  I  , ..  les  deux  points  0010.  .  .0,  1  o  .  .  .  <>, 
on  aura  [S.,  56 

(1)  \       V  t  -  \/,\'  -\T12V      \T\\        T  =  i-M,  +  Tlt, 
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ou,  puisque  /,///,,/,  ==ma,  TI2to,xTI2  =  ra2)., 

(2)  \       V  h  V^V-i-  X'T.A1       \    1  \  . 

Désignons  par  \  un  quelconque  des  générateurs  indiqués  de  \. 
(I,  30),  |""'  !;'  un  quelconque  des  \  qui  laissenl  a  .  y,.  /  .  ya  inal- 
irirs,  ci  considérons  les  idcni ités 

(3)  /,      T?î  =  #,        /,;/,  T.^'T,, 

(4)  txmx\tx     m ,;, 

/1  V,/.)/,  -   o."'i.  )  '"/./  '1',./.  VuxTjjV,,,  >.-  '1',/.//.         '/• 
^  d'où,  en  transformant  par  //, . 

tXUxk\t\—  ml,    /"'/./'  '''-•/.  V  uàT,2A  ,,     ,      I  i  /.       • 

si 'l  est  irréductible,  avec  les  notations  de  I,  31.  32. 

'1  l'i»/  V,,  ,,,./,—  //«,.   ppmv    pp-i^v-l  io,-xVIO    ,,/,!  „    j  \ 

(Ton 

*1   ^   \uVl\~l>h,~r'<pl>l,        V,        ^Vjfl        .,/,   \    ,.,.       .    |i 

'1  '  h,/  t\  =  "'1.   ,/-"'■,-    ,  O   10     /  t\  '   10,    ■>)-■  '        "  ; 

si  j-cï1, 

'  'l    '      10)    'l  ,H\        I  /'  'm   '      lu.       /    'l    '      ) 

(7)  ^TAt  =  Ttf/tl         d'où         'l'i,./i  =  tt'i\t 

(8)  T,,/",,  T«  =    ///,,. 

1  '|J    M!/    'l!-M    i;.      >  I  \  ) 

(•i1      d'où,  en  -transformant  par  tlt  d'après     î  1  ei  1  - 
T18l  iîxTj      1  ,,.  , , 

TjjVyjxT,,       /,!,,/,  /      I   ou   /       0   . 

d'où,  en  transformant  par  tt}  d'après  (3    •  1  .  - 

m)  1,1  ,,/r,,     1  (y  =  3  ou  / 

j  d'où,  en  Lrajpsioi  majil  pai  m 

T,,V,yxT„       \  ■  / '      '.  OU   ; 

(l)  Ce1 1  e  formule  équi>  aul     1.31    à 

qui  peul  te  déduire  de    5    dans   V    n, 

Si  « <•'  «si  carn'.  riiti-  loiiniilr  ,1.  ,1  l.i  notation  pn 
précède»!  e  par  me  ,       m  •(/  I    8 
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Supposons  connues  les  équations  de  A4^A(n —  2,-).  P1  est 
défini  par  les  équations  de  P  (I,  42  jointes  à  celles  de  la  forme 
m  y  m  ..  —  y' .  /  parcourant  les  générateurs  de  P,  et  à  m~;~l  =  i. 
On  connaît  aussi,  toutes  les  relations  de  la  forme  y.-'S?.  -  V. 
â.  parcourant  les  générateurs  de  A,,  et  ficeua  deP1  [,29  .  U  ensemble^ 
de  ces  trois  systèmes  définit  X1  [cf.  S  '  et  les  équations  >  -  i«> 
[en  omettant  (6    si  ty  —  o],  jointes  à-S,  définissent  A    n,  û      J  . 

On  le  voit  comme  au  n°  8  où  l'on  fera  les  modifications  suivantes: 
i°  on  remplacera  les  u  i  i  les  i  par  i.  e1  l'on  donnera  à  t,.  I  ,,  leur 
sens  actuel;  2°  on  remplacera  les  formules  (20)  et  (23),  qui  ne 
donneraienl  alors  rien  de  nouveau,  par  les  suivantes  : 

V/,  YlAY„>'."--VM      \  \   t   l       \     /,    iX^.l      l 

V/;Y     I       \   ,/,       V/,\      I       \ 

qui  s'obtiennenl  comme    [8  .    [g    e1      \i    ;    •"  le  complexe 

V/,\,<    ...Vu,l   ,/,...  U„.l   ,'.,«,/    \ 

des  ra  êl  re  remplacé  par 

V/,Y.<   ...VUrV«0Uw  ••■'       I  X  !,  r,  =  o  OU    1   . 

Soit  maintenant  n       \.  I  étant  irréductible,  ou  n       )    pour  n 
cf.  I,  2o  .  Alors  T, 2  n'existe  pas.  Mais  le  troisième  système  d'intran- 
sitivité  de   X        disparaîl   aussi     IS  .   Dom    A       X1       X'/.X1 
r/  ses  équations  sont  données  pai      '>      où  Von  remplacera  I  ia  /n//-  1   . 

1   .    6    nantis  nui  équations  de  X1    cf.  S  . 

Intimais  maintenant  les  équations  de  A"  pour  n  î  pour  /j  =  2, 
<•/'.  I.  30  .  Adjoignons  aux  équations  de  A  les  formules  de  I.  28-32 
<  I u  i  en  résultenl  ou  qui  définissenl  des  générateurs  auxiliaires.  Elles 
permettenl  de  faire  disparaître  les  /    aux  seconds  membres  de     •  . 

6),    9),    [o  .  e1  d'écrire     _    sous  la  forme  t,Tt«tt  =  '  1  J'i-.^.j.-i 

[,29      si  «       \,  on  négligera     5),    -  .    9),    io    .  On  peut  supposer 
les  équations  de  X'  formées  :  i°  des  équations  de  V  I"  :  2°deséqua- 


On  obtienl  tic  même  les  équal -  de  \ .  \  .    v-.  -V-'. 

On  peul  évidemmen.1  élimine)  les  lly  ou  les  Yly  e1   ne  prendre  qu'une   des 
équations  dans  chacune  des  formules     6      en   -    pposanl   c<    carré  .    9  .  ;io). 
( :i)  La  représentation  de   \  rela  five  à  \  '  es1  alors  deux  fois  transitive    S.,  56). 
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lions  tj  =  i,  tjZ>tj=z>'  (/^ij,  z,  parcouranl  les  générateurs 
de  A"  et  de  P1,  et  ç' étanl  déterminé  par  <p.  A  l'aide  des  relations 
titj  =  ht*  =  t*j==tji  (('  <HI  /i/i/^  =  ^/;-  (,n  peut,  dans  les  équations 
de  A,  remplacer  t*  =  i  e1  tjtbtj  -J  par  t  =i  e1 
&"  étant  l'expression  de  /,'//,  par  les  générateurs  d<  \  .  Les  équa- 
tions de  A  sont  ainsi  données  par  la  réunion  de  deua  systèn 
Vun  de  la  forme  t\  =  i^  t,z>ti  =  z>',  ç  parcourant  les  générateurs 
de  A",  Vautre  E  ne  contenant  que  les  0.  Le  système  E'  formé  de  E 
e/  rfes  conditions  iF autûinorphisnic.  de  fermeture  et  de  permutabilité 
définit  A"  (E.,   19). 

/ornions  enfin  les  équations  de  l>  />o//r  //      1     pour  //       2,  </.  I.  !2.»   . 
Aux  équations  de  A"  on  peut  adjoindre  les  équations  m  'z,inx.      -J . 
©  parcouranl  les  générateurs  de  B,  m^  ==©"(©"  étanl  dans  l>    e1  les 
équations  exprimanl  chaque  ///y  par  ///,.  e1  les  s    I.  28-52  .  A  l'aide 
de  ces  équations  <>n  pourra  :  l°  éliminer  h  m-  les  m    autres  que  /" 
'2°  dans  chaque  équation  de  A",  réunir  toutes  les  puissances  de  /// 
en  une  seule  qui,  étanl  dans  B  l  d  après  l'équation  même  .  sera  de 
la    l'orme    ni]1;  =<&"*.    (  )n    peut    négliger    les    équations   «pu    servenl 
seiilenieui  à  introduire  comme  générateurs  supplémentaires  des  m 
autres   que   ///,,..    Les  équations  de  B  seront  olois  formées  de  celles 
des  équations  précédentes  où   ne  figure  pus  ///,..  jointes  nue  condi- 
tions d'automorphisme,  de  fermeture  et  de  permutabilité. 

Remarque.  Pour   //    <>   les    résultats   de    I.    10.    13,   i,\.    Ui 

periueiieiil   de  définir  aulrenieui   A.  A".  B  à  laide  des  équations 
de  0(2,  ic),  U(2,iO,  «•(/»,  ic),gi  *,'<  (c/.  S.,  88,  92;  E.,  66  . 


IV.        Groupe  des  formes  symétriques  dans  un  champ  galoisien 

de  module  2. 


*2H.  Soii  a      !,/,",/,•  ',//"■  k      \ n    el  a      a.  Si  tous  les  a 

soui  nuls,  f/  nuire  dans  le  cas  déjà  étudié  des  formes  gauches 
(I,  16).  Si  h  11  des  e/,,  tels  que  aM,  es1  o,  on  peut,  par  des  addi- 
tions symétriques  de  lignes  e1  de  colonnes,  annuler  les  a  el  les  a  , 
autres  que  a,,  el.  eu  multiplianl  vt  ci  //,  par  v°u j  déduire  a,,  à      I 
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opéranl  de  même  sur  la  matrice  des  aik  où  1  ei  k  pont  2  et  ainsi  de 
suite,  on  ramène  a  à  la  forme  X',  r,//,  —  "'.  a'  étanl  gauche,  donc 
(I  ordre  pair  (E..  I(.)â  •.  et  l'on  peut  supposer  af  réduite  à  la 
forme  canonique  de  1.  M>.  Comme  d'ailleurs  ï  \x .. //, -se  ramène 
à  xt  yt  -{-  x.,  y3  -\-  x3y.,  par  addition  de  la  deuxième  colonne  à  la 
première  e1  de  la  deuxième  ligne  à  la  première,  puis  de  la  troisième 
colonne  à  la  deuxième  e1  de  la  troisième  ligne  à  la  deuxième,  | >u i> 
de  la  première  colonne  à  la  troisième  e1  de  L  première  ligne  à  la 
i  roisième  .  <m  peut   supposer  r     -a. 

Si  donc  n  est  impair,  a  se  ramène  par  transformation  linéaire  à 
un  seul  type  correspondant  à  /•  =  1 . 

Si  u  es1  pair,  il  y  a  deux  types  répofidanl  l'un  à  /  o  c'est  le 
type  gauche  déjà  étudié),  l'autre  à  r=  2.  Ces  deux  types  son*  dis- 
tincts, car,  si  dans  -j  x3i_lyii-\  c,  j/5  n=2v  <»n  remplace  r 
par  'Lkcikxh  et  ;/,  par  !,,.<•,,,//,,.  la  forme  obtenue  n'aura  pas  de  terme 
en  ./ ,  //,    '  . 

29. Soit  donc,  en  changeanl  les  notations,  a      I    '.'/,-  .'/  '     \-'^, 

étant  cogrédientes  à  cny 1  .  y  .  <       /,,.//      //„.  H  est  clair  que 

A'  =  AI,  puisque  I  contiejil  1  qui  multiplie  a  par  t.  Dora  1'  \. 
et  comme  I  es1  ici  premier  à  A,   \  est  semblable  à  K. 

Si  une  substitution  y.  <\r  \'  multiptte  a  pur  /.  on  a  staot  /". 
| or^  =  /*.  Je  prendrai  pour  x  h  x  '  les  mêeies  notations  que  dans 
[,  *Ht  et  je  poserai  /        g2. 

Soit  (I  abord  n==  1  v  +  1   (  r(  = 

La  considération  des  coeificients  de  Xj y  ou  ///,.'  1  oua  1  . 
//,//<  (ou  ///.//  pnui  /  /,  .1  .lr  1  /  .  y  y  donne,  en  posanl  ijk—o 
pour  /  =£  /v,  ijj=  1, 


(y,  /.     o;/       *). 


il)  1';  ,  (  »0  p'u  -+-  $ij  y.'lt, )  +  a0j  y.,a  =  fi., /.  t./ ,  *  =  o)  ( *  ) , 

I  2)  1     ,(oi      :  ï/y«  y      y   „  -o 

(3)  1    i(*îy-l%<  -♦    :    y  ~° 

1     l  --//   .loi;i>\\.  .h, mu.  Math.,   1905,  p. 
Pour  /.        0,(1)  se  réduil  à  o  =  o. 
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el 
(4) 

(5) 


'■../ 


I 


u  •■ 


'■»/ 


On  ;i  d  ailleurs,  coin  me  dans     I.  !i(>  .  /a-'  =  r/a^/   '.  c'est-à-dire 

f\,/. —  //,,•        /A//  =  o4/,    /H,/.       (3A/)         /I;         scA./,  '■'■ 

/A/0=    «'o/i  y  lï/0  ~  a,,,,  /  \0/i  —  (3/l0,  /'  \  y  /"  \  y 

Les  conditions  (4)-(5),  écrites  [tour  a  '    qui  multiplie  a  pai  / 

(loiiricni  alors  [3/n=o,  ayo=o  (/^  o  . -/„    -g. 

/>o/-tC   A(2V  4-1,  fi      laisse  X    inaltéré   et   agit   sur    ;,.    u{ I    ,  ys 

connue  (i  (2V,  ~  I. 

/M/vc  A(2v+  i,  ~j  a  -  constituants  transitifs  parallèles  semblables 
àG(2V,7c)  caractérisés  chacun  par  la  valeur  de  x.  Soil   Gj  celui   où 
a;  =  X  et  G  le  constituant  non  transitif  formé  des  iï       tG^où)    •  o. 
D'après  la  manière  donl  [i],  permutable  à G0,  transforme  G   en  G 
on  voii  que  À' (2 v 4/- i, fi)  a  deux  constituants  transitifs  dont  Uun 
semblable  à  G  (2V,  -  ),  et  l'autre  produit  direct  de  G  pai  une  s 

remplaçant    chaque   symbole   #, //,.  -/'    de   G,    par  le  symbole 

\x './/,.  •.'•  '  de    O,       i -i     une     substitution    de    A    remp] 

./,,   ...,yn  '/    par   \ , Y,,-/',    elle   remplace    ixi '•'/•■ 

pariX,  ...,iY,u  .)    {cf.  IS  . 

Soit  n  =  iv  -(-  2  (/i  =  i).  Il  csi  avantageux  ici  de  ramener  a,  par  le 


changemem  de  variables 


à  la  forme  1,',  a .//,  -+-  //  c  |  --  //// 


La  considération  des   mêmes  coefficients  que  toul  à  I  heure  donne 


(7) 
(8) 

(9) 
(.0) 


3 


Poy 
I  -a  rela!  ion  /  a  '       aaa  '  donnt 


(y     o), 


/A, 


—  «.' 


/  ^  .      *ttt        /|:  '  |;  ('1  '■ 


1  \         J0/,      /A/0      /,,  /!>..,      J/0,       '  l'. 

/'V,,       3  .       -•     .      /  \  fB  fB 
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d'où  les  relations  suivantes  (*),  équivalentes  a  priori  à  (6)  -  (10    : 
(ii)  2y=0(aA.l(3)/-+-S/l«ît|.)  +  aA.0^0=r/£M-         (JJ>lo), 

(  i3)  2y.  „  (  ai/a),-  +  ay/aA/)  +  <xJ0ako—  o  | 

(i4)  */o  =  A'^y   /    ,   •  >Q\ 

(i5)  |3yo  =  o         < 

Comme  (il    -(i5    équivaut  à  (6) -    to),  les  conditions    i  i    e1     [5 

(h  particulier  résultenl  de  (6)-(io).  En  utilisant  (g),  (io),  (i/jj,  (i5) 

«m  voit  directemenl  que  le  systèi -    i  ■•    équivaul  au  système 

(i)-(2)  de  [,  17  joint  à 

çcc0j      1    ,(a//|3'rt       :     y  ,    .  -        ■<     '-    +  3     a  (./:• 

-*oo  —  roo  —    -  ■ 

c'est-à-dire  que  la  matrice  M  des  x   .  >  3     où  i  e1  Je  sont  =^o 

es1  dans  < .'  2v,  -  .  e1  qu'on  peul  prendre  arbil  rairemenl  les  a   .  (3 
autres  que  (3'00,  1rs  a,,,.  7    .  où  /^o  riant    alors  déterminés. 

'On  voit  de  même  que  le  système    11    -    [5    équivaut  au  système 

;       |    de  I.  l7joim  à 

.,  =2)  l(aoiafji+  y-j, y  -         ■     ■>      I    '  ■  l 

otoo 

c'est-à-dire,  sous  une  seconde  forme,  que  M  esl   dans  G    2v,iï  ,  e1 

qu'on  peul   prendre  arbitrairement   les  y.,,,  y.     autres  que  x les 

x'/0,  (3'0  où/  /  o  étàril  alors  déterminés. 

On'voil  donc  que  A  et    \'  coïncident    à  un  changement  près  des 
notations   avec  les  groupes  \  et  X'  étudiés  aux  nos  II.  12  eJ  14. 


1    Pour  écrire     11  .    i3    dans  le  cas  où  /  ou  /.  esl  nul,  on  a  à  tenir  compte  de 
(i/j    el    [5). 
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NOTE. 

La  composition  des  groupes  quadratiques  A/,  A«,  A,  B  a  été  déter- 
minée dans  ces  traits  essentiels  (\.  10.  \H  .  Je  voudrais  i«i  achever 
de  la   préciser. 

Pournimpair,  D  es1  premier  à  A°d'oùA  \  h  e1  A'  A  \  I 
(I,  24);  A'|  A°  est  donc  un  gw_,   cyclique. 

Pour  n  pair  A.'  |  A0  es1  un  gi(7!  ,  abélien  produil  direcl  du  _r 
A"  ;  tj  :  A"  parle  g„_,  cyclique  A"  :  y]  ^.°  (1,24).  Or  tout  diviseur  d'un 
groupe  abélien  est  le  produil  direct  des  groupes  sylowiéns  de  ce  divi- 
seur, et  les  (groupes  sylowiéns  d'ordre  impair  de  A'  A°  sonl  cycliques. 
Pour  déterminer  les  diviseurs  de  A'  |  A",  il  suffil  donc  de  déterminer 
les  diviseurs  de  son  groupe  sylowien  d'ordre  pair,  donl  les  équa- 
tions on1  la  forme  i*2  =  t2  =  i ,  ut  =  tu,  2*  étanl  la  plus  baute  puis- 
sance de  2  qui  divise  -  i.  Le  rang  d'un  diviseur  X  esl  i  ou  ■ 
|  E.,  119  .  .S''  X  est  cyclique,  il  a  Vune  des  formes  u  .  u  / 
/■'  oc  ).  Si  X  est  <lc  rang  2,  il  ;i  la  forme  ;  u',  t'  .  u'  ayanl  un  ordre 
(!<•  la  forme  2s(i<s'.  a),  et  t' l'ordre  2  (E.,  124  .  Donc  "'  peul  être 
supposé  de  la  forme  u2rou  //-  /  d  /  <  y.  .  e1  t'  de  la  loi  nie  /  mi  us  /. 
ce  qui  donne  pour  X  les  seules  déterminations  distinctes   u-  ./    o    /•<?.  . 

A'  B  est  défini  comme  il  suit,  en  remplaçant  les  cong'ruences  mod  B 
par  des  équations,  e1  en  supprimanl  les  indices  des  t:,  m  . 
p  ^>  2,  //  impair  : 

(i)  y~    '  —  l*  =  ni1       i.        y/       /y.        ///'       w*y,        /'»     ml; 

p  }>  2,  />  /"///•.  h  irréductible  : 

l  v  )  y~     '         ///,  /-        ///-ri.         /y/         y///,         y//l         '/-  (  ,  lui         //// . 

l>  ^>  :>-.  n  pair,   l  réductible  : 

i  .1  i  y"    '       /!       ni-=  i,  //        y/M,  /'/'       '"/; 

/<      2  i  alors  n  est  /><u  r.  et  I  >        V 

1    /'•     i.      ,/ 

Joui  ii    •  />    Mal  h ,  (•}'  "nirii    .  lomi    \         Kosc.  I.  i  '  '  ' 
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Pour  déterminer  les  diviseurs  normaux  B  de  A',  il  sullit  de  déter- 
miner les  diviseurs  normaux  des  groupes  (i)-(4)  ou  même  seule- 
ment, après  l'étude  de  A'  |  A0,  les  diviseurs  normaux  non  :  m\  des 
groupes  (i)-(3).  Chacun  de  ces  groupes  es1  le  produh  dired  de  ses 
groupes  sylowiens  (cf.  E.,  95-96),  ceux  d'ordre  impair  riant 
cycliques.  Il  en  sera  donc  de  même  de  chacun  de  ses  diviseurs.  // 
suffit  (lon<  de  déterminer  les  diviseurs  normaux  non  m  du  diviseur 
sylowien  d'ordre  pair  de  chacun  des  groupes  (i)-(3).  Soil  V,  celui  du 
groupe  (i),  2a(a^i)  la  plus  haute  puissance  de  2  qui  divise  it  -  1, 
ci   X  un  des  diviseurs  cherchés  <\r  IV 

r,  a  des  équations  de  la  forme  u2*  =  t2  =  m2=i,  ut  =  tu,  uni  =mu, 
tm  =  mt.  C'esl  donc  un  g2  abélien  de  rang  I,  e1  X  a  un  rang  ►. 
Si  X  est  cyclique,  X  a  l'un<'  des  Formes  u2  .  n- 1  .  u- m  .  urtm\ 
0  r  -/  .  Si  X  a  le  rang  2,  X  a  la  forme  "'.  t'  .  u'  ayanl  un 
ordre  de  la  forme  i*  (o<s<a),  e1  /'  l'ordre  2.  Donc,  en  désignanl 
par  t.  -.'  des  e,  de  j  /.  m  .  /'  a  l'une  des  formes  u2  .  it2  t.  e1  u'  peul 
être  supposé  de  l'une  des  formes  ur,  u2V  0  /  <  y.  sir  x,  X  es1 
cyclique  ou  contienl  m  .  On  obtienl  ainsi  les  diviseurs  |  uv,  t{, 
j  w2V,  t  j  {".'=/--  ,d'où,pour  X    en  négligeant  les  formes  où  t      m  . 

/c.v    jointes    ]  u'2  .  I    .      u'1  .  lin    .    |  M2  /.  É/H    .      U2  ///.'/.      <>      /  <  X        \    flfi 

peut  avoir  le  rang  3.  Cai  il  aurail  la  forme  "'.  /'.  m  .  m'  étair! 
d'ordre  2,  e1  //'./';  un  des  diviseurs  obtenus  de  rang  2.  I><'  la. 
en  désignanl  par  t,  t'.  t"  des  r,  distincts  de  /.  //>  .  les  seuls 
types     n-  .  -.  -'  .     u'1  -..-.-.'  \.  <|ui   tous  contiennent  /". 

I\,  u  des   équations   de   la   formt  m.   1-      m2       \.iui-  uni. 

um  niu.ini  mt,  ou  u2  -  \ .  1-  i,tut  u  .  Soit  d'abord  <x  =  i. 
En  écrivanl  n  pour  ///.  6  pour  /.  e1  c  pour  '/.  les  équations  de  la  pre- 
mière forme  coïncident  avec  2)  de  /•,'..  L52.  En  écrivanl  encore  a 
pour  m.  e1  />  pour  /.  mais  en  posanl  ut  c,  on  a  les  équations  (1) 
de  E.,  152.  En  partant  de  ces  dernières  équations,  «m  ;i  trouvé 
(cf.  S.,  p.  224)  que  le  g8 T2  ( de  central  J  m  a  exactement  I  g4  qui 
sont  ;  ///.  /  .  ;  ///.  ///  .  ;  u  j  et  i  g2  qui  sonl  ///  .  /  .  mt  .  ut ,.  mut  |. 
Donc  X,  <jui  ne  contienl  pas  m  -  u2.  ne  peul  être  qu  un  des 
groupes  ;  /  ;.  [  mi  .  \ùt\,  J  mut  J,  1 .  Mais  aucun  des  quatre  premiers 
n'est  normal  (*/  transforme  /  en  ////.  H  ut  en  ///"/  .  />"//<■  X  =  1. 
Soit  a  ^>  1 .  En  écrivant  a  pour  u,  «■!  />  pour/,  la  seconde  forme  des 
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équations  de  T2  coïncide  avec  (]    de  E.,  141.  Donc  T   est  un  g       de 

•  •cuirai    \m\.  Ses  g2«  i,   qui    on1    été   déterminés     cf.   S.,   p 
son1    ]  h  ' .   \tu\  c\    ;//'-'./;.    cl    toul    diviseur   d'ordre    <   •       'li\ 
un  g ;./,..  (  E.,  1')).  Les  diviseurs  de  ;  u8,  /  .  qui  est  abélien,  sont,  d'api 
ce  qu'on  a  vu  au  débul  de  cette  Note,     u2    .    u- i      i     /     x-hi), 
;  h'1  .  i      i     s    x).  Donc  X,  qui  ne  Contient  pas  m       u2\  ne  peut  < 
qu'un  des  groupes  }  mt  j,  j  t  j.  Mais  ils  ne  -oui  pas  normaux    //  trans- 
forme /  en  //// 1.  I  >onc  X  =  i. 

Y  a  îles  équations  de  la  (or/ne  ur*=t2=  m2=  i,tui  um,um  mu, 
im  mt.  En  écrivanl  a,  pour  u,  a.,  pour  m,  e1  h  pour  /.  elles  coïncidenl 
avec  (12)  de  E.,  140  (pour  Ç      0  .  Donc  I".  es1  un  s  ayanl  pour 

central  le  g2«  ,  1  abélien  :  u2,  t,  ///  E.  Si  X  ne  divise  pas  E,  soil  ,ï 
son  p. g. c.d.  avec  E.  On  aura  \  =Y-j- "'' Y.  e  étanl  dans  E,  et 
u2  e'1  dans  Y.  De  plus,  X  étanl  normal,  on  .1  t.w  \  .1  ue  Y,  d'où 
u<>///  Y  =  ueY.  Doue  \  (li  \  rail  contenir  ///  contre  l'hypothèse. 
Donc  X  il i vise  E.  I  >' après  l'étude  de  T,,  les  diviseurs  de  T,  contenus 
dans  E  ('i  ne  contenant  pas  ///  sonl  u2  .  u2't  .  u2'm  .  u*tm 
(  1  /•  ;_  x)  :  f//-,/  .  ;  u2 .  tm  |,  :  u2'  t,  tm  .  u2  m,  1  \  r<a).  Mais  u 
transforme  \u-i\.  ;  n- '■'.  /;  ci  ]  u' 1 .  tm\  en  />-////  ,  u- ,im  el 
u2  im,  t[  =  \u2rm,  t\  respectivement.  /><<//(  X  a  l'une  des  formes 
;  t*2  ;.  :  u2'  wj  (i    r    x  . 

Parmi   les  diviseurs  ^>  H  non   normaux  dans   A  .  ceux  qui 
respondent,    pour    p  j>  2,   à    ;/;   e1   à   :  ////      présentent    un    intérêt 
particulier.  Je  les  désignerai   par  l>'  el    l>;. 

(  )n  a  vu  que,  pour  n     5,  tout  diviseur  normal  de  l'>.    \  .    \  ou    \ 
ou  non  contenu  dans  I  est     II      I.  7iS  .   e1    le  cas   n       •  a  été  traité 
(  I,  '2.'».  ,">!)  .  Il  ne  reste  plus  à  considérer  que  les  cas  n       I,  j. 

Soit  a"  abord  n      ]  cl  J>     ••.  .  l/"/.s nili      ç>\jp  esf  isomorphe  à  [t&] 
</.    |.   7iO  ,   V,,î   W  Va,î  '/c   y   correspondant  respectivement  à  - 
et  <)     — —  de  1  i  .  I  , .,  ri  W  ' .,    ('/  u      /  et  à  d 

En  faisant  encore  correspondre  ><>, 

<)    III  y,.    I    : 


//        /  Il 


je  poseï  .11 


à  /_..  ri  ,     r.  u  </'■  ;  à  y       '    •"//</  d  m,  //>. 

on  r*///  que     1  "  111    .  mK    -  -.w  isomorphe  du,     * 

1         1       *  |  d    1  '       1       v  '  •  (  omme  1.1  1  est  l 
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;1.=  iz  de  r  ;.  on  voit  encore  que  )  a1 .  y    '''    v  •  'jY'j    •s'""'  isomorphes 
à  Ç_(2,w),  ei  ryue  |>']=  j  £=-£«>  ,  |. 

D'après  la  correspondance  des  générateurs  de  A  et  de  [<&>]  cl  les  for- 
mules de  1,49,  R12it  correspond  à  — X2z",J  donc  >,.,-,  à  i( — X2z-')i 
z=\2u~l  [en  particulier  m,t_,T13  à  3_l.  e1  //?,._,  T,. /,..  à  u  * 
(1,28)],/;,  à  (—  s-')(—  u-1),  m^à  ).J  :  X2u),  ///..>,  à  (X2z  J  (X"2u  . 
in^m,,1  à  A-2;,  nt^in,,  à  ).2>/. 

Inversement  â——ô7  =  .v.  (a(3;      V/     /,'-.  fc  étanl  réel     e1   -,,  —  1,-1 

répondenl    respectivement    : 

pour  3  ^o.  ii  D\     -,       \     3  V    »      et  à  Dl  ■  W     }U    a_k;     . 

12, 21  lî,  —  q—  lï,—  ; —  21    '  13  — — 

pour  3  :--().  à  I  )\      „  ///    a  ///    '   „  cl  à   I  )l       „  ///    a///    x  ; 
1J  a"      »  7     2   •  *  '-'J       '-7      -T 

La  forme  générale  des  substitutions  <l»-     1     étanl  .*-.>„. .^r  ,,£   (e,  e', 

£"î=  o  ou  1  1.  <ui  tire  de  là  la  forme  générale  des  substitutions  de  A'. 

Pour  -  y>  i,    les  diviseurs   normaux   de     "'••     sont   1.  n_,  v>„,   [m»] 

/...   7-2    .  r/  ,r/M    ,/,•   B  sont    I.    I  ).   V.   W.    B. 

Pour -=2  ou  3,  U-  es*  isomorphe  au  g\  ou  au  u] .  respectivement. 
En  désignant  alors  par  », «  =  iot,  v.  w  =  /:v/.  tes  diviseurs  normaux 

sylowiens  de  \  ',.<>.  V.  W  respectivement 
et  pour  tc  =  3,  v=  — -!  (5.j  s:}-,  rf'où,  /»<///■  -     2,  v  =  !V,,,VaM|j 

r/  pour  tî       i.  v        I  ! , .  .  \  ,  ,,  \  _, ,,    ;  v  est  isomorphe  au  g8  des  quater- 
nions,  et  RJ2I  =  (\  ,_,,  \  _,, ,  •'       d  .  les  diviseurs  normaux  de    ilt    s<>/</ 

i,v,w,vw      '.'.'.  o  w.  vi'  .    i&],  et  ceux  de  B  sont  1 ,  D,  v,  w,  vw      I'. 
Vw.  Wv.  B. 

En  effet,  pourû]>3,  les  diviseurs  l>  de  B  correspondant  aux 
diviseurs  normaux  dv  [iii,  sonl  ceux  de  l'énoncé.  Il  reste  à  voir  si 
à  d..  v)u  ne  répondenl  pas  dans  H  des  diviseurs  normaux  X, 
Y—t.,\t.,  premiers  à  D.  Or  cela  es1  impossible,  car  B  sérail  alors 
le  produit  dired  de  \Y  par  I).  tandis  que  H  contient  des  -, 
de  carré  d,  par  exemple  la  substitution  sr  où  r=d  et  où 
■v , ( ,  =  I  .r_. ,  xt\  (I,  40).  Pour  1:=  I,  V  est  un  g2,  ayanl  un  seul  g„ 
qui  contienl    I)   (5.,  83).    Pour  t:=2,    D  =  i     -i    alors   .     -\v\   e1 


(  s  -+- 1  ) 

iinlll     T.  =  2,    V  =      

'  5 
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w  =  jw|,  \vw\  n'esl   pas  aormal,  car  une  -,  de  o2  transforme  vw 

en  v2w). 

Les  diviseurs  normaux  de  A"  autres  que  A  '  sont  ceua  </<  B  /></"/ 
t:>2  (pour  -=  2,  A.°  =  B). 

En  effet,  soient  X  un  diviseur  normal  de  A  :  Y  le  p.g.<  .d.  de 
X,  B:  -v.  et  5  les  correspondants  «le    X.  Y   dans  Si  X       Y. 

X  esl  un  des  diviseurs  normaux  de  B,  déjà  déterminés  h  tous 
normaux  dans  A".    Soit  donc   X]>Y.    Si   Y     I».  esl    produil 

direct  de  [-iil]  par  -V,  et  l'action  r,  de  i"  sur  :.  qui  esl  primi- 
tive, sérail  aussi  produil  direel  de  t)2  par  un  ■_■_.  ce  qui  ne  se  peul 
(S.,  62).  Donc  Y  est>D.  Si  Y  =  B,  on  a  X      A  \  >„//  ,/,„„   Y<    B 

A'-  a  la  l'orme  jY,  (imN{,  fi  élant  dans  [ni,],  cl  (3„i„  ayant  son  carré 
dans  5.  Soil  p  */-3„-  oca  élanl  dans  o;  e1  j,  dans  >  Si  - 
5"  -i):  ou  r>„.  et  pour  que  -v-  lui  normal  dans  uu  .  il  faudrait  que 
Pa(Nw)  t  ù  t  normale  dansr,,  pour  5  \\,<-\  y  \  :  dans  £  pour 
-T— 1')„.  Or,  cela  n'a  pas  lieu.  .SW/  - ■-  3.  Ici  encore  .;  ne  peul  être 
un  des  groupes  i»-,  ou.  Si  5  =  ,-,  l'action  de  v-  sur  z  esl  un  g,  qui 
devrait  être  normal  dans  le  g'!.,^r-  Donc  .J  ^  ^,  et,  pour  la  même 
raison,  5  ne  peul,  être  un  des  groupes  0M. 

A  a  toujours  les  diviseurs  normaux  i.  D,  U.  A  .  B'  P>.  /,  . 
B2  =jB,  tt  ///IN|.  A.  Pour  tz >  3,  il  n'y  en  a  pas  d'autres.  Poui 
-'     1,   le  .seul  nuire  diviseur   normal  est    I*. 

En  effet,  soit  X  un  diviseur  normal  de  A  :  X"  le  p.  g.  c.  d.  d..  \ . 
A":  \-  le  correspondant  de  X  dan-  t  .  e1  convenons  que  si  une 
lettre  affectée  de  l'indice  z  désigne  une  substitution  de  .  la  même 
lettre  affectée  de  l'indice  u  désignera  la  substitution  >\r  mêmes 
coefficients  de  Ç_o-  Si  X  =X0,  X,  normal  dans  A"  e1  dans  \  est, 
pour  tc ]> 3,  un  des  groupes  i.  D,  B,  \  ,.  e1  pour  -  !  un  des 
groupes  i.  D.  P,  B,  A".  Soit  donc  X  >  X  Si  \'  D,  L  est 
produil  direel  de  |  \  "  j  par  \  qui  e-i  d'ordre  2,  <'t  donl  le  générateur  i 

il    la    l'orme    !,„„[},  £  élanl    égal  à  0  OU  a    i.  H    [3  é  ta  ni    dans  ^.-it 

„,N[i  y.  [i,,,  a,  élanl  dans  e  .  '}„  dan>  e,,.  ei  les  déterminants  de  y.  . 
[Jj„  ayanl   tous  deux  le  caractère  quadratique  I  •'  condition 

71        it    donne    %u$t       y.  °,„,    d'oi'i    p         X-.     la    condition 
*    étant    quelconque  dans   r»  .  donne  x    / 

d  5.       i  contre  l'hypothèse.  Dom   Y  est]  »  D,   s    V     ?/     B,  X  esl 
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un  des  groupes  A",  B1,  B2,  A.  Soit  donc  X°<B,  donc  ~  3.  Alors 
X"  =  P,  et  »\-  dérive  de  <T  et  d'une  substitution  i  de  la  même 
forme  ia-(3„  que  tout  à  l'heure.  \a\  «lc\  a n l  être  dans  7$,  on  a 
att(3-  =  a. (3„o -y,,,  o-  étant  dans  i-  el  y„  dans  *,  d'où  [}r  —  a.o2, 
^l=a,ly~l,  yJt  =  o~l.  Donc  g  =  iara„o„.  Kn  désignant  par  y.  uneeub- 
sliini  ion  quelconque  de  u>S)  u._ :  7 y.  doil  e1  re  dans  -y[[\  donc  a.  %uouii.z 
dans  y.„a-.a„ç„,.'.\  donc  oczul£  dans  y.  .  donc  u.z  dans .  contre  l'hypo- 
thèse. 

Les  diviseurs  normaux  de  A'  qui  sont  I  ou  =B  sortf  connus. 
Si  -  ]>  ).  //  a/'//  e/i  a  /»,/\  d'autres.  Si  ~  >.  2e  seu/  </>///v  diviseur 
normal  de  A'  e*tf  P  (si  w=  2,  A'  =  A   . 

lui  effet,  soient  X'  un  diviseui  normal  de  A'  uon  I  <■!  non  B; 
X  son  p.  g,  c.  d,  avec  A:  -v.'  e1  -v.  les  correspondants  de  X'  el  X 
dans  -i  '  j.  Si  X'  X,  on  a,  d'après  ce  qui  précède,  û  '  3  d  X/  =  P. 
Soit  donc  X'>  X.  Si  X  I).  p  es1  >  2,  sans  quoi  ,i'=-i,  e1 
.y'  =  .v  =  i,  d'où  X  I.  I)(.ih;  [a/]  es1  produit  direcl  de  [v],  -x'. 
Donc  \.'  es1  engendré  par  un  s.,i  de  la  forme  iu  i6m$(iJ,  P  étanl 
dans  [nl>],  c'est-à-dire  de  la  formi  y.   étanl  dans  rst  $u  dans 

£K,    el    leurs    déterminants    ayanl     des    caractères     quadratiques 

diHV'i-enls.    \!;iis   ;di»rs  it         i  ;  y.   '-,       -i  t.    /><;/*<     X   est  >|)cl<^B. 

Dq/ic  -  r.s/  1.  ci  \. '  dérive  de  m  e1  il  une  substitution  7  de  la  même 
forme  i  y  (3„  que  toul  à  I  heure.  iai  devanl  être  dans  t-jl'.  un  obtient, 
cou  m  ic  dans  l'étude  des  diviseurs  normaux  de  \ .  (3  y.  ou,  z>n  étanl 
dans  *•.  Mais  alors  les  déterminants  de  y.  .  ';  auraienl  le  même 
earacl  ère. 

Soit  n        |.   i   étant  irréductible.   Alors  A        l'>  I  >,/"'■■-  i  "      B 
U  (2, -2 )  (I,  fi0).  .  \  11.1  substitutions  Plf,  0       qui  engendrent  l>  quand  p 
parcourt  z'  répondent  respectivement  dans  .  ~J  .  fur  lu  correspon- 

dance indiquée  entre  ces  deua  groupes  /.<..:      :  et     -'     ■  Or  la  s.,      5"  ' 

1       1 

transforme  ces  <lni\  substitutions  l'une  dans  l'autre.  Donc 
[-.t.]  =|  0.(2, 1c2),  i  es*  isomorphe  à  \  ;B./,  :.  z~'=(z)(  —  z  ') 
répondant  à  /,.  w  /</  correspondance  des  éléments  de  .  Il  restant  lu 
même.  La  substitution  ;1  Ez  (H  étant  une  racine  de  j**"*"'  =1  esthors 
de   i\   (2,  r.':  .    Elle    transfornu    z-J-c  en  z-f-Hs,  -        -   en 


mi  7.   '       '•'   r-  .     ."    '.     répondanl   à    \n~ 


p  '        ' — 


CONSTITl'ANTS    THANsmi-S    titt    CERTAINS    GROUPES    LINÉAIRES.  '<) 

\m,,m>;f  =  \y2.I)onc  [-v-']=  [-*••]+  .1  [A  ]  est  isomorphe  à   »  '  =  • 
■!  répondant  à  y,  et  la  correspondance  des  éléments  <!<■  r<    tant 

la  même.  On  remarquera  que    ^']  contîenl   les   trois  diviseurs   nor- 
maux   d'indice    2    non    isomorphes      cf.,    S.,    '.):>  •        .  --'  . 
t,  *îcz),  £z{,  [^'j  |  Os  (2, 1c2)  étanl  un  , .,  non  cyclique. 
'////,,  répond  à  is,  am2,  ^~-1     :i)  à  :;.  dtl2,  à        r-'.   ///,,  m 
x2z.  (c/.,  I,  51),  donc  dtotmtc      dtî3mlemiq  à  —  /.27-1. 

Inversement,  ^      p,  (afi'       p<x'       /,'-     répond,     pour    p  •   o,    à 

l,|1A<)l,,   ,Pir;3y.      V      /,■.  'y,      a      fc),etpourp      o,àdPla,d    m 

Les  diviseurs  normaux  de  A"  sont  1.  I).  B,  A"  -lil).  Ceua  dr  A 
,S7>A(/  1,  I),  I),  A".  IV.  B2,  A.  Il  sullii  de  montrer  que  toul  diviseur 
normal  X  de  A  m  m  D  es1  B.  <  >r  si  X  ne  nuit  uni  pas  B,  il  es1 
premier  à  I J  qui  es1  si  m  pic  Donc  BX  es1  le  produil  direcl  de  li  pai  \ . 
ci   X  devrait  diviser  D  1  I.  39). 

Les  diviseurs  normaux  de  \'  qui  sont  I  ou  B  sont  connus.  Un  y 
en  a  pas  d'autres.  En  effet,  soienl  X.'  un  diviseur  normal  de  \ 
non  I  cl  non  B;  X  son  p.g.c.d.  avec  A;  X.'  el  £  les  correspon- 
dants de  X'  e1  X  dans  |  >'  .  D'après  ce  qui  précède,  X'  est  >  X,  et 
X  D.  Donc  p  est  >  2,  sans  quoi X1  » .  ci  .y.'  =  .v  =  1,  d'où  X  I. 
Donc      1  '  |  csi  produil  dired  de     >    .   \ ■'.  Donc  v.'  esl  engendré  par 

une  s.  7  de  '  ':  T..     1]  donc  de  la   forme  (z)e  (^      5     »  le  détermina  ni 
A      y.°j'      'W  étanl  non  carré  dans  : '.  <  >i   la  condition     :    ~    : 
donne  |   j-       ^  )        (  _      ,    (don  a      pa,  a       pa ,  p      pP 
On  1  ire  de  là  i~'  '      1  el  A      s- A:  or  la  seconde  de  ces  relations  donne 

71'-  I 

7r''      A  s    =       1  ce  (|ni  esi  contradictoire. 

Soit  n       ;  et'\      ex2   p>2).  Mors  A      A'l>:    1        \  •.-  .  les 

complexes  l>/„.  D/,.   Dm,x,    DV0,).,   I>1  Bo   correspondant  à 

/   .         -,  7      <•/   respectivement:  B      ui>       n    •.-  . 

.s'/  -  >  I,  {ou/  diviseur  normal  de   \.    \"  <<"  B  non     I»  esl     B    s 
;,  B  est  isomorphe  au  g[,,  <■/    \   ,,»<  gj,.  Soit  P       /,.  m, 
respondani  à  \z  ',  rfetf    Je  g,  </<■  B.  Lw  diviseurs  normaux  deh 

sont    1.  P,  B.   (  en,    de    \"  sont  1 .  I'.  B,   \".  (  eua  d    \       \   I»  »on4 
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i,  P,  B,  A".  I).  PD,  BD,  A.  Si  -  =  2,  A  =  A°  =  B  est  isomorphe  au  gs\ 

Son   g:i    I*  esf  engendré  par  Y0M  U0M    (çwî  répond  a  de  o   :  ses 

•3  — t—  i 

diviseurs  normaux  sont  i.  I\  B.  :  l'o/Y.  I.  40). 

Les  diviseurs  normaux  de  A'  gui  .son/  I  W  B  so/if  connus.  Si 
-  >  3,  //  //'//  en  a  pas  d'autres.  Si  -  =  3,  A'  — A. 

En  effet,  soit,  pour  -  >  3,  X'  un  diviseur  normal  de  A' non  I  et 
non  >B,  et  X  le  p.g.e.d.  de  X'.  A.  D'après  ce  <|ui  précède  on  peut 
supposer  X'  >  X  et  X<  D.  Alors  X'  es1  premier  à  A",  .-t  A"X'  est 
produit  direct  de  A"  par  X'.  Mais  alors  X'  serait  51  (I,  39). 
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Sur  les  racines  primitives  et  les  systèmes  de  bases  et  indices 
dans   le  corps  quadratique   général; 

Par  Mme  VERA   MYLLER  LEBEDEFF. 


On  sail  qu  un  idéal  premier  I*  d'un  corps  algébrique  quelconque 
possède  des  racines  primitives  au  aombre  de  :  //  i  .On  ne  sail 
pas  si  les  racines  primitives  existenl  ou  non,  si  le  module  esl  un 
idéal  quelconque  '  .  Cette  question  es1  étudiée  dans  ce  qui  suil  pi 
le  corps  quadratique  généra]  I  !  \  m  .  Les  trois  corps  où  l'étude  ana- 
logue ;i  été  faite,  mais  où  I  on  n'a  pas  besoin  d'introduire  les  idéaux, 
à  savoir  le  corps  rationnel  (2),  le  corps  R  i  ')etlecorpsR  \ 
\  smii  compris  comme  cas  particuliers.  <  m  peul  résumer  les  résul- 
tats ainsi  : 

i  °   Puissances  il  mi  idéal  premier.       I  ,i>  racines  primitives  if  exis- 
tenl que  pour  une  seule  catégorie,  notamment   pour  les  puissai 
(I  un    idéal    premier  <lu    premier   degré  dilîérenl   <lr  son  cnnjuij 
cl   provenanl  de  la  décomposition  il  un  nombre  premier  /> 
I  idéal  provienl  de  la  décomposition  <lu  nombre  2,  les  racines  1 
mitives  n  existenl  pas  pour  les  puissances  supérieures  à  lu  deuxièim 
Dans  le  cas  (i  un  idéal  »lu  second  degré, il  m  \  a  pu  ines  primi- 

1     IIiloeri     Jahresber,  d.  D.    \l.    I  .   I\ 
kôrper,   §  (). 

Gauss,  Uisqu.    irithm.,  n°  89-!)2,  el  Dirichlkt,  Ztihlei  s 

I  »i  1:11  m  1  1  1    Werh   I  Théorie  der  corn  pi  len,  §  2. 

'     Kl.  Vasi /  ■  •11111.  dtin 

Vunité    Bulletin  de  i    icudémie  Hounu 


de    M, il  me  II  v 


I  1 
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tives  pour  les  puissances  supérieures  à  la  première.  Quanl  au  cas 
d'un  idt'';il  du  premier  degré  égal  à  son  conjugué  idéal  premier 
ambige),    les    racines    primitives    cessenl   d'exister  ;"i   partir   de    P 

pour  p  =f=  i  cl  a  partir  de  1>'  pour  p  =  i. 

2°  Idéal  coinposr  quelconque.  Les  racines  primitives  exîstenl 
si  l'idéal  contienl  seulemenl  deux  facteurs  premiers  entre  eux, 
donl  un  es1  engendré  par  le  nombre  2  [voir  If  théorème  XX  pour 
l'énoncé  précis  . 

Pour  les  idéaux  qui  n Oui  pas  de  racines  primitives,  on  peui 
généraliser  les  notions  de  système  de  bases  ci  indices  introduites 
par  Dirichlel  pour  les  corps  II  e1  l!  Soil  le  module  N  =  V~ . 
(►n  appelle  base  de  représentation  des  restes  un  système  de  plu- 
sieurs nombres  a.  '> /    tels  que  tous  les  restes  premiers  avec  le 

i Iule    soienl    congrus    aux    produits    y    (3    ...  //    par    rapporl    au 

module,   a.  b /   varianl    dans   certaines   limites    qui  dépendenl 

du   module.    Les   nombres  o.   I> /  s'appellenl    indices  du   reste. 

Pour  N  -    |)-|>'-  ()ll   (|,.||,ni    comme  base  e1   indices  la  totalité 

des  bases  e1  indices  par  rapporl  aux  facteurs  l'".l,r....  premiers 
cuire  eux. 

Le  maximum  d  un  indice  a  esl  I  exposanl  auquel  la  base  corres- 
pondante y.  appartienl  par  rapporl  au  module  l>r.  <  >u  peul  «loue 
établir  les  bases  en  partageanl  les  restes  premiers  avec  P"  en  caté- 
gories y.  !  a,  où  y.  esl  premieT  avec  I*  el  x  un  multiple  de  P'  non 
divisible  par  P'"1"1  el  en  déterminanl  les  exposants  auxquels  les  nom- 
bres x-f-a,(i  =  1.  ■.  appartiennent  1 1 1  •  ><  1  l>_  .  I»'-  cette  façon,  on 
construil  les  bases  pour  les  puissances  <l  un  idéal  premier  du  pre- 
mier degré  différenl  de  son  conjugué  el  les  puissances  d  un  idéal 
du  second  degré.  Mais  dans  certains  cas  d  idéaux  premiers  ambiges, 
à  savoir  : 


el 


r  =  ( .;.  w)    1 .  sp.  -  o,  1 

W  resp. (2,  1  ) 


(')  Dirk  blet,  Zahlenth.,'§  130,  131,  el  Théorie  d.  compl.  Zahlen,  $  2. 
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il  arrive  que  les  bases  ainsi  établies  ne  peuvenl   représenter  que 
res-p.  -!  des  pestes.  <  >n  es1  alors  obligé  d'introduire  la  notion  de  peste 
primaire.    On    définil    comme    primaire    un    nombre   congru    à    un 

nombre  rationnel   (mod  II2,  pour  R2         ;    cl uà   i    mod  R 

pour  R2  (2).  Pour  avoir  tous  les  pestes  premiers  avec  le  module, 
on  n'a  qu  à  compléter  les  bases  par  certains  nombres  non  pri- 
maires ' (o  ou  1  :  (<>  qui  appartiennes  à  l'exposanl  i  mod  R2). 
1  esp.  à   I  exposanl    \   (niod  I  »  ~  . 


I.  -     Idéaux  premiers  du  premier  degré  différents 
de  leurs  conjugués. 

Premier  cas  :  (ô)~'  '' 


(  )u  représente  ces     Idéaux  pur  1rs  bases  canonique 


P       (  p,  a       \fm) 


suivanl   que  m  esl         2  ou    !    [mod    i),  ou   bien        1    mod   1  .  Mais 
s  apercevant  que  dans  le  dernier  cas  on  a  (o  -   ri  n        ia        1. 

lundis  que  dans  les  deux  premiers  cas  on  n  <•>        \  m,  nn  peul  poseï 

pour  ///  quelconque 

P  =  {/>.  a 

où  ///        a2,  (p)   pour  m        ■>  ou    i.      1     cl    m  i  a         1    '.     /'    pour 

m        1 ,  (4). 

lu  mmi  .        I)7T  a  /'o///    //,/.sr  canonique    /<     <  a, 

Le  lemme  étanl  vrai  pour  I*.  admettons-le  poui   I'         Soil 

P*    l      :(p«    '.A  |A 

Pour  les  notations,  voir  IIilbbrt,  loc,  |  UU     .u   I  .  \\ .   I  ;  1  1 1.    / 

///c  /  heorij  "/    !/:■'  fer,   \  uml 
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On  aura 

P*  =  [jy",  pi:-l(a  ■+■  w),  p{b-h  w),  ab  4  0        0  -' |. 

P"  conl  icnl   le  nombre  c  +  w,  car  on  peul  trouver  x  et  2/  rationnels, 

1  fis  que 

/'./■  -1-  (a  -t-  6)  y  =  1  [/h        2   "ii 

d'où 

c  — pbx -\- {ab  A- m)y  ~  h       (m       b      1 

ou  bien  tels  que 

/' ./■  ■+-  (a -h  6-f  1)7  =  1  [w  : 

d'où 

///  —  i\  ,        m  —  (  26  —  1  V2 

— 4 


,           /     ,        w  — 1\                    /n  — (  20  ■+-  1  )- 
c  —  />/;.r  -4-  f  ab  -\ -f —  j  y  —  b  H ; y  =  a- 


/<".  c  +  oj)  est  mie  base  canonique,  car  n    P      =  /»". 

Théorème    I.  /  ne  racine  primitive  du  module   rationnel  i>~ 

Vest  aussi  pour  l)7T   =  (p71,  c       w    e/  inversement. 

Snii  g  une  racine  primitive  de  />'  .  on  a 

F    I" 
les  nombres 

suiii  incongrus    mod  !'    .  car,  d  :i (>!<•->  le  lemme,  la  relation 

_       .       r  \i.i.        V      -1] 

donnerail 

^-*-i       M/- 

contrairemenl  à  l'hypothèse.  Smi  inversemenl  g  une  racine  |»n- 
mitiVe  de  l>7T:  d'après  le  lemme  on  peul  supposer  g  entier  «-i  ration- 
nel. Si  l'on  a vail 

il  en  résul l erai l 

P 


[l)  Nous  désignerons  partoul  te  multiph   d'un  nombre  a  pai    Ma,  M   étanl  ra- 
tionnel ou  algébrique  suivânl  le  1 
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En    nous   i\'i|)|M'';ini    des    théorèmi  s  su  icin       primitives   du 

module  rationnel  p*,  nous  pouvons  d léduire. 

Théorèmi     II.  Toutes   les   racines  primiti 

supérieures    d'un    idéal    premier    I'    sont    tous    les    individus    des 
(  />       [)  y  (p       i    classes  de  nombres  différents  par  rapport  au  module  p*. 

Nous   pouvons   ajouter  cette   remarque.    Le   nombre  de   racines 
primitives  de  l'~  incongrues  suivanl   le  module  esl  '    p       i   ,. 

D'après   le   théorème   précédent,  c'esl    vrai    pour  I'-.   Admettons-le 
pour  I'"    '   e1   soil  '/  une  racine  primil  i\  e  de   P 


I,       a        M 


/'' 


le  sera  aussi  pour   I*".  <>u  obtienl   les  i  incongrues  suivanl    P     en 
donnant   a   Mp  valeurs  incongrues    mod  p  . 

Second  cas  (  —  J  =i,         m  =  i,  (8);  P 

()n  constate  aisémenl  comme  dans  !<■  lemme  que 

.,  |*        (271,  C 

c  étanl    pair.    Il  ^-mi    de   cette    représentation    canonique   que  les 
racines    primitives    <!<•  le    sonl    aussi    poui        .    <\  où    I  un 

déduit  : 

Théorèmi    III.    -  (2,  oj)  a  une  seul*   racine  primitive        i. 

aussi  une  seule         '>.  les  puissances  supérieures  de     •.  to    1 ni 

pas  du    I  oui . 

Théorèmi    l\.        Tout  nombre  u.  premiei  satisfait  à 

lu  congruence 

■J 

où    /    est    mi    nombre  <lr    /«/   forme    1  \l         1.    M    impair   rationnel, 
o    (/ .     ••■       ci  n     1        2;  autrement  <hi  est    une   base  pour 

le  module    2,  eu 

Il  sini  de  la  représentation  canonique  qu  un  peul  pr<  1 
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système  complet  de  restes    rïiod     »,  co  ~    la  suite  o,  i •     — i.  Les 

restes  premiers  avec  le  module  sont  de  la  forme  81V1  -  i.  8M±3. 
On  voit  immédiatement  que  ceux  de  la  forme  8  M  t.  3  =  \  M,  ±  i, 
M,  impair,  appartiennenl  à  l'exposant  271  2  mod  :.''>'.  tandis 
que  ceux  «le  la  forme  8M±j  appartiennent  aux  exposants 
plus  petits.  Mais  o[(2,  (0)"]  =  iT-  '.  H  la  moitié  des  restes  impairs, 
est   =  i,    (4),   la    moitié   esl  i.      i  .    Le    théorème    es1    donc 

démon I  ré. 

II.         Idéaux  premiers  du  second  degré. 
{'']       -i.     Q  et  -i,       Q  =  (a)     m  =  5. 

Théorèmi  \.  Q  .  ::  ^>  i .  //  o  p«s  de  racines  primitives;  chaque 
nombre  u.  premiei  avec  Q"  satisfait  à 

D'après  le  théorèm<  de  Kermal  pour  les  idéaux,  un  nombre  a 
premier  avec  Q11    '  satisfail  à 

i 

ou 

i     \\<r  i. 

Il  en  su  il    pour  q  =  i  e1 

7^')-(|  +  \l7-  VI  l,(Q  "       -.!), 

tandis  que 

"     '). 

Pour  établir  les  bases  on  doil   distinguer  deux  cas 

Premier  eus  :  /  _  j  —  —  ]  |  q        .      |  i  q  )], 

Soil  y  une  racine  primitive  de  (^  e1  y.  comme  partoul  dan-  ce 
qui  suit,  un  nombre  divisible  par  la  puissance  '""  de  l'idéal  en 
question  (ici  Q  .  mais  non  divisible  par  la  puissance    i     -  i)1*1"8. 
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Théorème  VI.       On  peut  détermine}  /.   telquel  nombn  x 
appartienne  à  V exposant <qK-i  q2      i      modQ*).  L«   nombre  (3       i       v 
appartient  à  V exposant  a*—*. 

Observons    qu'on    a    oc*       '/    el    -/,       /        y     si    i<^k.   q2       i    esl 
la  plus  petite  puissance  «le  y  telle  que 

On  a 

*''    ' 

si  Ion  ; i  choisi  x       o,    '/    ( I ; 1 1 1 ^  y. ,        vq  tel  < 1 1 1 1 ■ 

>'        '        "     '/'• 

En  élevant  à  la  puissance  7   on  ;i  la  formule  générale 

/  •■ 

qui  démonl  re  l<'  l  héorème. 

Théorî  mi    \  li.       x  étant  choisi  comme  plus  haut,  on  peut  tro 
[i       1    ;    oc",    tel  que   x  el    [l  soient   indépendants,   c'est-à-dire  que  la 
congruence 

soit  impossible,  si  les  exposants  varient  dans  les  h  unies 

,,      „       ,,       ,  .,  ,,      /. 

7.   3  ainsi  choisis  forment  une  base  tin  module  (  \ 

Supposons  au  contraire  la  congruence  satisfaite.   En  I  élevant  .1 
la  puissa  nce  7"    ' .  on  ;i 

d'où    </        7"      1    ii' .  Or    a  1       x' .     I  loue    lu 

réduit  à 

1  1  1  1 

Mil 

1        (  M 

Mais  aj       u.q,  a™       n/,  mri        M-/    Ou  n'a  qu'à     épéti 
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nemenl  de  Dirichlet  dans  le  cas  analogue  du  corps  li  i  '  pour 
voir  que  x  étant  donné,  il  reste  pour  oçq2  1  —  (q — -i)  valeurs 
incongrues  [mod  (q)\  telles  que  la  congruence  de  ci-dessus  ne  soit 
pas  satisfaite. 

Second  cas:  (-\=—  i  \m  8);Q      (2)]. 

[ci  encore,  on  trouve  des  nombres  a  de  la  forme  y  -\  oc,  qui  appartien- 
nent à  l'exposant  2*   '.3   mod  2)*     De  même,  le  nombre  (3=  1 -|-*i 

appartienl  à  l'exposanl  2"      |> ce  taines  valeurs  de  a,,  sinon  pour 

toutes  comme  dans  le  cas  précédent.  Mai-  y.  e1  (3  ne  -"lit  pas  indé- 
pendants, l'ai-  conséquenl  on  doil  chercher  une  autre  base. 

Désignons  par  •■  une  des  deux  'acines  piimitives  de  2  eu  on 
1  -\-  <<>. 

Théorèmi  \  III.  On  peut  choisi)  1  /</  que  oc  7  u  appar- 
tienne i'i  Vexposant  2"  '.3  [mod  !•  nombre  (3  —  1  -f-ou  appar- 
tienl d  /  exposant  271   '. 

En  (lonnaiii  a  /  les  quai  e  valeurs  o,  1.  10  el  1  eu  incongrues 
mod    2    .  on  aura  pour  ut.  dans 

encore  quatre  valeurs  incongrues  mod  2  .  car  autremenl  en 
posanl    x  =  y-\-o.x,  r        7        \xx  on  aurail 

(I  où   I  (Mi   I  livra  il 

ou 

contre  l'hypothèse.  Excluons  les  deux  valeurs  de  a  qui  Fon1  ul      o,    \ 
e1   •j.       i.   2      I  es   valeurs   restantes   de    i   donneronl    [A       o>,   2)  <•( 
[i.       1    ;   eu,     2  .   1  m    tout   cas   u,    i.       1  Par  conséquenl 


1      Théorie  d.  compl.   Zahlen,   §  2,  p.  3i8. 
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et,  <'ii  général. 


Notons  encore  qu'en  posant  7  =  co  on  aura  x  oou  tu  si  mi 
est  pair  et  x  =  1  ou  1  +  co  si  m,  est  impair.  Donc  xa  la  Formi  -  •/, 
ou  y  j  y.,  pour  ///,  pair  e1  la  forme  7  -/,  pour  ///,  impair.  On  a 
des  conclusions  analogues  si  l'on  pose  7       i       co.  Dans  tous  les 

on  a  [*((/. -f-i)  =  i,  (2). 

Théorème   IX.         x  é£an<  choisi  comme  ci-dessus,  <>n  peut  d 
miner  (3  =  1  -\-  a2  tel  que  a  e<  °>  soient  indépendants. 

Soil    /i  =  1  -|-  4Z>   s^°j(2)-   *  Choisissons   3  de    sorte  que   la  con- 
gruence 

(1)  (3       a»,  |  i  ■>.)- 1        (o  <  a 

soil   impossible.  Soil  au  contraire  la  congruence     1     satisfait)     En 

l'élevanl  à  la  puissance  2*  -.  on  en  tire  a       2.  la'.  Si  a'  esl   pi 

suil 

y  i       8f*,[(a)«], 

donc 

:        O, 

ce  <|iii  esl  contraire  à  I  hypothèse.  Si  a!  esl  impair,    1    donne 

\z        1  'i[(a)*], 

où  v      u.  1  <).   ■   1  .  Mais 

(n    \\  i     1         m  16, 

donc 

=  M   1.  |      • 

Pour  que  cette  congruence  n<'  soi  1  pas  satisfaite,  il  sulïil  de  prendre 

- 
c  est-à-dire 

1 

3  ci  .1  ni   ainsi  choisi,  aucune  puissance  supérieure  d<    }  ne  peul  être 
congrue  à  une  puissa  nce  de  x    Soil  au  eonl 

.  1 1  -i  1 r- 1 

Joui  11 .  ,/r    Math    >  urne  II  ^no  '  - 
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(  >n   peut   supposer   b  —  2'.  car 
où  :■,       z,  (2  .  Soil  donc  P2    =a',,f(2)1t],  d'où  a     -  \.ï  x<i'.  On  aura 

(i-H4*)»'==(,H      (V  [(2)*], 

a'  es1  impair,  parce  que  1  -f  jz  e1  1  +  \v  appartiennent  au  même 
exposanl  2*  J.  On  peul  l<-  prendre  1  d'après  une  remarque 
précédente  :  i  étant  <  ~  —  2,  il  sufïil  de  montrer  I  impossibilité  de 
la  congruence  pour  1  =  ~        i.  Or 

1  |  ;  :  M  2*. 

<  >n  au  L'a  1 1    par  sin  1  e 

=       - 
11  m  1  re  i  li\  | ><  1 1  hèse 

Théorème    X.  /.<    produit         1      x   3     donne  tous  les   restes 

premiers  avec    2  ",  les  indices  variant  dans  les  limites 

oia  ■'  '.        0    /-      ■  (  -  : 

(  )n  n'a  qu'à  démontrer  i  impossibilité  de  la  congruence 

(2)  y.       —  -  -  I  '  -^-  '  I 

poui  1rs  indices  ci-dessus.  En  élevant  •  au  carré  et  en  appli- 
quant    I"'     théorème     précédent,    on     aura      ta        >.  •     la'<3.  2" 

et  2  b      2*  *  6'  <  2"  ',  •In;  -'.  6       2      .  Par  suite 


OU 

1  +■  «„_,  =  -  (1         •  »)"]i 

ce  qui  est  évidemment  impossible  pour  tz  >  1. 

Remarque.        Pour  le  module    2  J.  il  es1  aisé  de  voir  «  §  1 1  on  peul 
prendre  comme   base  x  et  l3  =     i     •    2  :.  :•  étant         o  e1         y..  (2). 
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Mi.  -     Idéaux  premiers  ambiges. 


Premier  cas 


T.)=o 


I 


(les  idéaux  sonl  représentés  par  les  bases  canoniques 

R  =(r,Wn  ).      (r,w)  f 

R*'      =  (/■*,  r*&»)  I"'        '   <>«i 

R**+'       .  /•'    >.  /■''„  ) 

r  -H  V"' 


I!  =      /, 


)  =  ('■.".'  ■■) 


!;•' 
,.,/..,   _ 


/•  —  r 

/ •".  /■•  |  -  -h  ',» 

2 


-,,«(^„) 


[,;,    • 


Théorème  XI.       I  ne  racine  primitive  de  RTC  Veut  aussi  pow  \\     ' 

(tC      2). 

(  )n  peu i  \  oir  aisémenl  <|iic  si 

i,   i;     '  i. 


alors 


y  [,(R1 


Cela  permel  <!<•  démontrer  le  théorème  de  la  même  manière  que 
pour  le  corps  ra1  ionnel  (1). 

Théorème   XII.         R",  tz  ^>  2,  n'a  pas  de  racines  primitives.  I  n 
nombre  u.  premier  avec  I!    satisfait  à 

■r    ■  il;  ./,   ei    1/ 

Soit  a  un  nombre  du  système  réduit  des  restes  mod  R    1 .  • 1       1 . 

Désignons  par  "/,  un  nombre  quelconque  il*-  I  idéal  l>    qui  peul  être 


•  1  '    Voir  Dimr.HLi  r,  Zahlentheorie,  §  128 
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divisible   aussi   par  une  puissance   supérieure  de   I!.  Un  nombre^ 
premier  avec  I!77  es1  (jl  =  a  +  a,. 

On  a 

;j-r   '      =(a  +  a,)r"1       i       y   . 

ce  qui  prouve  que  l!;  n'a  pas  de  racine-  primitive-,  puisque 

.    l;  /•       il 

I!  résulte  du  théorème  XI  qu'aucune  puissance  supérieure  à  15- 
ne  peul  pas  en  avoir  non  plus.  La  seconde  partie  du  théorème  se 
démontre  par  induction  en  observanl  <|iir  de  la  relation 


r    i: 

il  suil 


• 


Lhéorème  XIII.  R2  possède  des  racines  primitives  au  nombre 
de  p(r2  z>(r  i  .  C'est  la  conséquence  de  l'observation  suivante  : 
I  étant  une  racine  primitive  de  I!  qu'on  peut  supposer  entier  et  ra- 
tionnel .  les  racines  correspondantes  de  I  !  '-'  sont 

f      lr  •  s|>.  /  +■  h    -  n  i 1 

où  I  peut  prendre  toutes  les  /  valeurs  rationnelles  incongrues    mod  r  . 
et  n  toutes  ces  valeurs  sauf  zéro. 

Pour  établir  les  bases,  on  doil  distinguer  deux  cas:   i"  r  impair 
=/=  o    ou    r  =  o    ave»  i,    i);     !°   i        >    avec  \ .    >  .    La 

raison  en  es1  la  sun  an1  e. 

Tin  tu; i  vu     XIV.  i       ■/,  appartient  à  Vexposantrk    mod  M'  . 

-  =  'i/vi'i    ■  I,       i  dans  le  cas  i°  ;  dans  le  cas    ■''.  i     -  a,  appartient  à 
l'exposant    '>'   '     mod  !!J    .  et    '<      mod   R.-     '  .  sî  */,   représenté  par 

a,=  3/-+-  //-.,  |  /// 

«         \!   .    . 
resp.  a,       3/+n(i+6  |  m       i,  (4)  J        * 
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satisfait  à  la  condition 

2/4-1      o,(3  1  ■  h      1 

On  le  consl ;i  1  c  en  développanl  l<'  binôme 

(H-a,)'       1        /y,       y .       1 

si  /■  es1  impair    /    >. 

Pour  /•         i,  on  a 

î  _  3 [3/* h   //-///,  t-  >  In  '..  |  ) 

3    3  (  /-  4-  111  — 7 —  1  —  2  n2  m,      n    •  l  .     L 


ou  I  (in  ;i  pose  ///  >  m 


3a,   1    y; 


;  «1 


3  y  ,  |   i     ,     //'///,  [  l  :  In  ,, 

lll  —  I 


I  —  2  il'  m  |     •     3      '"         " 


•  /        //i/,,.       j  ; 


donc 

0  +  «.)3 


i  ;  y,  |  i         //-///,    •.'.■  /'         /  ■     •     (    -  /         |)nu] 

3  y,    i      -  // :///,      ;  i  /      //  '  •  /     a  ■■■     \. 


I  );ms  le  cas  i  ".  on  ;i 

(1  +  al)'i=  1  1 

comme  pour  /    •     !  e1  en  général 

(  14-  Ot ,  )'  1         y 

ce  <|ui  prouve  la  première  partie  du  théorème.    \u  contraire, dans 

le  cas  2°,  ou  ;i 

(14-  ai)3      1 

si  Ion  impose  la  condition  complémentaire  de  l'énonci     Si  cette 
condition    n'esl    pas   satisfaite,   on    peu.1    avoir     i       /,  i        / 

e1    même    i   |   a, .    Si    on    la    suppose   satisfaite,  on   a    la   formule 

générale 

■  .  i  i  /. 

(|in  prouve  la  seconde  partie  du  théorème.  Etudions  «I  abord  l< 


/        ;     ou     / 
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lhéor]  mi  XV.  -  Soit  y  une  nu  me  primitive  de  lî.  On  peut 
choisir  (3  =  y  -|-  ou  de  /r//r  /aço/i  que  [3  appartienne  à  Vexposant 
rk  '(>•  -i)  (mod  I!-"     et  à  r*(>        i      mod  R2*+1). 

On  peul  supposer  y  entier  e1  rationnel,  alors  M  dans  Y  ]  —  i  --  \\r 
es1  aussi  i;ii  ionnel.  <  m  aura 

'  —  i )/'   -  y        y.     "  i       3c'2, 


si    /      o,  (r)    dans    oc2=r(/-(-n'j))    resp.    r    /   f- n     '       ■  +  w) 

choisi  tel  que 

Vf  —  /     / 


es1 


>ur  r        >.  on  ;i  toujours 

=  (_-n-a,)!      i 

i 
e1   en   général 


Pa  •  conséquent, 


i  -+-  y  ,. 
i    1-  y..lk 


<  - 


Théorèmi     XVI.  Les    nombres  a  =  i  -|    x, .  (3  =  y  -f-  a  .    cons- 

tituent  une  ba$e  pour  le  module  i  î~.  tas  indices  variant  dans  les  h  nu  les 

»  , ,      /,         /  ,  /.  | 

(  )n  iloil   démontrer  I  impossibilité  de  In  eongruence 

(R«), 

a,  li  varianl  dans  les  limites  indiquées,  o  exclus.  Supposons  a 
car  y."   es1  encore  un  x  si  a'       M  /.  Soil 

H 

En  élevanl  à  la  puissance  i'  \  on  obtienl  b  =  r*  *  (/•  — i)  // 
où  li'  M/,  car  "/  <i  (3  '  appartiennenl  au  même  exposanl 
(mod  l\-  i.   I  );ins  la  congruence 

.    i; 

\\  sufïil  de  poser  a       k       i .  <  m  aura 

i 
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Mais  (i  -f-  oc2/i  .,y  =  i  -\-  0Llk  ...  On  aura  donc 

ce  qui  est  impossible. 

La  démonstration  <!c  I  indépendance  pour  le  module  i!-  es1 
analogue.  Passons  au  cas  : 

r  =  3  ,  i 

Construisons  le  Tableau  suivanl   des  exposants  el   des  nombres 
qui  leur  appartiennent;  x,  y  es1   soumis  aux  conditions  du  thi 
rème  XIV. 

h I  R  niod  H 

i  +  y.{ 

-H-a, 2.3*   ' 

i  3*-' 

—  i  +  «, s. 3 

n-  a  j 

—  I  -+-  3f3 2.3X     '  ■     ■ 

Un  en  <!('•(  In  il  que  deux  bases  ne  peuvenl  pas  sufïire  à  représenter 
tous  les  2.32A  '  resp.  ■'.  Y1''  pestes.  Mais  si  l'on  définil  comme 
restes  primaires  les  pestes  i  e1  •  mod  I!  .  on  \<>n  que  les 
bases  a=  i-f  y...  (3  -  i+a:  représentée  imb  les  pestes 
primaires.  L  indépendance  <!•■  ces  bases  s  établil  de  la  même  façon 
que  dans  le  i  héorème  XVI. 

On  obtienl  tous  les  restes  en  multiplianl  les  pestes  primaires 
dans  le  cas  ///  ■>.  ;  ,  .  I!  i.  o  par  i  '•).  i  eu  -  el  dans  le 
cas  ///       i,  i  |  .  I!  i.  i       eu    par  <■>.  <"~.  car  on  a 

i   ■  -,,         i       •.,.      i. 
(,-,    .,,■      ,       ,  . .     i;     / 

i(|  ,i  •  ■    .         I, 

•   I  .1, 

I. 

I;     I 

,.  l/M-:i.(| 

i  ...      Il 

<  'h  conclu! 
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Théorème  X\  II.        Tous  les  restes  premiers  av&   l!~  sont  congrus 

à 

y    ;    .  [m        .,(4)]. 

i i  r<") 

nsp.   a«|3     ;       '„)"  [m   =2,3(4)], 

les  indices  variant  dans  les  limites 

oSa  <3/l.         o;  6<2.3A"-',         o    c<3  -       - /.    . 

<•      "  »  '  /. •  4-  l). 

,/  R  =  (2,  i+  [m       3,(4)], 

^<  cw/'/  rv/.s  ;  —  )  zr  O 

l;      |  i|W)  [m       2,1 

On  constate  directement  que  I»  a  une  seule  racine  primitive  =  i, 
I!'-  a  eu,  resp.  i  co,,  l!;  a  deux  racines  co,  2  -f-  w  resp.  î  +  w, 
3  +  co. 

(  >n  démontre  le  théorème  Xi  'I  une  Façon  analogue  au  cas  r 
impair. 

I  m  i  (  m;  i  m  i  \  \  I  I  I .  I  ;  ,  -  ]>  3  na  pas  de  rai  ines  pi  imitives. 
I  n  nombre  u.  premiei  ave\   I!    satisfait  à 

i.i  li")  el    -/.       i 

Soil  il  abord  m  »,  i  Prenons  un  nombre  y.  premier  avec  I! 
«le  la  forme  i  +  ai  ■  (  )"  consl  ate 

i        stt, 

où,  dans  "/ .        ■    /       /'•>  .  /  e1  n  sonl  impairs.    \  cause  de  cela 

i 

Ceci  prouve  que  l!'  el  par  conséquenl  l!~.  ~  ^>  \.  n  on1  pas  de 
racines  primitives.  <  mi  déduil  ensuite  la  Formule  générale 


(/ 


c'est-à-dire    u,    appartienl   à   l'exposanl    ik     mod  R").  Si  a,   dans  pi 
étail  divisible  par  une  puissance  supérieure  »  I  «  -  I!.  u,  appartiendrai! 
à  un   exposanl    plus  petit   que   2  ,  donc  !<•  théorème  es1   démontré. 
Soit  maintenant  m  i     et  p.  =  i  +  a,  =  i  -f- 1  -\-  nco,  où  l  et  n 

sonl  nécessairement  impairs.  <  >n  a  encore 


i  y 
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où  dans  oc2  =  2(Z'+rc'(i+co)  V  es1    impair3   mais   n'  pair.  En  cal- 

culant    u.',  on   constate    que  =i+-  \l  ■    esl    impair, 

i 
si  ///       3,  (8),  <■(  pair  m  m       7.    8  :  d'où  il  suil 

;/'       1        y  si        //' 

;;-'      1       y  ~i       »,       -, 

a.  pouvanl  être  divisible  par  II".  On  a  les  formult  nies 

H»   '        1  +  y..lk  |  /„ 

y-     '=1  -h  as  |  M 

([ni  prouvent  le  l  héorème. 

Puisque  le  nombre  1  j  oc,  appartienl  ;i  <i<"-  exposants  différents 
suivanl  que  m  !,  8),  on  =  7,  r(8),  nous  n'emploierons  pas  ce 
nombre  pour  former  la  base.  Construisons  le  Tableau 

(1 1  l:  •  mod  R 

17 >.'■' 

I   -+-   <X3 »  » 

1  -\-  y.; ■>.'•    "- 

y.,  =  -2(1  -\-  noj)  resp.  i(l-\-  n(i  +  (o  es1  soumis  ici  à  la  condi- 
tion »  impair,  autremenl  y._,  appartienl  à  un  exposanl  plus  petit. 
Comme  évidemment  deux  bases  ne  sonl  pas  suffisantes,  choisissons 
a=i-|-a;,,    (3  =  i-f-a.,    donl    on    peul    démontrer    l'indépendance 

comme  dans  les  cas  précédents.   Les  nombres   de   la    for 

représentée    seulemenl    [   des   restes   (modR"  .    notammenl    ceux 
congrus  à  1  (modR3).  Nous  les  nommerons  primaires  cl  1-  obtien- 
drons tous  les  autres  en  les  multiplianl  par  co,  coa5  co3  m  m        »,     1 
e1    par    1  -f-  a),  (i       '•)-'.  i  i       tu  ',  si  m        •.    i),  cai     u   resp.    1 
appartienl  à  I  exposanl   ï    mod  R.*).  '  >n  a  donc 

Théorèmi    XIX.        Tout   nombre  premiei   ava    l!     esi  congru  <) 

I  (a.  1 

resp.    xafiù(\  moil 

OÙ   x        1       /   .   (3       1        "/,  el 

0    ,/  ■     ■  <>    /.  <  ', 

0     6 
Journ.  iif   Math.  U.         inni  '    ' 
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IV.  —  Idéaux  composés  de  plusieurs  facteurs  différents. 

Soil  M  =  PTC,  P'*'...  Une  condition  nécessaire  de  l'existence  des 
racines  primitives  de  M  est  que  les  facteurs  I'".  P'~  .  .  . .  les  pos- 
sèdent, la  condition  suffisante  est  alors  que  3  l)r  .  z  l'~  .  ... 
soient  premiers  entre  eux.  Prenons  pour  exemple  le  cas  m  i%  \  . 
M  peul  avoir  les  facteurs  suivants  aux  racines  primitives  : 

\,r-.  Q,   R     ou     R2   i  '),  ,  ,  v  m  )' 

avec  les  "^  correspondants 

/'"'./<      i  .  '/'■      i ,  /■      i     "H     /■(/■  —  i  •     i  ■    '    "ii     |. 

!';!!■  suite  M  a  des  racines  primitives  seulemenl  s  il  esl  égal  au 
produil  de    2,\/m     pa     l'un  des  idéaux  :  I'".  <v>.  Il  ou  M 

En  appliquanl  ce  raisonnement  aux  différents  cas  <im  peuvenl 
se  présenter  on  conclul . 

Théorème    XX.  Les  racines    primitives   nexistent   que  /unir 

les  l'uni  mis  suivants  : 

i°  m  2  ou  '>.  i  '•  Produit  pie  2,\fm  resp.  j.  i  •  \  m 
par  P",  Q,  R  ou  R2. 

2°  m       i.    s    :  Produil  <li  pai  P  .  Q,  R  ou  R 

3°  m^5,  (8)  :  Produil  de  (2    par  un  des  idéaux 
P*  p 

1 

— 

R  si  1 

R-  -i  / 


OU 


\  '" 


,   ., 


(!)  |\  U.  I!  proviennent  des  nombres  rationnels  irnj 


SUR    LES     SING1  LAR1  I  Ks    IRRÉGULII 


Sur  les  singularités  irrégulières  des  équations  différentielles 

linéaires  ; 

Par    René    GARNIE  It. 


IMIIODI  CTION. 


On  peul   souvenl  passci  d'une  mi ;r<   continue 

••  d'une    de    i  es    fom  lions    .1    une   nul  re,    d'un 
1 11 .1 1  \  idus  m. h  licmaliqui  -  .1   un  autn 

difféi  enl .  1  omuie  la  1  lié ■  de   l'évolutioi 

«  passer  d'un     ■ 

en  proi  lie,  i 1  sp<  •  e  p 

1  I 


I.  I);m^  la  théorie  analytique  des  équations  différentielles,  les 
équations  linéaires  occupenl  sans  contredil  une  place  priviléa 
Actuellement  encore,  la  représentation  analytique  des  intégrales 
«I  iiiK-  équation  de  forme  quelconque  présente  les  plus  a  andes 
dillicultés,  même  dans  le  cas  tirs  équations  du  premier  ordre;  au 
contraire,  qu  on  I  envisage  au  poinl  <!<•  vue  local  ou  au  poinl  de 
vue  général,  la  représentation  des  intégrales  d'une  équal 
linéaire  obéil  à  deux  propositions  fondamentales  qui  en  facilitenl 
singulièrement  l'étude  :  d'une  part,  en  vertu  des  mémorables 
travaux  de  Cauchy,  aucune  intégrale  il  une  équation  linéaire  ne 
saurail  posséder  <l  autres  points  singuliers  que  ceux-là  mêmes  du 
coefïicienl   différentiel;  et,  d'autfe  part,  il  sulïil   de  connaître  un 

tème    fondamental    d ' i n té  ainsi    que    les    substitutions 

génératrices  «lu  groupe  de  monodromic,   pour  pou> 
le    long    «I  11  n    chemin    quclcomjue,    une    inti 
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l'équation,  et  pour  faire  ainsi  d'une  suite  de  discussions  locales 
une  descripl  ion  complète  de  l'intégrale. 

En  fait,  les  premiers  géomètres  (Fuchs,  Thomé,   Frobenius 

qui  cherchèrenl  à  approfondir  les  propriétés  analytiques  des  inté- 
grales des  équations  linéaires  à  coefficients  rationnels  entre- 
prirenl  d  abord  l'étude  locale  des  points  singuliers;  et,  bientôt,  ils 
se  trouvèrenl  conduits  à  subdiviser  ces  jaunis  en  deux  classes. 
Dans  la  première,  leurs  nombreux  Mémoires  enregistrent  des 
succès  aussi  décisifs  « 1 1 1 «*  faciles;  et,  sans  doute  faut-il  attribuer  à 
relie  circonstance  la  dénomination  de  régulières  qu'ils  attachent 

;hi\  singularités  de  cette   nature Par  contre,  dan-  la  seconde 

catégorie,  celle  des  points  irréguliers,  leurs  efforts  restenl  impuis- 
sants a  édifier  aucune  théorie  générale;  et,  sauf  dans  des  cas 
exceptionnels,  ils  ne  peuvenl  réussir  à  représenter  aucune  inté- 
grale irrégulière  au  moyen  de  développements  ''ii  séries  convér- 
gentes.  A  vrai  dur.  le  poinl  de  vue  auquel  se  plaçaient  ces  géo- 
mètres condamnail  d'avance  leurs  tentatives  à  l'insuccès;  c'esl 
ce  que  nous  verrons  (dus  loin  n°  •  >  .  lorsque  nous  aurons  lait  con- 
naître la  méthode  qui  nous  a  permis  d  approfondir  la  nature  d  un 
poinl   irrégulier. 

2.    I  ne  équation  différentielle  linéaire,  d'ordre  ///.à  coefficients 
rationnels  peul  toujours  rire  écrite  -nus  la  forme 

('■)       |  f,u{.r)  |"M 

+  K(.r)]"<   >„,U-b  "       '    .'       "• 

les  r/.,(.r)  étanl  des  polynômes  d'un  certain  degré  •)..  premiers 
entre  eux  dans  leur  ensemble.  Si  ces  polynômes  on1  été  pris  au 
hasard,  I  équation  (e)  ne  possédera,  à  distance  finie  que  des  singu- 
larités régulières     '    :  pour  qu'elle  puisse  acquérir  des  points  irré- 


(])  A  ce  poinl  de  vue,  If  cas  d'une  singularité  irrégulière  doil  donc  être  regardi 
comme  exceptionnel;  on  peul  observer  que  la  conclusion  sérail  opposée  m  l'on 
écri  \  ail  (e j  sous  la  forme 

(e')  yW        PO  ...        /<,.,     ,/H    />„,  -    =rO, 

les  /'.  étant   îles  fonctions  rationnelles  d'ordre  y,  décomposées,  par  exemple,  en 
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guliers,  il   faul   que  an  (x)  soil    pourvu  de  racines  multiples.   / 
telle  équation  peut  donc  rire  envisagée  comme  lu  limite  d'une  équ 
tion   pourvue  de  points   réguliers   in  fini men i   voisins;  mais  la  con- 
clusion peut-elle  rire  étendue  aua  intégrales  des  deua  équation 

Dans  le  cas  le  plus  simple  qu'on  puisse  envisager,  la  répons 
une  telle  question  résulte  de  l'une  des  propositions  tes  plus  ancien- 
nemenl    connues  de   I  Analyse.   Considérons,  en  effet,    l'équation 
du  premier  ordre 

(I  +  :    l   Ij  >       :0, 

qui  possède  deux  points  singuliers  régulierSj  e1    i        * 

pour  i  /  o.  son  intégrale  générale  es1 

7  =  A(n-ea 
Faisons  tendre  6  vers  o;  l'équation  tendra  vers  celle-ci, 

y-  ; 

qui   admel    x       x   comme    poinl    îrrégulier;   et,   d'autre    part,   en 
vertu  de  la  proposition  à  laquelle  on  ;i  fa.il  allusion,  //  tendra  \ 
la    fonction    y       \<"    qui,    effectivement,    esl    une    intégrale    de 
l'équal  ion  limil  e. 

Pouvait-on  généraliser  ce  résultai  ? 

La  théorie  de  la  série  hyperge tétrique  permettail   de  prévoir 

un.-  réponse  affirmative.  Il  es1  bien  connu    '    que  si  l'on  remplai 
par  :./.  [jj  par  s   '.  l'équation  de  Gauss  tend  vers  la  suivante 

''»'*  +  (y—  *)/—  * » 
(| m  admel 

i-     iY     '  \  ' 

1 1 n,  i  i 

o     \      e    '  i  .  •/  «    ■   , 


éléments  simples.   I  n  tel  paradoxe  se  retrouve,  on  h    sait,  dai 

plus  diverses  de  géométrie  el   d'analyse;  il  s'explique  ici  par  les  un 

Nous  In  mis  d'ailleurs  obseï  ver  que,  pom 

n'aurons  pat  à  i s  en  &ev\  ir. 

( l)  C"/.,  par  exemple,    I  .  Coursai     I  I  ilition, 

t.  1 1.  [918,   p.    r  ■• 
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pour  intégrale.  !><■  même,  la  transformation 

y.\i-K         3 1  s-1,  i'-.r 

change  !  équation  de'Gauss  en  la  suivante 

'  \       y  y'  —  y  - 
<[ui  admel  pour  ml  égrale  la  fond  ion 


X 

i  H 


y      1.2.7(7  -h  1) 

du  type  de  Bessel;  et,  dans  les  deux  cas,  on  a  engendré  une  singu- 
larité irrégulière  par  fusion  de  deux  points  singuliers  infiniment 
voisins  (1). 

I)rs  lors,  il  étail  toul  indiqué  d'étendre  la  conclusion  précédente, 
cl  de  rechercher  si,  plus  généralement,  <>u  ne  pourrail  pas  con- 
cevoir une  intégrale  irrégulière  de  rang  quelconque  d'une  équa- 
tion linéaire  (d'ordre  quelconque),  comme  la  limite  il  une  intégrale 
possédant  un  nom  lue  convenable  de  points  réguliers  infiniment 
voisins,  et  appartenant,  dans  leurs  domaines,  à  des  exposants  infi- 
niment  grands.  Tel  est,  brièvemenl  énoncé,  le  problème  qu'on 
s'esl  proposé  de  traiter  dans  ce  IVavail,  »•!  qui,  nous  le  verrons,  se 
résoul  par  l'affirmai  ive. 

I ndiquons  maintenani  la  méthode  adoptée  pour  atteindre  ce 
résultat,  ainsi  que  les  principales  conséquences  qui  en  découlent, 
e1  qui  éclairenl  <l  un  jour  nouveau  la  structure  <lu  poml  irrégulier. 

.".   Soil   donc 

(Ë)  y('"  ■-(-  V,j  \  \      ,        .. 

l'équation  à  étudier  dans  le  domaine  de  1  c,  les  quotients 
\    :  .v"-{]  étanl  holomorphes  ;'i  l'extérieur  d  un  cercle  I '    I  i  \ 

en   sorte   que  x  =  00  es1    pour     E     un  poinl   irrégulier  <!<•  rang  //. 


(x)  C'esl  ce  que  les  Anglais  appellenl   la  confluence  des  singularités,     Cf.   E.-T. 

W \mi;  el   G.-N.  Watson,  Modem   Analysis,   ■•'-   édition.   Cambridge,    [Qi5, 

p.  33i.) 
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A      E     adjoignons  l'équation     ' 

(E)       (.-£". 


loi 


+  (• 


-"         ,-''        .    III  \ 


\  I  ■  ■  \  \ 

qui,  pour    i    assez  petit,  possède,  hor:  de  I'.  n       i   points  réguliers, 

■/'/,      •    '  •  h       i    .    . .  // 

Si  l'on  veul   démontrer  que,  pour  i  infinimenl    petit,  une    inté- 
grale de    [E).  tend,  dans  un   certain  domaine,   vers   une  inté< 
de     E   .  il  ne  saurail  e1  re  quesl  ion  de  repn 

moyen  de  développements  en  séries  de  Taylor  :  aussi  bien,  un  tel 
mode  de  représentation  n'a  pu  réussir  dans  l<  pies  «lu  n°  - 

qu'à  la  faveur  de  circonstances  exceptionnelles  qui  permettaient 
le  calcul  explicite  des  termes  généraux  des  séries.  De  |>lu^.  la  forme 
immuablement  circulaire  <lu  domaine  <!••  convergence  d'une 
de    raylor   constituerait   un    cadre   trop   rigide  pour   l'étude   d'un 
poini   irrégulier. 

En  fait,  \r.w  la  simplicité  de  son  algorithme,  par  la  souplesse 
de  son  emploi,  par  la  fécondité  des  résultats  donl  la  théorie 
des  équations  différentielles  lui  esl  déjà  redevable,  une  méthode 
étail  toul  naturellement  désignée  pour  la  solution  du  problème 
actuel  :  nous  voulons  parler  <!<•  la  méthode  des  approximations 
successives     J    de    M.   Emile  Picard,    ajoutons   d'ailleurs   aussitôt 

que  c'esl   l'illustre  gé ître  lui-même  <|in  a   montré,  le  premier, 

commenl  la  méthode  permet  de  calculer  les  intégrales  «I  une  équa- 
tion  irrégulière   '  '     le   long  de   l'axe   réel     ou   dans  un  argument 


1     I .  équal  ion     I  I.  du  type  2  i 

emplo>  ée  pour    I        applicjucrait  d'ailleui     n  loule  équa 

'ii  uni:  (oncl  ion  de    .1  endanl  vei     1  | 1      inu'iumcnl  p   li  .   \ 

qui  oui  fail  adopter  ce  choi  \  pari  ieuliei  de  1 

\  p r o p ( i    M.    1 . 1  c parai  un  ■  I <     •  ■  ■  •  r ;  > 

sur  1rs  développements  en  approximali   ■  1    un 

inlrre     anl    àrl  icle   de    M.    J.    Pi  \  \  \  I  \ 

p.  ' 

Traité  il  Anal  I       1  1 1 1.  P 

par  M.   !..  Picard    e  1  appoi 
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déterminé).  Mais,  pour  Qotre  bu1  actuel,  il  >'a<j;issait  de  définir, 
dans  le  plan  complexe,  le  domaine  le  plus  ('tendu  possible  où  l'on  lui 
certain  de  calculer  la  même  intégrale  de  l'équation  (E)  [ou  E  |; 
l'emploi  exclusif  de  chemins  rectilignes  devenail    évidemmenl    în- 

sullisanl . 

Pour  aller  plus  loin,  il  fallait  donc  chercher  à  obtenir  les  con- 
ditions <\r  convergence  des  approximations  successives  sous  une 
forme  aussi  large  que  possible'  et,  c'esl  ainsi  que  nous  avons  pu 
établir  I  existence  d  un  ensemble  continu,  à  deux  dimensions,  de 
chemins  d'intégration,  l<'  long  desquels  i.i  méthode  fournil  une 
mi  me  intégrale  de  (E);  par  variation  continue  </<■  ces  chemins,  mi 
définit  ensuite  des  domaines  indépendants  des.,  à  V intérieur  desquels 
on  peut  calculer  des  intégrales  y,  canoniques  pow  E  .  et  des  inté- 
grales y  satisfaisant  a  E  :  enfin,  <>n  peut  montra  '/"'■.  dans  ces 
domaines,  les  y  tendent  uniformément  vers  les  y. 

Ce  résultai  fondamental  une  ï"i-  acquis,  d  étail  aisé  de  retrouver 
dans  les  propriétés  du  poinl  irrégulier  les  traces  des  propriétés  pri- 
mitives de-  points  réguliers  de  I  équation    E  . 

Précisons  e1   complétons  i  éralités  en   résumanl    les  prin- 

cipaux résull  ai  -  de  ce  Mémoire. 

"i.  Soil  "  le  coeiïicienl  de  ./ '  '  dans  \  u"  5  :  supposons 
d'abord  que  I  équal  ion 

s  '"  -f-  a  —o 

possède   m   racines   distinctes,    s s,„.    Mous    montrons    dans 


nombreux  el  importants  Mémoires  de  M.  Horn  Cf.  notamment  Journ.  fur  r.  und 
Vlath.,  t.  138,  igio,  p,  1  5g  :  Math.  Ann.,  I.  71,  nu  \  p,  5io  .  L'auteui  j 
applique  la  méthode  des  approximations  successives  el  celle  des  développements 
en  série  de  facultés  (ainsi  que  l'intégrale  «!••  E.  Borel)  .'1  la  représentation  des  inté- 
grales des  équations  différentielles,  ou  linéaires  aux  différences  finies,  dans  le  voi- 
sinage de  leurs  singularités.  Il  n'étut!ie  ù'ailleurs  que  les  intégrales  des  équations 
différentielles-limites  (E),  et  le  long  de  chemins  reclilignes;  s  il  parvient  à  la 
notion    de    secteur    (sans   en    indiquer   l'origii  I    dans    un    cas   particulier 

{jn  =  2  =  n),  à  l'aide  de  la  méthode  des  séries  de  facultés,  ce  qu  •   de  plus 

lonirs  calculs. 
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la  première  Partie  qu'on  ] »«u I  alors  calculer  m  expressions 
(les  a./  étant  holomorphes  pour  £  --  o),  telles  que  si  l'on  u 

l'équation  (E)  admette  l'intégrale  t/       wA  :    .    .  étant  lu  fonc- 

tion-limite vers  laquelle   tendenl    li"-  approximations 

!,'(*)  =  1, 

zp{x)  =  i  +-Y   f    R*(È,e)  «/*(*.£>  0/[*p(ç,0,  ;        ''  /■      ' 

où  l'on  ;i   posé 

UJ{X,t)tlk{£t,E) 

e1  qù  li  désigne  une  fonction  de  l  <-t  e,  holomorphe  pou 

/  ayanl  une  signification  analogue.  Ces  approximations  convergent 

d'ailleurs  régulièremeni    lorsqu'on   prend   pour  chemin   d'intéf 

hou  l'une.  >J',  des  ///  branches  <!<•  la  courbe 

(  (;  )  R  |  e'8e-"  Lo<;(i—  e"£      |       l 

où  o  et  C  uni   été  convenablement   choisis.  D'une  façon  |>ln->  n 
cise,  la  notation  £A  employée  plus  haut  désigne  la  branche  *J  suivie 
dans  un  sens  bien  déterminé  (avec  A  ,  e1  pouvant,  d'ailleurs,  varier 
avec  k  |<lu  moins  lorsque  I  ordre  m  de  (E    dépasse  2].  Soit   r,  un 
nombre  positif  arbitrairement   grand,  supérieur  à  r„     n"  ."►   .   ; 
rions  |e|  inférieur  à    /. '.  Chacune  des  n   branches  de       s'enroule 
autour  de  l'un  «1rs  points  xh  e1    de    i\  :  quant  à  l'arc  intermédiaire 
entre  ces  deux  spires  (e1  situé  dans  la  couronne   S  :  r0  « 
il    tend   uniformément,    pour     c     infinimenl   petit,  vers  un  ar<   de 
l'hyperbole 

/■"  COSI  " 

Cela  étant,  supposons  que  les  racines  sA  aé  /   s 

juin  n .  Ai-  M <it h ,  (      série )k  lome  II  \  'l 
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polygone  convexe  II  :  nous  m» ml  rons  dans  la  deuxième  Partie  qu'on 
peul  adopter  le  même  sens  de  parcours  sur  j^'.  pour  chacun  des 
chemins  /[.  el  les  intégrales  y  définies  par  le  procédé  d'approxima- 
tions successives  ne  son!  autres  que  des  intégrales  canoniques  pour 
xh  (ou  .\ ,  .  La  convergence  de  ces  approximations  reste  <l  ailleurs 
assurée  si,  C  croissanl  indéfinimenl  à  partir  d  une  certaine  valeur  C„, 
o  varie  dans  un  certain  intervalle  d'amplitude  arbitrairement 
voisine  de  (  VA -|  -  :  n  où  V*  désigne  l'angle  extérieur  à  II  en  s 
l>;ui>  la  couronne  -s.  les  branches  <J'  balaienl  alors  un  certain  sec- 
teur V,  à  I  intérieur  duquel  on  sail  calculer  une  intégrale  cano- 
nique, ainsi  <|in'  sa  limite  y  qui  satisfait  à  I.  •/.  n"  5,  ad  fin  . 
Or  les  secteurs  V  empiètenl  mutuellement,  suivanl  mn  autres  sec- 
teurs à  l'intérieur  de  chacun  desquels  on  sail  calculer  ///  —  i  inté- 
grales y  (ou  y  :  dans  chaque  secteur  d  empiétement,  ces  m-\-  i  in- 
tégrales y  (par  exemple  sonl  donc  liées  par  une  relation  que 
no  n»  écrirons  ici     '  ]  sous  la  forme 

• .'  i 

il  existera  donc  mn  relations  telles  que  la  précédente;  nous  les 
appellerons  les  relations  di  structuri  2  du  point  irrégulier} 
leur  étude   forme   l'objel    t\r   la    troisième  Partie  de  ce  Mémoire. 

Dans  la  description  de  la  singularité  irrégulière,  l'existeirce  de 
ces  relations  a  une  importance  capitale.  \  leur  propos,  obser- 
vons d'abord,  l'ail  quasi  évident,  que  parmi  les  m  \  intégrales 
qui  ligurenl  dans  I  une  quelconque  de  ces  relations,  il  en  est 
toujours  deux  qui  ont  la  même  représentation  asymptotique 
c'esl  dire  que  la  méthode  des  séries  asymptotiques  (*)  >\>-  II.  Poin- 
caré,  si   précieuse   pour  les  calculs  numériques,  aurait  été  impuis- 


(1)  Pour  plus  de  précisions  clans  les  notations,  voir  i\°  25. 

(2)  Dans   nos   Notes  antérieures   [Comptes  rendus,  t.   166,  p  ces  rela- 
tions portaient  le  nom  de  relations  caractérisliq 

i  e  si  ni  des  traces  d  intégrales  canoni  |ues  ]»  ovcnanl   <lr  deux  ]i<iiiii-  i 
liers  différents. 

Et .  a  fortiori,  c<  lie   des  séries  de  pu 
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santé  à  déceler  ces  relations;  elle  ne  saurai!  donc  en  revendiquer  les 
conséquences.    A    vrai   dire,   l'application   à    l'équation  limite     I. 
de    la   méthode    des    approximations    su  la    Forme 

développée  ici)  suffîsail   à  démontrer  l'existi  relatio 

niais  leur  signification  ne  pouvail  être  révélée  qu'à  la  faveur  du 
passage  ;'i  la  limite  qui  i  ra  nsfo  me    I .    en     I .  . 

Pour    faire   entrevoir   cette   signification,    considérons    le    - 
groupe  de  monodromie  G,  de     I       i  orri  spondanl  aux  substitutions 
relatives  aux   xh  e1    à    xx\    il    dépend    d<  i  i      inva- 

riants au  sens  de  II.  Poincaré  (ces  invariants  étant  définis  à  une 
transformation  ponctuelle  près  .  Or,  dans  la  dégéné  d<     I 

en  (E),  n(iii       i     <lr  ces  invariants  tendent  vers  des  limites  d<  I 

minées  :  ce  sont,  par  exemple,  les  a^    k      i m       i .  h       i n  . 

combinaisons  symétriques  des  racines  des  équations  fond: mtales 

déterminantes;  quanl  aux  invariants  restants,  au  nombre  de 
\  [m  i  mu  m  [),  ils  peuvent  être  choisis  de  façon  à  avoir 
pour  limites  les  quoi  ienl  s 

\ 

formés  au  moyen  des  coefficients  des  relations  de  structure,  e1 
que  nous  appellerons  les  in\  \  i;i  \  \  rs  du  poinl  irrégulier    '   . 

La  considération  <!<•■>  relations  de  structure  permel  évidem- 
inciii  de  poursuivre  le  long  d'un  chemin  quelconque  convergeanl 
vers  le  poinl  irrégulier)  toute  intégrale  donl  on  aura  obtenu  pr< 
lablemenl  la  représentation  en  fonction  des  intégrales  normales, 
à  l'intérieur  <l  un  secteur  déterminé;  à  ce  titre,  elle  épuise  donc 
l'étude  locale  il  une  singularité  irrégulière.  Elle  permel  encore  de 
définir  <l  une  façon  précise  "  lignes  illimitées  de  zéros  pour  I  inté- 
grale    générale;     c  esl     I  extension     il  une     proposition     nnalu 

établie  pour  l'équati le  Bessel  par  M.  Pierre  Boulrnux,  à  I  aide 

d'une  méthode  féconde,  indépendante  de  la  théorie  des  équatu 
linéaires. 


1     I .  i  •  1 1 1 i 1 1  •  i  1 1  ■  i  ■  i  •  ■   i  n  va  r  ia  n  I     ;  >  ' 

n'rni  n-  |>:iv  ilana  le  caili  c  d«:  i'c  M 


108  hem;   garnier. 

Lorsque  le  polygone  II  n'est  plus  convexe  M  .  les  résultats  pré- 
cédents doivent  être  modifiés,  caries  intégrales  canoniques  de  E  . 
correspondant  à  ceux  des  s.  qui  sonl  intérieurs  au  polygone  de 
sustentation  de  tous  ces  points,  ne  peuvenl  plus  être  calculées 
I  >'  i  •  l'algorithme  d'approximations  successives  <  j  i  m  *  nous  avons 
indiqué.  Toutefois,  on  peut  encore  définir  des  relations  de  struc- 
ture, e1  calculer  les  limites  de  N  invariants  de  G,  en  introduisanl 
comme  on  le  verra  (n°3  lo  e1  2(>  ta  notion  d'intégrale  paracano- 
nique. 

Dans  la  quatrième  Partie,  nous  exposons  dive  ses  généralisa- 
tions ou  applications  des  résultats  précédents.  Observons  d'abord 
que  le  choix  du  binôme  i  tnxn  pour  le  coefficient  a0(x)  «lu 
n"  2  n  a  d  autre  raison  d'être  que  d'attribuer  aux  n  racines  de  a  i  . 
la  même  disposition  régulière  qu'aua  n  secteurs  V.  qui,  à  la  limite, 
correspondent  à  un  même  point  Sj;  la  forme  des  chemins  .  leur 
construction  e1  leur  discussion  deviennenl  dès  lors  particulière- 
ini'iil  s 1 1 1 1 1 > I «  —- .  Mais,  bien  entendu,  la  même  théorie  s  appliquerait, 
aux  complications  de  calcul  près,  quelle  que  soil  la  Forme  du 
coefïicienl  a0(x)  (tendanl  vers  \  pour  e  m  linimnii  petil  .  En  par- 
ticulier, on  peut  agrégei  successivement  un  point  régulier  à  un  point 
irrégulier  île  rang  n  i.  de  façon  à  engendrer  un  point  <lc  rang  n  : 
il  sullii.  pour  cela,  de  prendre  a0  i  tx;  c'esl  la  voie  que 
l*;i\;us  suivie  ;hi  débul  de  mes  recherches.  Les  chemins  à  adopter 
pour  les  approximations  sonl  alors  des  loxodromies  <ln  /m/nu  pri- 
maire de  Il  eierstrass  ;  leur  construction  fail  l'objel  du  n°  30. 

L'hypothèse    <»ù    Vêquation    f (s)  =  o    a    des    racines    égales   est 

abordée  au  n°  31;  en  général,  l'équation  E  correspondante, 
soil  I.  .  possède  des  intégrales  il  ordre  fractionnaire.  Hes1  encore 
possible  de  définir  pour  !<■  poinl  irrégulier  des  relations  de  struc- 
ture e1  des  invariants;  mais  une  remarque  s  impose.  <  >n  peul 
envisager  l'équation  E'  comme  limite  dune  équation  régu- 
lière    I.    .  pour  laquelle  la   relation  /    s        o  aurail   ses  m  racines 


(J)   Il  en  esl   ainsi,  notamment,  lorsque   les  sj  sonl  réels  el   que  l'ordre  ■ 
supérieur  ù    !. 


SUK    LES    SINGULARITÉS     IRRÉGULIÈRKS.  \  '  <■  i 

distinctes.  Or,  parmi  les  mn  secteurs  V  attachés  à     I.    .  il  en  es1 
qui,  pour  i  in  iiniiiK-iil    petit,  sortent  de  la  i<  ei  s'éloiç 

l'infini.  A  la  limite,  les  intégrales  correspondantes  ne  peuvenl  |>lu- 
être  calculées,  en   un   point   x  indépendant   de  :.   par  la   méthode 
d'approximations    successives    résumée    plus    haut;    il    en    résulte 
un  abaissement  dons  le  Domine  des   relations  de 
invariants  qu'on  peut  définir  par  cette  méthode. 

I  ne  lois  étendue  au  c;is  où  la  relation  /  s  o  possède  des 
racines  de  multiplicités  quelconques,  la  notion  <l  invarianl  permel 
de  généraliser  le  problème  de  Riemann,  pour  une  équation  linéaire 
quelconque,  sous  la  forme  que  voici  : 

Déterminer    une    équation    linéaire    possédant    des    singulai 
régulières,  ou  irrégulières  de  rangs  donnés,  et  telle  que  les  invariants 
de  son  groupe  de  monodromie  (an  sens  classique    et  les  invariants 
de  ses  points  irréguliers  aient  des  valeurs  données. 

D'après  ce  qui  précède,  ce  problème  n'esl  qu'un  cas  limite  du 
problème  classique. 

Si  l'on  cherche  à  le  résoudre  pour  une  équation  du  second  ordre, 
ne  possédant  qu'un  point  irrégulier  (de  rang  1  .  <ui  retombe  immé- 
diatement sur  les  équations  (I)  e1  (II)  de  M.  Painlevé.  D'ailleurs,  ceci 
s'accorde  bien  avec  le  l'ail  connu  que  (I)  e1  I  I  sonl  des  dégénéres- 
cences de  l'équati '  \  l)  que  l'on  rencontre  en  chercha  ni  à  résoudre 

le  problème  <le  Riemann  pour  une  équation  «lu  second  ordi 
quatre  points  singuliers  réguliers.  Mais  on  peul  ajouter  que  les 
considérai  ions  précédentes  libèrent,  en  quelque  sorte,  les  équa- 
tions (I)  e1  (II)  de  celle  tutelle;  elles  leur  assighenl  un  caraeti  re, 
une  individualité  propres  e1  consacrenl  à  nouveau  leur  droit  d< 
cité  en  Analyse. 

i>.    En  définitive,  les  résultats  établis  dons  c<    Mémoire  perni 
donc  de  regarder  tout  point  irréguliei  d  un*  équation  linéaire  comme 
identique  i  un  ensembli    m    points  réguliers  infiniment  voi- 
sins; c'esl  là  un  point  de  \  uc  complètement  iinaloj  u<    à  celui  i\c-- 
géomètres  de  l'Ecole  italienne  qui,  depuis  longtemps,  assimi 
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une  singularité  quelconque  d'une  courbe  algébrique  à  un  ensemble 
de  nœuds  infiniments  voisins  (1). 

Ceci  nous  permel  d'expliquer,  comme  non-  I  avons  annoncé,  les 
raisons  de  l'insuccès  de  Fuchs  e1  de  ses  contemporains;  tous  leurs 
efforts  se  bornaienl  à  obtenir  pour  une  intégrale  particulière  un 
développement   <!<•  la  forme 


y 

où  Q  a    esl  un  polynôme  en  x,  <£ (  —  ]  étanl  une  série  de  puissances 

en  ./.  convergente  dans  le  domaine  de  i,  par  exemple.  Or,  consi- 
dérons une  équation   linéaire  admettanl    ', i     et  a     comme 

points  réguliers  ;  si  le  groupe  de  V équation  n  est  pas  de  forme  spéciale, 
il  sera  impossible  d'exprimer  aucune  intégrale  de  l'équation  par 
une  formule  l  elle  que 

Il    .  !■ 

où  $,  es1  holomorphe  lorsque  a  appartienl  à  un  domaine  extérieur 

à  une  certaine  circonférence,  e1   comprenanl    /, i      Dès  lors, 

d'après  les  résultats  que  nous  avons  établis,  V existence  a" une  inté- 
grale telle  que  y  est  impossible  lorsque  les  invariants  du  point  irré- 
gulier ont  des  valeurs  quelconques. 

Concluons  donc  que  Vétude  locale  d'une  intégrale  autow  d'une 
singularité  irrégulière  est  aussi  difficile  que  Vétude  générale  d'une 
intégrale  d'une  équation  n  ayant  que  des  points  réguliers.  L'étude 
d'un  poinl  irrégulier  doil  comporter  deux  phases  bien  distinctes: 
représentation  d'intégrales  particulières  de  l'équation  dans  des 
secteurs  déterminés  problème  local  :  calcul  des  coefficients  des 
relations  de  structure  problème  général).  En  fait,  les  perfec- 
tionnements qu'on  peul  apporter  à  la  description  d'un  poinl 
irrégulier  sonl  dune  subordonnés  aux  progrès  qu  on  peul  effectuer 
dans  le  calcul  du  groupe  de  monodromie  d'une  équation  régulière; 

(x)  L'applicati l'une  telle  conception  à  l'étude  des  singularités  Gxes  des  équi- 
pons différentielles  nous  paraît  appelée  à  rendre  de  précieux  services,  même  dans 
le  «as  où  les  équations  ne  sonl  pas  linéaires. 
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c'est  dire  que  les  deux  propriétés  Fondamentales  que  nous  avons 
rappelées  au  début  apparaissent  ici  comme  plus  solidaires  que 
jamais. 

PREMIÈRE  PARTIE. 


LES    CHEMINS    I»  IN  l  I  GH  \  l  H  >"■ 

(>.   Les  équations  .  E     m   (E  .        Considérons  l'équation  diffé- 
rentielle linéaire 


(E)  y""+\ir'"  "  +  ...+  -\.i  +...-I-A     i 


où  les  A,  soni  des  Fonctions  analytiques  de  c,  développables  dans 
le  domaine  de  x  =  ce  sous  la  Forme 

\  II'  '  l'     "    -'  Il     '  l''     "        '  ■      4- 

les  séries  précédentes  étanl  convergentes  à  l'extérieur  du  cerclt    l 
d'équation  |rr|  =  r0.   Pour   l'équation  (E),  le   poinl    à   l'infini   es1 
doue  une  singularité  irrégulière  de  rang  n.    \  cette  équation,  aous 

adjoindrons,  comme  nous  l'avons  dil  plus  haui     n"."»  .  l'équation 
suivante 

(E)  .X("" +7  ~i-37.>" "'-"  +  ■•• 


kJ. y(m-v)  +  .  .  .  _| iiîi . 

■  Il     ,.'l   VI   J  I  ,    -//     ,./i    ,//(    ■ 


(!  —  £"./  (I  —  S".#'"j' 

qui  dépend  d'un  paramètre  variable  e,  e1   tend  vers     E    lorsqu 
tend  vers  zéro  (':.  Pour  |e|   assez  petit,     E     possède,   hors  de  l\ 
n-\-\  points  singuliers  réguliers 

X/,—  -    x  i     "       (h       i n)         et  ■/  . 

nous  allons  montrer  <  1 1 1  «  -   la   méthode  des  approximations  suce» 

[i  )   En   fait,  rien   ne   -»•  i ;» i i   changé  aux  raisonnements  qui  vont   suivre,  -i  l'on 
supposait  que  les  coefficients  \    di     I      «ont  des  fonctions  fli  \ 

holomorphes  pour  -       o,  el   satisfaisant  ■<    la    condition     \  \ 

nous  n'aurons  pas  besoin  de  cette  généralisation  facile. 
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sives  permel  de  définir  pour  (E)  des  intégrales,  régulières  hors  de  I". 
et  qui,  dans  des  conditions  que  nous  préciserons,  tendent  vers  des 
intégrales  de  l'équation  (E 

7.  Transformation    di     l'éqi  \m<>\      E  .  Nous    commen- 

cerons par  mettre  l'équation  E  sous  une  forme  qui  permette  la 
pratique  des  approximations  successives,  et,  pour  cela,  nous 
montrerons,  qu'en  généra]    '  i,  on  peut  construire  m  expressions 


./. 


M/,  (,r,  e)  =  ^,/:_1.r"-'  +  .  .  .+  y  (  k  =  i .     ...m). 

où  les  y.  son!  des  fonctions  de  e,  holomorphes  pour  i  o,  el  telles 
que  les  e  i  ponentielles 

satisfassent  à  une  équation  linéaire  admettant  autow  de  chaque 
point  régulier  .r,,  [et  a,  les  mêmes  équations  fondamentales  déter- 
minantes que    E). 

Tou1  d'abord,  écrivons  que  la  condition  précédente  es1   vérifiée 


au  voisinage  du  point  a    ;  posons  )         i  ,  e1 

I  gj/  ,       a<*l,    -+-acj*i,        ;  /,)"'-+-> 

'    \  a  i 

Il  viendra  aussi i  ôl 


e1  la  condil  ion  en  <  j »  1  « ■  —  i  ion  -  écrira 

(2)  ^    \       ■-        kt*,a4-  ne")...  [ra  i       i)m 


(l)  C'est-à-dire,  lorsque  l'équation  caractéristique   (  i     possède  des  racines  dis* 

I  mêles. 


SUR     LES    SIN<;i  LARITES     [RREG1  MERES. 
(  )]',    SI   PPOSONS    Q  l    I.    I.   ÉQ  i   A  l  lo\ 


m  ; 


(3) 


»        -h  flfl_|J  -t"  •    .    .  -H    «v  „      ,    ">  -t-...-l-<7 


que  nous  appellerons  désormais  Véquation  caractéristique  de     I. 

possède  ///  i:  \(  i  mes  DISTINCT  es  (1  ),  s s,,,.  Si  i  es1  assez  pel  II  . 

l'équation  (2)  possédera,  pour  chaque  valeur  de  h,  m  racines  dis- 
tinctes gji#a,   rr'„,./,.  qui,  pour  1        o,  seronl   des  fonctions  Imhi- 

morphes  de  e,   tendanl    respectivement    vers   s, sw.  <  >n  aura 

donc  ainsi 


les  coefficients  s/,  /  étanl  d'ailleurs  indépendants  de  :  cl  /     [qui  ne 
li o-ii rcn I  dans  (2)  que  par  la  combinaison  i//,\  \  ou,  en  ne  conservanl 

que  les  n  premières  puissances  de  //,. 


ET/ 


.  a      ^  ■*/.  ,*■  eff"  ■+-  eX*2  -V/'  -a- "  " £"'"  r  '  '2 


Or,  si  l'on  rapproche  celle  formule  de  la  première  relation  1  . 
on  verra  aussitôt  que  pour  satisfaire  aux  relations  •  ,  quel  que 
soil  h,  il  fauï  e1  il  suffil  que  l'on  prenne 


•/■  11       I       '       •*■       1    -  '        S  l,,^ll 

-      (I 

i    «s 

ai*1  ^    1 


('.) 


kl   maintenant,  il  ne  nous  reste  pin-  qu  à   n tri     qu  on  peul 

choisir  les  -/''  t  el    les  y.  \  de   façon  à   vérifier  la  première  des  rela- 


1     Nous  traiterens  plus  loin    n"  3t    le  cas  où  il  n'en  s«>i 
Joum.  de   Mai  rii    .  lonu   II.  —    \un 
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Lions  (4)  en  même  temps  que  la  condition  que  nous  nous  sommes 
imposée    relativemenl    à    >,.   Or,    dans    le    domaine    •!<•   ce    point, 

a  * 
"/,    appartienl  à  I  exposant  — ^;  on  doit  donc  avoir 

^"  e"  ]...[«„!, -H  (m— v  —  i)e-]  =  o, 

ce  'pu  donne  pour  x      une  expression  de  la  forme 

Mais  y./,,,  es/  évidemment  racine  de     \    :   il   suflil    alors   <l<-   prendre 

e1  «le  rapprocher  6  du  premier  des  développements  i  pour  voir 
aussitôt  que  y.'\.  lui  aussi,  es1  une  fonction  de  e",  holomorphe 
pour    i  =  o.  c.  Q.  F.  D. 

Ceci  fait,  pour  obtenir  la  transformation  que  nous  avons  en  vue, 
il  nous  suffira  de  résoudre  la  question  suivante  : 

Détermine)    lu    plus   générale,  soit      I     .   des   équations   du   même 
type  que  ;  E  .  et  qui  conduisent  au.\  mêmes  expressions  pour  1rs 

Toul  d'abord,  les  relations    i    attaché»  s  à  (1      et  à  (1      doivenl 
être  identiques,  quel   que  soil  // :  si  donc  B     i  désigne  !»■ 

coeflicienl  di  '  dans     I       on  devra  avoir 

1  "•  M*  i        ...///:    //        i 

(I  où 

I.  \ 

I       /         étant  holomorphe  autour  tir  i       o,  ainsi  qu  en  tout  point   i. 
à  distance  finie,  extérieur  à   I  .    Comme  d'ailleurs   les   relations 
doivenl   être   les   mêmes,   pou       I       e1   pour     I     .   C     doit  présente) 
x  =  <x  comme  pôle  d'ordre  au  plus  v(n  i  —  i.   El    les  condi- 

tions obtenues  sonl  évidemmenl  suffisantes. 

En  particulier,  I  équation  linéaire  d'ordre  m,  qui  admel  u, u 

comme    ;ystème    fondamental    d'intégrales,    es1    évidemmenl   une 
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e''<|  ii;i  I  n  in    ;    |-      ;    soil 

l-'i  ii  \        ii  '"  n 

i    - 


i  i  > 


(  I    —  £"./■"/' 


I 


cette    équation.     En    vertu     de    ce    qui    précède,     l'équation      E 
pourra  donc  s  écrire 


(E.)         f7(/)=-2 


C,  i 


(  i  —  e" 


l 


les   quotients   (1  :  ;      '       '    étanl    holoi phes    pou        voisin  de  >> 

cl  x  extérieur  à  I".  C'esl  précisémenl  à  l'équation  !.  écrite  sous 
la  forme  h,  .  que  nous  allons  appliquer  la  méthode  «I  approxima- 
t  ions  successi  \  es. 


S.    Ëtablissemeni    n  i  \    \  lgori  i  n  m  i     d'approximations  sui 
i  essi  ves.        A  ce1  t'Il'cl ,  nous  poserons 

-  satisfera  à  une  équation  de  même  forme  que    !  i  donl  le  pre 

mier  membre,  Gy-(z),  sera  dépourvu  de  terme  en  :  :  soil 


Ea)    (■ 


I.)     • 


|  | 

I 


cette    équation,    les    M     étanl     holomorphes    pour   £    infiniment 
petil   el    /   extérieur  à   P,  el   I  équation   <■  idmettanl    pour 

intégrales  les  rapports 

I 
i 
"j 

\\.inl  il  aller  |>lm-  loin,  présentons  «I  abord  1rs  deux  remarques 
suivantes,  l'uni  il  abord,  il  résulte  de  notre  hypothèse  mu  les 
racines  de  1  équation  (  j     que,  pour  pet  il ,  li  enl 
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de  x"~  '  dans  ~>/t    -  ~> t  est  sûrement  différent  de  zêroj  cela  étant,  on 
élahlil   facilement   par  récurrence  la  formule 


Il  _  (lJl\  —  (  Wk ~  ™j  V 

/  '  M  y  /  \  I  —  £".r"  / 


I   -H 


(3V  e1  7  étanl  holomorphes  pour  z  o,  e1  pour  a  —  ac  d'ordres  au 
plus  égaux  à  vn  n  —  v  et  à  v  n  \  respectivement;  e1  la 
quantité  entre  crochets  es1  donc  une  fonction  i  - -z  de  i  e1  £. 
holorriorphe  dans  le  voisinage  du  couple  de  valeurs  i  '  =  o  =  z, 
pour  lequel  elle  se  réduil  à  i. 

En  second  lieu,  considérons  un  système  de  N2  quantités  va- 
riables "  i,  /  =  i,  ••••  N),  <lc  déterminanl  A.  e1  représentons 
par  A  la  somme  ^arithmétique  des  modules  des  \!  termes  qui 
constituenl  le  développement  de  A. 

Si  le-  :  ,  sonl  des  quantités  de  modules  arbitrairement  petits 
(soil   \z,-j  \'<C_  vj  <[  i'.   "'I    si  A  :  |  A    reste  borné,  on  peul  écrire 

|a,y(n-e,y)|  =  A(n 

i    étanl  arbitrairement  petit,  au  même  titre  <  1 1 1  «  -  les    £,,|. 
(  )n  l  rouve,  ''ii  efTel ,  par  récurrem 

'"■    "    'H 

(  Considérons  alors  I  équa  tion  au  xiliaire 

(?) 

où  i    '    '--i  une  fonction  donnée  de  i  :  son  intégrale  esl  de  la  forme 


les  produits  KA  ",.*  étanl  donnés,  conformément  à  la  méthode 
de  la  variation  des  constantes  par  un  système  d'équations 
linéaires  dont  les  coefficients  sonl  de  la  foime  z7'**zy«*'  m;us 
il  snllii  d'appliquer  successivement  les  deux  remarques  qui  pré- 
cèdent   pour   obtenir   ;  >  u  s  s  1 1 T»  i    la    solution   <\r  ce  système  sous   la 
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I  1 


torme 


('  —  £  |  i 


(to*— m,).  ..(ni*.—  jsj    ,)(gta:-     ^ 


'        /   ■ 


où  ik  es1  une  fonction  de  ce1  e,  holomorphe  el  nulle  pour  i    ' 
il  suit  de  là  «pic  (cp)  admel  La  solution  formelle 


y        f (i-s";")"'     '|l-r 

/♦*Çyt(>')-CT;(i') 
/  .  I  —  î"  .•" 


/.        1 
(A    /    /) 


X 


p(5     '/:- 


(8 


Pour  abréger  l'écriture,  nous  poserons 

J .       i  -  e"  f" 


i  H-  Fa-Cç,  e) 


R 


I  &h  -  -  ra,  )  .  .  .  (  CTA  —  VSj-t  )(rnk—JDJ+i)...{  JSk—XSm  ) 
V    |i...:,£)         _l'</(.  (A         /    . 

en  sorte  que  1rs    \\,:.i     seronl    holomorphes   | r   :   '       o 

e1   La  solution  que  nous  venons  d'obtenir  pour    i     pourra  s'écrire 


ri   '.  n  \   m      I 


R*l  S,  0  '■'....  /: 

(1rs  préliminaires  établis,  revenons  à  l'équation     I..  .  e1   posons 

l>,(  r.  £  ):■<"'    '     •... 
Dv(.r,  6)s  '"    -  -,  .  h 


.«   ,.n      m     i 


/;     ,./)        m      V 


i  —  e"  x 


en  vertu  des  considérations  précédentes,  toute  solution  de  I  équa- 
tion intégrale 

i; 


' 


.vu 
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où    les    chemins    d  intégration    ;,.    sonl    convenablemenl     choisis; 

<■<  'ii.-i  1 1  iht:i  une  solution  de]  équation    h.   :  nous  sommes  donc  con- 
duits ;i   faire  les  approximations  successives  que  voici  : 

;0  i, 


j  - 

f  (/»  =o.  i.  .. 

9.  Convergenci  des  approximations.  Pour  démontrer  la 
convergence  des  approximations  lo),  nous  admettrons  d'abord 
qu'il  existe,  extérieuremenl  à  V  un  chemin  .'v;'.  présentanl  comme 
points-frontières  xh  e1    r,  e1   satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

a.   Quel  que  soil  le  poinl  ./■  pris  sur  £A,  on  a 

■ 

pour  i\  assez  petit,  el  pour  tous  les  points  :  de  l'un  <\*^  deux  arcs 
de  r''  issus  de  xh  ou  de  xK,  e1  aboutissanl  en  i  :  j'appellerai  ^' 
I  arc  précédent;  son  extrémité  autre  que  a  pourra  d'ailleurs 
coïncider  soit  avec  ■>'/,.  soit  ave<    i , .  suivant  la  valeur  de  k. 

I>.  Soil  t  un  nombre  positif  aussi  petil  qu  on  voudra;  on  pourra 
disposer  de  c    de  façon  à  vérifier  I  inégalité 


/'     i    :t  ifh. 


I  intégrale  étanl  étendue  à  tout  le  chemin  cj*. 

Ceci  posé,  puisque  'J  esl  extérieur  à  I".  e1  puisque,  pour  e| 
assez  petit,  les  l!/,  e1  I»"-  I*  sonl  holomorphes  extérieurement  à  I". 
on  peul  trouver  deux  nombres  | m >> 1 1  il-.  R  e1  D,  ne  dépendanl 
que  de     E  .  <-l    lcl>  qu  <>n  ait,  dans  ce  domaine, 

li.  I)  I». 

d  où,  d  après    io    e1  en  vertu  des  conditions  a  el  b, 

Ic.i.,.  il-:  i     RD  /'  ^  Mr. 


en   |)os;nil 
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Il       mRD 


I    !     I 


de  sorte  que  II  ne  dépend  que  des  coefficients  de  E  .  I  )<•  plus,  en 
vertu  même  des  identités  sur  lesquelles  repose  la  méthode  de  la 
variation   des  constantes,   on   aura,  si  r~'   el     e|  sonl   assez  petits 


pour  que 

Z\(.r.    B)|< 

et 


(3,-l-ert7i 


57/,  Wj 


(n°  8)  soil  <  i  : 


22  71^ /        R*UiO«  D 

y    CT/  I    1  ,    g)— STy(j  . 


:-,  i  ■/-.   -  I 


<C  2  ///  I  I  7 


<       l 


:  lia:, 


[X  étanl  indépendant,  également,  de  e  e1  du  rayon  /„  de  I  .  Plus 
généralement,  il  suffit  de  s'appuyer  sur  la  formule  (7  pour  aper- 
cevoir que  u.  peul  être  choisi  (indépendammenl  de  /,,  e1  e  de  telle 
façon  que  l'on  ail  encore  les  inégalités  suivantes 


c" 


<U;j  .'t. 


et  cela,  pour  :  appartenant  à  <^,  quelque  petil  que  soil  d'ailleur 
|  £  |.  Or  ces  inégalités  entraînent  évidemment  la  suivante 


3  ,'  ■'  ,    £  J     —  S,  I    '  - 

iMi.^'r     i         •••+"».  I-I)]' 

///lil)(y  II  H    -    . 

■>        I 
et  l'on  trouverait  d<-  même 


en  posant 


v  —  ' 


Wd.O-s'H^Ol 
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La  loi  est  générale,  et  l'on  démontrerail  -ans  peine  qu'on  a,  pour 
tniiics    les   valeurs   de   v   e1    de  p, 


i  —  £";"    ,v 


[*ïfiiU.O--?'(ç 


>      j       II: 


(-A 


En  conséquence,  si  £_"  a  été  pris  de  manière  à  vérifier  la  con- 
dition b,  avec  t<^(^H)_1  (où  le  second  membre  ne  dépend  que 
des  coefficients  de  l'équation  différentielle),  les  fonctions  :  e1  :  . 
définies  par  (10),  convergeront  en  toul  poinl  x  de  £A  vers  des  limites 
respectives  3  (cl  z(v));  et,  en  vertu  d'un  raisonnement  classique, 
ces  limites  vérifieront  l'équation  intégrale  i  9)  et,  par  suite,  l'équa- 
tion    E?). 

En  définitive,  pour  achever  notre  démonstration  de  convergence, 
il  ne  nous  reste  plus  qu'à  montrer  comment  on  peul  définir  des 
chemins  y^'  satisfaisant  aux  conditions  a  e1   b. 

10.  La  <  ondition  a.  En  premier  lieu,  pour  que  la  condition  a 
soil  vérifiée  relativement  à  la  /."""  quadrature  de  io  |  A  /=  j\  (1), 
il  suffira  (  -)  qu'on  puisse  choisir  sur  >^'  un  sens  «le  parcours  variable 
a  priori  avec  k),  e1  tel  que  I  arc  s  de  .>'"  étanl  compté  positivemenl 

dans  (••■  sens,  de  c  vers  :.  on  ait,  quels  que  -nient   ,  ,-i 


~7~  !'"./.■.  l    "■ 

c  est-à-dire,  d'après  (8), 

«  I  - 

cts 


mais  celle  (leriucrc  condition  peul   encore  s'écrire 


di 


(H-/.,e" 

«.v 


I-: 

où.  si  | ici  il  que  soit  I  e|,  X,  est  arbitrairement   peth  pour  |  \   suffisam- 


La  condition  es1  éviiemmenl  1  emplie  poui 
(•')    Puisque    •■)/■.  %  '  ,  ' ,  1)  =  1. 
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iiiriii  grand.  (  >r.  posons 


i  .■  i 


arg. 


i  —  i"  i"      "' 


(H) 

l'inégalit  é    n    s  écrira 

pour  qu'elle  soil  satisfaite,   il   suffira   d'astreindre   [3  ;i    vérifier    la 
double  condition 


(..ii 


71  - 

n  =  p  ',■ 

2 


dans  laquelle  y]  désigne   un   nombre   positif  arbitrairement    petit, 
qu'on  choisira  une  fois  pour  toutes  :  en  effet,  /,  ayanl  été  ainsi  fixé, 
le  rayon  r„  du  cercle  r  pourra  toujours  être  pris  assez  grand   pour 
que   À,  séc(3  soil    inférieur  ;i    ,.    par  exemple,  et  la  condition     m 
deviendra  une  simple  conséquence  de     t3). 

Toul  revient  donc  à  vérifier  cette  dernière  condition.  Pour  cela, 
il  nous  suffira  de  choisir  le  chemin  ■  \  de  façon  que  (3  const  rve  le  long 
de  j^A  une  valeur  constante  [satisfaisant  n  i  '>  |.  Or,  l'intégrale  de 
l'équal  ion 

esi  évidemmenl  de  la  Ion  ne 

H[e'5/(D]       ' 

où  o  ci   C  désignent    deux   constantes;    le   chemin   •  ■'  devra  donc 

\  (il  lier  une  rehil  ion  de  la  Forme 


c  1 1  :  i  - 1 . 


—  A 


I 


en  d'autres  i  ermes,  la  i  ransforma  tion 

un  \ 

devra  changer  P    en  la  spirale  logarithmique  1.  «I  équation 


1 


e" 


l  \ 


juin  n   -/«•  m, ii  .  ne  II.         v 


i  (• 


I2'2 
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que    non-  .'■in. lier. mi-   bientôt.    Mais   auparavant,    déterminons   la 
valeur  constante  que  prendra  (3  su     <v'\  <  >r,  si  l'on  pose 


~n  :  a        ,  , ,  1 1 


I  équa  l  ion  de  1  de^  tendra 

cos(<3     ■  «©)  logp    —  &)  siu(o        ucp)  I 

on  aura  donc  su  I 

ie  '  s    "-       i   ./-, 


i  i  -^-^  _2  =  _  -£[j       j  Cot(a 

1  —  l"  r       ils 


en  mpposani .  bien  en1  endu, 

-III       '; 

Posons   enfin 


>l    I  ( 0  *'    .         -,       ti 


■h      I 


a„  .  —  y 


■ 


i.   i 


e1    la    relation      i  i     donnera 

M  ;  ;  3  -,  i  r  g.     s 


formule  qui  a  bien  un  sens,  en  vertu  de    ti 

II.    La    spirali    S.  Revenons    maintenant    ;'i    la    spirale    -: 

elle  présente  comme   pôle  le   poinl    \  et  sa  tangente  menée 

dans  le  sens  des  to  croissants  coupe  le  rayon  vecteur  sous  un  angle  \ 
tel  que  tang\  col  ù  ns  ;  en  particulier,  pour  cos  o  ras)  =  o, 
cette  spirale  se  réduira  à  une  droite;  mais,  en  vertu  de  [6  .  elle  ne 
pourra  jamais  dégénère)  en  un  cercle.  Elle  présentera  donc  deux 
groupes  de  spires  (exceptionnellement  rectilignes  qui  convergeront, 
l'un  vers  le  pôle  X  -  ,  l'autre  vers  le  point  X  c;  ces  groupes 
sri'iuii  reliés  par  un  arc  (exceptionnellement  rectiligne  .  que  nous 
appellerons  arc  normal,  el  dont  tous  les  points  resteront  à  distance 
bornée  de  o,  quelque  petit  que  soit  |e|,  -i  toutefois  o  el  ('.  ont  été 
choisi-  comme  on   va   I  expliquer. 

Tout    d'abord,  y\  ayanl   été   pris  arbitrairement    petit,  el    /„  «mi 
fonction  de  /   comme  il  a  été  dil   au  n"  10.  nous  nous  donnerons 
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encore  un  nombre  positif  rn  indépendairl  de  ;.  •■!  tel  que  le rapporl 
r,  :  r0  soit  arbitrairemenl  grand     pa    exemple,  égal  ;'','•  "-"i!    I 
le  cercle  du   plan  (£)   concentrique  à   I'  et   de  rayon   i   :   I'  e1    I 
délimiteronl    une    couronne    circulaire     S     que    nous  appellerons 
région  normale;  d'ailleurs,  nous  pourrons  toujours  suppose!  que    : 
a  été   pris  inférieur  à   r~\,  en   sorte   que     S     ne  contiendra   aucun 
point.  Xh\  nous  choisirons  enfin    pour  (,  nue  valeur  positive  fixe, 
comprise  en1  re  /''  et  r'\. 

(vêla  étant,  à  l'intérieur  de  l;i  couronne    s'    qui  es1  limitée  dans 
le  plan  (X)    par   les  cercles  V  e1   I",,  images  de  I",  e1  I".  le  pren 
membre  de    I    pourra  être  développé  suivanl   les  puissances  crois- 
santes de  :',  n    :  effectivement,  si  I  on  pose 

\       Re'©, 

on  obi  ienl   la  rela  !  uni 

Rcosv@       à)       C       —  R2cos(20  +  ô-f- /i<p 

par  suite,  de  la  manière  donl  on  a  choisi  C,  1  présentera  un  arc  ~ 
intérieur  à  -s'  e1  donl  huis  les  points  tendront,  pour  :  infinimenl 
petit,  vers  les  points  du  segmenl   déterminé  par  I",  sur  la  droite 

(  2)  Rcos(0  +  ô)  — C  =  o. 

C'esl  eei  arc  «pu-  non-  appellerons  l'arc  normal  «le  -. 
Assujettissons  maintenant  S  à  vérifier  non  seulemenl   la  condi- 
tion  (l.6),    niais  encore   l'inégalil  é 

(18)  |  -in  1  ',       n<p)\       siiiï] 

que  nous  venins  il  ailleurs  amenés  à  introduire  au  n°  I  i  pour  véri- 
fier la  condition  />:   nous  allons  voir  que,  pour  |s|  inférieur  à  une 
limite  ne  dépendanl  que  de  r^  e1  tr),D  ne  possédera  sûrement  dans    $ 
aucun  autre  point  que  ceux  <l,   -. 

En  effet,  supposons,   pur  cm  m  pie.   tang   0       ni      >o,  de  sorte 
que,  sur  S,  on  s'éloignera  du  pôle  en  tournanl  dans  le  sens  din 
(par  rapport  au  pôle).  La  condition  en  question  sera  sûremenl     ■ 

(x)  I  ,;i  détermination  du  I  si  celle  qui  se  réduit  à  1  quand     tend  \ .  1 


1  2  '|  RENÉ    GAHN1ER. 

lisée  si  le  cercle  oscillateur  à  X,  au  poinl  co  == —  -.est  extérieur  à  I'  . 
le  cercle  osculateur  au  |»<»inl  co  =  tz  comprenant,  en  outre,  1  ,  à  son 
intérieur.   Exprimanl   celle  double  condition,  on  obtienl   aisémenl 

les  inéo;ilii  es 

i  —  z\"  r\"  —  :>.z'l  r  n o )  —  p]  >  o, 

i  —  c\" r\" +  2 c" / ■  '.  —  no)  - 

où  I  un  ii  posé 

logp,  -  —  Ct"  séc(o  —  no)  —  7î  lang(ô  —  nw 

logp2  =  —  Ce"  séc(ô  —  no)  -H-  n  iang(<5  —  na   . 

Or,  d'après  (i'8),  tang(S-  7i<p)  es1  bornée  inférieuremenl  en  fonc- 
tion de  yj;  dès  lors,  lés  inégalités  précédentes  entraînenl  aussitôt 
le  ft'-siili ;it  que  qous  avions  a nm >ncé. 

Il  n'\  a  donc  que  deux  points  de  S,  soient  M,  e1  M.  sur  la  cir- 
conférence r',.  Appelons  M,  le  premier,  de  ces  deua  points  que  I  <>n 
rencontre  lorsqu'on  décrit  -  en  s'éloignani  du  pôlej  nous  allons 
calculer  les  arguments  «le  M,  e1  M_.  en  convenanl  <l  adopter  nz 
comme  argumenl  du  pôle  \  :  .  e1  d'attribuer  à  M,  e1  ML  les 
arguments   résultanl    d'une    variation    continue  le  long  de  I. 

(  >r.  pour  I  e|  l  rès  petit,  M  ,  el  M,  sonl  très  voisins  des  intersections 
de  la  droite  -  ;i\e<-  Y  ■.  l'argumenl  de  M  .  par  exemple,  aura  donc 
sensiblemenl    pour   valeur 

— 

avec  /-  i  :  mais  l'argumenl  du  pôle  étanl  nz.  e1  M,  devant 
en  être  />ln.s  près  que  M  .     '   .  on  doil  avoir 

cos I  o  —  n  a      /     )       cosl  à     -  no  —  J  —  )> 


il  mi 

/'>in  i  ô  -      n  . 

Il   reste  \\   fixer  l'entier  A:  or,  il  es1   loisible  de  choisir  la  détermi- 


[l  )  Il  ne  peul  \  avoir  ambiguïté,  car  1rs  points  M,  el  Mj  ne  pourraient  devenir 
équidistants  du  pôle  que  dans  le  cas  où   l'on  aurait   sin  n  -  o,  ce   qui  est 

interdit.  D'ailleurs,  dans  ce  cas,  1  dégénérerait  en  un  cercle,  et  la  définition  de  Mi 
el  M9  dc\  iendrai  t  illusoire. 
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n;iiion  de  o  de  telle  sorte  que  l'on  ail  S  //-:,(<-:  ceci  posé, 
quand   on  \;i  du  pôle  au  poinl   M,,  on  n'a  pas  encore  rencontré   le 

rayon  vecteur  issu  de  O  dans  la  direction  opposée  à  (>i  :  la 
différence  entre  l'argumenl  du  pôle  e1  celle  du  poinl  M,  esl  donc 
inférieure  à  -  en  valeur  absolue,  ce  qui  montre,  d'après  notre 
convention,  qu'on  doil  prendre  k  o,  e1  l'on  es1  ainsi  conduil  à  la 
règle  <|n<'  voici  : 

Le  symbole  f  étant  détermine  par  les  relations 

(  u-^  /-=*,  />in(ô    -  /iç>  (  <o, 

les    argument*    de    M,    et    M_,    seront    respectivement         ô       f-    et 

0  +  /  -  (à  une  erreur  près  de  l'ordre  de  i'[r'[  ('). 

1  )onri(tns  immédiatement  une  application  qui  nous  sera  bientôl 
utile.  Faisons  varier  S  de  telle  sorte  que  o  nz  parcoure  l'in- 
tervalle (  -,  +~)  m  respectant  la  condition  (18  :  nous  trou- 
verons aussitôt,  (tour  les  arguments  <\r  \l,  e1  M  .  le  Tableau  <!«' 
valeurs  ci-dessous  : 

~ 

o  —  n  cp —  7î  -(-  fi  —  n 

>vi  ^  7T 

M  i —  //  ci  H —  —  f]  —  n  <p  n  q> 1-  r, 

M —  //  cp  H —y]  —  n  a  -+-  T.      -//OH 

O  Il  'J - 

M  i —  n  o  ->r  -  —  Ri  —  n  o (-  r, 

M , —  n  © o     —  //  o  —  n     —  //  ~  — h  y, 

(Mi  voii  que,  ô  //o  croissant,  les  arguments  de  M,  e1  M  vonl 
toujours   en    décroissant;    <!<■    plus,    lorsque    S  traverse    la 

valeur  <>,  les  points  M,  <■!  M,  se  permutenl  :  enfin,  I  arc  parcouru 
par  les  points  M,  e1   M.  ;i  une  amplitude  d<  son   milieu 

étanl  sur  le  rayon  aboutissanl  au  pôle. 

(  '  )  I  )(pii'-n;i\ ;ini ,  on  conviendra  de  nrgligc.i  cet  I  i  erreur. 
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Suivanl  les  valeurs  de  o       nz>,  la  spirale  -  présentera  «loue  par 
rapport   au  cercle  I     l'une  <le^  dispositions  ci-dessous  : 


■ 


Dans  les  cas  I  e1  IV  [cos(o  nz  <  o],  l'arc  M,  M,  de  S  tourne 
sa  concavité  par  rapporl  à  0:  nous  dirons  qu'il  es1  concave;  de 
même,  dans  les  cas  II  e1  III.  l'arc  M,  M,  sera  dil  convexi  :  ces  déno- 
minations n'onl  d'ailleurs  plus  de  sens  pour  cos  o  nz,  =  o. 
Observons  enfin  que  si  Ton  fail  croître  <".    :  conservanl  une  valeur 

fixe  .  I  i nera  autour  du  pôle  i "".  dans  le  sens  positif  ou  négatif 

suivanl  qu'on  a  sin  S  rcç  •  ou  <  o.  Soit  2  la  position  initiale 
de  I  :  dans  les  deux  cas,  1!  finira  par  sortir  du  cercle  l"  après  avoir 
balayé  celle  «1rs  deux  régions  limitée  par  P,  e1  S0  qui  ne  con- 
l  icnl   pas  l'origine. 


12.    La  coi  rbi  El   maintenant,  il  sera  Facile  de  discuter 

l'allure  de   la  courbe   \j   Puisqu'elle  se  déduil  de  I  par  la  transfor- 
mation    i  i  .  elle  devra  comporter  //  branches       .  qui    se   déroule- 


ronl   respectivemenl    à    partir  <le   chacun   des   points    i         : 
transformés   de    i]        il    nous   suffira   d'ailleurs   d'étudier   l'une    «li- 
ces branches,   !      par  exemple,  toutes  les  autres  -  \   ramenanl   par 
des  rotations  de  21:  :  n  autour  de  l'origine.  <  >i-,  dans  !<•  voisinage  du 
poinl  asymptote  _  umenl        p.  similable  à  une 

spirale  logarithmique  qui  couperait  ses  rayons  vecteurs  sous  un 
angle  complémentaire  de  o  irr.  Décrivons  ses  spires  en  nous 
éloignant  de  ',:  mais  ne  pourrons  rencontrer  la  circonférence 
F,(r  =  i\  qu'en  deux  points,  ///,  e1  m,,  ///,  étanl  le  poinl  <l  en- 
l  rée  dans    S  .   Pour  |s|  l  rès  petit,  les  arguments  de  ///,  e1  m.  seronl 
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pespectivemenl   très    voisins   de 


i  '■ 


'„(■■  f\)  ■'    : 


où  /  esl  toujours  défini  par    [g  .  Quanl  à  l'arc  d<  inp  .    ruin- 

ées deux  |)(»inis  (e1  que  nous  appellerons  encore  an  normal  ,  il  sera 
très  voisin  de  l'une  des  branches  de  la  courbe 


(Z) 


/■"  eos  i  //  I 


transformée  de  2  par  (i4).  Enfin,  passé  le  poinl   m2,  la  brauch< 
s'éloignera  de  0  pour  s'enrouler  asymptotiquemenl   autour  de   i 
;i  la  manière  d  une  spirale  <|in  couperail   les  rayons  vecteurs  sous 
un  angle   complémentaire   de  o-   ■«©  :   c'esl    là    une  conséquence 

immédiate  de  la  relal  ion 

i    ,l\\        i   dr 
\\   d®         r 

qui  résul  te  de  (i/j). 

En    s'appuyanl    sur    ces    données,    on     construira    aisément    la 
courbe  £  qui,  pour  n       J.  aura  l'asped  ci-dessous  : 


Pour  simplifier  l<-  I  i  a  ligure  •  imultanémenl  sur  un  même 

plan  1rs  courbes  1  e1    III  correspondant  à  des  arguments  à  dont  la 
différence  <vsi  -  :  de  même  pour  I  I  ri  I  \     '   .  I  i     ci  urbes  I  el  1 1 1,  par 


1     le,  cuir  bes   l  el    I  \     co 
coui bes   (1  et  III  [co 
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exemple,  peuvenl  être  considérées  comme  appartenant  à  un  faisceau 
d'équation  (.ç)  (n°  10),  où  C  ne  serait  plus  obligatoirement  positif  '  . 
Lu  Ici  faisceau  comprendrait  la  courbe  l/.  obtenue  pour  C  =  o 
cl  qui  a  été  figurée  en  pointillé;  celle  courbe  passe  par  I  origine  qui 
est   pour  elle  un  point  d'ordre  n.  les    tangentes  en  ce  poinl   ayanl 


pour    arguments 


.    I  bailleurs .    lorsque    i    tend 


,/,  +  , 

vers  zéro,  les  arcs  normaux  de  '  tendenl  précisément  vers  les  as)  mp- 
loi es  de  £. 

De  plus,  du  Tableau  donne  au  n°  II.  d  résulte  immédiatement 
que  -i  0  nz  (compris  entre  ~  e1  ~  vérifie  toujours  I  iné- 
galité    i  .s  .  les   points  d'intersection  m{  e1  m,   de  la  branche  ^    ne 

pourront   varier  ou  a   I  intérieur  d  un  arc  d  amplitude         •    et   •  1  •  •  1 1 1 

11  '  // 

le  milieu  sérail  sur  le  segmenl  rectiligne  Oa  .  Enfin,  de  la 
remarque  qui  termine  le  numéro  précédent,  on  peul  conclure  que, 
('.  croissant,  chaque   branche   di  déformera    en    balayant   la 

région  comprise  entre  la  branche  ^  initiale  e1  I",  e1  ne  renfermanl 
pas  0  .  cela,  d'ailleurs,  sans  que  deux  branches  distinctes  puissent 
avoir  un  poinl  commun 


I  .">.  Les  chemins  i^A.  Cette  discussion  achevée,  nous  pouvons 
définir  des  chemins  y\  qui  satisferonl   à  la  condition  a  du  n°  9. 

Toiii  d'abord,  d  après  18  .  -m  à  no)  a  un  signe  bien  déter- 
miné;  prenons 

dp 

;  -m    à  —  /'  , 
as 


(  '  )  Ici.  C  prendrait,  tour  à  tour,  des  valei  1  el  de  signes  contraires. 

(2)  Pour  compléter  la  discussion  précédente,  on  pourra  observer  que  le  pa 
de  1 1  ;'i  [II,  ou  de  IN  à  I,  passage  qui  s'effectue  par  la  valeur  exclue  sin  •  "  - 
fail  apparaître  comme  courbes  il"  Iransition  des  courbes  algébriques,  du  type 
lemnisca  tique  général  :  la  m  lis  qu  •  les  courbes  1 1  - 1  1 1  compn  nnenl  alors  »  branches 
fermées,  entouranl  chacun  des  points  x/„  les  courb  -  I-  l\  affectent  la  forme  d'un 
circuil  fermé  unique  entouranl  l'ensemble  des  ■■  .  .  C'esl  le  cas  critique,  où  la  défi- 
nition de  m,  et  m2  n'a  plus  de  sens.  Enlin,  le  passage  des  courbes  concavee  I,  l\  aux 
courbes  convexes   II.    III  s'effectue  quand    cos  s     s'annule  :  les  courbes   \ 

sonl  encore  algébriques,  de  formes  analogues  à  celle  de  'v .  el  passent    pai 


SUR    LES ;    SINGLLARn  |  i    »Q 

d  après  (  i  3  )  et  (17),  od  devra  a  \  oir 

-in     ',  m  r,  : 

d'ailleurs,  si  I  on  change  \<-  sens  de  l'une  des  deux  inégalités  n 
dentés,  il  devra  en  être  de  même  pour  l'autre.   En  définitive,   le 
sens  de   parcours  qu'on  doil    prendre  sur  /'  ;'i   partir  du   poinl    /. 
pour  «mi  déduire  un  chemin  <l  intégration  atisfaisanl    ;i   la  con- 

dition a,  es1  défini  par  la  règle  suivante  : 

Choisissons  fj^  e1   3-^  au  moyen  des  relations 

(20 1  //.  =  i,       ./';/,  sin    3 

on   tluii   avoir 


(21) 


do 


"  -    js 


Enfin,  il  résulte  de  cette  règle,  e1  <!<■  la  discussion  du  n"  11, que 
sur  les  arcs  normaux  de   ^,  l<-  sens  de  parcours,  qui  vienl   d?être 

adopté,  <;ii isl';iii  ;'i  la  condil ion 


(22) 


En  effet,  quel  que  soii  le  sens  suivanl  lequel  on  su  déplace  sur  un 

.     .  .    .      ,dd  dp  ,  •   • , 

arc    iiiiiinnl.   le    produit    /    .     .     esl    •-niciiiciii    iin-ihi:   et,   1  •  »  1 1 1 1  •  -  a 

1  '  i/\   ds  ' 

et  à     ■  1   .  ce1 1  e  inégalil  é  en1  raîne  aussil  ôl     •  2  . 

14.  \.\  condition  /'.  Ainsi  donc,  moyennanl  l'adoption  du 
sens  de  parcours  20  -  21  sur  les  branches  >''  de  P,  la  condition  </ 
sera  certainement  vérifiée;  il  nous  reste  à  montrer  comment  on  doil 
choisir  les  constantes  C  el  o  de  .  de  façon  à  satisfaire  à  la  con- 
dition b.  Pout  cela,  observons  •!  abord  <|u  on  a,  en  vertu  de    1  1  . 


J<ri>)' 


1     .  *        ,/\ 

J 


La   première  intégrale  étan1   étendue  à   toute  la   branche       .   el    la 
dernière  à   toute   la   spirale   1.    Posons  1       nous    au 

Jour  n.    1I1      \latli         8«  série  ),    1  ■■mu     I]  \  ' 


3o  RENÉ    GARN1ÊR, 


sur  I, 


m  —  «  col (â       //  -^         Ce"  coséc   o       "  -   . 


en  supposant  toujours  (16)  ou  (18)  vérifiée;  d'ailleurs,  dans  cette 
hypothèse,  pour  décrire  toute  la  spirale,  il  suffira  de  faire  varier  u 
de  — -oc  à  -j-  oc.  Cela  étant,  on  pourra  écrire,  sur  1. 


c'I  |  dX  |  —  e"  \  du1  -+-  cl'»-  -        ,  —  n  o  )  \  du . 

e^"  |  X  |*  =  i  —  2e"cos[«cot((5  — /i<p)  +  Cî"i  ■   -  e2"; 

d'où 

t\ 


(23)     I 


n  |  mu  (  à  —  no)  | 


X 


f 


2e"  cos[«cot(ô —  //  o)  ■+-  Gê'Jcosé»         -«©)]  4-eîB  J 


Cela  étant,  je  dis  d'abord  que  I  ne  peut  être  uniformément  bornée 
(pour  o  <C  s,  <  t\  que  si  à  no  vérifie  non  seulement  [6  mais  i  <s  . 
Car  divisons  l'intervalle  d'intégration  en  trois  parties,  au  moyen 
des   points     1-  i  log2  :   pour 

—  x         u  !  lo 

on  a 

l  -  -  I  !  r"  COs[«  C»l(<3  —  tl  5  <  ■     •  -  3  --  //  v  i  | 

I  l 

i  -  H :  — 

I  t)  M. 


1      ; 


i  // 1  mu  (o       n  o)  |       ■  i  // 1 


où  I,  désigne  la  partie  de  I  provenant  de  l'intervalle        -r..       ilo 
or   la    première  inégalité  justifie   ce    que    nous   avions    avancé;   la 
seconde  montre  que  si  (18    es1  réalisée,  I ,  sera  arbil  rairemenl  petite 
avec  e,  ;  e1    une  conclusion   analogue  s'appliquerail    à   l'intervalle 
(2  log2,  +ao). 

Reste    à    étudier    l'intervalle  2log2  <  u <  2log2  .    Or    les 

mliiiis  de  la  Ponction  à  intégrer  sonl  donnés  par  la  formule 

Ut  I  !/,-7ïsin(o  —  /i-s) 
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où   k  es1    un   entier  quelconque;  ceux   qui   correspondent  à   / 
tendent   vers  o  avec  ;,:  [es  au1  tenl  à  uni    distance  de  l'axe 

réel  bornée  inférieuremenl  si     [8    es1  satisfaite.  Dès  lors,  un  calcul 

facile  montre  que  la  fonction  figurant  sous  1<      _        /  dans    .•'>    peul 

s'écrire 

-in    :  I 


|  //■   \    2<  i  :','//  rosi  S—  «a         i     :y-|- 

V(u,i{:  étanl  une  fonction  de  ;/  el  i,.  qui,  pour  u  el  z{  voisins 
de  o,  es1  holomorphe,  e1  tend  vers  i.  En  conséquence,  un  raisonne- 
ment classique  montre  que  la  partie  de  I.  relative  à  l'intervalle 
2log2,  -f-2log2),  et  par  Mule  I  elle-même,  d'après  ce  qui 
précède,  tend,  pour  :  infiniment  petit,  vers  la  quantité 


t.  1    ( 

-  |  sin(d  —  #i<p)|"     / 

if 


<ln 


\„-     si      ;„,..-    -,        n  ,  «. 


'l..  '  I 

nCJ     m    (C       i 

En  définitive,  pour  que  I  intégrale    I       /  étendue  à   toute    la 

branche  r7' .  reste  inférieure  au  nombre  ~  du  n"  9,  il  suffira  de 
prendre  S,  C  e1  e  de  façon  à  vérifier  la  condition  [8  el  les  sui- 
vanl  es 

■:  H,Y)T, 

II 

II,  et    II.  étanl  des  quantités  numériques  ne  dépendant  que  de  n. 

[«S.  Expression  i> i  ^  intégrales  y  i  u  moyen  des  i\u- 
g  r  a  l  e  s  <  \\o\itn  is.  Intégrales  parai  i  n  o  n  i  q  i  es.  I  i  main- 
tenant, la  démonstration  de  convergence,  que  nous  avions  com- 
mencée   nu    n"  !),    se    trouve   complètement    uchcvéi        Sur    lune 


l3'2  HEM.     GABMEB. 

quelconque  des  //  branches  de  la  courbe  j\  les  approximations  con- 
vergenl  régulièrement  vers  une  intégrale  Zy(#)  do  (  K  qui  fournil 
une  intégrale  //,  i  =  Uj(x)  Zj(x  de  l'équation  primitive  (  E). 
<  >n  peul  observer  dès  à  présenl  que  ces  intégrales  satisfonl  sur  ^ 
à   lu  relation 

'  ")-'l  <  ,  _?'nT* 

(|iii  est  une  conséquence  immédiate  des  inégalités  du  n°  9;  or  / 
e1  II  ne  dépendenl  que  de  l'équation  E  .  tandis  que  ~  peul  être  pris 
aussi  petil  qu'on  voudra   pourvu  que  C    '    el    i   "'  aienl   été  choisis 

assez   grands.    Dès    maintenant,    nous   | vons  donc  affirmer  que 

la  méthode  d'approximations  successives  du  n"  S  Fournil  pour 
(E)  des  intégrales  y  .  qui,  sur  les  chemins  ^  .  s<  comportent  très 
sensiblement  comme  les  exponentielles  "    </"  //"  7. 

Mais,  sur  un  chemin  .>J'  donné  2),  «le  façon  à  satisfaire  aux 
conditions  a  e1  /'.  on  peul  préciser  notablemenl  l'allure  des  inté- 
grales y,  i  :  a  cri  effet,  nous  allons  montrer  que  ces  intégrales  peu- 
vent être  définies,  indépendammenl  de  la  méthode  des  approxima- 
tions successives,  mi  moyen  des  intégrales  canoniques  de  V.  relati 
mil  points  i,  et  ',.  En  effet,  les  racines  de  I  étanl  supposées 
disl  i  mi  i- .  les  //'  racines  de  chacune  des  équations  fondamentales 
déterminantes,  relatives  aux  ./,  ri  ;i  i ,.  seronl  toutes  distinctes 
pour  :  suffisamment  petit.  Dans  le  voisinage  de  i  ,  l'équation  E 
possédera  donc  un  systèmi   <l  intégrales  canoniques  de  la  forme 

•  •  ■  <  "  m  "a  m  ,/i  • 

riolomorphcs  dans   le  domaine  de   i     se  réduisanl  à  I  unité 
en  ce  point.   De  même,  autour  de  ./,.  on  aura  le  système  canonique 

suivant    : 

•    •    •  |  />  *   :—    "  m  llll.x  ■ 

Ceci  posé,  nuire  intégrale  satisfail  le  long  de 


1     Dnii  .  aussi,  r,    n°  11  . 
('-)  I  >onc  pour  C  fixe. 
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lions  linéaires,  à  coefficients  constants,  de  la  forme 

/,(•>•)       a,,  v,,  /,+-...+  ajyjj,  +  ...  +  a 

=  bxyu„  -H...+  Cjyhm       ...       b„,j 

Cherchons  à  déterminer  les  <i t  ou  les  bj.  Or,  divisons  pai  u    les  deux 
pelai  ions  précédentes  :  il  viendra 


(26) 


"/ 

=  ^,-?u    H... H    !>,:,»■...        bM- 


Mais  il  résulte  de  l'analyse  du  n°  L3  que,  si  :  se  déplace  vers  >.   le 
long  <lii  chemin   £*, 

In        1   /•    "    -il  "<(r)^^) 

sera  décroissanl  (ou  croissanl     lorsque  les    inégalités 

J"^\\\('jJtk        3)        -inr, ,  y  si  m  (  0  —    //  tp  ) 

seronl    compatibles    (ou    non     pour   une    même    racine   carrée   de 
l'unité,/'.  Dès  lois,  iih{.i)  ;  Uj(x)  tendra  vers  x  (ou  o)  quand  x  s'éloi- 
gnera indéfinimenl  sur  fA;  il  tendra  vers  o  (ou  x    quand  i  se  rap- 
•  prochera  de  xh  (  sur  £A). 

Cela  étant,  plaçons-nous  <l  abord  dans  le  cas  le  plus  simple,  el 
supposons  Véquation  (E]  telle  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  /. 
uh  ;  uy  tende   vers   I  in  fini    avec  x     '   .    S'il    en    es1    ainsi,   on    peul 
évidemmenl   recommencer  la  démonstration  du   n"  M,  en   prenanl 

pour  ~.  l'intégrale    /  /•  2ds  étendue,  non  plus  à  la  branche  £   eni 
mais  à  l'arc  de  '/'  compris  entre  x  et  x*,  arc  avet    lequel  coïncident 
101  s  les  chemins  <l  intégration.  •  mi   peul   donc  substituer  à  t  une 
certaine  fonction  de  \x\,  nulle  avec     i    '  :  '1rs  lors,  l'inégalité 
montre  qu'actuellement  I  Z;       [  |  tend  vers  o  pour  i  infini    sur 
Il   viendra   donc,  d'après     26  . 


bj      i,         6 


b 


&/-M  '         -  : 


'      Nous   verrons   plus  loin     n°  21     fpie  celle  circonslnncc  | >< •  •  1 1   eflVrtivi 
se  réaliser. 


1^4  RENÉ    GARNIER. 

Vintêgrale  y ,  x  qu'on  aura  calculée  sera  donc  Vune  des  intégrales 
canoniques  relatives  à  xx,  e1  les  ak  coïncideronl  alors  avec  1rs  coef- 
ficients des  substitutions  de  passage  relatives  au  couple  xh,  >,  . 
De  plus,  quand  x  tend  vers  /  ,.  Z  a  .  ,,  tend  vers  o;  </.  es1  donc 
très  voisin  de  t,  si  r,  es1  très  grand  '  .  Mais  a  i  es1  évidem- 
menl  indépendanl  < I <■  / .  :  effectivement,  nous  verrons  n°  17) 
que  Uj       i  es1  une  fonction  de  i  <|iii  tend  vers  o  avec  cette  variable. 

<  >n  montrerait  de  même  que  si  tous  les  '/  :  u,  tendenl  vers  r. 
quand  x  tend  vers  r  (sur  ^'  .  //.  x  coïncide  avec  une  des  inté- 
grales can [ues  pelai  i\  es  à  .<>,. 

Considérons  enfin  le  r;is  général  où  pour  certaines  valeurs  de 
I  indice  k  (rt,  ..  .  /,,.       /  .    />..  :  u     tend   vers  l'infini  avec  x,  tandis 

que  pour  les  valeurs  restantes    t i,r    .-  /;  p  -\-  q==  m  — i),  u  .  :  u 

tend  vers  o  avec  c  '.  Le  raisonnemenl  précédenl  montre  qu'on 
aura 

a;  el  /'  ihuii  deux  Fonctions  de  £  donl  on  peul  montrer  qu'elles 
tendenl   \  ers  i   puni'  £  m finimenl  pe1  il . 

\nisi  donc,  dans  le  voisinage  du  poinl  régulier  i  .  y  i  s'expri- 
mera au  moyen  (!<•  p  \  intégrales  canoniques  déterminées,  et, 
dans  le  voisinage  de  ',.  y    sera  une  combinaison  de 

fj      i      m      \       p      i 

intégrales  canoniques  déterminées;  mais  dirons  <|iir  y     i     rsi   une 

intégrale  paracanonique  pour  le  couple  de  ] its  singuliers     /  .  < 

nous  dirons  encore  qu'elle  est  d'indicep  i  pow  i  ,  et  d'indice  q-\-i 
jniiu  \r.  ou,  plus  simplemenl  encore,  qu  elle  est  <l  indice  p  i. 
si  l'on  a  />  <C  q.  Nous  reviendrons  d'ailleurs  sur  ces  intégrales 
au    n°  2ii 


(')   Rappelons  que  Ç    .    '  •.         i,etqueZj    '.     es1  très  voisin  de  i    pour  r,  très 
grand. 
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DEUXIÈME    PARTIE. 

I  I  -    SECTEI  lis    A    ET    V. 

M».  Les  i  \i-<  eai  \  |  •  /'  |.  Revenons  au  calcul  effectif  des  inté- 
grales //,  :  nous  m-  l'avons  effectué  jusqu'ici  que  le  long  de  l'arc  de 
courbe  r''  :  nous  nous  proposons  maintenanl  de  déterminer  le 
domaine  le  plus  étendu  possible  du  plan  <  en  toul  poinl  duquel 
on  puisse  calculer  celle  même  intégrale  //  par  la  méthode  d'ap- 
proximations successives  du  n°8.  A  ce1  effet,  nous  établirons  d'abord 
un   leinnie   préliminaire. 

Donnons    pour    I  instant     une    valeur    fixe    ;i    i  :    les    courbes 
dépendent    de  deux    paramètres  arbitraires,   (-  ci    o;  m   |r  poinl    i 
appartient  à  l'une  d'elles  (C„,  Su  ,  il  appartiendra  encore  ;i  un»'  multi- 
plicité --c1  de  branches  <J'  <\<-  courbes  !  .  Considérons  alors  dans  eett< 
multiplicité  l'ensemble  de  toutes  les  courbes  pour  lesquelles  on  ;i 

C'<  <:     C",       o      a 

C,  C",  o'.  ù"  étanl  tels  que  C  et  o  varianl  dans  les  intervalles  pré- 
cédents :    i°  les  conditions     [8    el      'i    soienl   constamment    réali- 
sées; 2°  les  symboles  /  el  /,/,  conservenl   constamment   I'--  mêmes 
valeurs.  Il  esl  clair  qu  on  pourra  toujours  trouver  des  quantités  I 
C"  e1   of,  g"  assez  voisines  de  C  e1  o  pour  que  les  hypothèses  pr< 

dénies    soienl      vérifiées. 

,  Cela  étant,  nous  dirons  de  I  ensemble  <\r~-  branches      .  issuesd  un 

même  poinl   fixe,  corres] danl   à   la  même   valeur  *\<-  h.  ci  v;ih-- 

faisanl  aux  conditions  précédentes,  qu  il  constitue  "/'  faisceau  \ 
cl  nous  ('•!  ablirons  le  lemme  suivant  : 

Lemmi  .         I.<t  valeur  que  les  approximations  sua  fournis- 

sent mi  point  i  pour  Vintègrale  >i    a     est  indépendante  de  /" 
ilu  faisceau  sur  laquelle  on  effectue  1rs  approximations. 

Soienl  !  ''  ,  el  |  deux  branches  s  en  oulaul  autour  du  même 
point  i ,,  el  appartenant  au  faisceau  ;  <\  an  ■  nos  bypol hrses,  le  sens 
de  parcours  qu  il    faudra  adopti  i    pour  déliuir   l<  mis  d  in 


l36  h  km:    garmer. 

gration   (^/f),   et  (^')2   11('   pourra  varier  (Tune  branche  à   l'autre. 
Désignons  alors  par  a,  e1   y..,,  deux  points  pris  sur  (^').  rl 

de  telle  sorte  que  les  arcs  x [jt.,  e1   ra,  fassenl  respectivement  partie 
^e(^/!)i  et  ('^a)^-  011  pourra  choisir  (jl,  el  y...  aussi  loin  qu'on  voudra 


C£K), 


si  les  ^  vonl  à  l'infini  .  ou  aussi  près  qu  on  voudra  < I <■  /      si  1rs 

tendenl  vers  xft     toul  en  satisfaisanl  constamment   à  la  double 

condition  suivante  :  les  points  u.,  e1   y..:  devronl   pouvoir  être  reliés 

par  un  chemin  u.,  y...  donl  huis  les  points  :  appartiendront,  chacun, 
à  une  branche  du    faisceau  |       |-  e1    qui   sera   tel  e tre  que  a'. 

Les  '"  >.:.'-  calculés  au  point  \  de  i .  ■/  par  variation  continue 
à    partir  de  la  valeur  adoptée  en  :    =  jx,  (ou  en  :       y. ,     resteront 

inférieurs  à    i   :  b' '.    L'intégrale    /  r~2ds  étendue  à  y.,  y.,  sera  inlini- 

nicni   petite. 

Il  es1    clair  qu'on   pourra    toujours   réaliser  la   double  condition 

précédente  :  car,  d'abord,  tous  les  points  de  u,,  uu  appartenant 
à  une  branche  du  faisceau,  la  fonction  ■>  .  uniforme  dans  l'aire 
ry(y.,.r-i  nécessairement  inférieure  à  i  sur  u.,  u..2.  De  plus,  les  points 
y.,  e1  y.,  pouvanl  être  choisis  arbitrairement  près  de  /  •  ou  de  >,  . 
I  intégrale  /  i  *ds  étendue  à  y.,  y, .  peul  être  rendue  arbitrairement 
petite;  il  en  sérail  de  même,  (railleur-,  si  l'on  étendail  cette  inté- 
grale <le  y.,  ci  de  y.,  à   >      ou  à   vx    le  long  de  ,  e1  de 

Il  résulte  aussitôl  de  là  que  la  quadrature  <ie  rang  /,  figurant  dans 
l'expression     to    de  z/H  ,  el  étendue  successivement  le  long  de  \j-,[J-., 
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et  le  long  des  arcs  de  '    *),  e1  de  i  a  partira 

el    [j...   respectivement,  peul  être   rendue  chaque    fois   aussi    petite 
qu'on  voudra  en  module,  moyennant  un  choix  convenable  de  u  el 
Étendue  successivemenl   à       "  ,    el        '[  2,  la  quadrature  donm 
donc  des  résultats  égaux  (1),  e1  les  valeurs    ibtenues  en  i  pour  2 
(donc    pour  Zj    sur  l'un   cl    l'autre   chemin    -'.m    nécessairement 
idenl iques.  .  1  .  d. 

17.    Les  se»  11  1  rs  A.       Ce  lemme  établi,  prenons  po 
(0',  0")    les    intervalles    les    plus   étendus    qui   soienl    compatibles 
avec  les  conditions  que  nous  venons  de  leur  imposi  r;  les  branches 
(^balaieront  alors  dans  la  région  normale     -     n°ll    undomaim 
deux  dimensions,  A,  en  i<>ni  point  duquel  lis  approximations    io  four- 
niront sans  ambiguïté  la  valeur  d'une  intégrale  biendéterm  I.  . 
et  cela,  <l  ailleurs,  quelle  <\ut>  soit  lu  branche  de      qu'on  aura  ado p 
Nous  allons  définir  les  frontières  <!<•  A. 

Tou1  d'abord,  maintenons  0  fixe,  e1  faisons  croître  C  depuis 
lu  valeur  minimum  C„  (24);  d'après  la  remarque  qui  termine 
le  n"  12.  chacun  des  arcs  de  la  branche  J'  qui  '•-!  compris  à  l'inté- 
rieur de    s)  balaiera  la  portion  de    g    extérieure  à  o,  el    comprise 

entre  I,   ci   la  position    initiale   de        :   soil    A    cette  rég :    nous 

allons  étudier  les  variations  de  A'  quand  on  fail  varier  >y 

A  ce1  effet,  figurons  dans  un  plan  (a  les  m  racines  7  ,  de  I  équa- 
tion '  fig.  i,  p.  [38),  racines  que  nous  désignerons  par  ~  pour 
abréger,  ci  qui,  nous  !<■  simm^.  tendent  vers  les  s*.  Appelons  I' 
la  droite  qui  joinl  Ifs  points  j  .  ~.  e1  l>  la  droite  <l  argument 
menée  par  t,  :  ces  droites  délimiteronl  autour  de  ts  comme 
origine  ■'///  angles  adjacents,  deux  à  deux  opposés  par  I'-  sommet, 
ci.  en  général,  non  nuls  -  .  Menons  alors,  par  7  .  ■•  ///  couples 
de  droites  I  >  .  h  :  I  >  .  I  »  .  telles  que  les  droites  de  chacun  d'eux 
fassenl  avec  la  droite  D ,*  ou  D7  correspondante  un  an 

1     (  in  obseï  v  era  que  les  fond  ion    ù  inl  égi  •  1       • 
cur\  iligm 

Le  cas  où  il  n'en  serait  1 

noir      ni  \  ..  1 

Journ    de  Math  une  il         * 
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Nous  désignerons   encore    par  ~k'kl   l'angle    formé    par    h,    e1    Dy/, 
par  /Vi/  sa  mesure  (<~):  par  Xki    l'angle  de  mesure  XA/^X^ — 2yj 

Fig.   .',. 


formé  par  I  );/  e1   I  >;/   par  exemple;  <!<■  même,  nous  représenterons 

l>;ii'  / , .  /  .  /  .  /  les  éléments  analogues  relatifs  au  couple  M,/,.  D,-. 
Nous  aurons  donc  défini,  autour  de  ?  .  im  angles  Unis  (*), 
d'amplitudes  \k(  ou  AA  ;  ils  seronl  séparés  par  >  m  angles  d'amplitude 
arbitrairement  petite  w.  que  nous  désignerons  sous  le  nom 
il  échancrures. 


(*)  Les  n j  tendanl  vers  les  s  .  si  Irois  quelconques  des  sj  ne  sonl  pas  en  ligne 
droite,  on  peul  toujours  supposer  que  les  * l r  « > 1 1 .  h  sonl  distinctes;  <!<•  pi 
jm'iii  encore  supposer  qu  •  la  loi  suivant  laquelle  .:  tend  vers  o  esl  telle  qu'aucune 
des  I»,  ne  coïncide  avec  aucune  des  I'  .  Dans  ces  conditions,  si  |  :  ■<  été  pris  ass  / 
petit,  lr  nombre  Y]  du  m"  10  pourra  toujours  être  choisi  assez  petit  |en  fonction  des 
constantes  <!<■  l'équation  '  I      ri  des  limites  par  exemple]  poui  que 

les    <  m  angles  /,  aient,  chacun,  une  amplitude  positive.   Le  ca sette  double 

hypothèse  m-  sérail  pas  réalisée  n'offrirait  d'ailleurs  que  des  longueurs  d'écriture. 
i  »n  verra,  de  plus  n°  20  .  que  1rs  restrictions  qu'on  a  imposées  aux  variations 
tic  -,  sonl  -.ni-  influence  sui  le  passage  à  la  I te  de    E)  à  (E). 
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Ces    notations    présentées,    observons    que  a   guraents    des 

directions    I),,    DJ,   I),,,    l)/;  s,, ni   ny       ,.  à    un  multiple 

près  de  u);  il  en  résulte  aussitôï  que  les  conditiom  i8  et  20  ne 
pourront  être  vérifiées  que  si  le  rayon  I).  d'origine  7  .  et  d'argu- 
ment 0,  n'appartient  à  aucune  échancrure;  de  plus,  les  symboles  / 
cl  fjh  ne  pourront   conserver  des  valeurs  fixes  que  si  I)  reste  inté- 

rieur  à  un   même  angle  )./,,  ou   \k.  Le  domaine  le  plus  étendu  pos- 
sible où   les   approximations  «lu   n°  S  convergenl    vers  une  nu 
intégrale  //,(>'/  sera  donc  celui,  A.  qui  es1   balayé  par  A    quand  I» 

varie  à  l'intérieur  d'un  des  angles  \kl  ou  //.  Nous  allons  délimite] 
ce  domaine  en  nous  plaçanl  par  exemple  dans  le  premier  des  deux 
«•as  précédents. 

Supposons  doue  <pic  I)  varie  à  l'intérieur  de  /.,/.:  l'angle  S       n^ 
pouvant    toujours    cire    ramené    à    l'intervalle  ~.       ~   .    nous 

appliquerons  les  résultats  du  n°  I-  :  l'argument  «lu  poinl  m,  cor- 
respondant à  1^'   variera  de  (  '  ) 

_  $ji-'«  _  /  JL  +  ,/'~    à  :  ■  '•  —  -  f  -    ■    '/'~- 

pour  ///,.  les  mêmes  limites  seraient   encore  valables,  à  condition 
de  remplacer  /  par       /'.  Donc,  quel  que  ^<ui  le  signe  de  /.  les  points 
///,  et  ///_,  ne  cesseront  d'appartenir  à  un  arc  dont  les  extrémités 
et    u."  auront    pour  arguments   respect  ils 

;       =       -    — 
*  " 

(27) 
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Taniplil  ude  de  ce1  are  est  donc 

lJk        •!,         r.         :.    ■    1 


Ainsi  donc.  A  sera   limité,  d'une  pari,  par  deux   ares  normaux 

1     En  négligeant   des  quantités  de  I  ordre  d(  '  11       Désormai 

P€s1  ira  sous-ent endu, 


I  'lO 
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appartenanl  à  deux  branches  ^  différentes  (mais  de  même 
indice  h),  et  aboutissanl  aux  points  tx'  e1  y.":  d'autre  part,  par  le 

plus  petil  drs  deux  arcs  <).'  \x"  de  \\.  e1  enfin  par  un  arc  de  Y  qu'il 
es1  inutile  de  préciser  davantage  fig.  5).  Nous  donnerons  désor- 
mais aux  domaines  A  le  nom  de  .sec/nus;  les  directions  Ou',  Ofx" 
seronl    dites   tes  directions-frontières  du   secteur.    Le   nombre   «les 


secteurs  correspondanl  à  un  même  poinl  -  es1  égal  à  imn\  le 
nombre  total  des  secteurs  es1  donc  de  2/n2n;  d'ailleurs,  1rs 
intégrales  définies  dans  chacun  >l  eux  ne  sonl  pas  nécessairement 
distinctes  :  nous  en  donnerons  | > 1 1 1 --  loin  (n°  'il  un  exemple  impor- 
tant. Observons,  enfin,  que  les  2m2/i  secteurs  A  se  répartissent  en 
2  m"-  groupes,  tels  que  les  n  s<  <  teurs  de  chaque  groupe  coi  r  es  pondent  au 
même  (hou  il,  valeurs  pow  [3  e1  J3  ,  et  m  diffèrent  que  par  la 
valeur  de  l'entier  />  dans  (27  :  à  ces  groupes  de  secteurs,  que  l'on 
déduil  de  l'un  quelconque  d'entre  eux  par  <!■•-  rotations  succes- 
sives de  -•  -  :  n  autour  de  l'origine,  nous  donnerons  le  nom  de  cycles 

de  Set  leurs. 

\\;ini  d'aller  plus  loin,  montrons  commenl  l'existence  d'un 
domaine  A.  à  l'intérieur  duquel  on  sail  calculer  une  même  inté- 
grale //,(.*'),  nous  permel  d'établir,  comme  nous  l'avions  annoncé 
(n°  15),  que  le  coelficienl  u ,  <l<-  la  formule  (26)  tend  vers  1  quand  1 
1  end  \  ers  zéro. 

Remarquons  d'abord  qu'on   peul    substituer  à   I    un   cercle   Y", 
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de  rayon  r*  suffisamment  grand  pour  que  da         n  si    t<  iir  A"  d'une 
couronne  (§")   limitée  intérieurement    par  1""  i      vérifie    une 

relation    (26)    avec    \a,j-     ij    arbitrairement    petil     :    ceci    en 
d'ailleurs  que  |  e |  soit  suffisamment    petil  •',..  Mais,  si  l'on  a  choisi 
in  rayon  extérieur  /',  de  la  couronne  primitive  supérieui   à  / 

(ce  qui  exige  encore  que  |e|  soit  suffisamment  petit  .  A"  empiét» 
sur  un  secteur  A  de  (s);  d'après  sa  nouvelle  définition  du  n°  15, 
l'intégrale  //,  définie  dans  A  sera   le   prolongement  de  celle  qu'on 
aura  définie  dans  A"  :  sous  une  nuire  forme.  lire  qu'on  peul 

trouver  un  nombre  i"{   assez    petit    pour   que    l'inégalité 
étant  vérifiée.,  |  at — 1|  soit  arbitrairement   petit 

18.  Extension  de  la  théorii  \  l'éqi  ltioin  E  .  La  mé- 
thode que  nous  venons  d'employer  pour  calculer  des  intégrales 
de  l'équation  (E)  dans  des  secteurs  déterminés  A  du  plan  1 
peul  être  appliquée  poinl  par  poinl  à  l'équation  irrégulière  I 
qui  en  est  la  limite.  A.ussi3  nous  bornerons-nous  à  l'énoncé  des 
résultats;  nous  ferons  exception  seulement  pour  la  transforma- 
tion analogue  à  celle  du  débul  (n°7);  il  sera  entendu  d'ailleurs, 
une  l'ois  pour  i  ou  tes.  que  l'on  surmontera  d  un  trail  tous  les  sym- 
boles qui  se  rapporteront  à  I  équation  limite. 

Nous  allons  donc  montrer  que  les  racines  v  de  I  équation  carac- 
téristique (3)  étant    distinctes,  conformément    à   notre   hypothèse 
fondamentale,  on  peut  former  m  expressions 
_  _  _ 

telles  que  l'équation    E)  puisse  s  écrire 

I  i  FO  I        t[C,  >        "-t-...-t  <     >  '      '  I- 


1    Car  il  résulte  du  n"14  que  I  tend  vers  0  avei  C   '    don<  1  l 

et 

(2)  Une  démonstration  analogue  s'appliquerait    pour  h    coefficient 
second  cas  envisagé,  ainsi  que  pour  les  coefficients        1  relatifs  .1   I  mti 

paracanonique  considérée  en  troisième  lieu, 
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l'équation  F(u)  — oayanl  pour  intégrales  les  expressions 

II         .1  i   ■ 

e1   les  ('.,  admettanl  x  =  az  comme  pôle  d'ordre  (v  —  i)  (n —  i). 

Pour  le  voir,  posons  j/=^e  .  ri  proposons-nous  <!<■  prendre 
jxtiif  —,  une  expression  du  type  donné  pour  - , .  de  telle  sorte  que  le 
coemcienl  de  z,  dans  l'équation  transformée,  présente  .r  =  oc 
comme    pôle    d'-ordre    m(n-    i  n       i    au     plus.     Les    termes 

d'ordres  supérieurs  de  ce  coeffîcienl   ne  peuvenl   provenir  que  de 
la  somme 


m   m  —  1) 


\ 


(  m  —  v  |    m 


des  lors,  si  II/,    /     désigne  l'une  des  racines  de  I  équation 


(-28)    n' 


m  m        i         II  x^ 

//  -f-   >    \ 


II 


///       y     r?i       v       i  |      Il 

//  — 

i 


F 


la  différence  ~,,  II,  i  s'annulera  pour  r  se  comme  a  -  au 
moins.  L'équation  (28  ayanl  ses  m  racines  méromorphes  »-i 
<lu  type  précité  pour  x  x  en  raison  de  l'hypothèse  faite  sur 
les  Sj  .  i  existence  des  ~l:    1     se  trouve  établie. 

Cherchons  ;  1 1  •  >  r<   la    forme   la    plus    générale  des    coefficients    A 
conduisanl    aux    mêmes   expressions    poui    tous    les  ~.  ;   si   les  sys- 
tèmes   \    e1    \      v        i m    répondenl  à  la  question,  les  diffé- 
rences 

A.'  -    \ 

devronl  satisfaire  à  ///  relations  du  type 

a,  5^"   '-+-...  4-  a, ray  v -h ...  -+-  a„,  —  I ' 

où  les  PA  son  1  pour  .r  =  x  d'ordre  au  plus  égal  à  m  n       1  //       1 . 

Or  le  déterminanl    des  coefficients  des  n,  es1    exactement   d'ordre 

m(m  —  1  )  .  .  .  .  .  ,      ..      .  . 

-  [n—  1  i,  en  vertu  de  notre  hypothèse  londamentale;  a   es1 
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donc  au  plus  d'ordre  (v    -i)  (n       i  tisonnant  comme 

au  !i°  7,  on  en  déduil  aussitôt   La  possibilité  de  la  transformation 
annoncée  (1). 

Cela  étant, pour  intégrer    K    ,  on  posera,  par  exemple,  y  =u  /  : 
X,  satisfera  à   une  équation     K.     qui  admettra  comme  inté^ 
la  fonction  limite  Z,  [x    des  approximations 


Z0       (.r)  =  i, 


/. 

où  les  symboles  I!.  co,  /  ont  des  significations  analogues  aux 
|{.  (j),  j  du  n"  S  (ils  coïncident  d'ailleurs  avec  ces  dernières 
expressions  quand  on  fa.il  dans  celles-ci  i  o  .  Comme  che- 
mins d'intégration,  on  adoptera,  pour  la  /.'''  quadrature,  une 
certaine  courbe  ^\  suivie  dans  un  sens  qui  pourra  varier  avec  /.. 
Pour  que,  x  appartenant  à  un  tel  chemin,  les  approximations 
convergent  régulièrement,  il  suffil  que  soienl  vérifiées  deux  con- 
ditions identiques  à  celles  du  n°  \) .  la  première  d  entre  elles  le  sera 
certainement  si  l'on  prend  pour  rj*  l'une  «les  //  branches  de  la 
courbe  v  (n°  12).  Quanl  au  sens  de  parcours  â  adopter  pour  la 
A"""  quadrature  sur  >".  un  calcul  aisé  montre  <pi  il  sera  défini 
par  les  conditions  I  20  et  22  .  où  l'on  aurail  remplacé  (3  pai 
il  sera  donc  identique  au  sens  de  parcours  obtenu  pour  lare 
normal   de    ^". 

Aux  intégrales  que  nous  venons  de  définir  pour  I  équation  I'.  . 
nous  donnerons  le  nom  //  intégrales  normales;  e1  ,  en  procédant 
comme  aux  n03  H»  el  17,  on  pourrail  tnonl  ■(  r  que  chacune  d  elles 
csi  définie  dans  un  secteur  A.  routefois,  nue  double  observation 
s'impose  ici  du  laii   <\r  la  disparition  de  :  : 


1     II  étail   bien  aisé  d'établii   que  li  7            udenl  à  la  qui 

Pourtant,  on  a   préféré  procède)   directement,  1  ppliqur 

1 ■■', i;i  1  l'innii  à  un  cas  analogue  que  tutus  rem  -  [dus  luii          33   M  que, 

.Us  lors,  nous  pourrons  1 s  dispenser  d< 
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D'une  part,  le  rayon  r,  de  \\  peut  être  pris  actuellemenl 
aussi  grand  qu'on  coudra;  la  couronne(s)  sera  donc  remplacée 
par  la  région  illimitée  extérieure  à  I'  '  .  Actuellemenl  les  sec- 
teurs  A  -uni  dune  il/ imités. 

2°  D'autre   pari,   la   condition   (18)    n'a    plus   de    raison   d'être; 
les  droites    I),   disparaissent    donc   et,   en   lait,   il  n'y  a   plus  que 

imn(m — i)  secteurs  A.  occupés  par  un  égal  nombre  d'intégrales. 
Nous  reviendrons  sur  cette  réduction  au  n°  20. 

19.    CoNVERGENCl     DES  INTEGRALES  Dl      E)  VERS s'  Dl       I.    . 

Si(  i  i  i  rs  ordinaires.  — ■  Pour  l'instant,  nous  allons  montrer 
qu'il  existe  imn(m  —  2)  secteurs  A  à  l'intérieur  de  chacun 
desquels  l'intégrale  correspondante  tend  vers  une  intégrale  ana- 
logue de  I  équation     E  ■ 

Considérons,   en    effet,    les    imn(m-     ■     secteurs   A   que    l'on 
obtient   en    faisant    varier   la    droite    D     n"    17     à    I  intérieur  des 

angles  /  à  I  exclusion  des  /  Ces  secteurs,  que  nous  appellerons 
ordinaires,  tendent  -  vers  la  portion  A  des  secteurs  A  qui  es1 
intérieure  à  s  ;  e1  I  <>n  peul  toujours  supposer  que,  pour  | £ I  assez 
petit,  loin  ; il  /  <\*'  A  appartient  à  un  A.  Ceci  posé,  la  conver- 
gence de  la  suite  <\<-  :  v,  £  étanl  uniforme  autour  de  £  o, 
il    nous   suffira    d'établir   <|m-    :     v,     zt    /.:....    tendent 

respectivemenl   vers   ~     1   .       . .   :.     1   Or  observons  qu'on  a 

/    )    =   I   =    T.,!   -I    .    E), 

et    admettons    qu'on    ah    déjà    établi    que    :,    r,  e :,    c, 

tendeiii   vers   z,(x) :     '    ;   il   nous  suffira  de  démontrer  que 

z/M_,  !  x,  £  tend  vers  :  ,  1  .  Mais,  d'après  le  n°  M .  on  pourra  tou- 
jours prendre  |i|  assez  petit,  et,  en  conséquence,  le  rayon  r,  <\r  I  , 


(1)  On  peut  évidemmenl  confondre    I   e1  I". 

(!)  Ceci  suppose  implicitement  que  s  tend  vers  z  ro  comme  il  ■>  été  expliqué  plus 
haut,  [noie  de  la  page  i38].  On  verra  au  numéro  suivanl  que  ceci  n'implique 
aucurte  restriction  essentielle,  comme  il  a  été  déjà  dit. 
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assez  grand,   pour   que    l'intégrale    jr  2d  .  étendue  aux   portions 

de  j^'  et  j^'  extérieures  à  I',.  soil  arbitrairemenl  petite.  Dès 
lors,  la  différence  entre  les  parties  des  quadratures  fournissant 
zJH.t(x,  s)  e1  z/J+.(x)  cl  provenanl  des  arcs  des  chemins  d'inté- 
gration extérieurs  à  \\  sera  arbitrairemenl  petite;  mais,  à  l'inté- 
rieur de  r,,  z.,(x,  t)  e1  ses  dérivées  tendenl  v<  el  ses  déri- 
vées respectives;  <!<•  plus,  l'arc  normal  dé     '  tend  vers  n°  \*2   : 


/; 


,  (  .r.  z )  tend  donc  vers  zp+l  [x] 


i  .  H. 


*1().  Sectet  us  mi\  i  i  s.  Le  passage  à  la  limite  esl  un  peu  moins 
simple  dans  le  cas  que  nous  avons  exclu,  e1  que  nous  allons  exa- 
miner maintenant,  où  le  secteur  A  provienl  de  la  variation  de  I» 


te  $5l      '  ; 


;i  I  intérieur  d'un  des  angles  /   .   Soienl    donc    I'      el    l>     les   deux 
droites    I*,     adjacentes   à    D,-,   t\<~   pari   el   d  autre  de  cette  droite; 

;ni\  droites    |)  ,.    h     i  i    |)     sonl   associées,  comme  d  .1  été  dil  plus 

fourn.  de    Math      N    série      1 e  II  \un  '!' 
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haul  (n°  17),  des  droites  de  directions  arbitrairement  voisines, 
D//é:     D"j,    \)f:    ci     \)J/    <[iii    déterminenl    deux    couples    d'angles 

opposés,  que  nous  représenterons  par  /  ,.  "/. .  e1  '/...  )  ,.  A  ces  quatre 
angles  correspondent  quatre  cycles  (n°  17  <lc  secteurs  A  dans 
lesquels  on  s;iii  calculer  quatre  cycles  d'intégrales  de  l'équa- 
tion (E)  :  procédanl  ainsi  pour  les  m  points  ay,  <m  obtienl  bien 
les  \mn  intégrales  que  nous  avions  exclues  au  numéro  précédent. 
Or,  appliquons  le  même  procédé  à  l'équation-limite  K  :  les 
droites    Dy    disparaissant,    nous    obtiendrons   autour    de    s      =  a,) 

un  couple   unique  d'angles  /.   opposés;   e1    les  secteurs  correspon- 
dant à  huis  ces  couples  d'angles  sonl  au  nombre  <lc  imn.  Il  nous 
laul  donc  expliquer  comment  les    \mn  intégrales  en  question  de     E 
peuvent  se  fondre  deux  à  deux  poui    constituer   un   nombre  moitié 
moindre  d  intégrales  de  V équation-limite     Y.  . 

Considérons  d'abord  les  angles  /,  e1  / .._,  :  les  rayons  D,  d'argu- 
ments 0,  intérieurs  respectivement  à  /. ,  «ni  à  /  .  vérifienl  l'un  ou 
Tant  re  des  sj  sternes  d'inégalil  1  - 

(Ai)  —  7T  -j-i        3       -  '    .       /.     '/       n 

pour  X^  on  a  donc  /        (-  1,  e1   pour  / ..  /  1  ;  el   D  varianl  suc- 

cessivemenl  dans  /  ,  e1  dans  / ...  les  variations  des  points  m{  ••!  m, 
seronl  données  |>;ir  le  Tablea u 


Y]                              i  II  1  T. 

11            2  //                 // 

I-1J 

T. 
1 — 

n 

11 

l,              -.              •  Il  |  ~ 
,  .  .  .  .        —  <D  -\- 

11            2  n                II 

II 

•  11                11 

Y,  ~  '  /.  I,  T.  ■/>,-. 


ri                '  n              n  11  •  n             n 

n         -         2  //,-  r,  -  '  li   -. 

— 1 —  3  —  

Il               >  Il             II  II  ■  Il             II 
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où  h{  et  h.,  désignenl  les  numéros  d'ord  ,     secteurs,  soient 

A,  e1  A,,  dans  les  cycles  issu-;  de  >.,  el   /   .  Or,  e1  A    sonl  quel- 

conques,  A,  e1  1,  n'auronl  aucune  région  commune;  à  la  limite, 
ils  ne  pourronl  constituer  aucun  des  secteurs  A.  Vïais,  d'après 
le   Tableau    précédent,    les    arguments    des   directions    frontières 

sont  (*),    pour  A, , 

2/^TT  ei 

n  <i  !  h  i, 


,h-       et       o:        .     '       '       ' 


9;-- 

n 

7T 

// 

a  // 

( 

tf 

pour 

A,, 

y  1 

(3// 

-ï) 

7T 
2  rt 

Pour  que  A,  e1  A,  empiètent,  comme  nous  le  voulons,  on  devra 
avoir   d'abord    0,  <  0^    d'où    hK     //,.    e1    0,<0(.    d'où    //. 
(puisque    $jt      [jj//i  <<-).    On    a     donc     nécessairemenl     h, 
ce  oui   entraîne   les  inégalités   0'  <C0,   cl    0'<f0  .   En   résumé,  les 
secteurs  A  se  rapportent  à  un  même   point   singuliei    1  .   <-i    leurs 
directions   frontières  sonl    rangées  dans  l'ordre  0   -^  <T  0  \ 

()n   voil   (\r    |>lus   qu'après   In  traversée  de   I»    />"/   /e  rayon   l>.  /es 
points  ///,  r/  /// ,  se  seront  permutés  :  le  nouvel  argumenl  de  //' 
sera    égal    à    l'ancien    argumenl    de    m,(m2   .    diminué    de 

D'autre  pari  ,  observons  que  les  branches  £*,  correspondant  aux 
rayons  D  voisins  de  D,-,  seront  convexes  n°  12),  cos(ô  m  étanl 
alors  positif.  Les  courbes  présenteront  donc  la  disposition  ci-après 
[fig.  _.  |»-  1  i*"1  ;  "ii  remarquera  que  les  deux  secteurs  A,  ri  A.  on1 
pour  somme  un  secteur  A,  i  A:.  dr  directions  frontières  ')  .  8",  que 
nous  désignerons  -mus  le  nom  <\r  secteur  mixte,  e1  qui  tend  > 
secteur  limite  A;  d'ailleurs,  A,  ci  A.  "/*/  constamment  un  domaine 
en  commun,  ^<>ii  A,  A.  donl  li  directions  frontières  fonl  entre  elles, 
poui  £  in lininirn  1   petit,  l'angle  fini  ■   En  toul   poinl  de  A  A 


'     1  es  Formules  ne  -nui  d'ailleurs  que  des  variantes  de     ■"      mais  1 

préféré  donner  le  Tableau  '!>••>  argi m-  île  mt  ri  d  fin   de   mieux  1 

en  lumière  la  disposition  mutuelle  de  -A,  el  A 
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on  peul  démontrer,  comme  au  n°  li>.  que  les  intégrales  //,  e1  >/.,. 
définies  dans  A,  e1  A.,  tendenl  uniformémenl  vers  une  même 
intégrale  y  de  (E  :  //,  et  //_,  tendent  donc  uniformément  l'une  vers 
I  autre  à  l'intérieur  de  A,  A,.  En  définitive,  l'intégrale  //.  qui  occupe 

Fig.  t. 


le  secteur-limite  A.  apparaîl  comme  la  trace  de  deux  intégrales  w, 
et  ;/.,  de  I  équation  I.  .  définies  dans  des  mu  leurs  A,  et  A,  dont  lu 
somme  constitue  le  sectew  mixte  A,  A  qui  tend  vers  A:  les  sec- 
teurs A,  et  A,  empiètent  d'ailleurs  mutuellement  suivant  un  domaine 
A,A..  où  //,  et  //    tendent  uniformément  l'une  vers  Vautre  (1). 

Etudions  maintenanl  les  angles  X3  e1  /  ,  :  o  n  z,  étanl  toujours 
ramené  à  l'intervalle  ~.  ~  .  afin  qu'on  puisse  appliquer  I •■- 
résultats  du  m"  l  I.  ces  angles  seronl  définis  par  les  inégalités 

I  C 


(X.) 

(A4) 


n  <  py7,  —  n  ç  r, . 

/,      ô         //  y      (3y,  —  n  o         7T  —  Y]    C  —  Y). 


(-1)  A  litre  de  vérification,  examinons  les  variations  des  sens  de   parcours  des 

courbes   £_*  pour  1rs  quadratures  «les  approximations     io).  Quand  o  traverse  La 

dp 
valeur  n<p,  tous  les  /      restent  constants;         change  de  signe  d'après     !i),  de  sorte 

que,  relativement  au  poinl  .//,.  le  sens  de  parcours  a  brusquemenl   changé,  ce  qui 

et  9 
s'accorde  bien  avec  le  fail  que  -  -  reste  le  même  à  l'intérieur  de    s  .  <  /.  la  figure  ~. 
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On  en  déduit  pour  ///,  e1  m.,  le  Tableau  de  va  iations  suivant   • 


,     Y]  7T 

//  2  // 


2  /jj7T  7C 


/<;- 


(-,- 


->//.  -I-  fl 
—  — 1 

II                >.  Il 
:      4-  Y)         7T 

+ 

II 

ii 

//                    !  // 

n 

u 

n         n 

—  03 -\ 

-f- 

'  '>.  ~ 

n 

•li.-. 

- 

(3// — Y)  T.  J.ll,-  T. 

n  a  //            n  n 

£>// — Y)  7T  2  ht  71  TC 

n  >.ii             n  n 


(  )n  obtienl  cette  fois-ci, pour  les  directions  frontières  de  A3  e1  A, . 

7C  2/»aTC  5y/  -4- Yi         .ir  •!> 


9'  =  —  (0  -+-    -    + 

/«         2  n 


o:  = 


fijl Y]  371  2A47C 


9; 

—  m 


2/1  // 

Y)  7t  '  /' . 


// 


>  H 


n 


Les  conditions  d'empiétemenl  s'écriveni  alors  0,  0.  d'où 
l'on  tire  ihs  >  ih3  +  i>  el  8^<8^,  d'où  A,  </»3  +  2  (puisque 
(3,7-  —  (3,a<~).  On  a  doue,  h,  =  h3-j-\.  e1    l'on  en  déduit  aisémen! 


Pig.   8. 


les     inégalités    0.  <<  0,  <  0.  <  0V     On     voil     qu'actuellemeni     les 
branches  P^  seront  concaves  pour  le       />:.    voisin  *  I  <  *  ~  :  celles  qui 

proviennent  de  rayons  I)  intérieurs  à   /.    s'enrouleronl   autour  du 
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(xiiiii  a , ...  avec  //  =  lt..  -j-  i .  car,  pour  o       nz>  =  it  —  r .  l'argument  du 
poinl  mi  rchil  if  à  X/t  es1 

3  -        2  (  h  —  i    - 

i-  : • 

2  />  // 


f,  T.  2  /<  7T 

—  00  -t- 1 

//  2  //  // 


: —  O  + 


celles   qui    proviennenl    de  rayons   I»  intérieurs  à   /,  s'enrouleronl 

autour  du   poinl   x,t_{,  car,   pour    §■    -  n<p  =       tï        t.    L'argumenl 

ilu  poinl  ///,  relal  il  à  .>■/,   ,  es1 


r, 

CD ' 


77 

in 


n  ■  // 


et,  en  vertu  du  Tableau  précédent,  ceci  s'accorde  bien  avec  le  l'ait 
que  //  A  -i=h,.  A  pari  ces  modifications,  les  conclusions 
que  nous  avons  développées  précédemment  demeureronl  toujours 
valables  (1). 

il\  .     I  !  I    roi    R      \  i    X     [NTÉGRALES    ■    tNONIQl    ES.     I  .1      POLYGON1      IH 

sustentation    II.  El    mai u t ciin u t    nous    sommes    en    étal    de 

répondre  à  une  question  importante  que  nous  avons  posée  anté- 
rieurement (u"  h»  i  :  définir  tous  les  cas  où  V  intégrait  y  i  résultant 
tics  approximations  <ln  n"  H  peut  être  une  intégrale  canonique  relative 
àundes  points  >,,  (ou  à  >,  ;  e1  dans  l'affirmative,  ajouterons-nous, 
définir  le  sectew  à  I  intérieur  duquel  on  sait  la  calculer. 

Pour  < 1 1 1 * ■  y  i  soil  une  intégrale  canonique,  il  laut  e1  il  sullit, 
comme  nous  le  savons,  que  !<■  poinl  o\  e1  l<-  rayon  h  puissenl  être 
choisis  de  telle  sorte  que  tous  les  /  aient  la  même  valeur,  quel 
que  soil  k  (  /  /)  ;  il  l'a  ut  donc  e1  il  sufïil  que,  quel  que  soil  /.  7^  /), 
sin((3/A       0)  ail    un    signe    invariable   :   ce    <|in    n'arrivera    que   si 

tous  les  vecteurs  ct ,  v^  sont  du  même  côté  de  la  droite  \K  quel  que  soil 


'  1  >n  peul  se  demander  s'il  ne  sérail  pas  possible  de  passer,  pai  continuité,  de 
l'intégrale  //,.  définie  dans  A,,  à  l'intégrale  yt,  définie  dans  A  .  <  u .  dans  les  deux 
cas  envisagés,  lorsque  I»  pénétrera  dans  l'échancrure  pratiquée  autour  de  I',. 
les  branches  r''  tendronl  de  plus  en  plus  lentement  vers  <•  ou  vm  .  el  la  conver- 
gence «1rs  approximations  sera  de  plus  en  plus  lente;  lorsque  I)  sera  venue 
»mi  l)j.  ces  courbes  seront  îles  ovales  mrbes  étoilées  d'un  seul 
tenanl  cf.  note  (*),  p.  1  ,s  .  le  long  desquels  '■  3  d<  démonstration  que 
is  avons  nus  en  œuvre  tombenl  en  défaut. 
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k  (^  /).  En  définitive,  pour  que  //,  soil   une    intégrale    canonique, 
il  laul  et  il  suiïit  que  les  deux  conditions  suivantes  soienl  réalisé* 

i"  Vj  doit  appartenir  au  polygone  de  sustentation  II  des  point 

■i{)   La  <lroil<-  I)  menée  pur  n  t  doit  être  extérieure  à  II. 

Ce   poinl   acquis,  établissons  le  résultai  suivanl  :    les  deua   cycles 
d'intégrales   canoniques  //,  et  ;/,  définies  dans  les  cycles  de  secteurs 

provenant   de   chacun   des  angles  opposés   X,    et  ~<  /Il 

en  <Sj,   ne  constituent  qu  un  seul  cycle  d  intégrales    '   . 

En  effet,  les  angles  a,   ci   '/.,  correspondes   à  des  valeurs  de  S 
dont  la  différence  est  ~.   Quand  ou  augmente  o  de  tt,   sin   o       n^ 
et   sin(3,A        b)    changenl    simultanément  i\r  ^ i <_i 1 1 < ■  ^  •.   d'après 

et  ('21),  —•  aura  donc  le  même  m  une  dons  les  deua  cas.  Considérons 
v      '    as 

alors  les  deux  courbes,  soienl   |  ç   ,  <-l  (-^)2,  <|»ii  correspondenl  a  la 

même  valeur  de  C  H  à  des  valeurs  de  o  dont  la  différence  esl  -     -  . 

et  soil  A,  le  secteur  balayé  par  l'une  quelconque  {i^i)t  des  branches 

de  (^i,    quand    I)   varie  dajis    /.,.   Suivanl    que   le  signe  commun 

de    ;    sera  positif  ou  négatif  dans   les  deux   cas,   c'est-à-dire  sui- 

ds  '  & 

\;mi  qu'on  devra  se  rapprocher  ou  s'éloigner  de  x*  dans  les  deux 
suites  d'intégrations,  nous  adjoindrons  à  ,  une  branche 

de  (^)2  choisie  de  telle  sorte  que  les  deux  branches  précédentes 
présentenl   soil   deux  points   ///..  soil  deux  points  ///,   très  voisins. 
Ceci  pose,  faisons  varier  à  e1  C  comme  il  a  été  dit  aux  n08  16  el  I  7  ; 
les  secteurs  A,  e1  A,,  balayés  par      "'  ,  e1      ''    ...  empiéteronl  néces- 


1      1  priori,  on  devail  s'attendre  à  une  telle  réduction  dans  le  nombre  des  cycles, 

car  il  n  existe  que  n  intégrales  can< [ues  appartenanl  -i  des  exposants  ayant 

comme  partie  principale    chacune  étanl  relative  ■*  l'un  des  i ,.  .  Mais  il  était  iinli^- 
|)cn^;ililr  d'approfondir  le    mécanisme   de  cette   réduction,   en    vue,   surtout,   des 
applications  ultérieures.    Vussi  le    considérations  (développées  dans   le  texte  i 
p;is  seulement   la  valeur  d'une  simple  vérification 

i  es  courbes  i>ni  été  r<  prési  niées  |iln^  liaul    fi  g.  •.  p.  i 
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sairemenl  :  je  dis  que  dans  Vaire  commune  _\,  A.  les  deux  intégrales  //, 
et  //,  coïncideront . 

Pour  le  voir,  on  observera  d'abord  que  les  deux  branches  des 
faisceaux  [-£_*•] t  e1  l'^-j..-  issues  d'un  même  poinl  x,  peuvenl  être 
reliées  par  un  arc  de  courbe  y.,  y._,  satisfaisant  aux  conditions  a' 
et  V  du  u(>  l(>.  e1  qu'on  mènera  dans  le  voisinage  <lr  ./ ,,  ou  de    /,. 

suivanl  que  le  signe  de     ;-   sera  négatif  ou  positif:  ceci  fait,  il  n'y 

aura   plus  qu'à   reproduire   la    dé] istration    «lu   lemme     u"    l(î. 

A ii  numéro  suivant,  nous  fixerons  les  limites  du  secteur  total  où 
se  trouve  définie  une  même  intégrale  canonique;  pour  I  instant, 
insistons  sur  ce  fait  (pic  V  identification  entrey[  et  y.,  n'  a  été  possi  ble 
que  parce  que  les  deua  conditions  énoncées  plus  haut  ciment  réalisées. 

En   effet,  supposons   ipi  il   n'en   soil    pas  ainsi,   H    plaçons-nous 

d'abord  dans  le  cas  où      '   es1    négatif;     |  '    ,   e1  .  s'enroulenl 

autour  du  même  poinl   ch  i  '  l  ;  la  don  Me  hypothèse  du  débul  u  étanl 

plus  réalisée,  il  \  aura  des  quadratures  que  l'on  devra  effectuer 
en  s'éloignanl  vers  >,  sur  ces  branches  :  mais  alors,  dans  le 
triangle  xu.t  u2,  <»ù  u.tu.  es1  pris  très  loin  pour  vérifier  //.  les 
fonctions  à  intégrer  ne  sonl   plus  uniformes,  el   la  démonstration 

du   n"   l(>  n'esl    |ilu<  valable,    admettons  maintenant   que  -,    soil 

1  'ils 

positif;   (rA,)i    rl    (-11' '■  -    se   déroulenl    à    partir  de   points  a      e1    i 
différents  (]    :  il  y  aura  des  quadratures  que  I  <  •  1 1  devra  effectuer 
en  h'iidani   vers  I  un  el   I  autre  de  ces  points    suivanl   qu  il  s  a^il 
de  //,  ou    i/,    :   y.,  el    y.,    devanl    être  pris  très  près  <!<•  xhi  el   <\<-   i 
respectivement,   la    réalisation    de    b'    sera    encore   impossible     -. 

(l)  Pour  le  voir,  il  suffi I  de  se  reporter  à  là  figure  i.  <  e  |">mi  sera  d'ailleurs  précisé 
;iu  cours  de  la  discussion  du  numéro  suivant. 

[2  j  I  >  1 1  1 1 1  <  ■  1 1 1  - .  -i  l'on  ne  peul  identifier  yt  el  »/»  pour  6  donné,  peut-être  pour- 
rait-on penser  qu'en  un  point  t  appartenant  à  A,  et  A  i   tend  vers  o  avi 

lin   fait,   il   n'en   est    rien.   Car,  dans   les  <\rw\  cas  que   nous   venons    d'envi 
prenons  y,  el  u.2  arbitrairement  loin,  el  faisons  tendn  •    dans  les  deux  >;i-, 

l'arc  y,  y.  traversera  un  arc  de     'v  '    ,  ou  |  '/     ,  sur  lequel  | '->,,'.  |  sera 
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Nous  observerons  enfin  que  la  réduction  qu'on  vient   d'établir 
dans  le  nombre  des  cycles,  relativement  à  l'équation    I 
encore  pour  V  équation-limite    E  ,lorsque57l   =  ffy)  es1  un  sommet  du 
polygone  de  sustentation  II  des  s,.  e1  que  l>  a  été  menée  extérieu- 
rement ;'i   II . 


2*1.   Les   sectei  rs   canoniqi  i  s  v 


ih- 


I!  i  '  \  i  •  1 1 1  1 1 1  n     1 1 1  ;  i  |  1 1  |  .  ■  1 1  ;  i  1 1 1 


au  secteur  total  A,  -f-A2,  où  nous  avons  montré  qu'on  peul  définir 
une  même  intégrale  canonique;  nous  désignerons  un  tel  secti 
sous  le  nom  de  secteur  canonique.  Les  n  secteurs  canoniques  cor- 
respondant au  sommel  t,  formerontj  par  définition,  un  cycle 
de  secteurs  canoniques;  nous  représenterons  par  V,,,  le  secteur 
qui  occupe  le  rang  //  dans  un  tel  cycle,  ou,  plus  simplement,  par  v  . 
lorsqu  une  telle  précision  ne  sera  pas  nécessaire.  Proposons-nous 
maintenant  de  déterminer  les  directions  frontières  d'un  secteur 
canonique. 

Pour   simplifier   l'écriture,    nous   adopterons   les    notations   sui- 


vantes :  les  points  3\  situés  sur  II  seronl  numérotés  dans  l'ordre 
ou  on  1rs  rencontre  en  décrivait  1  le  contour  de  II  dans  le  sens  direct. 
Nous  désignerons  par  y,  l'argumenl     '     de   lu   dif] 


'     Si   M  esl   le  nombre  de  sommets  de  II.  on  peul   toujours  sup 
iiiniis   rangés   dans   l'ordn    o 
placer  s'il  \  a  lieu  y,  par  y.        ■  -.  ou  /\\  pai    :  m 

fourn.  de  Math.  (H    sérii    ,  tome  II  lin  i" 
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avec     nos    notations    antérieures,    on    aurait     (lune    y.  =  p 
si  II  n'a  que  deux  sommets,  il  en  résultera  7_>  =  7,  +  ~,  mais  cette 
circonstance,  qui  se  présentera  sûrement   pour  m  =  2,  ne  modifie 

en  rien  les  développements  qui  vont  suivre.  Soit   alors  X',   l'angle 

*~  ► 

formé  par  Gj<Jj+{  avec  7/_,a-y,  et  A',  l'angle  opposé;  nous  suppose- 
rons d'abord  qu'aucun  de  ces  angles  ne  contient  la  droite  l); 
(d'argumenl  rtf),  et,  de  même  qu'aux  n°3  lî)  e1  '20.  nous  envi- 
sagerons successivement  deux  cas. 

Premier  cas.        L'angle  À,  es1  défini  par  les  relations 

Jî        i.        ,  n  9  -+-  n  1  o  —  n  tp  __y ,  —  «  9  —  0  <  —  r\ . 

Dans     /,.    on    aura  fJk  =-\-i  =  f   (jz£k  =  i}    .  ...  m   :     d'où, 

i/o 
pour   /,   et    '/ ,.   y  <C  o,   et    l'on   accouplera   les  branches  (-C*«)i  et 

de  manière  que  ce  soienl   leurs   points  m,  <|ui   voisinent.  Or, 
pour  (-t^'Oi,  l'argumenl  de  m{  evi  de  la  forme 

-  \  h ,  7: 

/<         •  //  /( 

u"  T2    et,  pour  (îJ'Oî,  H  es1  égal  à 

>  i,  - 

1 1 — ; 

//  »  //  // 

on  devra  donc  prendre   // .       ht  ;  soil   A  leur  valeur  commune.  Ce 

seronl  alors  les  m2  qui  donneroûl  les  frontières  de  V  ,,  :  or,  pour  /.,, 
l'argumenl  de  /// .  varie  de 


b 


y,  —  rt        n  -  /._,-+- y]        n        2//- 


!  //  //  n  !  //  // 


et,  pour  /.,.  de 


il 1 a     _£^_J , 

//  2  //  u  //  2  //  // 
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Les  directions  frontières  de  V    ser<  ni  donc 


<*9) 


_' 

7j  —  r> 

>  h  - 

~Jh  - 

n               >  n 

n 

*"jh=- 

n                -  n 

9.  Il  T. 
Il 

L'amplitude  du  secteur  canonique  V//(  sera  alors 

yy — yy-i-l-  2  7:        rxr, 
a  n  ' 

elle  est  arbitrairement  voisine  de 

\  277 

) 

// 

\j  désignant  V angle  extérieur  au  polygone  II  en  V;.  Remarquons 
en  outre  que  les  deux  branches  (£A»)i  rl  (-C*1  -  s'enroulenl  autour 
du  même  point  singulier  ./>,,  et  que  l'intégrale  que  nous  savons 
calculer  dans  V/7,  est  V intégrale  canonique  relative  au  point  i     el  à 

l'exposant  caractéristique  — —  • 

1  l  n&" 

Deuxième  cas.  —  L'angle  X,  es1  défini  par  les  Inégalités 
(X,)  fi<yj-\ — rc<p-t-t]    6  —  nyîyj — no  —  r,  <  n      y,. 

Dans  À,,  on  a  /y/t  =  -f-i,  /=  —  i;  d'où,  pour  X,  e1  /..  '/ >  °  '■ 
celle  lois,  on  associera  donc  (r''.),  et  (.f**)a  en  accolanl  deux 
points  m2',  or,  pour  X,,  l'argument   de  ///_,  es| 


cl ,   pour  /,_,,   il   vaut 


on  doit  donc  prendre  //_,  //,  i  (soil  /<  i  .  et  ce  seronl  les  mi 
•  pu  donneront  les  frontières  de  V:  dès  lors,  en  opéranl  comme 
lont  à  I  heure,  on  trouvera  que  les  directions  frontières  -< m i  encore 
données  par  (29  .  Mais,  dans  ce  cas,  les  branches        el         '  s'en- 
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n 

<î —  7t           - 
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//           a  n 
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roulent  respectivemenl  autour  des  points  xh  et  xh  ,  ;  de  plus, 
l'intégrale,  qu'on  vienl  de  définir  dans  V  .  coïncide  dans  ce  sec- 
teur avec  la  branche  d'intégrale  canonique,  relative  au  point  .r, . 
appartenant  à  V exposant  i  "y.  '  ,  et  calculée  en  i  le  long  d'un 
chemin  qui  aboutit  directement  de  xx  au  sectew  V  ,,.  en  passant  entre 
les  points  .*'/,_,  et  xh. 

Supposons  maintenant  <|ii<-  le  couple  d'angles  )  .  /  ..  extérieurs 
à  II  en  7,.  contienne  une  droite  I),-.  ceci  arrivera  d'ailleurs  deux 
fois,  e1  deux  fois  seulemenl  :  à  savoir,  lorsque  ~  coïncidera  avec 
l'un  des  deux  sommets  7.7.  tels  que  les  droites  l>  .  I»  d'argu- 
jiii'iii  ricp  menées  par  7  e1  7  comprennenl  II  entre  elles  deux. 
Il  suffîl  alors  de  combiner  les  résultats  qu'on  vienl  d'obtenir  avec 
ceux  du  n°20  pour  constater  que  les  deux  cycles  >\<-  secteurs  corres- 
pondants seronl  formés  des  secteurs  canoniques  mixtes  V  .  V  donl 
les  directions  frontières  auronl  encore  la  forme  29)  :  V, .  par 
exemple,  sera  la  somme  de  deux  secteurs  d'amplitudes    \.    |  -2-    :  n 

cl    (Vy    I   2iz)'.n,    \      e1    \     désignànl    les   amplitudes  des  angles 

►       

déterminés  par  D    avec  a       j    et  a    7        ,  qui  auront  en  commun 

un  secteur  d'amplil  ude  2  -  :  n. 

Pour   figurer  la   disposition    des    branches         à    l'intérieur  des 

secteurs  précédents,  \\  sera  commode  de  dresser  le  fableau  suivanl 


D/« 


(où  I  «mi  ;i  désigné  chacun  des  angles  formés  |>;hé  l>;  ou  l>     avec  Les 
côtés  de  II  par  les  mêmes  lettres  que  dans  la  (igure  i<>)  : 
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1.  2.  ::.  i.  7. 

/ + 

dp 

-£" —         +         —         -4-         + 

(IS 

,lrj 

-r —  -+-  -+-  -+- 

ils 

On  obtient  alors,  pour  les  branches  ph associées  à  chaque  angle  / . 

Fig.   ... 

I      "  ^N    \  /    /'     •    ^ 

I       ^=^\\         /    >'    **'- 

\\  -"Ti .  W  7 — - 

la  disposition  ci-dessus  Mes  courbes  sonl    figurées  avec  le  numéro 
d'ordre  <lr  l'angle  auquel  elles  sonl  attachées  . 

îi."».    Recouvrement  de  i.  \   région   normal]      s     par  les  sec- 
ii  i  us   canoniqi  es  \ lh.  Nous    pouvons    nous    rendre    compte 

maintenanl  <l  une  manière  précise  de  l'agencement  des  secteurs 
canoniques  V//(  correspondanl  aux  différents  points  ./,  el  aux  diffé- 
rents sommets  t/  de  II,  ainsi  que  la  nature  des  intégrales  cano- 
niques qui  leur  sonl  affectées.  Faisons  croître  constamment  l'angle  o 
tout  en  respectant  1rs  conditions  [8  el  to  ;  le  rayon  h  corn 
pondanl  tournera  dans  le  sens  durci  autour  de  chacun  des  sommets 

successifs  t, 7M  |  M  étanl  le  nombre  des  sommets  «le  II  .  toul 

en  restanl   extérieur  aux  échancrures  que  nous  avons  pratiqua 
in"  17.  Les  points  m{  e1  ///._.  se  déplaceront   pai    continuité  sui   I 
dans  !<•  sens  rétrograde;  il  n  \  aura  exception  que  lorsque  l>  tendra 


o8 
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vers  I),  ou  !),■  :  mais  alors,  après  la  traversée  de  l'échancrure 
correspondante,  nous  choisirons  le  couple  mt  m.  voisin  du  couple 
[m2m{)  formé  par  les  points  primitifs  ///,.  ni,,  préalablemenl  per- 
mutés. Supposons  qu'on  ail  '  <C /' <C /"  M;  pour  1  i  /'. 
les  secteurs  Vy/,  seronl  balayés  par  des  couples  de  chemins 
convergeant  vers  xh,  et  les  intégrales  seronl  canoniques  pour  xh. 
Pour/'  /  /  ".  les  Vyvi  seronl  balayés  par  des  couples  de  chemins 
d'intégration  convergeant  vers  xx,  I  un  partant  de  xh,  et  Vautre 
de  xh  i  :  les  intégrales  obtenues  coïncideronl  avec  les  détermina- 
tions des  intégrales  canoniques  pow  x,  et  prolongées  lé  long  de 
chemins  passant  entre  xh  et  xh  ,.  Enfin,  pour  j"  /  M,  les  che- 
mins d'intégration  convergeront  vers  a  .  e1  les  intégrales  seront 
canoniques  pow  '/,_,  (1).  En  définitive,  quand  on  sera  revenu  au 
sommel  initial  7,.  le  secteur  v  s<  sera  transfqjpmé  en  !••  secteur 
(du   même  cycle     VVI  V,.,,   ,;  on   voil    que,   grâce  à  l'intermé- 

diaire des  deux  secteurs  mixtes,  on  aura  sauté  d  un  point  singulier  X/, 
à  son  antécédent  xh  ,.  Comme,  d'ailleurs,  on  peul  procéder  sur 
V,  /,  ,  de  la  même  Façon  que  sur  V,,.  on  voil  encore  que,  lorsque  z 
aura  décrit  n  fois  de  suite  le  polygone  II.  le  secteur  v  ,  aura  coïncidé 
successivement  avec  les  n  \\  secteurs  canoniques  ordinaires  <»u 
mixtes    que  Von  a  défini  antérieurement. 

Les  résull  ats  précédents  entraînenl  une  importante  conséquence  ; 
considérons,  en  effet,  les  secteurs  V      ,i   V  es  deux  secteurs 

d'amplitude  voisine  de  \  -  'i~  ;  n  se  déduisenl  l'un  de  l'autre 
par  une  rotation  de  •"  :  "  :  ils  présentent  dom  un  secteur  ^empié- 
tement, commun  à  chacun  d'eux,  e1  donl  l'amplitude  es1  voisine 
de  \  :  /' :  nous  désignerons  ce  secteur  par  la  notation  V  :  ses 
directions  frontières  -<»ni  d'ailleurs,  en  vertu  <!<•  (2g  . 


i   io 


i 


yj  1 


•  a  - 


(x)  Dans  inus  1rs  eus.  l'exposanl  auquel  appartiendra  l'intégrale  sera  celui  qui 
a  même  partie  principale  que  -     pour   <  ,     ou  que  —     pour  >,  . 
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C'est  dire  que,  étant  donnés  un  rayon  quelconque   :  de  la   cou- 
ronne ($),  «•!  une  valeur  quelconque  de  l'indi<  i M     : 

i°  On  pourra   toujours   trouver,  une   volau    de   h     indépendante 

de  /)  pour  laquelle  V/7/  recouvrira  le  rayon  p; 

20  //  existera  une  valeur  de  j  {et  une  seule     pour  laquelle  les  ni  i  \ 

secteurs  V jh  et  X f ,,_,  recouvriront  le  rayon  p;  ce  couple  de  valeurs  /'.  // 
sera  celui  pour  lequel  l'intervalle  (3o)  correspondant  contiendra 
l'argument  0  du  rayon  p. 

Chaque  rayon  p  de  la  couronne  ($)  se  trouve   donc  recouverl 

par   Xl   i   '    secteurs  canoniques  V(/„  .  .  .,  V/7, vM„  e1  V,  ,,_,  (*), 

de  sorte  «m'en  tout  point  de  la  région  normale  S  .  -m  w/7  calcula 
M  +  i  intégrales  canonitpies  de  V équation  |  E   . 

En    particulier,   supposons  (pie  Ions  les   points  [j;   (/=     i /// 

forment  les  sommets  d'un  polygone  convexe  (ce  qui  aura  toujours 
lieu  pour  m  =  2) ;  ceci  arrivera  sûrement,  pour  |e|  assez  petit, 
si  les  .v7  l'ormen  1  eux-mêmes  un  polygone  convexe.  Un  tel  polygone 
coïncidant  alors  avec  le  polygone  de  sustentation  II  des  t.  le 
nombre  M  sera  égal  à  Tordre  ///  de  (E);  en  tant  pin  ni  île  In  région 
normale,  on  saura  donc  calculer  m  -}■  1  intégrales  de  V équation  E  -  . 
D'ailleurs,  à  l'intérieur  de  l'un  quelconque  *\r->  secteurs  d'empié- 
tement (3o),  chacune  de  ces  intégrales  représentera  l;i  même 
fonction  analytique,  de  sorte  qu'à  l 'intérieur  d  un  tel  secteur,  ces 
m  -f-  1  intégrales  satisferont  à  nue  relation  à  coefficients  constants;  el 


1 ■  '    Exception  faite  des  ra\  mis  p  correspondant  aux  échancrures  relatives  aux  I  > 
ils  ne  seronl  recouverts  que  |>;w  m  secteurs.  Mais  cette  restriction  est  -.111-  imi 
tance  pour  no1  re  but  act  uel. 

(*)   Pour  préciser,  il  conviendrait   d'ajouter  que,  puisqu'un  secleui    canonique 

mixte  provient  de  deux  secteurs  ayant  en  c nun  un  secteur  d'amplitude  itt  '.  n, 

on  saura  définir  en  tout   |> t  de     ■>  .  sauf  dans  les  échancrures,  un  système  de 

m  \  3  intégrales;  mais,  .le  ces  intégrales,  deux  couples  ^mi  infiniment  voisins 
pour  :  infiniment  petit;  comme  mous  n'avons  en  vue  que  les  propriétés  de  l'équa- 
tion limite  (  E),  is  pouvons  toujours  supprimer  l'une  ou  l'autre  des  inti    i 

de  l'un  quelconque  de  ces  couples. 
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il  y  aura  autant  de  ces  relations  que  <l<'  secteurs  il  empiétement, 
c'est-à-dire  ad  uellemenl   mn. 

Nous  allons  étudie!'  ces  relations,  qui  deviendront,  à  la  limite, 
les  relations  <!<•  structure  < 1 1 1  poinl  irrégulier,  e1  dont  nous  géné- 
raliserons d'ailleurs  l'existence,  lorsque  les  a  formeronl  une  confi- 
gurai ion  quelconque. 

TROISIÈME   PARTIE. 

Il-    RELATIONS    l'i     STHUI   i  Mil     Dl     POINT    IRRÉGULIER. 

24*.    Les  i.\\  \i;i\m^  di    groi  pi    di    mon iomii    d'i  m    éqi  \- 

ii<>\    linéaire.  Désignons  d'une   façon   générale   par  e, 

en,  en+{  les  points  singuliers  réguliers  d'une  équation  différen- 
tielle linéaire  (c),  d'ordre   m.  Soient   y\ i/T  les  m  intégrales 

qui  formenl  le  système  fondamental  canonique  relatif  à  eA,  cha- 
cune d'elles  n'i'iaiii  d'ailleurs  définie  qn  à  un  facteur  constanl 
près;  appelons  encore  S  la  substitution  canonique  correspon- 
dante, e1   r'\ rhm   les   racines   de   son   équation   caractéristique 

(racines  <|ii<\  pour  simplifier  l'écriture,  nous  supposerons  dis- 
tinctes :  soil  enfin  -,,  la  substitution  de  passage  qui  lie  les  inté- 
grales y    aux  y    ';  on  aura  ainsi 

-         v       îjAyï+I  +  ...      -  (y  = >»■  a  =  i,...,* 

Le  groupe  de  monodromie  G  de  -  es1  dérivé  des  n  substitu- 
tions T/,  -, ;,  '  S/(  1,,  qui,  il  ailleurs,  ><»nt  liées  .1  S  par  la  rela- 
tion 

(3i)  T,  ...  I        l    -  1. 

de  sorte  qu  on  peul  dire  encore,  si  I  on  veut,  que  les  substitutions 

fondamentales  de  '  !  -<>nt   T, T      .  S         Cherchons  à  définir 

explicitement  un  système  il  invariants  pour  ce  groupe. 

Puisqu'on  peul  multiplier  chacune  des  //  par  un  facteur  cons- 
tant, «m  voil  en  lai-, mi  abstraction  du  facteur  commun  par 
lequel  on  peul   multiplier  toutes  lr>  y      <|n  il   entre  dans   les     1 

11  m1  —  [  (  n  -+-  I  )  m  —  1  | 
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paramètres  arbitraires.  D'autre  part,  les  racines  /  doivenl  être 
eomptées  pour  (m  i )n paramètres  seulemenl  puisque  la  ~ul<sti- 
tution  y\\(x)  y  permet  de  prendre  arbitrairement  l<-  produil 
rfv..rj,).  Enfin  la  relation  >\  .  où  S  es1  connue  dès  qu'on 
s'est  donné  les  SA,  introduil  m2  m  relations  non  identiques 
entre  les  ri.  <  >n  voil  donc  que  G  < I < > i (  dépendre  de 

nrri1 —  (il  +  \)m    \-  i    •    n{in —  i  )  — m2  +  m        (n        i)     m         i 

invariants,  ce  < j u i  csi   bien  le  nombre  obtenu  par   II.  Poincan 
ù  la  suite  d'une  énumération  un  peu  différente. 

On  sa  il  d'n  il  leurs  que  le  choix  effectif  d'un  système  d'invariants 
comporte  toujours  une  large  pari  d'arbitraire,  puisqu'on  peul 
substituera  toul  système  de  K  invariants  un  système  formé  par 
>>  fonctions  indépendantes  (déterminées  de  ces  quantités  -  .Or, 
actuellement,  I*'  procédé  d'énumération  que  nous  avons  employé 
v;i  nous  permettre  de  constituer  un  système  très  simple  d'inva- 
riants. En  effet,  observons  que  les  rapports 

K«         ';'  ■ 

w*  '  pîi 

sont  indépendants  de  l;i  dilatation  arbitraire  qu  on  peul  faire  subir 
aux  intégrales  canoniques;  mais  ces  rapports  relatifs  à  h  \ 
soni  au  nombre  <!<•  (m  i  -:  ceux  qui  oui  trail  à  h 
n  i  [puisque  nous  pouvons  négliger  T„  en  vertu  de  >i  |  sonl 
au  nombre  de' (n  •  2)  m(m  1  .  L'ensemble  de  ces  rapports, 
joints  aux  n(m  — 1)  racines  /  .  fournil  bien  il  invariants,  1 
distincts,  en  vertu  même  de  leur  mode  de  formation. 

Pour  abréger,   nous  donnerons  aux   >     le    nom   u1  invariante  de 


'       h///  math.,  t.  'i .  i884)  |>.   '"'■  Œuvres,  1.   II.  [>.    lo3.  I  es  calculs   précédents 
Buppnsenl   d'ailleurs  ><      \    hypol  lièse  que  nous  avons  toujours  le  droit  >l  adi 

\iiiM,  un  calcul  Facile  montre  que  les  coefficients  j       de  la  substitution   I  . 

lonl  <lr  la  forni  K),  où  li  li      toncl  ions  1  ;ii ionnelli 

des  rapports  K  ,,  que  oou,s  introduisons  ci  après    Les  1  m 

ii  priori,  devaient  êtr<    des  invariants  de  '..  s'expriment   bien   au  moyen  de* 

des   K 


foui  n    <tr    Math.  |  me  11.         \"" 
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première  espèce;  les    \\   .    au    aombre    de    (m  —  i)  [ 
seront  les  invariants  de  seconde  espèce  de  G. 


m    h 


—  i 


2i>.    Les    relations     de     STRi  <  i  i  i;e     et    les    i\\  \iii\ms     du 

POINT  IRRÉGULIER    DE       E       !    CAS  Ol      LES  S      FORMEN1     l.\    POLYGONE 

\  J 

convexe.  Revenons  à  (E).   Soil    encore  //    L'intégrale    cano- 

nique pour  .i-/,.  et  dont  l'exposanl  admel  — -^  comme  partie 
principale;  puisque  tes  7,  formenl  un  polygone  convexe,  nous 
savons  calculer  cette  intégrale  par  approximations  successives, 
quels  que  soient  /  et  &.  Soil  encore  :    I  intégrale,  canonique  pour  ./, . 

d'exposanl     voisin    i  relativemenl      de    -£    e1    prolongée    jusqu'au 

poinl  x  le  long  d'un  chemin  dired  '  passanl  entre  /.  ,  e1  a  ,  Les 
relations  qui  existent,  entre   les  m    ■    i    intégrales  qu'on  sail   «•;(!- 

culer  en  un   poinl  quelconque  de     S  ,  sonl  de  lui u  •!<•   l'autre 

Forme  que  \  oici  : 


(32) 


Il  est  ;'i  noter  <l  ailleurs  que  l'écriture  de  ces  relations  comporte 
un  certain  arbitraire,  en  vertu  <lr  l'existence  des  deux  secteurs 
mixirv  v  .  V,  ,,  (n°  22)  ;  aux  relations  >2  on  pourrait  en  substituer 
d'autres  <|ui  contiendraient  y  .  :  .  y  .  ou  :  .  Mais,  puisque  y 
e1  :.  par  exemple,  tendenl  l'une  vers  l'autre  dans  V  |,  comme  il  a 
été  expliqué  n°  20  .  /<p.s  coefficients  des  relations  \i  tendront  vers 
le  même  système  de  valeurs-limites,  quelle  que  soit  la  forme  donnée 
à  ces  relations,  e1    c  es1    là,   pour  nous,  la  seule  chose  <|ui  importe. 

Or  les   mu   relations      »2  .   quoique  de   Forme  légèremenl    diffé- 
rente des    1       -  .  peuvenl  être  évidemmenl    utilisées  de  la  même 

C'est-à  dire,  sans  tourne]  autour  des  autres  points 

D'ailleurs,  en  procédanl  à  partir  des  relations  '.  ■  .  il  sérail  aisé  de  former 
un  système  de  relations  du  1  n  j  . .  •  1  En  effet,  on  joindrait  !•■  point  <,  aux 
points  x/,  par  des  chemins  déterminés  directs,  par  exemple  .  Le  ! •  «  1 1  _r  de  ces  che- 
mins, on  aurait  des  relations  <  1 1 •  la  forme  -  dont  l'ensemble  comprendrait 
nui'-  coefficients  inconnus.  Mais,  en  exprimanl  les  y  et  les  z  qui  figurent  dans  ces 
relations  au  moyen  de  3  ■  .  on  obtiendrait  pai  identification  nm1  relations 
linéaires  qui  fourniraient  les  coefficients. 
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manière,   cl    fourniront    un    système    de  i    \m   n    -i)        i| 

invariants,  pleinemenl  équivalenl  ;i  celui  des   K   . 

Et  maintenant,  il  es1  bien  facile  de  déterminer  les  limites  vers 
lesquelles  tendent  les  invariants  du  groupe  de  E  .  En  efïel .  mm  ;i  vu 
(nos  19  et  20)  que  les  intégrales  canoniques  de  (  E  tendent  vers  des 
intégrales  normales  de  E  .  (les  dernières  -ont  définies  dans  dé- 
serteurs X jh  qui  ne  sont  autres  que  les  limites  de-  secteurs  cano- 
niques V/A  et  qu'on  obtiendrait  par  un  procédé  identique  appliqué 
à  l'équation-limite  '  E).  En  tout  point  x  (suffisamment  éloigné  .  on 
saura  donc  calculer  m-\-i  intégrales  normales  qui  seronl  lii 
par  des  relations  (  >2  s  limite*  de  (32).  Nous  appellerons  ces  rela- 
tions-limites   (l)    LES    RELATIONS     DE    STRUCTUR1      Di     POIN1     IRRÉ- 

GULir-:i<.  Les  combinaisons  de  formes  analogues  à  celle  des  K  . 
calculées  au  moyen  des  coefficients  des  relations  de  structure, 
seront,  par  définition,  les  invariants  du  point  irrégulier;  ci  nous 
pouvons  ajouter  aussitôt  que  le  point  irrégulier  /,  de  rang  /'  . 
de     l'équation     (E)     (d'ordre   ///,.     possède       ///         \     \m    n         i  i| 

invariants,  qui  sont  les  limites  des  invariants  de  seconde  espi  •  i 
du  groupe  (\  de  (  E\ 

Quant  aux  racines  des  équations  fondamentales  déterminantes 
de  (E),  (dles  tendent  vers  l'infini.  Mais  leurs  n(m  i  combi- 
naisons symétriques 


^é^       "  J  £à   V       "!  m"  [  —  y.'  ,   -   £»  jr  '  ,         (v  =  o 


») 


(1)  En  apparence,  ces  mn  relations  sonl  à  mn  inconnues;  mai-,  -i  l'on  pratique 
une  coupure  recliligne  le  long,  par  exemple,  de  la  frontière  commune  de  deux  sec- 
teurs V  consécutifs,  on  apercevra  aisémenl  que  ces  relations  contiennent  en  réalité 
m  n  j  i,  intégrales  //,'  :  à  savoir  [n  i)m  intégrales  dont  les  secteurs  ne  • 
tiennent  pas  la  coupure,  el  ///  intégrales  définies  de  pari  el  d'autre  «  I  «  -  la  • 
pure,  Pour  former  les  invariants  k.  on  ne  tiendra  compte  que  des  relations  où 
figurenl  les  m  dernières  intégrales,  définies  d'un  côté  déterminé  de  la  coupure  :  "ii 
obtiendra  bien  ainsi  t  m  i)[m(n  i  i|  invariants  K,  L'utilisation  des  '" 
équations  restantes  reviendrait  à  celle  de     il  . 
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(v  =  o,  . .  .,  n —  i;  7=1,  ..../// — i)  tendent  vers  des  limites 
finies, —  o^  ,  ;.  En  définitive,  lorsque  les  Sj  formenl  un  polygone 
convexe,  on  peul  constituer  an  système  de  K  invariants  du 
groupe  de  monodromie  de  I".  qui  tendenl  vers  des  limites  finies, 
calculables  sur     E  . 

*2(».    L.\S    01      LE    POLYGON1      DES    S      n'eSI     PAS    CONVEXE.  Pour 

établir  les  résultats  précédents,  nous  avons  dû  supposer  que  les  Sj 
formenl  un  polygone  convexe;  qous  allons  montrer  maintenant  » j i m- 
ces  résultats  subsistent  lors  même  que  celte  hypothèse  n'esl  plus 
réalisée;  mais  alors  la   formation  des  invariants  devienl    d'autant 

i as  simple  que  le  polygone  des  s    s*écarte  davantage  d'une  forme 

convexe. 

Lorsque  les  sj,  ou  les  ay-,ne  formenl  pas  un  polygone  convexe, 
la  méthode  île-  approximations  successives  ue  fournil  plus  direc- 
tement les  mn  intégrales  canoniques  de  E  relatives  aux  i  ,;  mais, 
du  moins,  elle  jierinei  d'obtenir  des  intégrales  paracanoniques 
donl  I  allure  au  voisinage  de  e1  >  ,  généralise,  comme  nous  avons 
vu,  celle  des  intégrales  canoniques.  On  conçoil  donc  que,  grâce  à 
I  existence  (le  ee^  intégrales  paracanoniques,  il  soil  encore  possible 
de  construire  un  système  d'invariants  tendant  pour  e  infiniment 
petit  vers  des  limites  déterminées.  D'ailleurs,  un  tel  système  n'esl 
pas  défini  il  une  façon  unique;  on  pourra,  par  exemple,  le  choisir  de 
la  façon  sun  ante. 

Appelons  loup. mis  7, 7M  les  sommets  du  polygone  de  sus- 
tentation Il  et  supposons,  ce  <pii  n'introduit  p;is  de  restriction 
essentielle,   que    trois   quelconques   îles   z,    ne  soienl    pas  en   ligne 

droite.  Smi  alors  T;  un  point  (J  intérieur  ;'i  II  ei  /  .  /  l'un  des 
n  m  pies  d  angles  opposés  qu  on  a  attachés  à  7    (n°  17  ;  à  I  intérieur 

de  Xjj  /  ,  on  ne  rencontre  aucun  autre  poinl  7  :  effectivement,  tous 

«•es  points  7  sr  trouvent  répartis  en  deux  groupes  de  v'  e1  v"  points 

si  lu  ('-s.  chaeun,  dans  l'un  des  angles  extérieurs  à  /  ,,  /  ,;  soil  v'.  :     i 

le  plus  pei  il  des  deux  entiers  précèdent  s.  Quand  /  ,  et  /  varienl 
de   toutes   les   manières    possibles    (oj    restanl    fixe   .   v    admet    un 
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minimum  Vy  (  i,  et,  en  vertu  «les  résultats  du  n°  15,  on  pourra 
définir,  relativement  à  <xy-,  deux  cycles  de  in  intégrales  paracano- 
niques,  d'indice  vy+  i  (1),  dont  chacune  convergera  dans  un  sec- 
teur d'amplitude  (iz  +  V)  '.  "(  V  >  °)>  ('r  sorte  qu'en  toul  poinl  a  - 
de  la  région  normale  (§)  < » 1 1  pourra  calculer  l'une  ou  l'autre  de  ces 
intégrales  paracanoniques. 

Procédanl  de  même  pour  tous  les  m  —  M  points  -j/  intérieui  -  à  II. 
on  pourra  donc  calculer,  en  toul  poinl  x  de  (s  ,  m  M  inti 
paracanoniques  déterminées  ;  d'ailleurs,  on  sail  déjà  a0  23  qu'en  un 
tel  point,  on  peut  calculer  M  +  1  intégrales  canoniques.  En  défi- 
nitive, l'ensemble  de  toutes  les  intégrales  canoniques  ou  paraca- 
noniques qu'on  aura  calculées  sera  caractérisé  par  cette  propriété 
de  provenir  de  tous  les  m  points  <r,-,  la  somme  des  indices  des  inté- 
grales étant  minimum;  le  nombre  des  paracanoniques  d'indice 
donné  ne  dépend  d'ailleurs  que  de  la  configuration  des  a,  (au  poinl 
de  vue  de  la  Géométrie  de  situation). 

Ceci  posé,  les  m  -f-  i  intégrales  qu'on  sail  calculer  en  un  poinl 
quelconque  de  (-s)  sont  liées  par  une  relation  linéaire,  à  coefficients 
indépendants  de  .<;  pour  z  irffinimenl  petit,  cette  relation,  e1  les 
relations  analogues,  tendront  vers  des  relations  déterminées  que 
nous  appellerons  encore  les  relations'  de  structure  du  point  irrégu- 
lier.  Montrons  comment  on  peut  déduire  des  coefficients  de  ces 
relations  un  système  complet  d'invariants  de  se. -onde  espèce; 
pour  abréger  récriture,  nous  nous  bornerons  au  cas  où  l'on 
a    M  =  m—l,   niais  le  procédé  se  généraliserait  aisément. 

Désignons  par  //,,  ...,  ym  un  système  de  ///  intégrales  canoniques, 

pour  l'un  des  points  singuliers,  xA)  par  exemple,  el  par  s :,,  un 

système  analogue  pour  ,r, .  Si,  entre  ces  intégrales,  on  connaissait 
des  relations  i\r  la  forme  (2^)  |  n"  *2fi\,  soit 

(33)  zi=2àcijyj, 


(')  D'une  manière  plus  précise,  celle  <|m  correspond  ;'i  l'angle  /:  étant  d'indice 
vy  |- i  pour  le  point  ./•/,,  par  exemple,  celle  qui  correspond  à  l'angle  <.|i|n.v,-  sera 
d'indice  v/      i  pour  le  poinl  xm . 

('*)   I > < > 1 1 1  l'argument  ne  correspond  pas  à  une  échancrure, 
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on  en  déduirait  immédiatemenl     m       i   2  invariants  de  la  forme 


7  j 


cijc\\ 

ci\  c\j 


Mais,  autour  de  xA,  on  ne  connaîl  que  //, ym— ,,   par   exemple, 

•  •I  une  combinaison  de  ym   ,  e1  ym  <|ni  doil  se  réduire  ;•  une  combi- 
naison de  :-, zm   ,  seule.menl     les  indices  étanl  convenablement 

choisis      '  .  Cette  combinaison  sera  donc  de  la  forme 


(34 


i  —  17 


.       ,)\) 


dl) 


l>  àcm„, 


Vin  —  I 


h     ,/, 


1 


(Où  D  =  \cij |  .  De  même,  en  > ,  on  ne  connaîl  que  z, zm  ,  ri  une 

combinaison   «  i  «  -  :■„,    ,   cl  z„,  qui  doil  être  linéaire  en  //, //„,_,  (2) 

cl  (|ni  esl  donc  de  la  forme 


' 


Ainsi  donc  1rs  relations,  soil     i  !  bis  ,  qu'on  sail  former  entre  les 

y»  ■■■?  Vm-t,  .'/       ■  :  :       •  :     -  peuvenl  être  considérées  comme 

déduites  de  '> '>  au  moyen  de  i'i  el  de  '>'<  .  Appliquons  alors 
■i  ces  relations  !!  bis  la  méthode  donnée  au  n°  24  pour  la  cons- 
truction des  invariants  de  G;  il  es1  bien  facile  de  vérifier  que  les 
quantités  k'.  qu'on  obtienl  ainsi  comme  invariants  à  partir  de 
;;  bis),  ne  dépendent,  en  fait,  que  des  invariants  qu'on  aurail 
déduits  de     13).  En  effet,  changeons  y   en)   y  .  r  en  y.  :  dans     13   : 

i  i  v  M - 1  i  >      i         -  à  D 

C/y  sera  remplace  par      c,,-  e1    I  >  pai  I  '  :  de  memi 

i.j  / 1 .    ■  / 


el 


,)\) 


Oc 


seronl  nuili  tplies  resped  i\  emenl  par 


,   f*i--.p  ,       ,U|...H>W.., 


el 


Celle  transformation  reviendra  donc  à   multiplier  ym   ,  par 


/,.../        / 


i.  de  même,  z„       pai  ':  elle  n'altérera  donc  pas  les  K':  en 


(*)  Ceci  suppose  implicit emenl   m        i,  confoonémeivl  d'ailleurs  à  une  remarque 
que  nous  ;>\  ons  déjà  faite    n"  23  . 

(2)   Les   deux  intégrales   paracanoniques  précédentes  proviennent   >l  un  i pie 

d'angles  opposés  i.  i      le  nombre  *    étanl  égal  ;i   i  . 
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d'autres   termes,   les    K'  ne   dépendent   que  des    K   :  c'esl   ce  que 
vérifie  le  calcul  direct  que  nous  omettons  (1). 

27.   Les    intégrales    normales    de      I.      *.symptotiquemeni 
équivalentes.     Leur    6rigine.  Revenons    maintenant    aux 

relations  de  structure  du  point  irrégulier  pour  en  faire  de  nouvelles 
applications.  Nous  nous  bornerons  d'ailleurs  au  cas  où  les  7  I 
ment  un  polygone  convexe;  bien  entendu,  les  résultats  que  nous 
obtiendrons  pourraient  être  étendus  au  cas  général  moyennanl 
des  complications  de  détail,  analogues  à  celles  du  n°  26.  De  plus, 
en  raison  de  noire  Iml  actuel,  non-  n'établirons  aucune  dis- 
tinction entre  les  secteurs  ordinaires  et  les  secteurs  mixtes;  nous 
n'aurons  donc  pas  à  distinguer  lune  de  l'autre  les  deux  intégrales 
canoniques  d'un  secteur  mixte. 

Nous  avons  déjà  observé  qu'à  l'intérieur  d  un  secteur  d  empiéte- 
ment V1'/1  '  on  peut  calculer  m  -j-  i  intégrales;  d'après  notre  con- 
vention, nous  pourrons  les  désigner  par  ('2; 

J\        »        •••»       J/-I   '       Jl        i       Jl  '       .7/1 '"' 

Cela  étant,  je  dis  d'abord  qu'à  ^intérieur  de  VJ     ',  les  rapports 

'|.   \yï'yhA 

sont  très  petits  |  /,     /   /;  h'=  h  ou  //         i). 

En  effet,  (Tapies  le  n°  liî,  il  sullil  évidemmenl  de  prouver  que 
les  rapports  |  uk  '.  uj\  (k  /  j)  sonl  très  petits  à  l'intérieur  de  V 
Mais,  pour  i  infiniment  petit,  ces  rapports  tendent  dan-    $     vers 
goA— o;- ;  pour  légitimer  notre  assertion,  il  nous  suffira  donc  il  établir 


\  la  vérité,  le  procédé  précédent  ne  fournira  pas  m  \  '  invariants  indé- 
pendants on  observera,  par  exemple,  que  dan-  les  relal -  S3  bis  le  coeffi- 
cient       W"H    esl   toujours  nul    .   Mais  il  sera   toujours  loisible  d'obtenir  des  para 

àym  .  i 

canoniques  distinctes  des  précédentes  en  opérant,  pai  exemple,  sur  l'un  des 
sommets  a,  /  M  de  II,  ce  qui  permettra  de  complet  ci  système  d'invariants 
requis. 

(')    Vctuellemenl  y\  peut  désigne!  une  int<    i 


l68  RENÉ    GARNI  EU. 

qu'on  a 

(36)  cos((3yA  —  nO)  <  o 

à  l'intérieur  de  V//,,/'  '.  Or  on  a,  quel  que  soit  A. 
yj—fl  <  $jk  <T.+yj-i  -  <,. 
i .  il  ailleurs,  à  lin  h'- rieur  de  X  '  ''  ' .  on  peut  écrire  [cf.  I  Jo)]  : 

3  —  lu 

-•/y  -l-  1Q  —  —    —  2/171  <  3,/,  -r  II  3  <  3/*  —  "/y-l  —  U  ~  —  '  *  ~  • 


inégalités  quj,  jointes  à     \~  .  entraînenl     (6 
Comme,  d'ailleurs,  les  expressions 


«    .    I».    I   .    !.. 


Iï  =  l£ 


el 


7i     l 


son1   très  petites  en  même  temps  que  /',       n°   I  .">  .  c'est-à-dire  en 
même  temps  que  1 1\  (n°  17),  la  relation  de  structure  relative  à  v 
sera  de  la  foi  me 

(3a  W»)     y)      «:  ';;   '       ai    './('  '-+-• 

où  :"        i  |  esl   m liiniiwiii    petil   avec    z\.  I  aisons  tendre  e  vers  o; 
à  la  limii e,  la  i  elal de^  iendra 


(3a  bis)     i 

e1 .  de  plus,  les  ra  ppoi  i  • 


— /;' 

y* 

— A-i 
y, 

• 

—h 

a        s  /       I 


seronl    l  rès  petits  dans  V 


Mais  alors,  il  suil  aussitôl  de     '>  •  bis    que  non  seulemenl  y    '  e1  m* 
auronî  dans  YM  '  un  ordre  de  grandeur  prépondérant,  mais  encore 
qu'elles  admettront   même  représentation  asymptotique  dans   <■ 
leur    illimité        cf.  n"  IN      '    ;  par  rapporl  à  la  méthode  des  séries 
asymptotiques,     elles    m    font    qu'une    seule     et    menu     intégrale. 


1  Ceci  s'accorde  bien  avec  la  remarque  classique  qui  les  fonctions  /  i  et 
y(.r)  -j  i  '  de  la  variable  positive  i  sont  asymplotiquemenl  indiscernables.  Obser- 
vons aussi  que  l'on  pouvait  prévoir  a  pn  >n  l'existence  de  deux  intégrales  figurant 
dans  une  relation  de  structure  et  ayant  même  développement  asymptotique; 
mais  cette  remarque  n  a  m  .ni  pas  suiïi  à  décel<  i  I  origim  d<  ces  intégrales. 
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Au  contraire,  la  méthode  des  approximations  successives  dous 
a  permis,  non  seulement  d'individualiser  ces  deux  intégrales 
sur  l'équatioh-limite  (E),  mais  encore  d'assigner  à  chacune  une  ori- 
gine propre  :  >/;  '  et  \f-  sont,  ou  bien,  des  Ii.m-.-  d'intégrales 
canoniques  relatives  à  xh  et  .r/(_,  (les  exposants  caractéristiqu 
ayant  même  partie  principale);  ou  bien,  ce  sonl  les  valeurs  pri 
en  x  par  une  intégrale,  canonique  pour  x*  e1  calculée  le  long  de  deux 
chemins  comprenant  entre  eux  le  poinl  xt    cf.  n"  22  . 

28.  Les  lignes  de  zéros  de  l'intégrale  général]  di  E  '  . 
—  Complétons  les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  sur  les 
ordres  de  grandeurs  relatives  des  intégrales  //.  afin  d'en  déduire  la 
configuration  des  lignes  de  zéros  <l<-  l'intégrale  générale  de  E 
(au  voisinage  d<>  x»).  A  cet  effet,  nous  nous  appuierons  sur  la 
remarque  suivante,  conséquence  immédiate  de  ce  «pu  précède,  S 
au  lieu  de  rester  à  l'intérieur  de  V )  "  ',  on  pénètre  dans  une  des  -;<  han- 
ii ures  qui  bordent  ce  secteur,  pour  s'éloigner  par  exemple  suivant 

l'argument  (2; 

/  /       3  -        'li- 
ft       •  n  n 

chacun    des     rapports    //'  '://'/.        i /       i)    el     //'  :    y 

(k     /+2,...,  m  tendra  vers  zéro. 

Cela  étant,  une  intégrale  quelconque  y  de    E   peut  être  représentée 
dans  la  direcl ion  .'r  sous  la  forme 

J>  =  \,,;  '  -   Btjf+l  I  C.Jf  '-+-..       i 

où  A.  \\  cl  les  C  sonl  des  constantes  arbitraires.  Dès  lors,  en  vertu 
di-  la  remarque  qu'on  vienl  de  faire,  y  possédera  dans  la  direction  : 

(!)   Les  résultats  <l<-  ce   numéro  s'appliqueraient    aussi  à     I        intérii  iremeni 

.'i  la  région  normale   :  la  transcription  des  en •■  -  ne  n itérai    rjue  qucl<| 

longueurs,  sans  intérêl  d'ailleurs, 

l  el  argument  apparl  ienl  à  V  i  v  aux  V 

aux  V       /,  ...  m  .  mais  non  i  V 

Joui  »,  de  Math    <  ^   séi  ie  l,  tome  il. 
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des  zéros  i  ces  voisins  de  ceux  de  la  combinaison  A  yf  I  >  y  ,.  ou, 
si  l'on  veut,  très  voisins  de  ceux  de  A,//,  j-B,uy+l.  Pour  \x\  très 
grand,  ces  zéros  seront  donc  sensiblemenl  donnés  par  la  rela- 
tion 

(38)  (â^-âi   ,)*«      «LogA.B^'   =o. 

Soit  |  a^l1,  —  a/„_,|  =  rt/:  ers  zéros  s'échelonneroni  sur  la  demi- 
branche  infinie,  d'argumenl   ~,  de  la    courbe 

i  nu  ajrn  cos(nd  ■+■  yj)  •+■  n  log     \  :  I'. ,  '  j       o, 

du  type  ç  .  Si  Imm'|.\1>  '  es1  suffisamment  grand  en  valeur 
absolue  e1  positif  par  exemple,  cette  demi-branche  appartiendra 
à  une  branche  de  (3g),  doublemenl  infinie  dans  deux  directions,  qui 
restera  extérieure  à  I   i  i  sera  d'abord  intérieure  au  secteur 

(4o)   _y^.-^_!£  +  ^i<g<_y^i:  -  4-(aA~2)7r, 

n  l  n  n  n  !  n  n 

nu  sonl  définies  simultanément  //'  '  e1  y  :  extérieuremenl  à  ce 
secteur,  l'arc  précédenl  se  terminera  par  une  demi-branche  d'ar- 
gumenl -V       .': 

Appelons  :..  les  zéros  d<  ils  s  espaceronl  dans  la  direction  ■-, 
avec  des  différences  mutuelles  de  2iri  a  a  :  .  el  l'on 
pourra  entourer  chacun  d  eux  «I  un  cercle  \  de  rayon  [x|  \.  I-""4"1,  où 
[xesl  très  petil  avec  :  .  de  telle  sorte  que  chacun  «I  eux  ne  contienne 
qu'un  zéro  de  l'intégrale  y.  Les  zéros  ainsi  obtenus  formeronl  une 
demi-ligne  indéfinie,  qu'on  pourra  suivre  sans  obstacle,  el  qu'on 
pourrail  aussi  remonter  en  sens  inverse,  à  condition  de  ne  pas  sortir 
de  j.o  .  Voiw  ne  sommes  donc  ;  nu  y  possède  des  zéros 
voisins  tl<\  :.  sur  la  demi-branche  de  lg  d'argument  %'.  Mais  l'exis- 
tence de  la  relation  de  structure      ••   bis     v- . us   permettre  de 

soi  i  ir  de  ce1  te  difficulté. 

En  effet,  grâce  à  cette  relation,  on   pourra  remplacer     '     I  inté- 

(1)  Il  pourra  être  nécessaire  d<   i. ine  substitution  analogue  sur  quelques-uns 
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grale  y',A  qui   figure  dans  l'expression   de  y  parl'intégrale  >/'  que 

l'on  sait  calculer  pour  0  =  $'.  En  définitive,  on  aura  «I obtenu 

pour  l'intégrale  générale  y  une  ligne  doublement  illimitée  de  zéros, 
dont  chacun  est  enfermé  à  l'intérieur  d'un  cercle  Ap  de  rayon  tn 
petit,  décril  autour  d'un  poinl  £p  d'une  branche  de  la  courb< 
Ces  zéros  se  succèdent  avec  des  différences  mutuelles  voisines  de 
ir.i  {<x'n'\  —  al-i)"1  £«  ",  el  sans  qu'il  y  ait  de  lacune  entre  les  deux 
extrémités  de  la  ligne,  à  condition  d'ailleurs  que  l<>ir  A ,  B,  '  I  soil 
suffisamment  grand  en  valeur  absolue  i'1);  enfin,  il  es1  clair  que, 
pour  .r  <[  0  <  ~',  l'intégrale  y  ne  pourra  posséder  'extérieurement 
à  1")   aucun  autre  zéro  que  veux  qu'on  vient  de  définir, 

11  est  d'ailleurs  bien  évidenl  qu'en  s'appuyam  sur  L'ensemble 
des  relations  de  structure  \-±  bis  on  pourrail  construire  des 
lignes  de  zéros  analogues  le  long  des  n  —  i  autres  branches  de  la 
courbé  (3g);  c'esl  la  généralisation  d'un  l'ait  analogue  établi  par 
M.  Pierre  Boutroux  à  l'aide  d'une  autre  méthode  (2). 


des  Vf  figurant  dans  l'expression  de  y.  Mais,  si  l < >lt f  A ,  I ï ,  '  j  est  suffisamment  grand 
en  valeur  absolue  par  rapport  aux  coefficients  des  relations  ilr  structure,  c'est- 
à-dire  par  rapport  à  une  quantité  ne  dépendant  que  des  coefficients  de  (E  .  la  modi- 
licai  a  m  qui  pourrait  en  résulter  pour  log|  AiBj-1  |  Bera  très  petite,  el  les  zéros  dey 
resteront  intérieurs  aux  cercles  \.0, 

(*)  Sinon,  on  ne  pourrail  définir  que  m  lignes  de  zéros  dont  chacune  serait  illi- 
mitée dans  une  seule  direct  i<m.  De  plus,  si  log  j  A,  15,  '  j  n'esl  pas  assez  grand,  les 
cercles  \-,  ae  seraient  pas  nécessairement  enfilés  le  long  des  m  demi-branches 
infinies  de  la  même  courbe  |  3g  ). 

Lnn,  se.  Ecole  Normale  supérieure,  3e  série,  t.  30,  191 3,  p.  181.  On  peut  d'ailleurs 
retrouver  le  résultai   de    M.    P.   Boutroux  en  posant   y  I      dans 

l'équation  «le  Bessel  xy"  \  2py'-\-  xy  =  o  ;  5  est  une  solution  de  l'équation  inté- 
grale 


ou  le  chemin  d'intégration  se  fixe  aisément 

réel  pour  M  {  1        <•    . 

V      1       ' 


m  peut   le  pi  '  ndre  pu  allele  0  1  B  \e 
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Ici,  comme  au  n°  '27.  on  observera  que  si  un  résultai  a  pu  être 
obtenu,  c'esl  grâce  à  la  méthode  des  approximations  succes- 
sives :  c'esl  elle  qui  nous  ;i  permis  d'individualiser  deux  inté- 
grales y'}~\  y'',  qui  dans  v*,/l_1  n'en  auraienl  constitué  qu'une  pour 
la  théorie  des  séries  asymptotiques. 


QUATRIEME  PARTIE. 


GÉNÉRALISA  l  IONS    l  l     A  111  [i  1TIONS. 


*2Î).  Généralisation  di  problèmi  primitif.  En  définitive, 
nous  aboutissons  à  la  conclusion  suivante  :  toute  singularité  irrêgu- 
Hère  de  rang  n  d'une  équation  linéaire  (  satisfaisanl  à  l'hypothèse 
fondamentale  du  n"  7  peut  être  envisagée  tomme  provenant  de  la 
fusion  de  n  \-i  singularités  régulières  infiniment  voisines.  A  vrai 
dire,  une  telle  assertion  peul  paraître  énoncée  sôus  une  forme 
trop  générale,  puisque  les  n  points  réguliers  à  distance  finie  .*,,  donl 
la  fusion  avec  x*  engendre  le  poinl  irrégulier  ont  été  assujettis 
à  la  condition  de  constituer  les  sommets  d'un  polygone  régulier. 
Mais,  en  Fait,  la  configuration  spéciale  des  points  sr>  n'a  joué  par 
elle-même  aucun  rôle  essentiel;  elle  n'esl  intervenue  que  pour 
simplifier  l'écriture,  e1  l'on  peul  montrer  que  la  conclusion  pré- 
cédente subsiste  quelle  que  soit  la  configuration  des  a  .  pouvu  que 
leurs  inverses  i  soient  des  fonctions  de  i.  holomorphes  et  nulles 
pour  £  —  o. 

Supposons    donc    que    les     '      soienl     racines    actuellement    de 
l'équation 


I  I 


"■ 


où,  celle  fois,  les  /,  noni   |)lus  la  même  signification  qu'au  n°  7. 
mais   satisfonl    à    l'équation 

donl    les   coefficients   /<     sonl    des    fonctions    «le    :.    holomorphes 
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pour  €  =  o.  Associons  à  (E)  l'équation 

*     '  <p(^)  I  y  '")]  |  ?(  r  i  I'" y 

qui  coïncide  avec  (E)  pour  £  =  o,  ci  reproduit  d'ailleurs  E  si 
l'on  prend  $(A)  =  X* —  i.  Si  les  racines  de  l'équation  caracté- 
ristique (3)  sont  distinctes,  hypothèse  qui  est  indépendante  du 
choix  de  z>(x)  et  ne  concerne  que  (E),  on  pourra  répéter  sur  E, 
les  mêmes  raisonnements  que  sur  (E),  moyennant  quelques  modi- 
fications faciles.   Ainsi,  à  cta(i  —  i"x")  \  on  substituera  —7^;   en 

v  ) 

vertu  de  notre  hypothèse  fondamentale,  les  coefficients  alA   de    la 
nouvelle  fonction   roA   satisferont  à    des   relations   de    la    forme 


t<*L1  -f-  OC1*]  ,£/./,  4-  ...  -4-  a  *!  £"  "/.','  —  V 


i     /  -   0 

(  A  —  i ,  ...,«;  4?ô  =  **  ;  -V/  =  o,  pour  n  >  / 
ou,  en  vertu  de  (40> 

(42)       <i1  +  a,J*iî£A„+..,4-a'*)6"-1A2   '_a<*{eB (/>!*£   '+...H  /<. 
=  <p0+  <p, e AA  + . . .  4-  ©„-,  £"-'  À"  '", 

les  oy-  étant  holomorphes  en  e,  et  o„- -**"...  étanl  de  l'ordre  de  e"; 
de  plus,  a„^,  sera  toujours  défini  par  l'équation  (6),  e1  l'onaura  tou- 
jours a*i0  =  sf;0=  sk.  Égalons  alors   les  coefficients  des  puissances 

croissantes  de  X^  dans  (42)  :  on  voil  successivement  que  aA,.  a„;'  , 

a,',*  seront  des  fonctions  de  e,  holomorphes  pour  £  =  o,  e1  l'on  éta- 
blirait de  même  les  autres  points  de  la  démonstration  des  oP*  "-!>. 
Quant  au  chemin  d'intégration,  ce  sera  une  des  branches  de  la 
courbe 


A 


suivie  dans  un  sens  qui  pourra  varier  avec  k. 

D'ailleurs,  dans    l'Analyse    précédente,   rien  n'oblige  essentielle" 
ment  à  supposer  que  Véquation  |  \\  |  ait  ses  racines  distinctes  ou  finies. 
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On  pourra  donc  prendre 

«!>(/,)   =À"-". »"(/.  —  ).,)"..   .   .   (A  —  VpYVy 

avec  nt>i,  ...,  np^.it  nK  +•••+  nP  =  n — :  :  ;i  (''''  égard,  toul 
point  irrégulier  x*,  de  rang  n,  peut  donc  être  envisagé  comme  pro- 
venant de  la  fusion  de  p  -j-  i  points  irréguliers  xn  ...,  xp,  .t.,  de 
rangs  n{ —  i,  ...,  np — i,  n —  n, — ...  —  np.  En  particulier,  pre- 
nons 

d'où 

et  F  équation  (Ef)  s'écrit  alors 

A  \  \ 

M'  1\        y(>n)  J Ll_    r('n-D_L  _| * v("'-v)     .  _i 5 Y  =  0' 

l'-o)      >  +    i  — £^--1  -»"  ■••-!-  (|_£j)v^  -t"  ■.•-+-  (|_g<i.),„.» 

/o//7.  point  îrrégulier  <lc  rang  n  apparaît  dont  comme  provenant 
d'une  singularité  de   rang  n       i    à   laquelle  s'est   agrégé   un   point 


régulier. 


D'ailleurs,  il  sérail  ;ii^c  d'étudier  directement  l'équation  E  en 
procédant  comme  aux  nos  7-9;  mais  nous  laissons  ce  soin  an  lecteur, 
nous  bornant  à  montrer  comnienl  on  construira  les  chemins  d'inté- 
gration. 

50.  Les  loxodromies  ni  s  i  \<  i  i  i  rs  PRIM  \ii:i  S  ni  \\  i  1 1  it- 
strass.  -     A.ctuellemen1  ces  chemins  son!  définis  par  l'équation 


[,.,    ;    '  «1 


qui  peul  s'écrire  encore 

(43)  cosôlogX       >  sind       — Ce", 

en  (Misant 

I  '.  ',  ) 

cl 

(  i  —  ;)'/'  '  "    '        \     ' 


St'R    LES    SINGULARITÉS    IRREGULIÈRKS. 

Les  chemins  d'intégration  L  sont  donc  des  loxodromies  du  facteur 
primaire  de  Weierstrass  (de  genre  n-     i  .   Indiquons   rapidement  la 
construction    de   ces    courbes,  ou,    plutôt,    des    branches   de 
courbes  <pii  peuvenl  être  utilisées  comme  chemins  d'intégration. 

Considérons  d'abord   dans   le   plan  z      i  c'''  la  courbe  ! 
pondant  à  C  =  o;   elle  possède  un   punit   d'ordre  /'.  l'origine,  les 
tangentes  en  ce  poinl  étanl   < I ♦'- f i r 1 1 < ■  s   par  cos   nO  {-oj-    o,   et   les 
cercles  osculateurs  en  ce  poim  passanl  par  le  poinl  0      <•,  /•  =  n  -\- i. 
La   courbe  possède  en  outre  n      i  branches  infinies,  asymptotes 
à  des  droites  issues  du  poinl  8  =  o,  r  —    -  (n    -2)  '  (pour  n 
dans    les    directions    cos[(n  —  [)8  +  $)]  =  o;    enfin,    le    point    A 
(0  =  o,  r  =  \  )  es1  un  loyer  de  L  (au  sens  de  II.  Poincaré  .Il 
de  montrer  que  les  arcs  issus  de  <>  se  relient  à  des  arcs  infinis  ou 
tendant    vers    A . 

A  ce1  effet,  remarquons  «pu-  '  Lj  entraîne  :  quel  que  -"il  I 

d6  _  <os(«9  -H  iî)  —  rcos[(n  —  i)Ô  -+-  o]# 
<■//•  ~~  sin(/t0  ■+•  3)  —  r  sin[(/i  —  1  )0  -4 

considérons,  par  exemple,  les  courbes  L  ,  <l  équation 

// 0  t-  0) 


(L' 


cos|  (/1      i)6  ;   a  I 


soni    des    strophoïdes    d'ordre    "   ;    1.    présentant     l'origine 
comme  poinl  d'ordre  // :  les  tangentes  en  ce  point  sont  données  par 
o,  et  les  cercles  osculateurs  en  ce  poinl  passent  par 
0       o,  r  •■=  n.   1/  possède  en  outre  une  boucle  passant   par  A.  et 
les  arcs  de  I  /.  issus  <!<•  <  >  e1  étrangers  à  cette  boucle,  s'éloi- 

gnent à  l'infini,  asj  mptotiquement  à    //       1    droites,  issues  de  8 
r= — (//       11   '.     dan-     les     directions     cos|   /'       1   0    !   ô]       •>. 
Bien  entendu,  les  courbes  I .  .  d'équat  ion 

(L') 


sin  |  1  //        1 


jouissent  de  propriétés  identiques;  d  ailleurs,  L    et  I       ne  peuvent 
se  couper  à  distance  finie  qu  aux  points  (>  el    \ 

1   posé,  la  construction  des  arcs  <l<-  courbes    I  .  1--11-   d 
repose   toul    entière    sur   la    remarque    que    v<  -     I 
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et  L"  divisent  le  plan  en  régions  à  Vintérieur  de  chacune  desquelles 

r  -7-  garde  un  signe  constant. 

Ainsi,  considérons  d'abord  le  <;is  où  0  =  o;  L'  es1  alors  symé- 
trique par  rapport  à  OA,  et  L"  est  dégénérée  ni  deux  courbes,  donl 
l'une  coïncide  avec  l'axe  réel  OA.  ri  donl  l'autre  forme  une  boucle 

passant  par  le  point  B  (  0  =  o,  r  =  ]• 

Dans  la  région  comprise  à   l'intérieur  des  boucles  de   L'  e1    L"9 

d& 

tangV  =  /•  -y.  présente  les  signes  figurés  ci-dessous  fig.  [2).  Cela  étant, 

Fig 


A- 


0=iL 


e-n 


faisons  croître  0  à  partir  de      —  :    d'après  la  valeur  de  son  rayon 

de  courbure  en  0  '  .  I .  pénétrera  dans  la  région  comprise  entre  I .' 
ci  I ."  ;  r  croîtra  donc,  sans  que  I .  puisse  atteindre  d'ailleurs  la  courbe 
]/'(2).  L  rencontrera  donc  U8  à  angle  droit,  e1  l'arc  ainsi  obtenu  se 
prolongera  jusqu'en  0  pai  nu  arc  symétrique  relativement   à   A.B. 

...  n 

supposons  maintenant    >  non   nul.  mais   compris   entre  <»  ei      1 

pour  fixer  !<••-  idées;  figurons  les  boucles  I.,.  I.,.  des  courbes  L/el  L" 
e1    l»'s    branches   adjacentes    I.    .    I.  .    I.  .    L',    el    L"    comprennenl 

'     D'ailleurs,  il  1  si  facile  de  voir  direcl<  moi  1  qu<    I .  m   peul  pénétri  1  .1  I  intérieur 
de  la  boucle  de  I 

(-)  Car  la  normale  à  I.  passerait  pai  O.    \  moins  que  I-  ne  rencontre  L  en  B,  il 

Faudrait  donc  que  L  pénétrai  dans  l'intérieur  de  la  I :1e  de    L    en    venanl    <!<• 

l'extérieur,  ce  qui  es1  absurde.  On  peul  d'ailleurs  établir  par  des  considérations 
arithmétiques    "u  autres)  que  L  ne  passe  pas  pai  B. 
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entre  elles  trois  régions  (1),  (2),  (3)  où  tangV  prend  les  signes 


+  ,  — .  L'un  des  arcs  de  L,  issu  de  <>  dans  la   direction  --r— » 

reste  d'abord  intérieur  à  (1)  ;  0  décroissant,  r  croît,  e1    l'arc  sortira 

Fig.   .3. 


de  (1)  en  coupanl  \J\  poui'  se  rapprocher  de  (  >  :  il  ne  peut  d'ailleurs 
revenir  en  0  (1);  il  s'enroulera  donc  asymptotiquement  autour  de  A. 

Un  second  arc  de  L,  issu  de  0  dans  la  direction  ->  pénètre 

!  H  II       l 

dans  la  région  (4)  limitée  par  L,',  L",  L  ,,  L',  ;  sur  cet  are,  r  sera 
une  fonction  croissante  de  0;  comme  d'ailleurs  l'arc  oe  peul  péné- 
trer dans  (1),  [soit  pour  y  rester,  soit  pour  pénétrer  dan-  2  .  il 
s'éloignera  indéfiniment  de  0  [et* cela,  quand  bien  même  il  sortirail 
de  (4)  pour  pénétrer  dans  (5)]. 

Considérons  maintenant  les  régions  du  plan  (z)    telles   que 
limitées  par  des  arcs  de  L/  ou  L"  distincts  de  L,  e1    L ..   Faisons 

varier  0  à  partir  de  — -     — ;  la  courbure  de  L  cl  a  ut  inférieure  à  celle 

1  ■}.  n         n 

de  L',,  L  péiiéticra  dans  (5)  ;  r  croissant,  0  décroîl  ra,  et  I .  ne  pourra 
d'ailleurs  pénétrer  dans  (4),  car  I  .„  ne  possède  aucune  tangente 
issue  de  (>:  dès  lors,  0  décroît  constamment,  et  I.  se  rapproche  d'une 
asymptote  parallèle  à  celle  de  L,. 


(')    Simm,  il  sérail   nécessairement  coupé  par  l'arc  asymptote  à    \.  ce  qui 
absurde. 
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Les  remarques  précédentes  permettenl  de  construire  aisémenl 
l'ensemble  des  arcs  de  L  issus  de  0,  e1  d'en  déduire  l'allure  des 
courbes  L  pour  C  ^  o.  Sur  la  figure  ci-dessous,  on  ;i  pris  n=3,  et 


Fig.   i',. 


I  on  ;i  représenté  aussi,  en  traits  mixtes,  des  arcs  d  une  courbe  L,, 
correspondant  à  la  même  valeur  de  o,  mais  à  une  constante  C  =^=  o; 
d'ailleurs,  observons  à  ce  sujel  qu'on  pourra  toujours  s'arranger 
pour  que  :  i°  C  soit  as  nd;   en  sorl  e  que,  dans  le  plan     i  . 

la  transformation  (44]  rejette  L  extérieurement  à  I".  e1  pour  que, 
2°  Ce"  soil  i  rès  petit,  en  sorte  que  I .,  soil  i  rès  \  oisin  de  L  dans  le 
plan  (z  .  d'après  (43). 

En  définitive,  il  sérail  aisé  d'établir  que,  :  tendanl  vers  0,  les 
courbes  I.  se  comportent  dans  la  région  normale  S  comme  les  courbes  (^ 
et  qu'à  la  limite,  elles  tendent  ç>ers  .  à  V intérieur  de  s  .  Par  contre, 
elles  se  comportent  à  V  in  fini  comme  des  ■■•mi.,,  correspondant  à  la 
valeur  n—i  <!<■  l'indice.  Ces  courbes  permettraient  donc  d'édifier 
une  théorie  analogue  à  celle  que  nous  avons  développée  anté- 
rieurement. En  Fait,  une  telle  méthode  ne  comporterait  pas 
d'obstacle    réel    pour   m  =  2;   elle   permettrai!     d'établir  dans  ce 
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cas  l'identité  des  intégrales  normales  de  p;  avec  les  limites 
des  intégrales  canoniques  correspondant  aux  différents  points 
réguliers  qu'on  aurail  introduits  successivement;  mais,  pour 
m  >  i,  la  méthode  paraîl  peu  appropriée  pour  établir  l'iden- 
tité des  intégrales  normales  avec  les  limites  des  intégrales 
paracanoniques  relatives  à  deux  points  réguliers  agrégés  à  deux 
«'•lapes  différentes.  Aussi,  malgré  l'intérêl  que  présente  ce  mode 
de  génération  de  la  singularité,  nous  ne  non-  \  arrêterons  p;i- 
davantage. 

31.    CAS  OU  L'ÉQUATION  CARACTÉRISTIQl    I.    POSSÈD]     DES  RACINES 

ÉGALES     :     LES    ÉQUATIONS        K')    ET    (E').-      OcCUponS-nOUS     rnaill- 

tenant  du  cas  où  notre  hypothèse  fondamentale  du  n°  7  n'esl  plus 
réalisée;  l'équation  caractéristique  (3)  possédanl  des  racines  égales, 
les  racines  xskh  de  (2),  où  h  a  reçu  une  valeur  fixe, sont  en  général 
des  fonctions  algébroïdes  (non  uniformes)  de  1:  il  sera  impossible 
de  réaliser  la  transformation  du  n°  7  avec  des  fonctions  ra^  ration- 
nelles en  x,  et  pareille  conclusion  s'appliquera  encore  à  l'équa- 
tion (28)  et  à  l'expression  gj  du  n°  18;  dans  ce  cas,  l'équation  E 
possédera,  en  général,  des  intégrales  d'ordre  fractionnaire.  Nous  nous 
proposons  de  montrer  que  ces  intégrales,  que  nous  apprendrons 
d'ailleurs  à  calculer,  peuvent  être  considérées,  elles  aussi,  comme  des 
limites  d'intégrales  régulières  d'une  équation  (E').  qui  dépend  d'un 
paramètre   variable   infiniment  petit. 

Imitant  la  méthode  adoptée  au  début,  nous  remplacerons  les 
coefficients  uU)  qui  figurent  dans  ,K  par  (\c<  fonctions  de  e,  se 
réduisant  pour  £  =  0  à  leurs  valeurs  primitives,  e1  telles  que, 
pour  £7^0,  l'équation  (3)  possède  ses  m  racines  distinctes;  et,  à 
l'équation  ainsi  obtenue,  nous  associerons  une  équation  à  n  ;  1  points 
réguliers  infiniment  voisins,  comme  au  n"  (>.  I  n  tel  procédé  es1 
évidemment  applicable  quels  que  soient  les  groupes  de  racines 
égales  que  possède  l'équation  caractéristique  de  E  :  mais  comme 
nous  avons  surtout  en  vue  de  décrire  le  mécanisme  qui  permet  de 
passer  d'une  intégrale  régulière  à  une  intégrale  d  ordre  fractionnaire, 
nous    pourrons,    pour    plus    de    simplicité,    développer    les    calculs 
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sur  les   équations  linéaires    d'ordre    minimum    «jui    possèdent    des 
intégrales   d'ordre   fractionnaire   donné,   <<>i\    n —      ;   en   d'autres 

ni 

termes,  nous  nous  limiterons  aux  équations    E    du  type 

(E')  yM  +  .. .+  A./j'"'-'"-+-. .  .+  A„,r  =o, 

où  A„,  admet  #«,  comme  pôle  d'ordre  nt(n  —  i)  —  I  {l  étanl   pre- 
mier avec  m),  tandis  que  A,  (v^m)   es1    pour    r  =  x  d'ordre   Nv 

avec     Nv<v(rc — -i)—   — •     La    construction    «lu    diagramme    de 

v  'fii 

\  .  Puiseux  monhT  alors  que  l'équation  (2)  correspondant  à     E' 
possède  dans  le  domaine  de  1  =  o  un  «■>  cle  de  m  racines,  se  compor- 

tant  comme  1'".   Procédanl    alors    comme    qous    avons    dit,    dous 
adjoindrons  d'abord  à     E'    l'équal  ion 

(Tî")  7"")  +  . ..4-  Avj<"<  -'"-h.  ..-*  [—  £V  \-Am]y  =  o, 

t|ui.  pour   £,/«>.  vérifie  l'hypothèse  fondamentale  du  n"  7:  ci   à 
(E";   nous  associerons  enfin   l'équation   régulière 

(E')     /""-h... 


_  tmxm   ,,     I       .      \ 

y  =  o 

-Il    .  Il  \  III  J 


(,_  t"xny^  (!  —  £"./ 

«railleurs,   nous   choisirons   la    fonction    e,(e)    de    telle    sorte    que 


—  tende  vers  zéro  avec  e  :  nous  pourrons   prendre,   par  exemple, 


e(  =  i1'"  :  en  définitive,     E'     tendra  vers     I.'    quand  £  tendra  vers 
zéro. 

Ces  préliminaires  établis,  posons  (l) 

\  ,„ —  em   ..m(n-l) \         -      -n'    .■>•>    H-l)_o  ,  ,       ,     ,   /•'"("      !)—/—• 

nous   allons    montrer   qu'on    peul    former    une    expression    m(a   , 
ra1  ionnelle  en  x  e1   \.  soil 


|n"     '       \  \'"~J 


1    Onpeut  toujours  supposer  a\",\     ,  1  moyennant  une  transformation  1    )  1 
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avec 

^0=  Vu   ' "  —  +  •••  +  ^r;  -t"  ^i' 


7r,,=  iC 


*[«*>  +  ?+••■+ *£*]        <^o>. 


et  telle  que  chacune   des  exponentielles  e'  '~    '",  où  X  a  été  pria 
successivement  avec  chacune  de  ses  déterminations,  appartienne 
aux  mêmes  exposants  que  l'intégrale  y  de  (E')  dans  le  voisin, 
des  points  xh  et  #.. 

En  effet,  observons  d'abord  que  les  m  racines  de  l'équal  ion 
écrite  pour  (E'),  peuvent  se  développer  actuellement  s(,us  la  forme 

G*  A// 


h  —  K  \p<i 


Ç  Çm-I 

où  Ç  désigne  l'une  des  m  déterminations  du  radical 

1er- (s/.,)'- ^-i_11-/-,(c/.A/+,-...r, 

et  où  ])„,  p„  .  ..,  />„,..,  sont  des  fonctions  holomorphes  de  eXa, 
dont  les  coefficients  contiennent,  (Tailleurs,  des  puissances  néga- 
tives de  £,,  et  qui  satisfont  aux  conditions  suivantes  : 

i°  pg  :  i^'""1  ~~Sg  est  holomorphe  en  e; 

2°  £  tendant  vers  o,  et  e,  (s)  ayant  été  choisi  comme  il  a  été  dit, 
/?„  tend  vers  r  et  pn  .  .  .,  />„,_,,  vers  o. 

Or,  reportons-nous  à  la  signification  de  l'équation  (2)  ;  si  nous 

voulons  que  trr  remplisse  les  conditions  requises,  relativement 
aux  points  x,„  il  nous  sullira  de  choisir  les  q°  et  les  </ A  de  façon 
à  satisfaire  aux  égalités 

^  7::  +7'; «**+■...+?•  ^ù,,)"  «+?•«»    /<„. 

Mais  l'un  quelconque  des  n„  peul  s'écrire  sous  la  forme 
/>,.      ,C(z"  )  +  elAplg(en)  +...+  (eXA )»-'/> 
les  p*  t'iani   holomorphes  en  e";  substituons  ces  valeurs  dans  [es 
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seconds  membres  de-s  équations  (45),  et  identifions  de  pari  e1 
d'autre  les  coeilicients  des  puissances  de  /  ,  :  l'équation  (2)  sera 
ainsi  vérifiée  quel  que  soit  h.  e1  1100s  obtiendrons  pour  les  7"  e1 
les  q{ê  des  fonctions  déterminées  de  :".  exception  faite  pourtant 
de  ql  et  q"n  ;  mais  q°0  +  ql  en  sera,  aussi,  holomorphe  en  :  'rt  se  réduira 
d'ailleurs  à  1  pour  £  =  0);  et,  en  explicitanl  La  condition,  de 
forme  (5),  que  doit  remplir  &(x)  relativemenl  à  £,,  on  verrail 
comme  ]>lus  haut  (n°  7)  que  q[\  e1  7"  sont  aussi  holomorphes 
en  1"  (!). 

L'expression  m(x)  une  fois  obtenue,  il  es1  aisé  de  former  l'équa- 
tion linéaire  F(u)  =  o  (rationnelle  en  x  .  qui  admel    pour  inté- 

r     n  il.t 

gralcs    les    m   déterminai  ions  de   l'exponentielle    e'  .    ce    qui 

permet  d'écrire  (E'j  sous  une  Forme  I. ,  analogue  à  celle  <!<■  E,) 
(n°  7);  et,  en  procédant  comme  au  n°  8,  on  en  déduil  aisémenl  la 
possibilité  d'intégrer  (E',)  par  approximations  successives. 

52.   Les  chemins   d'intégration  Pour  le   passage  à  la 

limite  «pic  nous  avons  en  vue,  la  construction  des  chemins  d'inté- 
gration £_'  va  jouer  un  rôle  essentiel.  Or,  en  opéranl  comme  au 
n°  10.  on  trouvera  sans  peine  que  ces  chemins  on1  actuellemenl 

pour  équation 


*[*f,  V 


' 


d'ailleurs,  il  sera  loisible  de  transforme]  cette  relation  •!<•  la  même 
façon  que  (11);  <ui  pourra  donc  la  remplacer  par  la  suivante  : 


Pour  construire  les  courbes  >'.  posons  d'abord 

tu 
r  =   -        '  V  " 


(*)  q"  esl  une  fonction  <!<■  s",  holomorphe  el  se  réduisant  à  1  pour  \ 
tanl    fixe  .    A   vrai  dire,  êj   figure  au  dénominateur  dans  les  coefficients  de  cette 
fonction;  mais,  d'après  le  choix  de  E,,  j|j  tend  encore  vers  1  quand  on  fail  tendre  î 
el  s,  (  s  )  vers  zéro. 


si:k  les  singularités  irrégi  lières. 
l'équation  (f1)  s'écrira 


i«'i 


(46) 


.il 


,Hi 


//!(«— 1  J   _  y  m     M        1  /   |"' 


i  —  t'it"  y" 


dv 


=  £,    '        I 


or,  en  vertu  de  la  condition  que  nous  avons  imposée  à  i,  'n"  31). 

m  » 

i"  s,    '    est  infiniment  petit  avec  e,  et,  pour 


m        I 


\y\<U\ 

(quantité  indéliniment  eroissante),  la  courbe     [6    s'écartera  rela- 
tivement très  peu  de  la  courbe 


(C) 


il    e 


mn     l 
m(n-l) v"'<"  =  ?.      '       C. 


.)' 


']'"./>• 


11  s'agit  d'abord  de  discuter  l'allure  des  courbes  ;".  ou,  du 
moins,  des  branches  de  ces  courbes  qui  nous  intéressent.  Pour  cela, 
nous  procéderons  comme  au  n°  «">()  :  quel  que  suit  ('.,  les  courbes  |  " 
satisfont  à  l'équation  différentielle 

r'  sin  (mn6   t   ô)       sin|(ra« —  Itô 

la  ii"  I  m  Y  i  -t-   - - - -   —  o 

°  '^  rl coslmnd  +  à')  -  *>sl{mn  —  1)9  +  d')  ' 

où  l'on  a  toujours  tangV  =  —t- >  et  où  S' désigne  un   nouvel  argu- 
ment constant.  Or  les  courbes 

{ sin|  (  mn        l)  rj  +  o'  | 


(47) 


bini  /////  S    i    ô   i 


sont  aisées  à  construire:  cl  1rs  possèdenl  />m  branches  infinies, 
dont  mn  l  passent  par  l'origine,  et  /  passent  respectivement 
par  les  points  A,,  .  . .,  A,  d'affixes 


Kl       e 


■»7:  i 


;'/   i=e 


ce   sont    d'ailleurs   les   seuls    points-hase  à  distance  finie  du  Fais- 
ceau de  courbes  f  \j  .  où  $'  est  variable.  Eu  toul  poinl  du  plan    r.h 
distinct  de  A,,   ...,   A,,   tang^    es1  susceptible  <!«•  m  valeurs  bien 
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déterminées,  qui  sont  autant  de  branches  d'une  même  l'onction 
algébrique  de  r  et  cosô  (par  exemple);  ces  branches  ne  peuvent 
d'ailleurs  se  permuter  dans  aucun  domaine  du  plan  (r,0).  Enfin, 
on  aurait  des  résultats  identiques  pour  les  courbes 


(48) 


cos  [(/nn  —  /  )  9  -t-  ô'  ] 
cos  (/«/*£  -t-  è 


Cria  étant,  proposons-nous  de  construire  la  courbe  ,,  pour 
laquelle  «m  a  C  =  o;  et,  à  cet  effet,  considérons  d'abord  la  région 
du  plan  (r, 8)  comprise  entre  deux  branche^  de  courbes  i~  e1  $  . 
issues  de  l'origine,   et  ne   comprenant    entre   elles   aucune   autre 

branche  de  ces  courbes,   ni   aucun   des   points    V A.    l>;ni-> 

cette  région,  les  m  déterminations  de  tarig^  seronl  bien  déter- 
minées :  en  particulier.  l'une  d'elles  s'annule  pour  /       o,  e1 

langl  (mn  —  l  )  cj       d   |       ". 

Appliqué  ù  cette  détermination,  un  procédé  analogue  à  celui 
du  n°  .">(>  permel  <l<"  construire  un  arc  de  courbe  .  tangenl  à 
l'origine  à  une  branche  de  \~  .  suivanl  l'une  des  mn  I  direc- 
tions précédentes,  h  s'éloignanl  indéfiniment  dans  la  même  direc- 
tion que  celle  branche;  nous  obtenons  don<  ainsi  une  première 
catégorie  de  mn        I  branches  de     ,  issues  de  o. 

D'autre   part,    i -   sommes   sûrs   de   l'existence   d'une  stimule 

catégorie  de  il  mes  in  finis  de  ,..  ne  passant  pas  par  Vorigine,  et 
s* éloignant  suivant  l  directions  bien  déterminées^  données  par 

lang   mn 

Pour  voir  commenl  les  branches  de  cette  catégorie  sonl  situées 
par  rapport  ;m\  premières,  Faisons  varier  C  par  continuité,  depuis  o 
jusqu'à  la  plus  petite,  en  valeur  absolue,  des  quantités  C  telles 
que 


m    n       I  ;   .    ///    n       I 


: 


Pour    C    petit,  partironl   du   voisinage  de  l'origine  m  systèmes 
d'arcs  différents,  composés  chacun  de  mn      l  branches  de  la  première 

catégorie  <l<-  la   courbe    ;  ,  ;   choisissons  arbitrairement    un   de  ces 
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systèmes,  e1  suivons-le  par  continuité.  Pom   C       C  .  une  brancïu 
de  ce  système  passera  par  A/,,  où  elle  coupera  une  branche  [au  moii 
de  la  seconde  catégorie;  une  branche  de  la  courbe  édera  A,,   ' 

comme  point  multiple  d'ordre  ///-+- i  el  séparera  deua  branches  de 
V une  et  Vautre  catégorie  de  courbes  r,    voisines  de   •  ,       I  ..,1). 

Et,  en  faisant  toujours  varier  G  par  continuité,  à  partir  de  C^  ou 
de  o)  on  obtiendrait  des  conclusions  analogues  relatives  aux 
nui  tes  points   A/,. 

Cela  étant,  il  nous  scia   Facile  de  terminer  la  construction  des 
courbes  (46)  :  aussi  bien,  pour 

|      m    __  1  | 

l/l>k2/s  M, 


et  [cj  sullisaninicnl    petit,  on   peul    remplacer  l'équation     \6    par 
la  suivante  : 

nu,  -/ 


A 


I  mn  l 


tout    eu    ne    commettanl    d'ailleurs    qu'une    erreur    relative    très 
petite;  or  cel  le  dernière  équation  est  du  type  étudié  aux  a03  I  1-12. 
Revenant   alors  à  la  variable  x,  on  obtiendra,  pour  la  courbe 
un  tracé  ici  que  le  suivani   (fig.  i  ».  p.  [86;  ce  tracé  se  rapporte 
au  cas  de  m  =  2,  n  =  3,  /  =  i  qu'on  rencontrera  plus  loin,  n"  .">.»  . 

On  a    (iguré   en    traits    ponctués    ( )    la    courbe   .cn.    en    traits 

mixtes   ( )   la  courbe  Ç_'C/i  passant   par  A/,  (ici  //  =i);  en  traits 

pleins  ( )  une  courbe  .rj(:  où  C  es1  quelconque;  du  reste,  on  -  esl 

borné  aux  portions  de  ces  courbes  (pie  nous  aurons  à  utiliser    et, 
pour  ç_'C;i,  au  voisinage  du  point    A,,  . 

Il  sérail  d'ailleurs  aisé  de  multiplier  les  figures  telles  que  la  pré- 
cédente; quelles  que  soienl  leurs  particularités,  le  poinl  important 
«pic  nous  voulons  faire  ressortir  sur  chacune  d'elles,  c'esl  l  exis- 
tence de  I  aies  de  la  seconde  catégorie  I  tels  que  C  sur  la  ligun     </at 


sont  à  a  ne  distance  de  V origine  de  I  ordre  de 


au   moins. 


Il 


cil 


1      \/,  csi  (railleur^  un  foyer  pour  m       i  autres  I  ranches  dv.  (j 

juin  n.  il,-    Mail:,  (fi*  sdrie)    lomi    II  v ie  njtt) 


1  l 
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résulte  que,  lorsque  z  n'est  pas  très  petit,  la  figure  jouit  <le  pro- 
priétés analogues  à  celles  des  n°3  12.  \i>.  18.  et  l'on  pourra  uti- 
liser les  courbes  -/  pour  diviser  la  région  normale  en  mh  secteurs 
canoniques   V.   exactement    analogues   à   ceux    qu'on   a    introduits 


i  ic 


plus  haul  ii"  22  .  Mais,  lorsque  e  tend  vers  o,  les  arcs  de  la  seconde 
catégorie  finissent  pai  sortir  de  la  région  normale  pour  s'éloigner 
indéfiniment;  nous  appellerons  intégrales  évanouissantes  les  inté- 
grales canoniques  correspondantes.  Poui  :  suffisamment  petit, 
la  région  normale  ne  peul  donc  plus  être  balayée  que  par  mn  I 
arcs  ;'  (de  la  première  catégorie   :  el  l'on  ne  pourra  calculer  par 
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approximations  successives  (1)  que  mn  I  intégrales,  en  tout, 
à  l'intérieur  de  la  région  normale:  chacune  d'elles,  d'ailleurs,  sera 
canonique  pour  l'un  des  xh  ou  xx,  e1  sera  définie  dans  un  secteur  V' 
déterminé  de  (s). 

Effectivement,  nous  allons  montrer  qu'à  la  limite,  le  procédé 
des  approximations  successives  ne  fournil  plus  que  mn  I  inté- 
grales pour  V équation-limite  (E');  on  vérifierai!  d'ailleurs  sans 
difficulté  que,  dans  (s),  les  intégrales  de  (Ev  convergenl  unifor- 
mément vers  celles  de  E'),  et  que,  de  même,  les  secteurs  V  con- 
vergent vers  les  sccleurs  V'  qui  jouenl  un  rôle. analogue  pour     I 

35.  L'équation-limite  (E').  —  Pour  intégrer  l'équation  1/  . 
nous  opérerons  comme  au  n°  18,  pour  (E),  Écrite  actuellemenl 
pour  (E'),  l'équation  (28)  du  n°  18  possède  m  racines  II,.  ....  II,,, 
donl    le  développement   dans   le  voisinage  de  x*   procède   suiVanl 

les   puissances  décroissantes  de  x'"    ^c'est-à-dire   de   x'n)  :    e1    ces 

racines  forment  un  seul   système  circulaire.   Arrêtons  chacun    de 

ces  développements  aux  termes  en  x-1  (inclus)  et  appelons  ro , 

'  —  \ 

mm  les  m  développements   ainsi  limités   (^rationnels  en  x  e1    i 

Un    raisonnement    identique  à   celui  du  n°   18  montre  que     I. 
pourra  s'écrire 

l'équation  F(t/)  =  o,  à  coefficients  rationnels  en  x,  admettant 
pour  intégrales  les  expressions  <•■  .  ci  les  Cv,  rationnels  en  x, 
étant,    pour  x  —  x>,    d'ordre    inférieur    à  (v       1    ( //       1 

(  m  pourra  donc  intégrer  K,  par  l'algorithme  d'approximations 
successives    du    n°     18,    à    condition    d  adopter    comme    chemin 


-  '     En  écartanl  les  paracanoniques.  I  mi  observera,  d'ailleurs,  i|iie  les  7    1  "in  uni 
un  polygone  convexe. 
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d'intégration  lune  des  branches  de  la  courbe 


ce) 


/■ 


cos 


/ 


n  — 


m 


c„ 


qui,    [tour   o,    e1    C,    convenablemenl     choisis,    es1    la    limite   «les 

courbes     ^    dans    là     région    [$).     Or    la    courbe    >J    se    c pose 

de   mn —  l  branches  égales  cl    (fui    (sauf    pour   n  =  i)    admettent 
[mur   asymptotes    mn        I  droites,    issues   de   l'origine,    e1    faisanl 
entre  elles  des  angles  égaux  à  ~  :  n',  en  posanl 

/ 


Quanl  au  sens  de  parcours  à  adapter  sur  la  branche  envisagée, 
il  sera  encore  donné  par  les  inégalités    20  .    22    dans  lesquelles  $jk 

désigne  actuellemenl  l'argumenl  du  vecteur  s',  s'A}  s  étanl  comme 
u    pour  cj;,  ou  Sj  pour  l'expression  -    du  n"  1S     le  coefficient   de 

la  plus  haute  puissance  de  a  dans  ~  .  c'est-à-dire  e  .  d'après 
notre  convention  sur  a'™n  ,  r  Les  s  formeront  donc  un  polygone 
convexe;  on  pourra  donc  toujours  choisir  S,  e1  C,  d<-  telle  sorte 
que  sur  la  branche  adoptée  de  r'.  les  quadratures  figuranl  dans 
les  approximations  successives  soienl  effectuées  toutes  dans  le 
même  sens.  Les  intégrales  ainsi  obtenues  constitueront  évidemment 
les  limites  des  intégrales  canoniques  du  n°  52. 

Il  es1  aisé  de  déterminer  les  frontières  du  secteur  canonique- 
limite  V'  dans  lequel  chacune  de  ces  intégrales  peul  être  calculée  : 
en  effel .  <»n  a  ad  uellemenl     <  /.  n"  -- 


71 


(27 


cl.  d'après     "1  .  le  secteur  ^'  sera  défini  par  les  inégalités 


-.,/,      1   - 


<0< 


•1      "   - 


■i>-. 


En  définitive,  on  saura  i\ouc  calculer     '     mn       I  intégrales  de 


1     En  partanl  d'un  même  poinl   -    el  ru  donnanl   successivemenl   ;i  A  les   va- 
leurs 1 mn       /.  "n  obtiendra  nm       I  intégrales  el  mn       I  secteurs   du    type 
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(E';,  qui  convergeront,  chacune,  dans  un  secteur  d'amplitude  voi- 

,      2(m  +  i)7î  ... 

sine   de   -  — 7—»   et,   par  suite,   en    toul    timni    x,    sullc*aninienl 

ma  —  l  l  l 

éloigné  (et  n'appartenant  ])as  à  des  échancrures  analogues  à  relies 
du  n°  17),  on  connaîtra  m-\-\  intégrâtes  liées  par  une  relation 
linéaire  à  coefficients  constants.  Leur  ensemble  constituera  un  sys- 
tème (S';  de  mn — /  relations,  de  forme  analogue  à  Vi  lus  .  et 
que  nous  appellerons  encore  les  relations  de  structure  du  poinl 
irrégulier  (que  nous  dirons  encore  de  rang  //  :  nous  allons  montrer 
comment  on  peut  utiliser  ces  relations  dans  la  recherche  des 
valeurs-limites  des  invariants  de  seconde  espèce  du  groupe  de 
monodromie  de  (  E'  ). 

54.   Limites    des    invariants    bu    groupe    de    monodromii 

de  (E').  -  Soit  (S)  le  système  des  mu  relations  à  coefficients 
constants  qu'on  a  appris  à  calculer  pour  (  E7)  au  n°  23.  Moyennant 
une  transformation  linéaire  (*)  sur  les  équations  «le  (S),  on  peut 
toujours  supposer  qu'il  se  décompose  en  deux  groupes  de  rela- 
tions :    l'un,    (S,),    formé    de    mn  —  l    relations    qui.    à    la    limite. 

précédent.  Il  ptftirrail  donc  sembler  que,  en  procédant  de  même  avec  chaque 
poinl  ïy,  on  devrait  obtenir  en  toul  m{mn — £)intégrales  el  m[mn  I  secteurs. 
Mais  il  l'aul  remarquer  que  l'ensemble  d'intégrales  (e1  <!•'  secteurs  qu'on  aura 
ainsi  formé  sera  le  même  quel  que  soit  le  point  s]  d'où  Von  s, tu  parti.  En  effet, 
m  el  l  étant  premiers  entre  eux.  l'ensemble  des  entiers  2hm  >/.  où  1  est  fixe, 
tandis  j que  //  varie  de  1  à  mn  I  forme  un  système  complel  par  rapport  an 
module  rnn  —  l  (=  mn' )  ;  les  frontières  des  secteurs  V  sont  dune  indépen- 
dantes de  la  valeur  attribuée  à  /.  Supposons  alors  que  les  deux  couples    //,.  /,  . 

(/<_,,  /._,)  conduisenl  au  même  arc  -^'  et  au  même  secteur  V.  En  toul  poinl  de   £  . 

n_±  /  •  

les  arguments  de  xn'  =  x      m  différeront  de  ■>'//,      h,   -  ';  la  racine 

m 

e  "'    .1",  introduite  par  ^  ci    [iguranl  au  premier  calcul,  aura  bien  même  argu- 

ment    que   la   racine   analogue   e  '"    xn    du   second   calcul.    Les   deux    intégrales, 
provenant  ^t-  quadratures  successives  étendues  au  même   arc,  el  portant  sur  ^\i^ 
fonctions  identiques1,  seront  donc  identiques  sur  ce1  arc.  et,  |>ar  suite,  sur  le 
leur  qu'il   balaie. 
('■  Cf.  la  transformation  analogue  du  n"  25    unie    -    de  la  p.   16a  . 
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tendent  vers  les  mn-  I  relations  de  (S7);  l'autre.  (S2),  com- 
posé de  /  relations  dont  chacune  contient  une  des  /  intégrales 
évanouissantes.  Calculons  alors  pour  les  équations  de  S,  toutes 
les  combinaisons  K'A  (n°  24)  qui  sonl  distinctes  les  unes  des 
autres  lorsqu'on  fie  lient  pas  compte  de  la  relation  Si  ;  ces  com- 
binaisons sont  au  nombre  de  (m-  mn  I  i  .  Considérées 
connue  des  Invariants  du  groupe  G  de  K'  .  elles  ne  seront 
d'ailleurs  pas  toutes  distinctes;  mais  lents  valeurs-limites,  pour 
ê  =  o,  se  retrouveront  dans  les  combinaisons  analogues  qu'on 
obtiendrai!  au  moyen  des  équations  de  >'  :  enfin,  appliqué  à  >_  . 
le  même  procédé  Fournirait  encore  un  système  de  {m  \  I  com- 
binaisons analogues  aux  K    . 

Mais  nous  n'avons  pas  encore  tenu  compte  de  la  relation  h  . 
Or,  en  un  poii\1  quelconque  i.  de  §  .  choisissons,  d'une  façon 
quelconque,  m  intégrales  parmi  les  m  ■  i  qu'on  sail  y  calculer; 
puis  décrivons,  à  partir  <le  .»•.  un  circuil  fermé  quelconque,  inté- 
rieur à  s  .  e1  entouranl  le  poinl  0,  de  façon  à  traverser  tous  les 
secteurs  V.  Lorsqu'on  sera  revenu  en  .1.  après  avoir  décril  le  cir- 
cuit, les  ///  déterminations  primitives  de  ces  intégrales  auronl 
été  remplacées  par  m  déterminations  nouvelles  qu'on  peul  cal- 
culer en  fonction  des  premières,  soil  au  moyen  «lu  système  S  . 
soit  au  moyen  d<  la  relation  I]  ,  Comme  au  n°  *2i.  cela  nous 
fournira  m(m-  i  relations  entre  les  invariants  provenanl 
de  (S,),  et,  pour  i  -  <>.  ces  relations  tendront  vers  des  limites  bien 
déterminées.  Nous  obtiendrons  donc  ainsi  pour  l'équation  (E;) 
(m-  1  | ///  a  1  /  i|  invariants  de  seconde  espèce  ten- 
dant  vers  «les  1 tes  bien  déterminées,  qu'on  calculera  d'ailleurs 

par  l'application  d'un  procédé  analogue  aux  relations    S'    de    I. 
Knlin.   joints  aux  précédents,  les   /   m       1     invariants   provenanl 
de(S2    viendront  compléter  le  système  des    m       1    \m    n    —  1)  -    i| 
invariants  de  deuxième  espèce  «pu  on1  été  définis  au  n°  24. 

Ces  invariants  proviennent  de  relations  entre  «les  intégrales 
évanouissantes  de  K  :  | i\  suffisammenl  petit,  il-  ne  pour- 
ront plus  être  évalués  ai yen  d'un  calcul  par  applications  suc- 
cessives effectué  à   l'intérieur  de  la  région  normale  (S  . 
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En    résumé,     lorsque    (E')     tend     vers      1/  .     il    n'existe    qw 
(m  —  i)\m(n       i      -l  — 1|     invariants    de   deuxième     espèce      ' 
de  (E')    dont   on    puisse  évaluer    les   limites    par  des    calculs    ana- 
logues, effectués   sur   les   relation^  de   structure  du  /mini  irréguliei 
de    V équation-limite,     E')  (2). 

,">i>.  Le  problème  de  Riemann  généralisé.  Retour  m  \ 
équations   nouvelles   de   .M.    Painlevé.  Les   considérations 

que  nous  avons  développées  aux  nos  2o  cl  34  nous  conduisent, 
loui  naturellement,  à  généraliser  le  problème  de  Riemann  pour 
une  équation  linéaire  quelconque. 

Nous  l'énoncerons  de  la  façon  suivante  : 

Soil 

(O  A0j  '"  -i-  A,  y  '"   '       .  .  .  +  A„,yz:o 

une  équation  linéaire  donl  les  coefficients  sonl  des  polynômes  <!<■ 
formes  données,  el  qui  possède,  par  conséquent,  des  singularités 
[régulières  ou  errégulières)  de  nature  donner.  Peut-on  choisir  les 
coefficients  de  ces  polynômes  de  telle  sorte  que  les  invariants  du 
groupe  de  monodromie  de  (c)  el  de  ses  points  irréguliers  ment  des 
valeurs   données  ? 

Les  résultais  que  nous  avons  obtenus  montrenl  que  le  pro- 
blème de  Riemann  généralisé  n'est,  au  fond,  qu'un  cas-limite 
du  problème  primitif;  il  n'existe  entre  ces  deux  problèmes  aucune 
différence  spécifique  :  on  peut  dune  regarder  comme  extrême- 
ment probable  que  la  solution  du  problème  classique  de  Riemann 


i  '  |  Au  sujet  «les  invariants  * I < *  première  espèce,  on  se  reportera  aux  remarques 
du  h"  25. 

I  )n  étendrait  aisémenl  au  cas  actuel  les  résultats  des  n     27  el  28.   \joutons 
encore   qu'on    pouvait    envisager  (  E'     comme   la    limite   de     I         n°  31  :   pour 
cette  dernière  équation,   l'hypothèse  fondamental    est    réalisée.  On  .nu. ni    ;' 
le  passage  à  la  limite  en  introduisant  comme  chemins  d'intégration  les  courbes 

du  n"  32.   Mais  l'interprétation  des  résultats  aurail   été   i s  simple   pai   cette 

voie  <|n«'  par  celle  que  nous  avons  suivie. 
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eut  rainera  comme  conséquence  naturelle  celle  du  problème  géné- 
ralisé. 

Bien  entendu,  il  ne  saurait  être  question,  ici,  d'aborder  la  solu- 
tion de  ces  problèmes.  Je  voudrais  seulement  montrer  comment, 
en  cherchanl  à  résoudre  dans  un  cas  particulier  le  problème  de 
Hieniann  généralisé,  on  se  trouve  ramené,  presque  aussitôt,  aux 
équations  nouvelles  de  M.  Painlevé. 

Considérons   donc   une   équation    linéaire      E  .   d'ordre   m  =  2, 
possédanl    un    seul    poinl    effectivemenl     singulier,    smi    a  =  .ix, 
de  rang  //  =  î  :  l'hypothèse  fondamentale  du  n°  7  étanl    d  abord 
supposée  réalisée,  il  existera  actuellement  six  intégrales  normales  y 
[cf.  n°  27):  pour  abrégerl'écriture,   posons 


y\     ri' 


y\^y. 


3 


>i 


La  région  illimitée     $     sera  divisée  en  six  secteurs  à  I  intérieur 
de  chacun  desquels  on  connaîtra  trois  intégrales  y  dont  les  indices 


Fie.  16. 


sont    donnés    par   le   schéma    ci-dessus     '   .    En   se   reportanl    aux 
remarques  du  n°  27.  on  pourra  donc  écrire  les  relations  de  struc- 


1      Pour  simpli  lier,  on  a  supprimé  les  échanci  Lires 
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hue  du  point  irrégulier  sous  la  forme  suivanti 

i  J't-  ~y\      ",v ,.        y 

(-lu)  \y*—yy=ai  n— 

f  y\  —  /i=«4r4,      js— 74=^1 71. 

Quanl  aux  invariants  indépendants  du  poinl  irrégulier,  ils  sont 
au  nombre  de  (m  1)  [m(n  1  i|  3;  pour  ces  invariants, 
on   pourra   adopter  les  valeurs  des  produits 

atas,     ">",,.     ",",,■ 

Cela  étant,   posons-nous  la   question  suivante:    Peut-on  ch 
pour  les  coefficients  a1,  u->,  figurant  dans     E      n°  6),  dt  ons 

d*un  paramètre  1  /elles  que,  quelle  que  -suit  la  valeui  attribuée  à  1. 
les  invariants  du  point  irrégulier  aïeul   des  valeurs  fixes,  donn 

une  fois  pour  toutes  ? 

Or,    moyennant    la    substitution    //,/,//,    effectuée    sur    les 

y)         (i=  ',.  5,  6), 

on  peul  toujours  supposer  que  a5,  ctQ,  aA  sonl  indépendants  de  /: 
at,  u ,,  a3  devront  donc  être,  aussi,  indépendants  <!<•  /.  Déterminons 
alors  deux  fonctions  de  x,  A   ./     e1   l>    /     par  les  relations 

Le  poinl  x»  étanl   la  seule  singularité  effective  d<'     Y.  .  les  seuls 
points  singuliers  que   A    r    e1    B    c     peuvenl   admettre  à  distar 
finie  sont  des  pôles  [à  savoir  :  les  points  apparemmenl  singuliers 
de     E   |.  De  plus,  les  relations  <  >o)  montrenl  que,  c  s'éloignanl   à 


('j  Si  l'un  trace  uni-  coupure  entre  les  secteurs    1  1  5  1 
boles  //,  ri  1/ ,  figuranl  dans  la  première    dernière    ligne  de     jg    repi  I  les 

valeurs    >li-  ces  Intégrales  sur  le   bord   positil     négatil     de    la  coupure.    0 
d'ailleurs  < 1 1 1  ' < >  1 1  n'a  |>;is  ;>  faire  étal  <lr-  relations  de  la  di  rni  i>l<- 

pour  le  calcul  des  invariants  du  poinl   irréguHer.     cf.  n°  25,  note  de  la  p.   ; 

Joinn.  de  Math.  (  s"  série),  tome  il  \ i  •  »  ■  ■  »  - 
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l'infini  en  restant  clans  les  secteurs  (i25),  (236),  A(.r)  et  B(.r)  se 
comportent  comme  des  polynômes.  Cela  ne  sufïirail  pas  d'ailleurs 
pour  qu'on  puisse  affirmer  que  A(.t)  et  B(.r)  sont  rationnelles; 
niais  en  vertu  des  équations  (49)-  °»  LES  produits  a tu s  soni 
indépendants  de  /  (  /  î  3 .  j  -  4  .  l'assertion  relative  à  (i25)  et  (256) 
s'étend  de  proche  en  proche  à  tous  les  secteurs  :  A  c  e1  B  a  sont 
donc  bien  des  fondions  rationnelles  de  x. 

Non-  sommes  alors  ramenés  au  problème  suivant,  résolu 
dans  ma  Thèse    '  .  sous  des  hypothèses  plus  générales  : 

Étanl  donnée  une  équation  linéaire  du  second  ordre 


îi) 


d-y  _ 


dxx 


=  p(x)y. 


possédanl  un  seul  point  effectivemenl  singulier,  x  =  .t»,  choisir 
pour  les  coefficients  de  la  Fonction  rationnelle  p  i  des  fonctions 
d'un  paramètre  /  telles  qu'on  puisse  adjoindre  à  5i  une  relation 
I  inéaire 


Ay  +  B^ 


Formanl  avec  elle  un  système  complètemenl  întégrable. 

Il  sullit  de  se  reporter  aux  résultats  que  j'ai  obtenus  loc.  cit. 
pouraboutirà  la  conclusion  suivante  :  Si  l'équation  E  ne  possède 
aucun  point  apparemmenl  singulier,  le  problème  es1  impossible 
[car  les  invariants  ne  pourronl  être  indépendants  «lu  paramètre  t 
que  si  celui-ci  ne  figure  pas  dans  la  fonction  p  x  |.  Supposons  donc 
qu'il  \  ail  un  point  apparemmenl  singulier,  i  /.:  on  trouve 
alors 


et  B    i     doit  "s  érifier  l'équal  ion 


ii  i 


\P 


dB 

d  i 


dp  ,. 


àp  _ 


On   en   déduit    aisémen!    que,   moyennanl    des    transformations 


(x)  Ann.  se.  École  Normale  supérieure,  3e  série   t,  XXIX,  ou  •.  p 
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simples  sur  x,  y,  X,  et  un  changement  de  variable  sur  /.   od   peul 

écrire 

3  "/ 


l>{.r)       pn{^r)  —  X'—  /.'•+  l{x-  —  '/.-)  -h  2c(x  —  À)  4-  7 


I    '      /  ./•  —  '/. 


I 


-  /         '//.  -,  ,  111»' 

avec  h  =  -j-i  et  a  étant  une  intégrale  de  I  équation 


dt 


/.=   >./.'+  tl.  -h  c. 


qui  nVsi  aul  re  que  l'équation  (II)  de  M.  Painlevé.  <  >u  voil  ainsi  que 
l'équation  (E),  que  nous  appellerons  (E„),  dépend  de  trois  cons- 
tantes :  c,  et  les  deux  constantes  arbitraires  qui  figurenl  dans 
l'expression  de  l'intégrale  générale  de  (II).  Résoudre  le  problème 
généralisé  de  Hieuiann  pour  l'équation  (En)  reviendrai  à  établir 
qu'on  peut  toujours  disposer  de  cet  des  constantes  d'intégration  de  (11) 
de  telle  sorte  <jue  les  invariants  du  point  x»  aient  dés  valeurs  donnéi  s. 
On  aboutit  à  des  résultats  entièrement  analogues  lorsque 
l'hypothèse  fondamentale  du  n°  7  n'est  plus  réalisée  :  on  es1  alors 

Fie.   it. 


dans  le  cas  du  n°  51,  avec  m       2,  //         i.  I       i.   Bornons-nous  à 
l'énoncé  des  résultats. 

La  région  (s)  es1  alors  divisée  en  cinq  secteurs,  et  l'on  connaît 
cinq  intégrales  canoniques  //,.  Le  schéma  ci-dessus  montre  qu'à 
l'intérieur  de  l'un  de  ces  secteurs  on  peut  calculer  trois  intégrales; 
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l'ensemble  des  relations  de  structure  qui  lient  ces  intégrales  trois 
à  trois  peul  s'écrire 

Js  —  yi=a'5y5, 

yM—y%  —  a\y\y 

y.,      y.      a    \ 

y\  —  y-a  =  a'3y3, 

et,  actuellement,  il  n'y  a  plus  que  deux  invariants  n°  34  .  ","., 
«■I  ",'i  par  exemple.  Cherchons  maintenant  à  résoudre  peur 
l'équation  linéaire  correspondante  le  problème  analogue  a  celui 
que  nous  avons  traité  pour  l'équation  précédente;  A  >  h  l'> 
conservenl  leurs  expressions  antérieures,  mais  on  ;i  cette  fois, 
moyennanl   un  choix  convenable  <lr<  variables, 

P(X)         /-,    ./■  \{0C*  —  ).J)  +  2/(j  >.)+  ^         '_>},  ~  ~    >  '    :- 

/   satisfaisant  à  l'équation 

/       6J 

qui  es1  l'équation  I  de  M.  Painlevé.  Pour  résoudre  le  problème 
de  Riemann  pour  l'équation  I.'  correspondante,  que  nous  appel- 
lerons E,  .  il  faudrait  donc  n trer  qu'on  peul  choisir  une  inté- 
grale de  I  telle  que  a  a\  e1  a  a  pai  exemple  aienl  des  valeurs 
arbil  rairemenl  données     '   . 

Inversement,  si  l'on  quitte    le  domaine  des  équations  linéaires 


(x)  On  peut  d'ailleurs  déduire  les  résultats  relatifs  à  E|  de  ceux  qu'on  a  établis 
pour  l'-n.  Effectivement,  Faisons  dans  In  la  substitution 


6  1 

'     -  7T7,  +£/.       '  '  ■         ' 


i  .       C 


' 


l.ii   de\  iendra 


y     ' 

et,  pour  s       o,  tendra  vers  E|.  G'esl  précisémenl   le  passage  à  la  limite  de      E 

a     Ë  )     .,"  31  . 
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pour  celui  des  équations  de  M.  Painlevé,  les  résultats  précédents 
peuvent  être 'interprétés  de  la  façon  suivante  : 

Les  coefficients  do  pu  étanl  des  fonctions  de  '/.'.  '/..  /.  on  peul  dire 
que  Véquâtion  (ÏIj  admet  les  deux  intégrales  premières  <i  ,<i  const., 
a.,a0=  const.  (où  les  premiers  membres  sonl  îles  fonctions  de  "/.' 
A,  t)\  <le  même,  (I)  admet  les  deux  intégrales  premiè) 

a \  a',t  =  const.,         a\  a\       ço 

Si  l'on  préfère,  on  peul  encore  énoncer  les  résultats  précédents 
sous  une  forme  un  peu  différente.  Posons 

<>      !  ,/v' 

r,  dx 

(la   notation  s'appliquanl   à   E,  et   E„);  le  rapporl   anharmonique 

es1  indépendanl  de  x\  les  relations  de  structure  permettent  évi- 
demment de  l'exprimer  au  moyen  dès  a,  (ou  des  a\  ;  mais,  comme  /. 
ne  change  pas  quand  on  multiplie  les  yt  par  des  facteurs  quel- 
conques (indépendants  de  x)y  il  ne  peul  dépendre  que  des  iu\  ariants 
du  pomi  irrégulier  :  c'est  (railleurs  ce  que  vérifie  aisément  un 
calcul   direct.   (  )n   peul   donc  énoncer  la   proposition  suivante  : 

Véquâtion  (II)  (ou  1)  admet  pour  intégrales  premières  deua  des 
rapports  anharmonique  s  formés  au  moyen  des  dérivées  logarithmiques 
de.s  intégrales  normales  //,  (calculées  d'ailleurs  en  un  point  quel- 
conque). 

Observons  en  lin  que  V application  des  remarques  du  n°  !2!)  nous 
ramènerait  aussitôt  aux  quatre  autres  équations  nouvelles  de  M.  Pain- 
levé.  En  effet,  on  peut  envisager  l'équation  linéaire  E„  comme 
une  forme  dégénérée  d'une  équation  linéaire  pouryue  : 

i°  De  quatre  singularités  régulières; 

•"  Ou,  de  deux  singularités  régulières,  cl   d'une,  irrégulière,  de 

rang  i  ; 

3°  Ou,  d'une  singularité  régulière,  ei  d'une,  irrégulière,  de 
rang 
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4°  Où,  de  deux  singularités  irrégulières  de  rang  1. 

et,  en  outre,  dans  chaque  cas.  d'un  point  apparemment  singulier. 
Effectivement,  les  quatre  équations  linéaires  que  j'ai  données 
da n^  ma  Thèse  p.  u-Vj,.  répondent,  chacune,  à  l'une  des  quatre 
conditions  précédentes;  à  chacune  d'elles  correspond  l'une  des 
équations  irréductibles  dues  à  M.  Painlevé  e1  à  M.  (laminer,  à 
savoir  :  les  équations  (VI),  ("N  .  I\  e1  III  en  conservanl  l'ordre 
adopté  toul  à  l'heure.  Chacune  de  ces  équations  irréductibles 
joue  pour  un  problème  de  Riemani)     classique  <>u  généralisé     le 

même  rôle  que  l'équation  (11)  (ou  I    p les  problèmes  généralisés 

que  nous  avons  posés  plus  haut,  et  les  résultais  acquis  pour  ces 
deux  dernières  équations  s'étendenl  aisémenl  aux  quatre  autres. 
Ainsi,  on  peul  dire  que  : 

Chacune  des  six  équations  irréductibles  de  M.  Painlevé  admet 
comme  intégrale  première  tout  invariant  du  groupe  de  monodromie 
ou  d'un  point  irréguliei  de  Véquation  linéaire  associée j  <m 
encore,  si  l'on  préfère  :  l'équation  irréductible  admet  comme  intégrale 
première  tout  rapport  anharmonique  formé  au  moyen  des  dérivées 
logarithmiques  <!<■  quatre  intégrales  canoniques  ou  normales  de 
l'équation  linéaire  assot  iée. 
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La  notion   d'énergie  utile  de   la    Thermodynamique; 
Pau  Umberto  GRUDËLI. 


I.  Beltrami,  dans  une  Note  parue,  en  [8g5,  dans  les  Rendiconti 
délia  R.  Accademia dei  Lincei  (1)  monl  rail  (se  maintenant,  pourtant, 
simplement  dans  le  champ  de  la  réversibilité)  commenl  on  pou- 
vait établir  une  notion  d'énergie  utile  (mécaniquemenl  utile 
d'un  système  thermodynamique,  mpme  en  regard  aux  évolutions 
non  isothermes,  dont  il  déterminait  le  type. 

Les  résultats  obtenus  par  Beltrami  dans  ce1  le  Note,  susceptibles, 
comme  nous  le  verrons,  d'être  obtenus  plus  simplemenl  résultats 
échappés,  à  ce  que  nous  eu  savons,  aux  auteurs  de  Thermodyna- 
mique (2)]  méritent  d'être  complétés  et  réunis  aux  vues  modernes 
traitant  ces  questions,  au  moins  pour  éclaircir  e1  systématiser 
certains  points,  reconnaissant,  en  même  temps,  la  contribution 
apportée,  à  cet  égard,  par  cet  insigne  mathématicien  italien. 

Nous  supposerons  (connue  le  suppose  Beltrami,  duquel,   pourtanl 

;  '    Sut  potenziali  termodinamici,  y.  \~'>    i '''  semestre 

(2)  Par  exemple,  dans  le  deuxième  volume  (paru  en  nu  i    du  Traité  classique  de 
Thermodynamique  de  Duhem  (Traité  d* Energétique  <-"  </<•  Thermodynamiqiu  - 
raie),  où  se.  trouve  (p.  3j)  la    notion  d'énergie  utile,  avec  on.-    Note   historique-' 
bibliographique  sur  le  sujet,  il  n'existe  aucun  rappel  du  travail  <!<•  Beltrami, 

Dans  le  cours  de  suppléance  à  la  chaire  de  Physique  mathématique  près  de  l'I  ni- 
versité  de  Rome,  ayanl  eu  l'occasion  de  développer,  pendant  deux  ani 
tives,  la  Thermodynamique,  il  m'a  pain  que,  même  en  ce  qui  concerne  la  didactique, 
il  converait   d'introduire,  de  la   manière  que    non-    verrons   ensuite,  les    notions 
d'énergie  utile  (duc  aussi  libre]  el  d'énergie   liée,  énergies  que  j'app< 
tivement  énergie  physique  potentielle  interne    la    première    et  en 
deuxième  |. 

Journ.de  Ifath,  (8*  série),  tome  II.         Innée  1919.  *  ' 
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nous  ne  suivrons   pas  le  procédé   dé nstratif     qu'il    s'agil    d'un 

me  thermodynamique,  dont  l'étal  générique  soit  déterminé 
par  un  ensemble  fini  de  paramètres  indépendants  *>,,  v.2,  ....  w.  0. 
Parmi  ceux-ei,  0  désignera  la  température  absolue  (uniforme) 
du  système  lui-même,  pendant  que  les  autres  représenteront 
n  variables  normales  qui  seronl  désignées  collectivement  par  v. 
Cela  posé,nous  rappelant  que  la  définition  du  système  es1  supposée 
normale,  nous  verrons  alors  que  l'expression  «lu  travail  élémentaire 
r/L.  exécuté  sur  le  système  par  les  forces  externes,  sera 


;=  I 

où  p,  représente  l'action  externe  correspondanl  au  paramètre  v . 
Et,  considérant  le  potentiel  thermodynamique  (  î  du  système, 
c'est-à-dire  I*  (ç>,0)  —  9S  (f,8  ,  où  I  représente lîénergie interne  delà 
Thermodynamique  e1  S  l'entropie,  nous  aurons,  comme  conditions 
d'équilibre  thermodynamique  du  système  lui-même  (1), 


,/., 


/' 


à  ces  relations  on  doil   unir   la   relation   supplémentaire,  <|ui   porte 

à  n-f  i  (autanl   que  les  param<  -    le  nombre  tics  équations 

pour  la   recherche  des  états  d  équilibre. 

Or,  l'investigation  de  Beltramî  peul  se  traduire  par  la  suivante  : 
I léchèrent  r  les  fonctions  les  plus  générales  u,  de  0  et   »■.  et    II   de 

c  d  u.  pour  lesquelles  on  ail  nient  iquement 


(') 


ai, 


(r 


...n), 


où -r-  es1  symbole  de  dérivation  explicite. 

Ol'r 

Beltrami  (se  maintenant  simplement,  comme  mais  l'avons 
déjà  dit,  dans  le  champ  de  la  réversibilité  notait  que  la  fonction  II 
a    vraimenl    l'office    d'énergie    libre    (dite    aussi    utile     seulement 


1    Duhem,  loc.  cit.,  vol.  I.  p.   Î99. 
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pour   les   évolutions   thermodynamiques    satisfaisanl    à    une   rela- 
tion u  =  const.  Que  l'on  observe  que,  pour  'lu       o,  résultera 
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done,    en   correspondance    aux    évolutions    du    type    susdit,   i 
aurons 

dh    -   d\\. 

En  supposant  que,  dans  ces  évolutions,  ne  soienl  pas  comprises 
les  isothermes,  pour  lesquelles,  comme  il  est  bien  connu,  c'esl  la  <. 
qui  a  le  rôle  d'énergie  libre,  nous  supposerons  que  u  contienl  au 
moins  une  v. 

Or,  pour  que  les  équations  (i)  subsistent,  nous  devrons  avoir 

d(H-G) 

; 3=  o  (  r       I  .  '.>. //  ) . 

dvr 

c'est-à-dire 

II  —  G  =  fonction  de  fi  et  de  n  seulement. 

Et  ceci  quelles  que  soient  (arbitrairement)  les  valeurs  de  0  et  de  u, 
étant  supposé  que  u  contient  au  moins  une  v.  Nous  désignerons 
par  h  (G,  u)  cette  fonction  de  0  et  de  u.  Donc,  observanl  que 
d\\  =  o,  il  résulte  qu'on  devra  avoir 

(2)  "  i)'j  ~  dû' 

Mais,  ainsi  qu'il  est  bien  connu, 

'  de :::  '  ; 

donc 

Maintenant   il  faut  distinguer  deux  cas,  dont,  premièrement,  nous 
considérons  le  suivant  (omis  par  Beltramî 

Soit  S  fonction  de  0  seulement,  c'est-à-dire  [suivanl  une  déno- 
mination   de    Duhem   (')]  le  système  isothermo-isentropique.  I 


1  :  Lot  cit.,  \  61,  I.  p.  .l;.'». 
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que  l'on  doit  aussi  considérer,  dans  un  traitement  complet,  bien 
que,  à  ce  qu'il  semble,  les  systèmes  isothermo-isentropiques  soient 
d  un  faible  intérêt  pratique  (-1).  Alors  aous  aurons 


d'où 


%=' 


■i  =  h(rj)-^  /.(«). 


Mais,  pour  les  systèmes  isothermo-isentropiques,  on  a,  ainsi   qu'il 

es1  connu, 

G      <i>  w 

et  alors,  ayant  égard  à   (2  .  nous  pourrons  écrire 

G  =  —  A  w 


à  quoi  correspondra 

(3) 


W     i 


Donc,  pour  les  systèmes  isothermo-isentropiques,  les  relations  (1) 
subsistent  indépendamment  de  chaque  i>  pe  de  u,  parce  que,  alors, 
Il  es1  de  la  forme  (3).  Cette  observation  avail  échappé  à  Beltrami, 
lequel  retenail  que  le  travail  externe  élémentaire,  correspondant 
aux  évolutions  réversibles,  ue  pouvail  jamais  être  une  différentielle 
exacte,  tandis  qu  il  \  .1  exception  pour  le  travail  exécuté  sur  les 
systèmes  isothermo-isentropiques.  \y>>\\\  ceux-ci,  le  travail  externe, 
accompli  dans  une  évolution  réversible  quelconque,  est,  comme 
c'esl  clair,  déterminé  par  la  seule  connaissance  de  W .  dans  les 
états  initia]  e1  1 1 1 1  ;  1 1 . 

Cela  étant,  il  reste  à  considérer,  pour  uotre  recherche,  le  cas  dans 
lequel  S  u'esl  pas  fonction  de  la  température  seulement.  Alors 
l'égal  il  é 

S       «>* 

de 

constituera  une  relation  du  type  (type  Beltrami 

n  —  u  (  ',    - 

(x)  Jh m  \i.  loc.  11t.,  y.  379.  Ces  systèmes,  pourtant,  dil  Duhem,  onl  une  grande 
importance  théorique,  à  cause  <!«•  leur  carai  tère  d  exception, 
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en  y  comprenant  l'éventualité  u  =  u  (S;.   Don<  .  dans  l'hypoth< 
que  le  système   ne   soit    |>;is   isothermo-isentropique,    la    condition 
que  u  est  du  type  u  (0,  S)  (type  qui,  quand  il  n'y  a  qu'une  v  parmi 
les  paramètres,  cesse,  évidemment,    d'être    spécial)    esl    nécessaire 
pour  que  l'on  ait 

dG       àU 

Cette  condition  est  aussi  sulîisante.  En  effet,  ayanl  supposé  pré- 
cédemment que  u  contient  au  moins  une  p,  nous  devrons  admettre 
que  dans  u  (0,  S)  figure  effectivement  S,  et,  par  suite,  nous  pourrons 

écrire 

S  =/(«,«). 

Donc,  désignant  /(0,  u)   par  -rj->  nous  aurons 

s__*r* 

b~  de 
et,  par  suite,  aussi 

_  OG  _  û± 
dd  ~  O'j  ' 

Il  s'ensuit  que  la  fonction  G  +  '\>  que  nous  pourrons  désigner  par  1 1 
ne  dépendra  pas  explicitement  de  0.  Nous  aurons  donc 

G  +  ^  =  H(c,ii); 

d'où   (nous   rappelant  que    '\>    ne    contient    pas    explicitement    v 

on  déduit 

ÔG       d\\ 

_—==__         (r  =  i,  2,  ...,  «), 

comme  on  voulait  le  démontrer. 

Lorsque  la  fonction  u  (0,  Si   es1  assignée,  nous  obtiendrons  i  pai 
l'intégral  ion  de  l'équal  ion 


■(•.» 


La  (pianitié  1 1  =  G  4    '^  I"1  nommée  par  Beltrami  énergie  libre, 
tandis  que  Helmholtz  nomma  (i  énergie  libre.  La  première  peul  se 
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dire  inhérente  au  système  par  rapport  aux  évolutions  satisfaisant  à 
une  relation  u  =  const. ;  à  la  seconde,  qui  peul  se  flirt'  inhérente  au 
système  par  rapport,  aux  évolutions  isothermes,  on  attribue  aussi 
la  dénomination  d'énergie  utile  <>u  d'énergie  utilisable  (Gouy)  (1). 
Vraimenl  ces  dénominations  ne  sonl  pas  bien  adaptées.  Par 
exemple,  I  expression  énergie  utile  pourrait  faire  penser  à  l'exis- 
tence d'une  énergie  utile  e1  d'une  énergie  inutile,  lundi-  que 
l'utilité  (I  une  énergie  donnée  dépend  du  but  pour  lequel  elle  a  été 
considérée.  Ainsi  il  aurait  été,  semble-t-il,  plus  opportun  de 
définir  1 1  (e1  d  une  manière  analogue  G  par  rapporl  aux  évolutions 
isothermes)  énergie  physique  potentielle  interne  du  système  par 
rapporl  aux  évolutions  «lu  type  Beltrami  type  qui  peut,  éven- 
tuellement, ue  pas  être  spécial  .  Nous  en  verrons  mieux  encore  la 
raison  dans  la  suite. 

Avec  l'aide  des  résultats  précédents,  qous  concluons  : 
Outre  les  systèmes  isothermo-isentropiques  systèmes  qui  ad- 
mettent une  énergie  physique  potentielle  interne  indépendamment 
de  tout  type  d'évolution),  n'importe  quel  autre  système  thermody- 
namique admel  une  énergie  physique  potentielle  interne,  pourvu 
qu'elle  se  considère  telle  en  regard  aux  évolutions  isothermes  ou 
en  regard  aux  évolutions  satisfaisant  à  une  relation  du  type 
u  (0,  S)  =  const.,  i \  pe  qui.  lorsque  parmi  le-  variables  v  il  en  existe 
une  seule,  cesse  manifestement  d'être  spécial  (2). 

Au  type  //  (0,S)  =  const.,  "ii  entend  qu'appartiennent,  comme 
type  particulier,  les  relations  S  const.,  auxquelles  satisfonl  les 
évolutions  isentropiques,  qui.  dans  l'hypothèse  de  la  réversibilité, 
coïncident   toujours  avec  le-  adiabatiques. 

(a)  Les  raisonnements  développés  ici  pour  obtenir  II  (comme  aussi  poui 
employés  par  Beltrami  en  dehors  de  la  tractation  qu'il  adapt<  otherme 

supposenl  préalablement   que  "  contienl  au  moins  une  -\  motif  pour  lequel 
raisonnements  excluenl  la  considération  des  évolutions  isothermes,  pour  lesquelles 
c'csi    (',,   comme   on   le   sait,    qui  joue  le   rôle  d'énergie    utile    ou   bien  G+t|/(u) 
où  '/  =  u  (0)  et  ^  (")  =    fonction  arbitraire  de  u  . 

(2)  Lorsque,  pourtant,  il  n'existe  qu'une  seule  >\  nous  saurons  qu'une  rela- 
tion "  [8,  S  A.  eu  h  es1  nue  donnée  con%tante,  représentera  l'équation  d'une 
seule    évolution. 
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II.  Les    conclusions  de  Beltrarni  l'existence   d'une 

énergie  utile   (énergie  physique  potentielli  subsistent  en 

faisant  abstraction  de  leur  origine   précéd  la   aotioo 

d'énergie  physique    potentielle    interne    d'un  thermo- 

dynamique vient  à  être  introduite  par  rapporl  aux  évolutions  non 
réversibles. 

Dans  la  théorie  des  évolutions  non  réversibles  effectives  dites 
aussi  réelles),  la  notion  en  question  peul  s'introduire,  comme  nous  le 
montrerons  dans  la  suite,  sans  perdre  de  \  ne  La  E  ■   »n   de  Beltrarni. 

Façon  qui,  dans  le  cas  présent,  va  être  i lifii  maintenant  il 

ne    s'agit    plus    d'évolutions    constituées    par   une    suite    continue 
d'états  d'équilibre. 

Nous  définirons,  ici  même,  énergie  physique  potentiell  in 
du  système,  par  rapporl  aux  évolutions  satisfaisanl  à  une  relation 
u  (0,  S)  =  const.,  la  quantité  II  (y,  u),  c'est-à-dire  <  '<  l  i.  u  .  d< 
considérée  précédemmenl .  l £1 ,  même  ici,  ce  sera  G  qui,  par  rapporl 
aux  évolutions  isothermes,  sera  dite  énergie  physique  poten- 
tielle i  ni  crue  (ou  bien  G  +  vp  (w),  où  u  =  u  (0)  e1  L  fonction 
arbitraire  de  u). 

Cela  étant,  soient  :  K „  la  force  vive  du  système  à  l'instanl  /,  e1  l\ 
celle  à  l'instant  t}  L  le  travail  externe  accompli  sur  le  système  pen- 
dant révolution  parcourue  e1  I!  le  travail  de  viscosité  corres- 
pondant à  l  évolution  même.  Ainsi  qu'il  es1  connu,  nous  aurons    ' 

l.  ,   R  ,   K0-     k      G  G  I       /    '"'/ 


ayant  désigné   par  (1  le   potentiel  thermodynamique  e1    par  0    la 

.',  .       de 

dérivée    -r-- 

il  - 

'.  >r,  on  se  rappelle  que 

dG 

' 

dans  l'hypothèse,  que  u  contienl   au  moins  une  >•.  Donc,  s'il  s 
d'une  évolution  satisfaisant  à  une  relation  du  t  \  |"    i 


i1    In  mi. m,  Traité  d'Energétique,  vol.  II,  p:  3o 
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est  une  constante),  l'intégrale,  qui  figure  dans  (4),  deviendra 


-C 


de  sorte  que,  alors, 

-L  +  k-K,-li=  lli  0O,>.) 


■;<o.  x) 


n     .  >  >. 


S'il  s'agit  d'une  évolution  isotherme,  ayanl  alors  0  =  o,  nous  au- 
rons, à  cause  de  (4), 

__L+K  —  K0—  F'»  =G(*\,,  %)—  G 

S'il  s  agil  d'un  système  isothermo-isentropique,  ayanl  alors 

G  =  *(0)  -+-  W(t'), 

nous  aurons,  quel   que  soil    le   type  de   l'évolution. 


cl    alors 


/'  <^.9'dT  =  <l>(9)-* 


__L+-K-  K0-  K  =W(r,)  —  Wi 


Dans  tous  les  cas  susdits,  comme  on  le  voit,  I  énergie  physique 
potentielle  se  manifeste  pai  un  effel ,  dont  la  partie  L  -}-  K  -  K  . 
c'est-à-dire  l' effel  externe,  s'appelle  effet  mécanique  utile.  Cel  <■  H <•  i 
utile,  pourtant,  ne  rappelle  pas  toujours  à  l'espril  la  notion  corres- 
pondante de  l'industrie  où,  comme  «m  le  sait,  existenl  certaines 
machines  par  exemple:  monte-charges  .  dans  lesquelles  le  vrai  effel 
mécanique  utile  es1  représenté  seulement  pai  L,  e1  certaines  (par 
exemple  les  balistiques  .  dans  lesquelles  !»■  vrai  «  - 1 1  «  - 1  mécamefue 
utile  es1  représenté  simplement  par  K        K0. 

Ceci  dit,  voici  la  conclusion  :  que,  outre  les  systèmes  isothermo- 
isentropiques  systèmes  qui  admettem  une  énergie  physique  po- 
tentielle interne  indépendamment  de  toul  t  \  | m ■  d'évolution  toul 
autre  système  thermodynamique  admet  une  énergie  physique  poten- 
tielle interne,  pourvu  qu'elle  se  considère  telle  par  rapporl  aux  évo- 
lutions isothermes  ou  par  rapporl  aux  évolutions  satisfaisant  à 
une  relation  du  type  u  (8,  6)  =  const.,    type   qui,  lorsque  1rs  Va- 
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riables  v  se  réduisent  à  une  seule,  cesse  manifestemenl  d'être  spé- 
cial (1).  Au  type  u(0,  S)  =  const.,  on  entend  qu'appart  iennent,  comme 
type  particulier,  les  relations  S  =  const.,  auxquelles  satisfonl  les 
évolutions  isentropiques. 

Lorsque  le  système  n'est  pas  isothermo-isentropique,  observons 
que,  en  dehors  des  évolutions  isothermes,  les  seules  évolutions, 
pour  lesquelles  l'intégrale 

■'<)(; 


i 


,   9'r/z 


n'est  pas  une  fonction  de  ligne,  sont  les  évolutions  satisfaisanl  ;'i  un»' 
relation  du  type  u(0,  S,  À)  =  o,  c'est-à-dire  du  type  w(  3  X, 
où  X  désigne  une  constante  donnée.  En  effet,  m  le  système  u'esl 
pas  isotherme-isentropique,  nous  n'aurons  que  seulemenl  pour  les 
évolutions   du  type  en   question  S  =  /  (6,  X),    e1    alors,   désignanl 

...    -,  à<\>(6,ï) 

cette  /('),  A)  par  , —  >  nous  pourrons  écrire 


/ 


à  9 


(  observons,  enfin,  que  de  II  =  G  -j-  -J»  et  de  G  =  U  -      X  S,  résulte 

TJ  =  II  +  0S  —  4*. 

Nous  appellerons  la  quantité  0  S  —  vp  énergie  thermique  du  système 
par  rapport  aux  mêmes  évolutions  en  correspondance  auxquelles 
la  H  fut  définie  énergie  physique  potentielle  interne  (-). 

Maxwell,  à  ce.qu'il  semble,  aurait,  le  premier,  montré  [Theory 
of  Heat;  Londres,  1871)  que  l'effet  utile  relatif  à  une  évolution  iso- 
therme ne  peut  jamais  dépasser  la  diminution  d'une  certaine 
quantité  (seulement  fonction  de  l'état  du  système  ,  quantité  qu'il 

(*)  Lorsque,  pourtant,  il  n'existe  dans  /  qu'une  seul.'  >•.  noua  saurons  qu'une  rela- 
tion u  {0,  S)  =  k,  où  k  est  une  donnée  constante,  représentera  l'équation  d'une 
seule  évolution. 

(2)  Rappelons -nous  que,  pour  ces  évolutions,  la  somme  de  la  quantité  élémen- 
taire de  chaleur  (en  unités  mécaniques)  cédée  par  le  système  e1   du  travail 
mentaire  <lc  viscosité  esl  égale  à       tl  (fl  S       i|/). 

Journ.de  Math.  (8*  série),  tome  IL       ^nnéc  191g.  2  . 
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appelait  incorrectement  entropie.  Dans  la  quatrième  édition  de  la 
susdite  Theory  of  Heat,  il  adopta  la  dénomination  d'énergie  utili- 
sable (Available  Energie),  employée  également  par  Gibbs  ('). 
Analoguement,  Helmholtz  appela  énergie  libre  la  même  quantité 
U — -OS,  et  donna  le  nom  d'énergie  liée  à  la  quantité  0  S.  Comme  on 
le  voit,  ces  auteurs  se  limitèrent,  pour  les  notions  qui  ont  lait 
l'objet  de  ce  travail,  seulement  à  la  considération  des  évolutions 
isothermes.  C'est  à  Beltrami  que  l'on  doit  la  plus  vaste  recherche 
concernant  les  notions  mêmes  (quoique  limitées  par  lui  à  la  réver- 
sibilité) dont  nous  avons  déjà  parlé. 

(*)  J.-W.  Gibbs,  On  a  Represenltilimi  by   Surfaces  <>/  thf  Thermodynamic  Pro- 
perties  of  Substances  (Transactions  of  tin-  Connecticut  Academy  <>\  Arts  and  St 
vol.  II,  i873). 
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Figures  ellipsoïdales  d'équilibre  d'an  liquide  en 
rotation.  Variation  du  grand  axe  avec  moment 
de  rotation  constant; 

Par  Alex.    VÉROICNET. 


Une  masse  liquide  homogène  peut  prendre  en  tournant  la  forme 
d'un  ellipsoïde  de  révolution  aplati  ou  celle  d'un  ellipsoïde  à  trois 
axes.  On  obtient  toutes  les  figures  intermédiaires  depuis  la  sphère 
jusqu'au  disque  aplati  et  à  l'aiguille  allongée.  On  a  étudié  la  varia- 
tion de  ces  figures  avec  la  variation  de  la  vitesse  de  rotation 
ou  du  moment  de  rotation  u.  =  Eco,  ou  de  la  densité  p  f1).  Il  est 
intéressant  d'introduire  dans  les  formules  comme  paramètre  le 
grand  axe  de  l'ellipsoïde  au  lieu  de  la  densité.  On  obtient  alors  la 
variation  de  la  grandeur  des  figures,  en  même  temps  que  la  variai  ion 
de  la  forme  et  l'on  peut  calculer  les  éléments  réels  correspondant  aux 
différents  cas  et  aux  différentes  formes.  On  fera  les  calculs  numé- 
riques pour  une  masse  analogue  à  la  Terre. 

I.  —  Ellipsoïde  de  révolution  homogène  ou  ellipsoïdes 
de  Maclaurin. 

Pour  les  ellipsoïdes  de  révolution   aplatis  on  a  les  formules 

'•>'  *  -+"  [1  i        3  i, 

(  i  )  n  —  —  =  — - —  a re  ta  n "  l  —  —  i  i  -+-  /-=:-—  i 

2-n/p  /■'  D  /;  />' 

1    M.  A.ppell  a  luit  son  cours  d'avant  guerre  sur  la  question  générale  des 
d'équilibre  d'un   liquide   homogène  en   rotation,   en   publication   chez   Gautl 
Vfllars.  I  ii  intéressanl  résumé  en  a  paru  dans  l'  1  nnuaire  du  Bureau  à 
pour  i<M'i-  On  n"  trouvera  tes  formules  el  les  résultats  connus. 
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où  a  est  le  rayon  équatorial  et  b  le  rayon  polaire,  correspondant  à 
l'axe  de  rotation.  M  représente  la  masse.  Si  l  varie  <1<-  <>  à  l'infini, 
la  figure  passe  de  la  sphère  à  celle  d'un  ellipsoïde  de  plus  en  plus 
aplati.  La  valeur  de  h  part  de  o  pour  retourner  à  o  en  passant  par 
un  maximum  égal  à  0,224  pour  Z— 2,53.  La  valeur  de  k,  au  con- 
traire, part  de  o  et  croît  indéfiniment. 

Si  l'on  considère  la  densil  é  :  comme  constante,  la  première  formule 
indique  que  la  vitesse  de  rotation  croîl  d'abord  jusqu'à  un  maxi- 
mum pour  décroître  ensuite.  Au-dessous  du  maximum,  il  y  a  deux 
valeurs  de  l  et  deux  valeurs  de  l'aplatissement  correspondant  à 
une  même  valeur  de  la  vitesse  de  rotation  oj.  La  seconde  formule 
indique  que  le  moment  de  rotation  u.  croîl  indéfiniment  avec 
l'aplatissement  et  réciproquement. 

Si  l'on  considère  le  moment  de  rotation  comme  constant  c'est  le 
cas  d'astronomie  pratique  d'un  astre  qui  se  contracte  en  dehors  de 
toute  action  extérieure  .  la  seconde  Formule  indique  que  la  den- 
sité p  doit  croître  indéfiniment ,  comme  À,  avec  l  e1  L'aplatissement. 
Mais  la  densité  ne  peut  pas  devenir  pratiquement  infinie.  Il  est  in- 
téressant de  voir  quelles  seraienl  la  figure  et  les  dimensions  limites. 

Nous  avons  ici 


M 


Kûà1  b 


*/> 


En  éliminant  :  de    2    au  moyen  de  cette  relation,  on  obtient 


(3) 


3/M»   a 


\h 


(M 


C'est  cette  expression  g  qui  \;i  nous  donner  la  variation  du  grand 
axe  a  en   fonction  de  /. 

Pour  l  =  o,  on  a  g  \h  o  e1  pour/  /.  en  se  reportant  à  la 
valeur  dé  />.  on  a  g  =  27t. 

Prenons  la  dérivée  de  cette  expression  g  par  rapport  à  /.  on  a 


,/,  9  +  7/^  (  _ 


arc  la  o  e  l 


Celle  expression  es1    toujours   positive.    La   valeur  de  g  est   donc 
toujours  croissante  de  o  à  ±-  quand  l  croîl  de  zéro  à  L'infini.  En  effet, 
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i  (  2  \  *    / 

pour    l  =  o,  1  expression    entre    crochets  tend    vers    (5)     -•  el  sa 
dérivée,  qui  est 


9  +  7/-       (9  +  7'*;*        «+''       ('  +  ^(9  +  7'*)' 

reste  toujours  positive.  Par  conséquent,  quand  /  va  de  zéro  à  l'in- 
fini, c'est-à-dire  quand  l' aplatissement  <l<-  l'ellipsoïde  augmente 
indéfiniment,  g  croît  de  o  à  i~.  Comme  le  moment  de  rotation  r< 
constant  pendant  la  contraction,  la  formule  (3)  indique  que  a  part 
d'une  valeur  très  grande  et  décroît  continuellement  en  tendanl 
finalement  vers  une  valeur  limite  définie  par 

(4) 


3/M3a 


Pour  de  faibles  aplatissements,  en  développant   la  Formule     ;    en 
fonction  de  l  et  en  négligeant  /',  on  obtient 

...  16  .,  32 

(5)  g=TëP..^-e...i 

l'aplatissement  e  étant  relié  à  l  par  la  formule 

(6)  jTt  =i-\-l-=- -  =  i»-2e 

o'  (1  —  ey 

En  tenant  compte  de  la  valeur  de  g,  on  peut  donc  écrire 

.    H  {S       3/M3 

(7)  — =  — s — —  consl.  ou  ae;     :  consl. 

ae         2D7T 

avec  [J.  constant.  Ainsi,  pour  de  faibles  aplatissements  el  dans  le 
cas  où  le  moment  de  rotation  reste  constant,  Y  aplatissement  varie 
en  raison  inverse  du  rayon  êquatorial  de  l'ellipsoïde  e1  réciproque- 
ment. 

J'avais  démontré  dans  ma  thèse  [Rotation  de  l'ellipsoïde  fu 
gène  et  figure  exacte  de  la   Terre  [.loin  nul  de    Mathématiques,  [g 
p.  385)1  que  pour  un  fluide  hétérogène,  dans  le  cas  de  faibles  apla- 
tissements, la  loi  de  variation  de  ces  aplatissements  ae  dépend  que 
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de  celle  des  densités  et  l'aplatissement  superficiel  est  proportionnel 
à  h,  pour  la  même  répartition  des  densités.  Les  formules  (7)  sont 
donc  conservées,  e  ayant  seulement  une  valeur  différente  de  celle 
qu'il  aurait  dans  le  cas  de  l'homogénéité  (1).  Pour  la  Terre,  par 
exemple,  il  faudrait  qu'elle  se  contracte  jusqu'à  un  rayon  moitié 
moindre   pour    que    son    aplatissement    devienne    double.    Il  res- 

(')  Pour  la  Terre,  dans  l'hypothèse  deClairaut.  vitesse  de  rotation  égale  sur  toutes 
les  surfaces  de  niveau,  l'aplatissement  déterminé  par  la  constante  de  précession  et 
le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  l'attraction  est  renfermé  en  première  approxi- 
mation dans  les  deux  limites  très  voisines  (Journal  de  Mathématiques,  1912,  p.  390)  : 

297,  10  <  -  <  ?,{)-,  40. 

La  première  limite  est  celle  de  1'  i  icaré,  la  seconde  est  <\  terminée  par  ce  fait, 
(!('■  nontré  dans  le  travail  indiqué,  que  la  fonction  de  Radau  es1  toujours  cr  lis- 
santé  pour  la  Ter.i'.  En  faisanl  les  calculs  exa  ts  correspondant  aux  l'ois  de 
densité  de  Legendre,  Roche,  Lipsch  tz,  Lévy,  Radau,  on  trouve,  pour  >i  déter- 
minations, (1rs  nombres  qui  ae  s'é<  ai  •  •■  n f  pas  de  <>,,,]  Ar  la  valeur  moyenne 

1 

-  =  >(|-  ,17. 

En  deuxième  approximation,  en  tenant  Compte  du  cari'''  de  l'aplatissement,  1rs 
autres  corrections  en  e8  ...  étant  négligeables,  «>n   obtienl    les  limites  définitives 

,,0  <;  -  <  196,80 
et  les  calculs  numériques  donnent  à  quelques  centièmes  près    p. 

-  -    196    \5 
e 

Ces  (1  terminations,  v  >n1  în  lépendantes  de  celles  du  pen  Iule  ou  des  mesurei 
géod'ési  pus.  S:  l'apfetisse  aenl  réel  était  de  _.'1J.  d'après  les  nombres  de  Clarke 
et  de  Paye,  il  s'ensuivr-ait  que  la  vitesse  de  rotation  de  l'ecorce  serait  ralentie 
par  le  freinage  des  marées  de  telle  sorte  que  la  vitesse  de  rotation  au  centre 
serait  an  peu  plus  grande,  '<>„  =  i,  16 u,  (p.  '1  '7  .  Si  l'aplatissemenl  réel  est  voisin 
de  r^-f,  comme  les  dernières  déterminations  de  Helmert,  Hayfcrd  semblent  l'in- 
di  pur.  il  s'ensuivra  que  la  vitesse  de  rotation  esl  uniforme,  que  le  freinage  dû 
aux  marées  es1  sensibrement  nul  e1  que  cette  action  retardatrice,  invoquée  par 
Darwin  pour  ses  explicati  >ns  cos  nogoniq  les,  esl  insensible. 
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terait   encore  très  petit,  de  l'ordre   de  ~  environ.    Mais    la   den- 
sité   déviait  être   8  fois   plus   grande,   e' est-à-dire  égale   à    j  \.    I 
n'est    guère    possible    et   l'aplatissement    de  la   Terre    n'atteindra 
jamais   cette  limite. 

Soient  maintenant  M',  r,  ou'  la  masse,  la  distance  e1  la  vitesse  de 
rotation  de  la  Lune.  Le  moment  de  rotation  du  système  Terre-Lune 
sera 

p.'  =  IV  =  |  Mrt2y  +  M'  / ■-  ta'  =  /, , Si ii. 

Supposons  les  deux  masses  réunies,  avec  leur  quantité  de  mou- 
vement totale,  on  peut  négliger  l'accroissement  de  I  et  de  a,  od 
aura 

!J'  ,  I  2Q7 

'—  =  cousu,  =  y-—  =  i  ■•. .  |. 

e  e         4,  Sa3 

L'aplatissement  ne  serait  encore  que  de  ~^}  de  l'ordre  de  celui 
de  Jupiter  ou  de  Saturne.  Le  moment  de  rotation  serait  [±,fr±  fois 
plus  grand  qu'actuellement,  ainsi  que  la  nouvelle  vitesse  de  rotation 

^  =  ^=4,82. 

OJ  \l 

Nous  serions  encore  très  loin  d'un  dédoublement  possible  de 
la  masse.  En  supposant  la  Terre  bomogène,  ce  qui  nous  sera  utile 
pour  rendre  les  résultats  suivants  comparables,  on  aura 

I  „  l  232 

-=  251,7,  -  =   /    o    ,  —  io,o. 

e  c  i,o2â 

Pour  de  très  grands  aplatissements,  si  nous  désignons  par  ae  la 
valeur  limite  du  grand  axe,  par  r  le  rayon  de  la  sphère  dans  le  cas 
des  petits  aplatissements,  les  formules  (7)  et  (4)  peuvent   s'ëèrire 

(  X  )  a  "  —  — 

^    j  °       3/Ms 

Comme  la  limite  2  z  s'applique  seulemenl  dans  le  cas  d'une  masse 
homogène,  il  faut  faire     =  232  pour  la  Terre.  On  obtient 

"■■         '  1 


32 

a0  _ 

ni  e 

—  er—  :>.T.<t„. 

;  —  — 

i5 

/• 

1  1  _ 
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Le  rayon  de  la  Terre  à  la  limite  de  contraction  devrait  être  68 1  fois 
plus  petit.  Elle  tendrait  à  se  réduire  à  un  disque  de  9km,4  de  rayon 
avec  densité  indéfiniment  croissante. 

On  pourrait  voir  que,  dans  le  cas  d'une  masse  hétérogène,  la 
limite,  tout  en  étant  différente  de  2-,  reste  du  même  ordre.  Ed 
introduisant  l'aplatissement  réel  actuel  dans  les  formules,  on  aura 


On  a  d'ailleurs 


; — -.  et  a0  —  7  km, 3. 


2 

u.  =  lw  =  rMfl'w  -=  ci  nst. 
5 


La  vitesse  de  rotation  serait  inverse  du  carré  du  grand  axe.  c'est- 
à-dire  462000  fois  plus  grande  qu'actuellement,  dans  le  cas  de 
l'homogénéité.  Le  disque  limite  ferail  5,35  tours  par  seconde.  On 
aurait  un<-  vitesse  763000  fois  plus  grande  et  8,84  tours  dans  le 
second  cas   (  '  ). 

Si  l'on  suppose  la  Lune  réunie  à  la  Terre,  avec  le  momenl  de  rota- 
tion total,  alors  g  et  ae  sonl  multipliés  par  |.8  r  et  w  est  divisé 
par  li,Si'\  d'après  les  formules 

— 7  —  —  el  —  =  — = — ;  d  ou  —  =  \  —. 

[J.  s  p.z  p.  U  \|Ll 

Le  grand  axe  limite  du  disque  aurail  2igkm  e1  la  vitesse  de 
rotation  limite  serait  de  2,86  tours  par  minute. 

A  la  h  mile,  pour  le  disque  aplati,  il  y  a  équilibre  cuire  la  force 
centrifuge  el  V attraction.  En  effet,  l'attraction  I  dans  le  plan  équa- 
torial  de  l'ellipsoïde  homogène  de  révolution,  à  une  distance  quel- 
conque x  du  centre  elle  es1  proportionnelle  à  x  (•«•mine  la  force 
cenl  rifuge  i,  es1  donnée  par  la  formule 

F  i  +  P  ,      1 

(q) —  =  — - —  arc  Lansri  —  — • 

vy;  iicfpx  P  /' 


(')   Ces  résultats,  publiés  clans    une    Note  des    Comptes  rendus    (t.  169,    imim. 
p.  32o),  ont  été  retrouvés  par  H. -G.  Plu.nmer  [On  the  ellipticities of  the  Maclaurin 

cllipso'iils  Mmitlil/i    Xittifcs,  t.  NO,  11"  1,  imv.   i  «  1 1  ■  » .   |>.    s6- 
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En  comparant  avec  la  valeur  h,  formule  (i),  on  obtienl  pour  le 

rapport  entre  la  force  centrifuge  et  l'attraction 

,     .            ù)2x        (3  -4-  l2)  arc  lang/ — 3/  'i{l  —  ;i 

(  i  o  )  —= —  =^ - =  i 


F  (  i  -+-  l2)  arc  tang/ —     /  (n-  l1)  arc  lang/—  / 

Le  dernier  terme  est  égal  à  i  pour  l  =  o,  cas  de  la  j  [ 
Il  est  égal  à  zéro  pour  l  =  ce,  cas  du  disque  aplati.  Il  esl  toujours 
décroissant.  La  force  centrifuge  est  donc  toujours  plus  petite  que 
l'attraction  dans  un  ellipsoïde  homogène  de  révolution  en  équilibre. 
Il  en  est  de  même  d'ailleurs  pour  un  ellipsoïde  hétérogène  (Journal 
de  Mathématiques,  1912,  p.  478,  thèse).  Elle  tend  à  équilibrer  l'at- 
traction à  l'équateur  à  mesure  que  l'ellipsoïde  s'aplatit.  Il  y  aura 
équilibre  entre  ces  deux  forces  à  la  limite,  pour  un  disque  aplati, 
considéré  comme  la  limite  d'un  ellipsoïde  de  révolution  indéfini- 
ment aplati.  Il  en  serait  de  même  pour  un  ellipsoïde  bétérog<  ne. 

Toutefois  la  pression  à  V intérieur  ne  tend  pas  à  s'annuler  à  cause 
de  p  infini,  mais  tend  au  contraire  vers  une  limite  finie.  En  effet, 
la  composante  de  l'attraction  suivant  l'axe  polaire  est  — B  z  où 

B  =  4tc/p — « —  ('  —  apc  tangZ). 

La  pression  est  donnée  par  la  formule  générale 

Pt-p  =  ip[(A-w»)  (*»  +  >) +  B3»]. 

En  évaluant  cette  pression  le  long  de  l'axe  polaire  a;  =  y  =  o,  la 
pression  superficielle  étant  nulle,  p  =  o  pour  z  =  bs  on  aura  pour 

la    pression    centrale    p0 


/V 


1     .,  , ,      a/M1  il'. 


\r.a' 


La  dérivée  du  terme  en  /  es1  toujours  positive.  Cette  expression 
croît  de  '-à  i  quand  /  croîl  de  zéro  à  l'infini.  La  pression  centrale  esl 
ainsi  comprise  entre  les  deux  limites 

„/\i  \fW 

Journ.de  Vnt/i    (8* 1 e  11         Inaée  1919. 
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La  première  correspond  à  la  sphère,  la  seconde  au  disque  aplati. 
Dans  une  sphère  qui  s'aplatit,  en  conservant  le  même  grand  axe, 
la  pression  centrale  est  toujours  croissante.  A. la  limite,  dans  le 
disque  aplati,  elle  est  trois  fois  plus  grande  que  dans  la  sphère. 

Le  long  de  l'axe  équatorial,  on  aura,  comme  dans  l'ellipsoïde 
ordinaire, 

P  =  Po-  ^P(A  —  w,)^*=/>of1  —  ^iV 

La  pression  diminuera  du  centre  à  la  surface  comme  le  carré  de  la 
distance. 

L'application  à  la  Terre  de  la  formule  (8)  peut  nous  permettre 
de  calculer  également  quel  sérail  son  tnomenl  de  rotation  ijl  et  sa 
vitesse  de  rotation  si  elle  était  réduite  à  un  disque  de  même  rayon 
que  son  rayon  actuel  et  où  ia  force  centrifuge  ferait  équilibre  à  la 
pesanteur.  En  faisant  a0  =  r,  on  a 


(n) 


.:>o 


l5    fJL* 


/ 


3/M1         io  [x1 
et  comme  I  resterait  le  même,  on  aura 


(.2 


68  ir 


Le  moment  de  rotation  e1  la  vitesse  de  rotation  devraienl  être 
26  lois  plus  grands  qu'actuellemenl  dans  l'hypothèse  d'une  Terre 
homogène. 

On  peut  vérifier  qu'aloi  -  lu  force  centrifuge  ferait  bien  équilibre 
à  la  pesant  eu  r.  En  effel ,  l'attraction  sur  l'équateur  dans  un  ellipsoïde 
de  révolution  homogène,  donnée  par  la  formule  (9),  peul  s  écrire, 
en  remplaçant  p  par  sa  valeur  en  fonction  de  M  <-i  <le  e, 


(.3) 


F=  — 


;/\i 


7^^,c,ang/-7T7ij 


A  la  limite,  pour  /  =  00  ,  on  obtient  pour  l'attraction  en  un  point  de 
l'équateur  d'un  disque  aplati,  qui  sérail  la  limite  d'un  ellipsoïde  de 

révolution,    la    valeur 
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L'attraction  y  serait  2,37  fois  plus  grande  que  l'attraction  à  la 
surface  d'une  sphère  de  même  rayon  et  de  même  masse.  <  h  on  sait 
que  pour  la  Terre,  supposée  solide  et  sphérique,  on  devrai!   avoir 
pour  l'équilibre  entre  la  force  centrifuge  et  l'attraction  une  vit< 
de  rotation  17  fois  plus  grande.  On  a  donc 


175  ' 


et,  d'après  (12), 

&)'*/•  =  681  ',)'/         — -y  ==  2  ,36y. 
■7 

La  force  centrifuge,  à  la  limite,  serait  bien  égale  à  l'attraction  ! 
du  disque  aplati,  dans  les  limites  d'approximations  <  n\  îsagées  ici. 

Au  voisinage  de  la  limite  du  disque  aplati,  comme  l  es1  ti  es  grand, 
en  désignant  par  X  et  par  s  des  quantités  très  petites,  on 
peut  écrire 

I  jr 

—  =  /*,  arclang/—  - —  a: 

/'■  2 

Or 

tangl a)=cota  — /         et         tanga  =  -  —  '/.. 

On  peut  prendre  l'arc  pour  la  tangente,  ou  a  =  A,  e1  en  négli- 
geant X2  devant  X,  il  vient 

En  comparant  avec  la  valeur  limite,  on  aura 
— 1^  =27ra0=2(7r—  2«)a. 

Cette  formule  permel  de  déterminer  la  valeur  de  a  e1  6  au  voi- 
sinage de  a„  en  prenant 

6  _    _i_         1 

«  ~~  \/ 1  -+■  /*  ~~  2 

Pour  a  — ■  0,1,  c'est-à-dire  pour  un  aplatissement  «le  0,9,  le  disque 


220  ALEX.    VÉRONNET. 

terrestre  aurait  un  axe  équatorial  de  iokm,  un  axe  polaire  de  ikm, 
avec  un  volume  qui  serait  près  de  2,6  milliards  de  fois  plus  petit 
que  le  volume  actuel  et  par  conséquent  une  densité  2,6  milliards  de 
fois  plus  grande. 

Pour  a  =  0,01  ou  un  aplatissement  de  0,99,  le  grand  axe  aurait 
9km,5,  le  petit  axe  95m  et  la  densité  serait  10  fois  plus  grande  que 
dans  le  cas  précédent,  le  volume  étant  sensiblement  10  fois  plus 
petit. 

Pour  V ellipsoïde  de  bifurcation  qui  conduit  des  Maclaurin  aux 
Jacobi,  des  ellipsoïdes  de  révolution  aux  ellipsoïdes  à  trois  axes, 
on  a 

h0=o,\X-\.         t0=  o,34o  =  — =  1  +  /*, 

AT 

La  formule  (3)  donne  alors 

(16)  g*  =  kh\Ji  4- /«"— 4/1^  =  1,28. 

Dans  le  cas  où  [jl  reste  constant,  la  formule  (8)  devienl 

(17)  og=  1,28.0  =  2710 

On  obtient  46km  et  26km,8  pour  la  valeur  Mrs  deux  axes.  Le  volume 
serait  46  millions  de  fois  plus  petit  e1  la  densité  \6  millions  de 
fois  plus  grande  qu'actuellement.  La  vitesse  de  rotatioD  serait 
de   i3,4  tours  par  minute. 

En  supposant  la  Lune  réunie  à  la  Terre,  a\  ec  le  momenl  de  rota- 
tion total,  les  axes  seraienl  multipliés  par  y.-  ou  4>822.  Ils  auraienl 
respectivement  i070km  et  f)22km  et  la  densité  devrait  être  encore 
365  fois  plus  grande  qu'actuellement.  La  vitesse  de  rotation  serait 
de  7,16  tours  par  heure. 

Si  au  contraire  nous  conservons  à  la  Terre  le  même  volume  et 
la  même  densité  qu'actuellement,  la  valeur  des  éléments  pour 
l'ellipsoïde  de  bifurcation  sérail 


(18)  ai=a*b       r»^n-/J. 

Le  rayon  équatorial  aurait  -i.",(.kin  e1  le  rayon  polaire  446okm. 
La  valeur  de  g  reste  la  même,  puisqu'elle  ne  dépend  que  de  /. 
La  valeur  de  jj.2  seule  est  changée.   Les   formules  (3),  (8)  et  (16) 
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donnent 

ag0  a         Zi  er 

(,9)  ^=,'2Vï  =  T5iI5" 

Or  d'après  la  valeur  de  \>.  dans  (18)  on  a 
li'9  r  _  «3oj'2       «'» 


d'où  il  vient 

La  vitesse  de  rotation  devrait  être  g  l'ois  plus  grande  qu'actuel- 
lement. D'ailleurs,  en  partant  des  valeurs  <le  h.  on  aurail  directer 
ment 

co2        h        oe 
expression  qui  donnerait  la  même  valeur. 


II.  —  Ellipsoïdes  homogènes  à  trois  axes  ou  ellipsoïdes 

de  Jacobi. 

Les  axes  sont  reliés  par  l'équation  de  condition  (Appell, 
Annuaire,  p.  A.16,  et  Mécanique  rationnelle,  t.  III,  p.  170)  : 

J(*        V  (If  f*  *  JC~  f  f  t 

-W~=Stl       ~W  (c<0<a). 

0  «^0 

<"-  r' 

D2  =  (1  -+-x)  (1  -t-  .v.r)(i  -f ■/./•),  s       — ,  / 

Sur  l'ellipsoïde  de  révolution  d'où  partent  les  Jacobi,  on  as—  f  =f0. 
A  mesure  que  l'ellipsoïde  à  trois  axes  s'en  éloigne,  h  tend  vers  1 
et  c  vers  zéro.  Alors  /  tend  vers  1  et  .v  vers  zéro.  La  limite  es1  un 
ellipsoïde  de  révolution  allongé  en  aiguille. 

La  vitesse  de  rotation  est  donnée  ici  par  la  formule 

en  représentant   par  A  et  B  les  intégrales  de  (1). 
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Les  fonctions  k  et  g  qui  exprimeront  la  variation  en  fonction 
du  moment  de  rotation  et  du  grand  axe  a  s'écriront 


(3) 
(4) 


OOfJL2 

JJyî 


tj7tp 

3M 


.(s  +  ty 


oo      fjr s    _ 


s/ 


où  t  correspondra  à  l'axe  moyen  b  et  passera  de  la  valeur  t0  à  i. 

Désignons  par  hlt,  k0,  g„,  les  valeurs  correspondant  à  l'ellipsoïde 
de  bifurcation  oùs  =  t  =  t».  Alors  h  décroît  et  tend  vers  zéi  «>  à  mesure 
que  l'ellipsoïde  s'allonge  et  que  s  tend  vers  zéro.  La  vitesse  de  rotatinn 
tend  vers  zéro,  si  l'on  suppose  la  densi  té  constante,  ou  bien  la  densité  p 
tend  vers  l'infini  si  l'on  suppose  w  constant. 

Au  contraire,  k  tend  vers  l'infini,  quand  s  tend  vers  zéro.  Si  le 
moment  de  rotation  u.  reste  constant,  la  densité  p  tend  vers  l'infini,  et 
si  p  reste  constant,  il  faut  que  u.  tende  vers  l'infini. 

Déterminons  la  valeur  de  g  pour  t  =  i  el  s  tendanl  vers  zéro, 
cas  limite  de  l'aiguille  allongée.  (  >n  a,  d'après  (i)  et  (2), 


(5) 


=z-=A-t-B=  / =  L  -X  —  1 . 


La  valeur  de  g  tend  donc  logarithmiquemenl  vers  l'infini,  II  en 
résulte,  avec  [/.constant .  d'après  (4),  que  le  grand  axe  a  tend  vers  zéro 
en  même  temps  que  /'  e1  c,  mais  beaucoup  plus  lentement.  La 
figure  d'équilibre  prend  la  forme  d'une  aiguille  allongée,  mais  de 
longueur  indéfini  ment  décroissante.  Les  axes  a,  b,  c  l<ndent  doue 
ici  tous  trois  vers  zéro  à  la  limite,  mais  b  et  c  sont  inliuiment  petits 
du  second  ordre  par  rapport  à  a. 

Le  grand  axe  ne  tendra  donc  pas  vers  une  valeur  limite,  comme 
pour  le  disque  aplati,  mais  nous  verrons,  par  les  calculs  numé- 
riques, que,  pratiquement,  il  muait  une  valeur  voisine  <le  celle  du 
disque  pour  de^  aplatissements  très  grands,  presque  limites,  où 
les  deux  autres  axes  seraient  tous  deux  excessivement   petits. 

On  ne  peut  pas  démontrer  que  g,  à  partir  de  t  =  t0  reste  toujours 
décroissant  comme  h  ou  toujours  croissant  comme  k.  On  verra,  par 
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les  calculs  numériques,  qu'il  décroît  d'abord  jusqu'à  un  minimum 
avant  de  tendre  vers  l'infini. 

Au  voisinage  de  la  limite,  la  force  centrifuge  tend  à  égaler  Vattrao- 
tion,  dans  la  direction  du  grand  axe,  comme  pour  l'ellipsoïde  de 
révolution,  quand  l'allongement  de  l'ellipsoïde  «l'-vient  considé- 
rable par  rapport  à  sa  section. 

Nous  pouvons  poser  alors  i  —  t  =  s  et  considérer  e  e1  s  comme 
très  petits.  L'équation  (i)  pourra  s'écrire  en  conservant  seulement 
les  termes  du  premier  ordre 

(6)  (e~-s)A=sB,         tX  =  s(\-hB)=:h. 

Avec  la  même  approximation,  on  aura 

('  "            x  dx 
J     r 

Si  nous  négligeons  d'abord  s  dans  cette  expression,  on  a 

.      .  X  I  I  I 

(7)  = et  A  =  -  • 

W'  (l-hx)3  (l+x)2  (l-HX)a  •  2 

Le  terme  en  s  dans  A  est  égal  à  1  pour  x  =  o  et  nul  pour  x  =  yz. 
Il  n'introduit    que  des  corrections   de  l'ordre  de  s,  que  l'on  peul 

négliger,  en  première  approximation,  devant--  On  aura  donc 

(8)  -e  =  i/i  -  t)  =  s(A   I   B), 

2         ■>. 

formule  qui  déterminera  t,  en  fonction  de  s,  au  voisinage  <!<•  la 
limite. 

Il  faut  calculer  A  et  B  pour  avoir  t  et  h.  En  faisant  de  même  /  1 
dans  D,  on  a 

o»  *+B=r 

Posons 


..  s-  s       (I 

(I  OU  X  =z    -  et  I  -+-  ./ 


1  -+-  SX 


Les  limites  sonl  o  et  y/*.  Si  l'on  néglige  d'abord  «devant  i  dans  1 


'ïl\ 

on  obtient 
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=  4f 

\JsJ0 


f*  z-  dz 


yfs 


S/s 


valeur  qui  devient  infinie  sans  être  déterminée  par  rapport  à  s. 
C'est  la  même  valeur  qu'en  (5).  Si.  au  contraire,  dans  la  valeur  de  x 
nous  remplaçons  z2  par  la  valeur  (i  — s)z2,  qui  lui  est  égale,  à  un 
terme  très  petit  près,  on  peut  écrire 


s  —  (  i  —  s  )  z1 


l  —  Pz* 


et  l'on  obtient 


(«9) 


i  +  lz 


— /. 


/»=!  =  - 


—  2  ■—  L 2, 

o  S 


en  faisant  dans  le  calcul  de  la  valeur  aux  limites 

/  V*  =  \/ '  —  s  —  '  — ■  —s  . . . . 

2 

On  aura  ainsi  la  valeur  de  A  -    B  e1   de  h  en  fonction  de  s,  quand 
s  est  très  petit  et  l'ellipsoïde  t  rès  allongé. 
La  valeur  de  g,  donnée  par  (5),  devienl 


(ii) 


=  A  +  B  =  L-  — 


L'attraction  à   l'extrémité  du   grand  axe  a,  dan-  un  ellipsoïde1 

à  trois  axes,  est  donnée  par  l'expressiou 

P= =   -2-/0000    I         — z r-p-, 

D»=(fl,+  tt)(i,+,a)(c,+  u). 
Si  l'on  pose  u  =  c2  .r,  un  .  .1 . i  i •  - 1 1 1  l'expression  en  s  e1  /  : 


(■a)      p  =  2it/psf  ,    ~  r)U  =  '-/---  / 

La  deuxième  forme  est  cellr    obtenue    au    s  uisinage   de   la   limite 
avec  t  —  i.  Si  l'on  y  fait  la  transformation  en  z2  de  l'expression  (9) 
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on  obtiendra  pour  l'intégrale  la  même  forme  qu'en  (10).  On  aura 
donc 

(12')  P  =  -  -■  =  2r./ps(\  +  B )  -^r./ps( L^  —  2  y 

En  comparant  avec  la  formule  (2),  où  l'on  fait  t=i,  on  a  bien 

(ici)  0j2=P  OU  —  =  I  . 

Il  y  a  bien  égalité  entre  la  force  centrifuge  w2a  et  l'attrac- 
tion —  X,  en  tous  les  points  de  l'ellipsoïde  à  trois  axes,  tendanl 
vers  sa  limite  d'ellipsoïde  de  révolution  très  allongé. 

Remarque.  —  On  retrouve  les  mêmes  résultats  au  moyen  des 
formules  relatives  à  V ellipsoïde  de  révolution  allongé. 

La  formule  (12)  donne,  par  la  transformation  indiquée  en  z2, 
quel  que  soit  la  valeur  de  s,  avec  t  =  1,  c'est-à-dire  b  =  c, 


(i4) 

P 

1 

L  I  -  Lz 

v/7_ 

0 

I          1 

l'3        \2 

1—  L' 

-  l 

où 

/'2— /2.s 

=  I 

-s  = 

C'est  la  formule  connue  de  l'attraction  suivant  le  grand  axe,  « !»■ 
l'ellipsoïde  de  révolution  allongé.  Si  c  tend  vers  zéro,  alors  /'  tend 
vers  1,  et  l'on  retrouvera  la  formule  (12')  en  considérant  s 
comme  très   petit  : 

(  1 5  )  P  =—  -  =  2  r.fps  (l  -J  -  2)  =  ■?.  n/ps  \/y 

L'autre  composante  sérail   de  même 

n       r  Y  Z  r    *  —  t'l(     ?  ','-+- 


b         c  ~      J  r    r*    \i  —  ( 
En  considérant  5  comme  très  petit,  il  vient 

(16)  R  =27:/p(i  —  -  I.  '  I       air/p. 

Les   conditions    d'équilibre   dans    la    rotation    autour   du    petil 
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axe  c  s'écrivent 

(17)  a2(P  —  >,,*)  =  62(Q  — w2)  =  c2l\. 

Os  équations  ne  sont  pas  compatibles  si  b  =  c  et  Q  =  R.  Elles 
le  deviennent  quand  b  et  c  tendent  vers  zéro,  précisément  dans  le 
cas  limite  de  Jacobi.  On  a  alors 

a*(P  —  wî)  =  c»R. 

En  remplaçant  P  et  R  par  leurs  valeurs  (  1 5)  et  (  1 6) ,  on  obtient 

(.8)  h  =  -^-=s(h^-i),         g=L$  —  i. 

2  77/p  \      S  ) 

( !  es1  bien  la  même  valeur  que  (1 1)  à  une  unité  près  devant  le  loga- 
rithme liés  grand  et  tendanl  vers  l'infini.  A  la  limite,  en  com- 
parant (i5)  et  (18),  on  a  bien  égalité  entre  la   force  centrifuge  e1 

l'attraction  : 

,  L7-' 

s 

N  ~zrr,-'"" 

S 

I  ,;i  formule  i  7  permel  encore  de  déterminer  l'ordre  de  grandeur 
de  la  composante  Q  dans  la  direction  de  l'axe  moyen  : 

Q       .     =  ^R,         Q       .,"-  .   /l;. 

(  )n  a  Q >  co2,  I  attraction  es1  supérieure  à  la  force  centrifuge,  l'ui* 
vers  la  limite,  par  approximations  successives,  avec  s  tendant 
\  ers  zéro,  il    vienl 


2  Tlfp 


(Li_,)+I(,_£LÎ       ,(,      ;«.*) 


valeur  «pu  tend  vers  i  comme  pour  I  !.  Il  3  a  bien  concordance  en1  re 
1rs  différents  résultats  des  méthodes  différentes. 

Considérons  un  ellipsoïde  homogène  ayant  la  masse  de  la  Terre 
et  le  même  moment  de  rotation.  Mous  avons  vu  qu'en  conservanl  la 
forme  d'un  ellipsoïde  de  révolution,  il  aboutissait  finalement  à  un 
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disque  de  gkm,4  de  rayon.  Nous  pouvons  calculer  les  éléments  de 
l'ellipsoïde  à  trois  axes  qui  aurait  même  grand  axe. 

Le  deux  valeurs  de  g  sont  alors  égales  d'après  (4).  On  a,  d'autre 
part,  d'après  (10), 

(l9)  L-—  2  =  27T. 

S 

On  trouve  pour  s  et  le  petit  axe  c 

ICI 
S  =  tt^— >         •    -  =    >  C  =  DOOm. 

.502  a        MJ'" 

L'axe  moyen  est  donné  par  la  formule  (8)  qui  devient 

(20)  f-i-a^L^-aV         -  =  -L  =  i  +  s(h$..-2 


On  en  tire  b  =  5iom.  La  Terre  se  réduirait  à  un  ellipsoïde  très 
allongé  de  i8km,8  pour  le  grand  diamètre,  sur  [020m  et  mon"1  pour 
les  autres. 

La  vitesse  de  rotation  a>',   comparée   à   celle    de   Maclaurin    de 
même  axe  a,  serait  donnée  par 

(ai)  u.  =  V(ù'z=1(ù=  iMfl»fn-i|u'=  jMa'u. 

5  \         a1/  5 

Comme  —  est  sensiblement  égal  à  s  et  négligeable,  on  a  ici 


La  vitesse  de  rotation  du  Jacobi  devient  sensiblement  égale  au 
double  de  celle  du  Maclaurin  de  même  grand  axe,  dès  que  l'apla- 
tissement devient  considérable.  Notre  ellipsoïde  ferail  donc 
10,7  tours  par  seconde  dans  le  cas  de  l'homogénéité  e1  [7,7  dans  le 
second  cas. 

Nous  pouvons  calculer  de  même  les  éléments  de  notre  ellip- 
soïde pour  différentes  valeurs  assez  petites  de  s.  En  comparant 
toujours  à  la  valeur  limite  a  du  grand  axe  de  Maclaurin  limite, 
e1  considérant  que  u.  est  constant ,  on  peut  écrire 


/        x  5ofx2 


1         /f  4       \ 

-  =  a    I. 2  ]  = 
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Cette  formule  donnera  a;  la  valeur  correspondante  de  5  donnera  c. 
Enfin  la  valeur  ci-dessus  (20)  de  t  donnera  b.  On  obtient  le  Tableau 
suivant  : 

\  :  s 100.              200.  500.  m3.  10\  106.  10'». 

a  (km   nkm,8  iokm,4  ^'",<)  8km,  1  fil,n.-2  4km,i  ilm,  5 

b ik"\38  ~5om  26'2m  ti-21"  i".i  >',""" 

c ikm,  18  7  5om  joom  260"°  6im  i'".i  25mm 

On  voit  que  la  valeur  de  a  diminue  I  rès  Je  11 1  ornent,  de  i2kmà  2km.  5, 
soit  de  5  fois  sa  valeur,  tandis  que  b  et  c  diminuent  beaucoup 
plus  rapidement  de  ikm,38  et  ikm,i8  à  25mm,  c'est-à-dire  dans 
la  proportion  de  5o  000  fois,  soil   to  000  fois  plus  vite. 

La  densité  est  donnée  par  les  formules 

(23)  p£r  =  pI,.i>         f  =  ^\ 

où  p,  et  r  représentent  la  densité  e1  le  rayon  actuels  de  la  Terre. 
Cette  formule  se  déduit  immédiatement  de  l'expression  de  la 
masse,  où  l'on  fait  /  =  i .  c'est-à-dire  b       <   : 

(a4)  M  =  ^i:pabc=  =i:p  —  =  ,rp  — 

0  °       yjst        ^       \& 

La  valeur  de  la  densité  sérail  de  [6  milliards  de  fois  la  densité 
.actuelle,  pour  a=  nkm,8.  Elle  sérail  de  [iooo  milliards  pour 
a  =  6km,2.  Enfin  elle  serait  de  ioo  milliards  <\<-  milliards  pour 
a  =  2km,5. 

Le  moment  de  rotation  [/.étant  constant  et  b  négligeable  devant  <i. 
pour  de  forts  aplatissements,  <>n  a  a2w  =  const.  La  \  Itesse  de  rota- 
tion est  inverse  du  carré  du  grand  axe  et  croîl  indéfiniment  à  mesure 
que  a  tend  vers  zéro. 

Nous  pouvons  considérer  au  contraire  la  Terre  avec  sa  densité 
actuelle  et  chercher  le  moineni  de  rotation  e1  la  vitesse  de  rotation, 
qui  pourraient  donner  à  la  masse  les  valeurs  de  s  et  l'allongement 
correspondant  aux  valeurs  du  Tableau  ci-dessus. 

En  désignant  par  u.'  et  a'  les.   pouvelles   valeurs  du  moment 
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do  rotation  et  du  grand  axe  correspondant  à  s,     a  ;..  d'après  (22), 

,,5,  e?  =  f  =  V!?A«-A 

Pour  la  même  forme  d'équilibre,  mêmi  s,  e1  la  même  niasse  M.  les 
grands  axes  a  sont  proportionnels  au  carré  du  momenl  de  rotation. 
C'est  ce  qu'indique  la  formule  générale  (4)  qui  donni 

Comme  ici  b  est  très  petit  par  rapport  à  a,  on  peut  le  négliger 
dans  l'expression  de   I,  on  aura 

,  *  y-'       "'îf'»'  J>  ,    • 

(20)  —   =    — ; )  Cl  OU  ri    M    -     atù. 

en  comparant  avec  (25).  Les  vitesses  de  rotation  sonl  inverses 
des  grands  axes,  pour  les  mêmes  aplatissements,  dans  le  cas  de 
forts  aplatissements. 

Dans  le  cas  présent,  on  fait  ç  =  z{.  La  formule    2  i    donne 

c'3=r*\fs,  d'où  a' ■=.  — '=-  —  • 

Il  vient 

t     \  ^  —  —  —  '11 

W  ^~  a~  afs' 

Or  on  peut  écrire  aussi 

(28)  —  =  — -,  don  —  = —  =  2—  .s. 

JJ.  2  r-  (.)  d>  fi     rt  "  fi 

On  aura  u/  et  0/  en  fonction  du  rayon  actuel  r  de  la  Terrç  e1  des 
valeurs  de  a  du  Tableau  ci-dessus. 

Le  Tableau  suivant  indique  quelles  devraient  être  les  valeurs  des 
quantités  cherchées,  par  rapport  à  leurs  valeurs  actuelles.  Celles  du 
grand  axe  a'  et  du  petit  axe  c'  sont  en  milliers  de  kilomèl  res.  Celles 
de  \k'  et  de  co'  sont  exprimées  par  rapport  à  leurs  valeurs  actuelles: 

1  :  s 100.             200.  500.             10'.                                               10". 

a'km  :  103 29,6            S7.7  ">"  63,8            1  J~ 

c'kmrio' 2 ,96          2,63  1,26          '."■                                          1  ;- 

jx.'  :  (ji ïo,  1  60,0  7  »  •  >  88,7           '  i'i 

w'  ;  ai \  ,67           ; .  1  -  7 ,  3g          1  ,77        n  1. ,         ii)(iS         0,001 

On  voit  que  pour  un  allongement  de  ïo  fois,  s      o,oj  .  il  faudrail 
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que  le  moment  de  rotation  soit  5o  fois  plus  grand  que  le  moment 
actuel,  soit  10  fois  plus  grand  que  le  moment  de  rotation  du  sys- 
tème Terre-Lune.  Cette  valeur  croît  indéfiniment  avec  l'allon- 
gement, comme  l'indique  la  discussion  du  paramètre  k.  La  vitesse 
de  rotation  devrait  être  près  de  5  fois  plus  grande  qu'actuellement 
(4,67).  Elle  décroît  indéfiniment  comme  l'indique  la  valeur  de  la 
fonction  h. 

On  verra  dans  les  calculs  du  paragraphe  suivant  les  valeurs  de 
l'ellipsoïde  terrestre  pour  des  conditions  moins  éloignées  des  condi- 
tions normales  et  en  particulier  pour  les  ellipsoïdes  de  bifurcation 
et  les  figures  piriformes  susceptibles  peut-être  de  donner  lieu  à 
une  rupture. 

Les  conditions  à  remplir  par  un  système  double,  pour  quil  pro-, 
vienne  d'un  dédoublement  d'une  masse  unique,  peuvent   se  déduire 
de  la  valeur  du  moment  de  rotation  de  ce  système. 

En  appelant  M  et  m  les  deux  masses,  a  le  grand  axe  de  l'orbite 
de  m  autour  de  M,  et  T  étant  la  période,  on  a 

(28)  't7Tî^=/(M  +  /")- 

En  supposant  les  orbites  à  peu  près  circulaire-  .1  appelanl  r  la 
distance  des  masses,  on  peut  écrire 

(29)  iù*r*=f(M-hm 

En  désignant,  d'autre  part,  par  r,  et  r,  leur  distance  au  centre  de 

gravité,  on  a 

(30)  r=rx->r  r,,  M    ,  =  mrt         ou  M       m    /,       nir, 
(3i)                          fx  =  fj.,  4-  /jl,      (Mr}  +  m/{)(l)  =  Mr,ur. 

En  remplaçant  r,  par  sa  valeur  en  r  tirée  de  (3o),  on  a 

M  m 

(32)  /J-  =  rr W/  -• 

Telle  est  l'expression   du  moment   de   rotation  de  l'ensemble  en 
fonction  des  masses,  de  leur  distance  et  de  leur  vitesse  de  rota- 
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tion  (1).  Cette  valeur  portée  dans  (2g)  donne 
(33)  iL-f^m    =_fl_/M', 

expression  du  moment  de  rotation  indépendante  de  oj. 

Nous  pouvons  porter  cette  valeur  de   u.  dans  l'expression  (4) 
de  g,  puisque  le  moment  de  rotation  doit  rester  constant  après 
comme  avant  la  rupture.  On  obtient  la  formule  simple  et  remar- 
quable 
,2/.  5o     a2      /• 

où  g  ne  dépend  plus  que  du  rapport  des  masses  a  et  du  rapport  de 
la  distance  r  des  masses  du  système  double,  et  du  grand  axe  a  de 
l'ellipsoïde  antérieur,  correspondant  à  g  et  à  l'aplatissement  s, 
qui  aurait  pu  donner  naissance  au  système  double. 

Il  est  facile  de  voir  que  dans  le  fractionnement  d'un  ellipsoïde 


on  a  r  <  a,  on  a  donc 


a        5o 


Considérons,  comme  ellipsoïde  de  comparaison,  l'ellipsoïde 
de  bifurcation  qui  donne  naissance  aux  figures  piriformes  et  -"il  a 
son  grand  axe.  La  valeur  calculée  de  g  serait  alors  de  1 ,3  >.  comme 
ou  le  verra  dans  la  troisième  Partie.  La  valeur  de  a  déduite  de  I  i  1 
serait  a  =  0,327,  avec  r  =  a.  Comme  il  faut  qu'il  y  ail  encore 
contraction  à  partir  de  cet  ellipsoïde,  avant  la  rupture,  on  aura 
r  <^  a.  On  aura  donc  pour  le  rapport  des  composantes  d'un  sys- 


(l)  En  tenanl  compte  de  l'excentricité  e  des  orbites,  cor1  dans     la    serait  rem- 
placé par  le  double  de  la  constante  des  aires  : 


2itab        2  r.a1  \J  1  —  e* 
^=-¥-  = r--, 

les  seconds  membres  de  (33  e1  14)  seraienl  multipliés  par  j  è*  et  r  représenterait 
alors  !<•  grand  axe  de  l'orbite  du  compagnon  autour  de  l'astre  principal.  Mais  au 
début,  les  «>rl >i ! »-s  devaienl  être  circulaires,  car  d  fallait  que  la  force  centrifuge 
fasse  équilibre  à  l'attraction  pour  qu'il  y  ail  dédoublement. 
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tèmc  double  la  condition 

tj  ^0,327         ou         M<3m. 

Le  rapport  des  composantes  doit  être  plus  grand  que  5-  Leurs 
masses  doivent  être  du  même  ordre  e1  assez  voisines  l'une  de  l'autre. 
La  Lune  n'a  pas  pu  provenir  d'une  rupture  de  ce  genre  avec  la 
Terre. 

En  faisant  r  =  -a,    c'est-à-dire   en    admettant    que  la  distance 

2  n- 

des  centres  de  gravité  des  composantes  provenant  de  la  rupture 
soit  la  moitié  du  grand  axe  de  l'ellipsoïde  il<-  bifurcation  corres- 
pondanl  aux  ligures  piriformes,  on  obtient 

—  =0,402  <>ii  environ  M  =  im. 

M 

La  grosso  masse  devrail  être  seulemenl  Le  double  de  l'autre.  La 
valeur  probable  du  rapporl  doil  être  plus  voisine  de  2  < j ut-  de  3, 
car,  au  voisina-''  des  ligures  piriformes,  a  a  dépassé  sa  valeur 
maximum  et  décroîl  avec  la  contraction.  Il  en  sera  de  même  de  r. 
En  toul  cas,  dans  un  système  homogène,  -1  la  figure  piriforme 
aboutit  à  une  rupture  système  double,  les  ellipsoïdes  <!•■  bifurca- 
tion d'ordre  supérieur  donneraient  des  systèmes  triples,  qua- 
druples, etc.),  le  rapporl  aura  une  valeui  bien  déterminée  et 
toujours  la  même.  Si  l'on  pouvail  déterminer  ce  rapport,  on  déter- 
minerait par  le  lait  même  !<•  rapporl  des  masses  commun  à  tous 
les  systèmes  doubles  engendrés  ainsi.  Mais  il  faudrait  savoir 
d'abnni  si  les  ellipsoïdes  de  bifurcation  donneronl  naissance  à 
des  figures  d'équilibre  où  la  force  centrifuge  finira  par  l'emporter 
^iir  l'attraction,  au  lieu  de  tendre  seulemenl  à  lui  faire  équilibre 
comme  à  la  limite  des  ellipsoïdes  de  Maclaurin  e1  <lr  Jacobi.  Or 
nous  n'en  savons  rien. 


III.     -  Calculs  numériques  et  courbes  représentatives. 

Les  formules  (1),  (2),  (3)  du   paragraphe  I   donnent    les  valeurs 
de  h,  k,  g  par  rapporl  à  {dans  le  cas  des  ellipsoïdes  de  révolution. 
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Comme  l  varie  de  zéro  à  l'infini,  il  es1  préférable  d'exprimer  ces 
valeurs  en  fonction  de  s,  qui  ne  varie  que  de  o  à  i.  ce  qui  permel 
de  représenter  toul  l'ensemble  de  là  variation.  On  a 


(') 


I     -4-    P  —    -    —    — 

s  '      c- 


Pour  la  sphère,   l  =  o  et  s  =  i.    Pour    le    disque    aplati,    /        « 
et  5  =  0.  Ces  valeurs  et  ces  courbes  n'avaient    pas  été  calcul 
exactement,  mais  seulement  leurs   valeurs    principales  e1    l'allure 
générale.  Les  Tableaux  ci-dessous  donnent  ces  valeurs  pour  i<>  va- 
leurs de  s  assez  voisines  pour  permel  1  re  le  1  racé  exad  de  la  courbe. 


0,(i'.». 


0,04.  0,06.  0,08.  0,25.  0,50.  0,00.  " 

o        6,1 55     0,190  0,208  0,210  0/210  o,  i38  o,rog  0,081 

»       8,39      6,49  '>.,4i  [,64  2,12  0,88  0,61  o ,  i  1      M.'jt", 

it        4j39       3,7<j  3,3g  3,o4  1,68  0,78  o,56  o,3g       •'■•> 


0,204     °>29'     0,337     °- >77     °>44o     0,760     1,64       2, 27 
o         0,0  ji     o,of')7     0,092     0,124     o,38o     1,16       1,76 


».  i" 


0 

0 

1  > 

•  ■ 

1 1 

1  1 

> 

ro 

Les  valeurs  de  //  sont  représentées  par  la  courbe  OMS  de  là 
figure  j,  ellipsoïdes -de  Maclauriu.  La  courbe  OJS  représente  les 
ellipsoïdes  à  trois  axes  de  Jacobi  (p.  236).  On  remarquera  que  la 
courbe  de  Maclaurin  es1  presque  droite,  t  rès  légèremenl  concave  \ 
le  haut,  entre  J  et  S.  En  effet,  la  formule  (1)  du  paragraphe  I 
donnerait  comme  dérivée  l'expression 

,11,       «)+7Y9  +  7^       '  ,        A        8 

-77   =  : T. -,  77  —  ;l  '  *'  lanS  *  I  =  —F<"  ■  ■  ■ 

dl  /'      \  9  -i  -  /-    i    :   /-  "/        i) 

L;i  valeur  indiquée  à  droite  es1  ce  que  devienl  cette  expression 
pour  /  1res  petit,  en  négligeant  /:.  I>e  plus,  nous  avons 


dh 

ds 


dh  <n 

777  ds 


el 


,11 

ds 


1 

2SÛ 


en  dérivant  la  formule  (1)  <  i-dessus  e1  faisanl  s 
pour  /  t  rès  pe1  il  ou  pour  s         i 


I 
-  I . 


\  1 1  •  1 1 


t  d 


une 


dh 

ds 


10 


— 


Telle  est  la  valeur  de  la  tangente  à  la  courbe  MS  au  poml  S.  Or, 

Joui  n.  de  Math,  (8*  série),  tome  il  Vnnéc  1 
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au  point  J  on  a  la  valeur  h„  =  0,1871  et  s0  =  o,34o.  La  pente  de  la 
droite  JS  sciait  de  0,288,  valeur  assez  voisine  de  la  précédente. 
La  tangente  en  S  passerai!  à  i,n,n  au-dessous  de  J.  On  peul  donc 
dire  qu'à  partir  de  la  sphère  jusqu'à  l'ellipsoïde  de  bifurcation  de 
Jacobi  la  valeur  de  w2  croît  à  peu  près  proportionnellement  à  1  s, 
avec  p  constant.  Elle  passe  ensuite  par  un  maximum  M  pour 
décroître  indéfiniment  à  mesure  <[ue  l'ellipsoïde  s'aplatil  davan- 
tage et  tend  vers  le  disque  aplati. 

La  courbe  des  valeurs  de  k  en  SJM  fig.  2  croîl  continuellement 
de  zéro,  au  point  S.  à  l'infini.  Le  momenl  de  rotation  y.  croîl 
continuellement  avec  l'aplatissemenl  -1  la  densité  p  es1  constante, 
ou  bien  la  densité  croîl  indéfinimenl  si  ul  resté  constant. 

Les  valeurs  de  g  sonl  représentées  par  la  courbe  SJM  de  la 
figure  3.  Elles  croissenl  de  zéro,  en  S,  à  211  quand  s  décroît 
de  1  à  o. 

Les  deux  dernières  lignes  du  Tableau  donnent  les  valeurs  des 
axes,  en  prenanl  comme  unité  la  valeur  du  grand  axe  au  poinl  de 
bifurcation  des  Jacobi.  La  val<  ur  de  ces  axes  es1  donnée  par  les 
formules  suivantes  déduites  de  î  du  paragraphe  I  et  de  i  ci-dessus, 
go  —    i  ...s  désignanl  la  valeur  de  g  au  poinl  de  bifurcation  : 


"  \  s  ■ 


La  valeur  limite  du  disque  sérail  alors  0,204,  c'est-à-dire  le 
cinquième  ^^  grand  axe  au  poinl  de  bifurcation. 

Pour  les  ellipsoïdes  à  trois  axes  ou  de  Jacobi,  les  valeurs  de  h  e1 
des  axes  a,  b,  c,  avec  la  condition  abc  i  on1  été  calculées  par 
(i.-ll.  Darwin  (Scientific  papers,  t.  III.  p.  i  \o  ou  Proceedings  of  the 
royal  Society,  i .  XLÏ,  i  s  s  -  .  en  Fonction  d  un  angle  7  défini  par 


(3) 


ros  y  =  —  =  Us. 

'         a 


Il  e>i  facile  de  traduire  ces  valeurs  en  fonction  de  s  e1  de  cal- 
culer celles  de  k  e1  g  correspondant,  par  les  formules  î  e1  1  du 
paragraphe   II.  <  >n  obtienl  le  Tableau  suivant  : 
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y 51"  21'.  57°.  60°.  65°. 

s o,34o  0,296  o,?.5o  0,178  0.717 

t o,34o  o,384  o-,438  o,536  0,640  ".-5s  o,853                      1 

a >,'()7  1 ,279  r  ,383  1,601  1,899  2,346  5  o4i   x 

b 1  , 1  <>7  i-,  123  i.D|")  0,923  0,811  0,70a 

c 0,698  0,696  0,692  0,676  0,649  0  607  o,543       •   0 

h °,l%7  0,186  0.1X1  0,166  0,141  0.107  o,oG6 

/>"  .    .      .  1,527  i,56i  ',62g  i,935  2,565  i,8l  Î12     17,02         x 

g....    ■  1,276  r,220  1.178  1,208  i,35o  1 ,643  -    177        i,368       x 

a.    ....  1,000  i,O|0  1,083  i,o56  o,g45  0,776  o,5            •        .       0 

1) 1,000  0,918  0,819  °>G°9  o,ioi  o.is,       

c o,583  0,56g  0,542  o,446  o,3%3  0,160  0,102      0,0    I 

p 1,00  1,06  1,21  2,04  1,73  16,2  88,5            1  i;o        x 

Les  trois  premières  lignes  donnenl  les  valeurs  d<  s  e1  il»-  /  cor- 
respondant aux  valeurs  de  y  de  Darwin.  Les  trois  lignes  suivantes 
donnenl  les  valeurs  des  axes  a,  b,  c  avec  la  condition  abc  \. 
ce  sont  des  valeurs  relatives  correspondanl  à  celles  de  s  et  /  el 
donnant  la  forme  de  la  figure  d'équilibre  et  non  ses  dimensions 
réelles. 

Les  courbes  représentatives  des  ellipsoïdes  de  Jacobi  peuvent  être 
tracées  au  moyen  des  valeurs  des  fonctions  h,  k,  g  indiquées  dans 
les  trois  lignes  correspondantes  du  Tableau. 

(les  courbes  des  Jacobi  en  fonction  de  s  e1  /  seraient  des  courbes 
gauches  dans  un  espace  à  trois  dimensions,  la  troisième  étant 
l'une  des  fonctions  //,  A\  g.  (loin nie  les  formules  s. ml  symétriques  en 
s  et  t  dont  les  valeurs  peuvent  s'interchanger,  en  redonnant  le 
même  ellipsoïde,  il  est  plus  simple  de  prendre  la  projection  de  ces 
cou  rites  sur  le  plan  de  celles  des  Maclaurin.  La  courbe  OJ,  J  fig.  1 
re présent  e  les  valeurs  de  //  pour  s  croissant  de  0  à  O,  I  |>  ».  I  .a  portion 
JJ',  S  représentera    les   valeurs   de   h   pour  .s   croissanl    de  0,34o  à    1. 

qui  sont  égales  à  celles  de  /  dans  le  Tableau  ci-dessus. 

La  figure  1  donne  donc  les  courbes  représentatives  de  //  poui 
les  Maclaurin  et  pour  les  Jacobi.  Si  l'on  a  //  >-  II.  d  11  \  a  pas  de 
figures  d'équilibre.  Si  Ton  a 

h0<h-    11 

par  exemple  h—  0,20,  la   parallèle  à   OS  rencontre  la   courbe  des 

Maclaurin    en    deux    points.     Il    v    a    deux    ellipsoïdes    de    Maclaurin 
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comme   figure  d'équilibre.  Si  ]"<>n  a 

h—  /i,</*n. 
la    parallèle    à    <  >>   rencontre    la    courbe   des    Maclaurin   eh   deux 

Fiir.    i. 


O       01  v,     o.Z       0.3       0.4       0.5       0.6   /,0.7       0.8       0.9        1.0   » 


points  M,  e1  M,  qui  déterminenl  deux  ellipsoïdes  d'équilibre  donl 
les  aplal  Issements  sonl  donnés  par 

s  =  OP         el        s       OP',. 

Cette  parallèle  rencontre  égalemenl  la  courbe  des  Jacobi  en  deux 
|K)iiii->  .),  e1  .I,  qui  déterminent,  non  pas  deux  ellipsoïdes,  mais  les 
deux  aplatissements  de  l'ellipsoïde  de  Jacobi  correspondanl 

st-  <  >Qi         et         /.       I  IQ',. 

<  >n  ;i  deux  ellipsoïdes  de  Maclaurin  e1  un  i  i  1 1  j » -•  < •  i < I «  de  Jacobi 
comme  figures  <l  équilibre. 

La  figure  2  représente  de  même  les  courbes  de  k  en  Fonction 
de  s.  Pour  A*  <  A„.  on  a  un  ellipsoïde  de  Maclaurin  cl  un  seul  Gomme 
figure  d'équilibre.  Pour  k^>k0  on  a  un  ellipsoïde  de  Maclaurin  M, 
d'aplatissement  s  ni',  ci  un  ellipsoïde  de  Jacobi  .l,.l.  d'apla- 
tissement 

OQ,        ei        /,      OQ',. 

Enfin,  la  figure  i  représente  I  ensemble  des  valeurs  de  g  pour 
1rs  Maclaurin  e1  les  Jacobi.  Elle  es1  beaucoup  plus  curieuse  et 
ins1  ructive. 

La  courbe  des  Maclaurin  SJM  croît   de   E  à   un   maximum  2-, 
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comme  on  l'a  vu.  Celle  dos  Jacobi  bifurque  en  J.  Elle  esl  d'abord 
décroissante  jusqu'à  un  minimum  wn  m\  pour  les  valeurs  approxi- 


,11.1  tives 


^,  =  i,i8,        .v,  =  o,  :>.',.        ti  —  o,45, 
Fie.    !. 


'1      0,0.1  H     0.2       0.3       (H       0.5        0.6        0.7  Ç;     0.8      0.9         1.0      .v 

déterminées  par  interpolation,  au   moyen  de  la  parabole  voisine 

Fie.  3. 


0    P,   0.1        0.2  v<     0.3       O.k      f/OJS       0.6        0.7         0.«       0^     f.O 


JJUe  se  rapproche  ensuite  beaucoup  de  l'axe  vertical  qu'elle  suil 
jusqu  ;'i  l'infini. 

Or  on  ;i  vu  que  !<'  premier   membre  <  1  <■   g  dépend  de      .,     et   le 
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sec      (i  uniquement  de  s  (ou  encore  de  /  déterminé  par  s  .  Si  donc 

on  a 

20  \X.- 


>  2  ïT, 


a<  -, 


Sr.fW 


il  n'y  a  pas  d'ellipsoïde  de  Maclaurin  possible  comme  figure  d'équi- 
libre, mais  seulement  un  ellipsoïde  de  Jacobi.  Au-dessus  de  M.  en 
effet,  la  parallèle  à  OS  ne  rencontre  que  la  courbe  des  Jacobi.  Ceci 
n'avait  pas  heu  pour  les  autres  cas  où  la  région  des  Maclaurin 
était  toujours  plus  étendue  que  celle  des  Jacobi. 

Pour  g0  <  g  <  2-,  la  droite  rencontre  la  courbe  des  Maclaurin 
et  celle  des  Jacobi.  <  m  a  un  ellipsoïde  de  révolul  ion  et  un  ellipsoïde 
à  trois  axes  comme  figures  d'équilibre. 

Pour  g,  <^  g <^  gu5  la  droite  rencontre  quatre  fois  la  courbe  des 
Jacobi.  ce  (pu  détermine  deux  ellipsoïdes  à  trois  axes  e1  une  fois 
celle  des  Maclaurin.  Il  y  a  donc  ici  un  ellipsoïde  de  Maclaurin 
comme  figure  d'équilibre,  mais  il  y  a  deux  ellipsoïdes  de  Jacobi 
différents,  avec  des  axes  différents,  qui  sonl  tous  deux  figure^ 
d'équilibre. 

Enfin r pour  g  <  gti  il  n  \  a  qu  un  ellipsoïde  de  Maclaurin  comme 
figure  d'équilibre. 

Les  valeurs  réelles  des  trois  axes  des  Jacobi,  e1  leurs  variations, 
sonl  données  dans  les  dernières  lignes  du  Tableau,  en  prenant 
comme  unité  la  valeur  du  grand  ;i\<  au  poinl  de  bifurcation  for- 
mule (2),  §  III].  La  dernière  ligne  donne  la  densité  correspondante 
en  prenant  comme  unité  sa  valeur  au  poinl  de  bifurcation. 

On  voii  que  la  valeur  de  a  commence  d  abord  par  croître  jusqu'à 
un  maximum  [,o83  pour  s  <>.■."..  e1  décroît  ensuite  lentement. 
Pour  s  =  0,008,  on  a  encore  a  =  o,38,  alors  que  b  parti  de  la  même 
valeur  est  déjà  descendu  à  o,o34j  à  peine  supérieur  à  c  =  o,o33. 

La  figure  i  représente  en  ordonnée  les  valeurs  de  s  e1  en  abscisse 
les  valeurs  des  différents  axe-.  Les  courbes  représentatives  de- 
deux  axes  des   Maclaurin  sonl    en   traits   forts  e1   celle-  des  trois 

axes   des   Jacobi   en    I  rails    tin-. 

Pour  les  valeurs  de  s  >>  o,  '>  i<>.  on  n'a  que  les  deux  coin  lie-  des 
deux  axes  des  ellipsoïdes  de  révolution,  donl  les  valeurs  s'éloignenl 
vers   l'infini  en  se  rapprochant    l'une  de  l'autre,  à   mesure  que  s 
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tend   vers    i,   c'est-à-dire   quand   l'ellipsoïde   se    rapproche   de    la 
sphère. 

Pour  .s-  <  o,3  40',  les  deux  courbes  des  Maclaurin  tendenl  vers-zéro 
et  vers  A('|5  point  qui  détermine  le  rayon  du  disque  limite.  Les  trois 
courbes  en  traits  lins  nous  donnenl  l'évolution  des  axes  des 
Jacobi,  comparativement  à  ceux  des  Maclaurin,  ;'i  mesure  que  s 
tend  vers  zen»  et  que  les  deux  sortes  d'ellipsoïdes  tendenl  vers  leurs 
figures  limites  :  le  disque  aplati  et  l'aiguille  allongée  h  évanouis- 
sante. 

Fier.  1. 
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1.1          a 

Au  point  de  bifurcation  .1  e1  .1',  les  axes  se  séparent.  Le  grand 
axe  a  des  Jacobi  diverge  uormalemenl  dû  grand  axe  a'  du  Mac- 
laurin. Il  commence  par  croître  alors  que  a'  décroissait  e1  con- 
tinue à  décroître,  Il  passe  par  son  maximum,  puis  décroîl  lente- 
nieni  en  venant  couper  la  courbe  du  Maclaurin  près  de  sa  valeur 
limite  A.'oJ  rayon  du  disque  aplati.  Il  y  aura  doue  de  nouveau  ici 
un  ellipsoïde  de  Jacobi  qui  aura  même  grand  axé  qu  un  autre 
ellipsoïde  de  Maclaurin,  Ce  Jacobi  sera  très  sensiblemenl  un  ellip- 
soïde de  révolution  allongé,  el  non  aplati,  comme  le  premier,  cai 
les  deux  axes  h  et  c  auront  pris  mêmes  valeurs,  comme  mi  \oii  mu 
la  figure  que  leurs  courbes  se  sont   fusionnées. 

()n   voit    également    que   la   eonrhe  du    pehl    axe  l    se  détache   \n- 
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ticalemenl  au  point  J'.  An  voisinage  de  la  bifurcation,  le  petit 
axe  <lu  Jacobi  conserve  donc  un  certain  temps  ta  même  valeur 
qu'au  point  de  bifurcation.  Il  diminue  ensuite  <lc  plus  en  plus  vite 
jusqu'à  zéro. 

La  courbe  de  b,  à  partir  de  J.  suil  presque  celle  de  a',  puis  va 
rejoindre  celle  de  c.  L'axe  moyeu  du  Jacobi  varie  d'abord,  à  partir 
du  point  de  bifurcation,  à  peu  près  comme  le  grand  axe  du  Mac- 
laurin,  dont  il  dérive.  [1  varie  ensuite  plus  vite  que  lui,  et  finale- 
ment prend  sensiblement  la  même  valeur  que  le  petil  axe  c. 

Ainsi,  au  point  de  bifurcation,  l'axe  polaire  du  Maclaurin  reste 
fixe,  alors  que  le  cercle  équatorial  s'aplatit,  en  faisant  apparaître 
un  grand  axe  a,  qui  s'allonge,  e1  un  axe  moyen  b,  qui  se  raccourcit. 
(/est  bien  d'ailleurs  ce  qu'indique  la  théorie  de  la  formation  «les 
nouvelles  figures  d'équilibre  aux  points  critiques,  pour  le  cas 
n  =  2,  qui  est  celui  des  figures  ellipsoïdales  de  bifurcation. 

On   a    tracé  en   pointillé   les   courbes   des   valeurs   des   axes  des 

Jacobi  en  menant  -  comme  ordonnée,  au  lieu  de  s.  Elles  conservenl 

1  p 

à  peu  pies  la  même  allure.  Il  y  a  bien  touj 's  après  la  bifurcation 

deux  Jacobi  ayanl  même  grand  axe  i  t  des  densités  différentes.  Les 
courbes  précédentes  montraient  la  valeur  des  axes  avec  I  aplatis- 
sement ou  s.  Celles-ci  montrenl  directement  la  variation  de  ces 
axes  avec  la  contraction,  c'est-à-dire  avec  la  densité  p. 

Pour  les  figures  d'équilibre  dérivées  des  Jacobi,  on  a  pour  n  =  3, 
figures  piriformes,  s  0,117  d'après  les  calculs  de  Darwin  el 
Liapounoif.  Ce  sonl  précisémenl  les  éléments  de  la  colonne  j 
du  Tableau  ci-dessus.  Pour  n  \  eî  n  5,  on  a  s  0,069  H 
5  =  0,028,  valeurs  qui  corresponde^  sensiblemenl  aux  colonnes  5 
eî  6.  On  obtient  le-  points  représentatifs  J,,  J2,  Ja  fig.  \  pour 
les  valeurs  représentatif  es  des  grands  axes,  e1  .I  ,  J,,  J  pour  l'axe 
moyen. 

Les  valeurs  de  ces  axes  par  rapporl  à  la  valeur  a  de  l'axe  de 
bifurcation  sonl  données  approximativement  par  la  coloi cor- 
respondante du  Tableau.  Pour  une  masse  de  même  M  e1  u.  que  la 
Terre,  on  a  obtenu  a  [6km  e1  b  26km,8.  L'ellipsoïde  de 
Jacobi  qui  donnerait   naissance  à  la  figure  piriforme,  la  première 
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figure  de  bifurcation  susceptible  de  se  dédoubler  e1  de  former  un 
satellite,  aurait  alors  dans  ce  cas  pour  longueur  des  axes  |3km  5 
i8km,6  et  i4km,g. 

On  voit  également  sur  la  figure  que  la  valeur  du  grand  axe  en  .1, 
est  assez  voisine  de  celle  de  l'ellipsoïde  de  bifurcation  en  .1.  mais 
les  valeurs  des  axes  /;  et  c  en  sont  assez  éloignées  e1  se rapprochenl 
déjà  beaucoup  l'une  de  l'autre  en  .1,  et  Jj'. 

Le  volume  sérail  .\-  3  lois  plus  petit  que  pour  l'ellipsoïde  de 
bifurcation  et  la  densité  217  millions  de  fois  plus  grande  qu'actuel- 
lement. On  voit  à  quel  point  la  Terre  en  es1  loin.  La  vitesse  de 
rotation  de  ce1  ellipsoïde  serait  près  de  deux  fois  plus  grande  que 
celle  de  l'ellipsoïde  de  bifurcatidn,  exactemenl  [,9.  il  ferail  donc 
4,7  tours  par  seconde.  Ce  serait  presque  la  vitesse  de  rotation  du 
disque  limite  des  Maclaurin,  qui  serait  de  5,35  tours  par  seconde. 

En  ajoutant  à  la  Terre  le  moment  de  rotation  de  la  Lune,  les 
éléments  correspondant  à  la  figure  piril'orme  seraient,  pour  les 
axes,  g45km,  4°4km  (>l  323km,  e1  la  densité  devrait  être  encore 
21  10  fois  la   densité  actuelle. 

Le  Tableau  des  valeurs  principales  relatives  à  Vellipsoïde  terrestre 
celles  qu'il  aurait  pu  prendre  au  cours  de  son  évolution  cosmique 
montre  que  le  fractionnement  d'un  astre,  par  suite  de  sa  contrac- 
tion, est  tout  à  fait  improbable.  Nous  allons  faire  les  calculs  poui 
cinq  cas  spéciaux  intéressants  :  L'ellipsoïde  de  bifurcation  des 
Maclaurin  et  des  Jaeobi,  l'ellipsoïde  de  Maclaurin  pour  lequel  la 
vitesse  de  rotation  est  maximum,  enfin  pour  les  trois  premiers 
ellipsoïdes  de  Jaeobi,  qui  donnent  des  limites  de  bifurcation 
voisines  pouvant  aboutir  à  un  fractionnement  en  >.  i  ou  \  com- 
posantes. Les  deux  premiers  ellipsoïdes  sont  de  révolution. 

i°  Nous  considérons  d'abord  la  densité  ;  comme  constante. 
On  obtient  alors  facilement  pour  les  ellipsoïdes  de  révolution,  en 
désignant  par  l'indice  1  les  valeurs  actuelles  : 


r 

\  * 


Il    \     s. 
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Joui»,  de  Math.  (8   série),  tome  II.  —  Vnnée  1919. 
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Pour  les  ellipsoïdes  à  trois  axes,  on  a  de  même 

c  =  r  \st,  a  =  — -  >  £  =r  —  ; 

/jt   a'2  -+-  b"1    co  M     s  -f-  f 

ji;-      ar»      ^~^^l 

avec  la  même  formule  pour  co.  On  obtienl   le    rableau  suivant,  où 
l'on  a  désigné  par  a'  :  u.\  la  valeur  que  devrait  avoir  le  rapporl 

des  moments  de  rotation  dans  le  cas  où  •>.    comprendrai  celui  de  la 
I  aine  : 

s o,34o  '  > .  1  ;  "1  0,117  o ,  oi  0 ,  028 

t 0,340      0, i35      0,640      "■  7  1  '      ". s 1  ■ 

h 0,187      0,224      0,141      0.1 10      0,064 

to  ;  (Oj. 9,0  7.  s  1 

11  :  |jlj 12,9  1  - .  1  10,2  's  1 

'/  :  \>\ 2,67  !,54                |,2o 

a  k  m 7,1  8,910              [  2 ,  100  1  4  .  -  "  ■ .  ,  "i  > 

li  km ..."  910                                               1        ■  'i7'° 

c  km. .....              ii'"  >  .'■>'"               i  .  1  1"  î .  i  h» 

<  )n  voit  par  La  valeur  de  u  que  la  I  erre  des  rail  avoir  un  momenl 
de  rotation  prés  de  1  ;  fois  plus  grand  pour  arriver  à  I  ellipsoïde 
de  bifurcation  des  Jacobî  1  '"''  colonne  e1  i~  fois  plus  grand  pour 
pouvoir  arriver  à  la  figure  piriforme  '>''  colonne  .  Même  en  lui 
adjoignant  son  satellite,  le  momenl  <\r  rotation  sérail  encore  2,67  fois 
trop  faible  dans  le  premier  cas  e1  >,5  i  dans  le  second.  Il  lui  aurait 
fallu  une  valeur  plus  grande  encore  pour  atteindre  la  figure  de 
rupture,  dérivée  de  la  figure  piriforme,  e1  donner  ainsi  naissance 
a  son  satellite  par  un  dédoublement  de  la  masse  primitive.  Le 
grand  axe  de  l'ellipsoïde  terrestre,  dan-  le  cas  de  la  figure  piriforme, 
serait  de  [2  ioo^m,  presque  le  double  de  sa  valeui  actuelle,  avec  un 
petit   axe  trois  fois   plus  petit    de    |l  |>>km. 

(  >n  voit  également  que,  pour  réaliser  l'ellipsoïde  <!<■  bifurcation 
des  Maclaurin-Jacobi,  il  faudrail  que  la  I  erre  tourne  g  fois  plus 
vite,    avec    la    densité    actuelle.    Comme    pour    chaque    ellipsoïde 

d  équilibre,  la  valeur  de  h=  -         es1  déterminée,  égale  ici  à  0,187, 

•  -  /  p 

on    peul   dire  égalemenl   qu'il   faudrail   que  la  densité  <\*-  la    l'erré 
soit   .Si   fois  plus  petite,  avec  la  vitesse  actuelle,  pian-  réaliser  cette 
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figure  d'équilibré,  soil  de  0,068.  Cette  valeur  es1  indépendante  de 
la  masse.  Telle  doit  donc  être  la  densité  de  toul  astre  tournanl 
sur  lui-même  en  i[\  heures  et  qui  réaliserai  cette  figure  d'équi- 
libre  du    Macïaurin-Jacobi. 

En   désignant   par   oj   la   vitesse    nécessaire    pour   réaliseï    cette 
ligure  d'équilibre  pour  un  autre  astre  de  densité  p  cl  pai 
la  vitesse  correspondante  à  la  densité  :,  de  la  Terre,  on  a 


^=9«^,         ^=9r 


où  (»\  désigne  la  vitesse  de  rotation  actuelle  du  second  astre. 

La  densité  du  Soleil  est  environ  \  fois  plus  petite  que  celle  de 
lu  Terre.  Il  devrail  faire  i,5  louis  pour  réaliser  ce1  ellipsoïde. 
Il  en  serait  de  même  pour  Jupiter,  qui  a  presque  la  même  densité 
que  le  Soleil  :  [,36.  Il  l'ail  près  de  2,5  hoirs  eu  2Zj  heures.  Il  lui  suffi- 
rait  d'avoir  une  vitesse  double.  Pour  Saturne,  il  sullirail  que  -;i 
vitesse  soit  de  -^  seulement  plus  grande  qu'actuellement,  exac- 
tement 1,37,  pour  atteindre  la  ligure  de  bifurcation  dis  ellipsoïdes 
de  révolution  aux  ellipsoïdes  à  trois  axes.  Il  aurail  dune  suffi 
d'un  léger  accroissement  de  viiesse  pour  trancher  pratiquemenl 
la  (pi  es  lion  de  savoir  si  un  ellipsoïde  de  ré  vol  11 1  ion  qui  se  contracte 
se  transformera   réellement  en  un  ellipsoïde  à   trois  axes. 

D'ailleurs,  la  contraction  future  de  ces  astres  ne  pourra  pas  non 
plus  réaliseï-  cette  ligure.  En  effet,  ou  a.  en  désignanl  par  les 
indices  1  les  valeurs  relatives  à  la  Terre  actuellement,  e1  en  négli- 
geai l'aplatissement  e1  /, 

//,         o.j    p 

D'après  les  calculs  ci-dessus,  // ,  est  Si  luis  plus  petil  que  0,187, 
valeur  de  //  pour  le  Maclaurin-Jacobi.  On  obtienl  pour  Jupiter 
g  =  0,22/j  cl  pour  Saturne  0,397.  '  -a  valeur  de  g  pour  le  Maclaurin- 
Jacobi  est    [,28.  Supposons  tpie  Jupiter  et   Saturne  se  corrdensenl 

jusqu'à    atteindre    celle    Valeur    cl     réaliser    cette     ligure.    On    ;i 

constant.  (  hi  trouve  que  le  rayon  du  grand  axe  de  Jupiter  sérail 
alors  5,7  lois  plus  petil  e1  sa  densité  3i8  plus  grande.  Pour  Saturne, 
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son  grand  axe  sérail  seulement  3,2  fois  plus  petit  el  sa  densité 
56,5  fois  plus  grande,  c'est-à-dire  égale  à  lg,5.  Il  es1  peu  probable 
que  ces  valeurs  puissenl  être  atteintes  e1  la  contraction  maximum 
de  Saturne  ne  lui  permet  tra  pas  de  dépasser  les  ellipsoïdes  de  révo- 
lution. 

Pour  la  valeur  de  g  correspondant  au  système  lent-laine,  on  a 
o,3(i7.  C  es1  sensiblement  la  valeur  relative  à  Saturne.  '  m  a  indiqué 
sur  la  courbe  de  la  figure  3  le  point  figuratif  L  correspondant. 
Il  es1  encore  loin  du  point  de  bifurcation  J. 

2°  Nous  considérons  le  momenl  de  rotation  comme  constant. 
On  a  alors  ag  constanl  el.  en  comparant  aux  valeurs  actuelles 
avec  e  suffisamment   petit,  on   peut   écrire 

â  =  f'  ,7"       : 

a  i .  > 

Les  valeurs  de  g  du  Tableau  donneront  a.  <  >n  aurait  b  e1  c  par 
leur  valeur  en  fonction  de  s  e1  /  donnée  plus  haut.  Leur  rapport 
à  a  serait  d'ailleurs  le  même  que  dan-  I»-  I  ableau  précédent.  Il  est 
inutile  de  les  écrire.  Enfin  w  sera  déterminé  par  la  condition  de  y. 

constant 

a-  m  =  r-  '.i,  "ii 

pOUr     leS     ellipsoïde-     <\r     I  e  \  m  |  Il  I  M  >  1 1     OU     le>     e|||p-M|dc-     à      trois     a\e>. 

La   densité  p  sera    déterminée    par   la    condition  de  M  constanl   : 

p.  /-3  —  oà1  b  =  oa'  \  n .  oabc       oa*—?:- 

(  >n  obi  ien1  ainsi  le  Tableau  suivant  : 

s  .... o  1 3  ')  i  1 7  0 ,  0,028 

g .... 1  .  ■-'  1 ,35  t  ,66  ■ .  •  • 

r  :  a .........  .        i3g  i|i<  180  1" 

1  .  a 5  11.3  -  - 1  i".  i 

a'  km 1070  1010  617 

p'  ;  p, lg8o  177.0  600 

On  voit  qu'avec  le  moment  de  rotation  actuel  il  faudrait  que  la 
contraction  de  la  Terre  soil  telle  que  le  grand  axe  ait  une  valeur 
[3g  fois  plus  petite  pour  arriver  à  la   figure  d'équilibre  de  l'ellip- 
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soïde  de  bifurcation  des  Jacobi,  et  i  \6  fois  plus  pour  atteindre  la 
figure  piriforme.  En  ajoutanl  le  momenl  de  rotation  d  la  Lune, 
il  faudrait  que  la  contraction  soit  encore  6  e1  6,3i  fois  plus  grande, 
quatrième  ligne  r  \  a' .  Le  grand  axe  a'  aurait  alors  in-okm  el 
ioiokm.  La  densité  serait  365  lois  et  i  720  fois  plus  grande  qu'acj  uel- 
lement,  ee  qui  serait  impossible. 

(i.-II.  Darwin  expliquait  la  formation  de  la  Lune  par  dédouble- 
ment de  la  masse  primitive  avec  l'accélération  du  mouvemenl  de 
rotation  dû  à  la  contraction.  Après  la  formation  du  satellite,  la 
Terre,  continuant  à  se  contracter,  aurail  eu  tendance  à  tourner 
encore  plus  vite,  l'attraction  de  la  Lune  voisine  aurail  produit 
des  marées  considérables  qui  auraient  provoqué  un  véritable  frei- 
nage. La  quantité  de  mouvement  de  la  Terre  aurail  diminuée  e1 
celle  de  la  Lune  aurait  augmentée.  Notre  satellite  se  sérail  éloigné 
alors  jusqu'à  la  distance  actuelle.  On  voit  ici  (pic  le  momenl  de 
rotation  de  l'ensemble,  lequel  n'a  pas  varié,  n'a  pas  été  sufïîsanl 
dans  le  passé  pour  amener  l'ensemble  au  voisinage  des  figures 
de  rupture.  Cette  formation  par  gemmation  a  doue  été  impossible. 
Même  si  la  Lune  avait  continué  à  faire  corps  avec  la  Terre,  il  lui 
aurait  été  impossible  d'atteindre  une  figure  de  rupture.  La  con- 
traction nécessaire  serait  en  effet  beaucoup  trop  considérable,  car 
elle  lui  donnerait  une  densité  80  fois  plus  grande  que  celle  des 
métaux  les  pins  lourds. 

D'ailleurs,  le  ralentissement  dû  aux  marées  doil  être  sensible- 
ment nul  si  l'aplatis  s  emenl  est  de  .,'.,  ci  l'éloignemenl  des  deux 
astres  ne  peut  pas  être  attribué  à  celte  cause. 

En  résumé,  en  introduisant  le  grand  axe  au  lieu  de  la  densité 
dans  les  formules  de  discussion  des  ligures  ellipsoïdales  d'équi- 
libre, on  obtient  la  variation  île  la  grandeur  des  figuresen  mêmetemps 

que  la  variation  de  la  farine   h  Ton  peut  calculer  les  valeurs  réelles 

des  éléments  au   cours  de   révolution   d'une    masse   qui   se   COntl 

terait  indéfiniment  et  dont  le  momenl  île  rotation  reste  constant. 
On  démontre  alors  que  l'ellipsoïde  île  révolution   prend    (inale- 
nient  la  forme  d'un  disque  aplati  de  rayon  fini.  A  la  limite,  la  / 
centrifuge  devient  égale  à  V attraction,  du  bord  au  centre  du  disque. 
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Le  rayon  du  disque  limite  pour  la  Terre  supposée  homogène 
sérail  de  9km,4  et  sa  vitesse  serait  de  5,35  tours  |>;n-  seconde.  Si 
l'on  suppose  la  Lune  réunie  à  la  Terre,  le  momenl  de  rotation 
totale  devient  près  de  cinq  fois  plus  grand  i.,82  .  Le  disque  limite 
aurait  2Kjkm  et  ferait  2,86  tours  par  minute.  Pour  que  la  Terre 
tende  à  la  limite  vers  un  disque  aplati  ayant  sou  rayon  actuel,  il 
faudrait  qu'elle  tourne  26  fois  plus  vite. 

Pour  les  ellipsoïdes  de  Jacobi,  les  trois  axes  décroissent  indéfi- 
niment et  tendent  |  «tus  vers  zéro.  La  fi  unie  d'équili  bre  prend  la  jointe 
d'une  aiguille  allongée,  mais  de  longuew  indéfiniment  décroissante. 
Comme  pour  les  Maclaurin,  à  la  limite,  la  Force  centrifuge  devient 
égale  à  l'attraction,  de  l'exl  rémité  du  grand  axe  au  centre. 

L'introduction  de  l'expression  du  momenl  de  rotation  d'un 
système  double  dans  la  fortnule  de  variation  des  ellipsoïdes  donne 
une  limite  du  rapport  de  la  masse  des  composantes.  Il  doil  être 
plus  grand  que  un  tiers  e1  les  masses  doivent  être  assez  voi- 
sines. 

Mais,  pour  qu  il  y  ait  dédoublement  pour  une  autre  figure  dérivée 
des  ellipsoïdes,  il  faudrait  que  l'égalité  entre  la  force  centrifuge 
et  l'attraction  ail  lieu  avant  la  limite^  avanl  que  '  une  des  dimen- 
sions ne  devienne  nulle.  En  bifurquant  vers  les  Jacobi,  on  s'éloigne 
de  cette  condition.  <m  s'en  rapprocherai  peut-être  avec  la  pre- 
mière figure  de  bifurcation  des  Maclaurin,  aboutissanl  à  l'anneau 
de    Plateau. 

Un  ;i  calculé  et  représenté  sur  un  plan  les  courbes  de  variation 
des  Maclaurin  e1  des  Jacobi  dans  les  trois  cas  principaux  avec  s 
comme  variable  :  i"  en  fonction  de  //.  c  est-à-dire  ;  constant  e1 
co  variable,  ou  réciproquement;  •"  en  fonction  de  A.  c'est-à-dire 
't.  constant  e1  :  variable,  ou  inversement  :  '>"  en  fonction  de  g:  c'est- 
à-dire  u.  constant  e1  a  variable,  ou  inversement.  Dans  ce  dernier  cas, 
la  courbe  des  Maclaurin  aboutil  ;'i  une  limite  maximum  2~.  Celle 
des  Jacobi  descend  d  abord  jusqu  à  un  minimum,  /nus  croît  sans 
limite,  'm  trouve  un  intervalle  où  \\  \  ;i  deux  ellipsoïdes  de  Jacobi 
et  un  de  Maclaurin  comme  figures  d'équilibre. 

Enfin,  on  a  tracé  la  courbe  des  deux  axes  des  Maclaurin  e1  des 
trois  axes  des  Jacobi,  au  cours  de  leur  évolution,  en  fonction  de  s 
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et  en  fonction  de  - .  A  partir  du  poinl  de  bifurcation,  le  grand  axe 

du  Jacobi  croît  d'abord  jusqu'à  un  maximum,  malgré  la    contrac- 
tion de  l'ensemble,  puis  décroît  indéfinimenl . 

Pour  arriver  aux  figures  de  bifurcation,  il  faudrail  que  le  rayon 
de  la  Terre  se  contracte  de  i4o  fois  sa  valeur.  Il  aurail  V,km  ,-t  la 
densité  serait  46  millions  de  fois  plus  grande  qu'actuellement. 
En  supposant  la  Lune  réunie  à  la  Terre,  avec  son  moment  de  rota- 
tion, cela  ne  suffirait  pas  encore.  Sou  rayon  sérail  6  Eois  trop 
grand.  Le  système  en  était  encore  plus  éloigné  dans  le  passé  e1 
ri  a  donc  pas  pu  se  former  par  dédoublement. 
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Sur  les  représentations  propres  par  quelques 
formes  quadratiques   de  Liouville; 

Par   E.-T.    BELL, 

assistant  Professor  .1  l'I  nivci'sité  de  Washin 


Dans  la  deuxième  série  de  son  Journal,  années  1860  à  1864, 
Liouville  a  donné  quelques  formules  relatives  aux  nombres  de  repré- 
sentations d'un  entier  par  des  formes  quadratiques  à  quatre  el  six  in- 
déterminées et  à  coefficients' numériques,  en  supprimant  toujours 
démonstrations.  Soil  T(-/i)  le  nombre  total  des  représentations  de  n 
par  une  forme  homogène  quadratique  donnée,  el  P|  n  |  le  nombre  des 
représentations  propres  par  la  même  forme.  Alors  on  sait  que  Pépin  |  '  1 
a  démontré  la  plupart  des  formules  \\  n  1;  celles  qu'il  laisse  de  côté 
peuvent  être  prouvées  de  même,  en  s'appuyant  sur  les  formules  géné- 
rales  de  Liouville  et  les  fonctions  elliptiques.  Mais  il  ne  traite  pas 
les  P(«);  je  me  propose  ici  de  démontrer  l'ensemble  des  for- 
mules ly(fi)  de  Liouville  en  regardant  les  T(«)  associées  comme 
connues. 

Dans  un  premier  Chapitre,  j'éclaircis  en  peu  de  mois  dv<  principi  s 
généraux  qui  s'appliquent  à  toutes  les  formes  quadratiques  homo- 
gènes, et  qu'on  peut  étendre  sans  difficulté  à  une  forme  homogène 
de  degré  quelconque.  Les  formules  générales,  dans  ce  premier 
Chapitre, .sont  toutes  forl  simples;  on  les  saisira  immédiatement  des 
définitions.  Dans  le  deuxième  Chapitre  je  démontre  les  formules  P 
de  Liouville,  pour  lesquelles  n  n'a  plus  qu'un  seul  facteur  premier 
spécial;  et,  dans  le  troisième,  celles  pour  lesquelles  n  a  deux  facteurs 
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premiers  spéciaux.  Ces  deux  cas  renferment  tous  les  théorèmes  V(  n  i 
de  Liou ville." 


CHAPITRE  I. 

PRIS!   LPES     '    I   \U:  \l   \. 

I.   Soit  n  =p"'p"2\ . ,p"rr  la  décomposition  de  l'entier  positif  n  en 

facteurs  premiers  distincts.  Si  a/=i(i  =  i,  2, r),  on  dit  que  // 

est  simple.  Le  nombre  tt(/i)  des  facteurs  premiers  distincts  de  n, 
ici  -(/«)=  r,  est  la  multiplicité  de  //.  Les  notations 

y  1  v  |.-  ,/ 1 

signifient  des  sommes  portant  sur  tous  les  dn  iseurs  d  <lc  //.  el  sur  tous 
les  couples  (û?,  o)  des  diviseurs  conjugués  de  n  respectivement.  Nous 
ferons  un  grand  usage  de  la  fonction  pu  n  >:  pu  rc)  =  (—  1  1"  ou  o, 
suivant  que  />.  est  ou  n'est  pas  simple,  et  y.<  i)  =  i.  En  posant,  pour 
abréger,  pu  w  l  pM  n  I  pt.2i  h  1,  nous  définissons  la  fonction  /'<  n  1  par 
l'identité 

V 

Soit  l)<  //,,  n3  1  le  plus  grand  commun  diviseur  de  //, .  n3.  Alors  on  sa  il 

que  pour  I)<  //,.//.  >       t,  on  a 

el  il  y  a  'e  théorème  bien  connu 

1  n 

De  là,  il  est  aisé  de  voir  que,  pour  les  mê s  valeurs  de  //,./>  . 

0=1,  fi  n,,,.  !      •      l/(/ï,)î 

el  par  là, 

|  |/  /  |  | 


n  = 
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C'est-à-dire,  d'après  la  définition  de  Catien  (  '  i,  <ia  i,    et  fin  i  sont  des 
fonctions  régulières.  On  verra  bientôt  que  toute-.  1rs  fonctions  T  /> 
P(n)  de  Liouville  s'expriment  très  simplement  par  un  petit  nombre 
d'autres  fonctions  régulières.  De  plus,  /;  étant  premier, 


/(/')    =   <>,  /(/>»)=—  I,  ./!/, 


(o>2): 


et  l'on  voit  que/(w)  =  (—  i)~"  ou  o,  suivant  que  n  est  ou  n'esl  pas  le 
carré  d'un  entier  simple. 

Soit  maintenant  i(n)  =  i  ou  o,  suivant  que  n  est  ou  n'est  pas  le 
carré  d'un  entier.  Donc,  s(/>)  étant  évidemment  régulièi  e, 

2/(rf)e(«)  =  i,         2/u/'£   ",  =  ° 

comme  on  s'en  assure  en  le  vérifiant  pour  n  =  //'.  />  premier,  ce  qui 
suffit,  /(n)  étant  aussi  régulière.  Cette  identité  est  fondamentale. 
Enfin,  considérons  une  identité  de  la  forme 

valable  pour  tous  les  entiers  n  >•  o.  On  a  donc 

H(rf)==V  A(rf')g(rf  i         [d      d  d   i; 
ii 
et  de  là, 


Vll(,/)/(o)-    .V    [  /(è)^h(d    ,;(,/", 
n  n  il 

^2  U(rf>2/(ô')t 


(//  rr  r/o,    <5  —  • 


/'(»)• 


par  L'identité  fondamentale.    D'après  cela,   nous  avons  ce   résultai 

capital  :  l'identité 

IL  /M  V    /,,,/', 


(')  Théorie  des  Nombres,  t.  I.  191-I,  p. 
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h(n        V  ||.,/    ,.,, 


Nous  appellerons  la  fonction  h{  n  I,  liée  à  H  //  >  par  la  dernière  rela- 
tion, la  conjuguée  de  Hf//). 

2.   Soit  r<  n  )  la  conjuguée  de  y<  «  >•  D'après  les  définitions,  on  a 
r(»y=2y(rf  J  5)  =2'y<«0  _2  ■ 

n  « 

où  V  ?  V    portent  respectivement  sur  tous  1rs  diviseurs  d'  de  //  dont 

les  conjugués  o1  sont  des  carres  des  nombres  simples  à  multiplicité 
paire,  et  sur  tous  les  diviseurs  d  de  n  dont  les  conjugués  û  sont  des 
carrés  des  nombres  simples  à  multiplicité  impaire.  Cette  forme 
de  I'»  n  |  mène  immédiatement  à  une  formule  s}  mbolique  d'une  liante 
importance  pour  notre  but.  Soienl  />.  y  premiers,  el 

Donc,  d'après  ce  <jui  précède,  il  esl  clair  que 

r(/j        ^y(d)J  r  pn        V  .   ,... 

r(^n)    v  i ,  „      v     ,   i     .  ,. 

tout  ce  (|iii  peul  être  compris  dans  la  seule  formule 


avec  la  convention  sous-entendue  qu'on  doit  remplacer  *■<  '  l  par  zéro 
toutes  les  fois  que  x  ni 'si  pas  un  eu  lier  positif.  Désormais  on  fait  cette 
convention.  Par  cela,  «m  voit  d'une  manière  toute  semblable  que  les 
seize  cas    auxquels    conduit    \'\ />J  >/'// )  s'expriment   par  la    formule 
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unique 

V{p*q*n)     :'2tiy(p*q?d)      y{p*qï    'ci        , 

>i 

et  ainsi  de  suite  pour 

Y  (  />'■>■  </>'  i'  h  i,         I    px  '/j  i  '  i  ■  h  .... 

avec  les  conditions 

y.,  (3,  /.,  j.  .  .  .     o.  I  >i  //.  p,  </.  i .  i i , 

p,  y,  /•,  /,  ...  étant  premiers.  Four  arriver  à  la  formule  générale,  il 
convient  d'introduire  un  signe,  j  I  >  de  la  multiplication  symbolique 

JJ'mpI')  ■yiPV  ')], 

i      l 

avec  le  sens  que,  la  multiplication  faite,  chaque  produit,  lel  que 

y(ptttWpV)>--y(p"r 

par  exemple,  doit  être  remplacé  par  la  fonction  y  du  produit  «les  argu- 
ments des  fonctions  y  individuelles  qui  composent  le  produit  spéci- 
fique; ainsi  le  produit  choisi  doit  être  remplacé  par  ceci  : 

yipVP'  ')• 

Soient  /;, ,  /;,,  ...,  />,  premiers,  et 

D(pl}  pt pr,  n)       i  :         n  =  rf<3  ;         <7, ,  ^ ,  n 

Donc,  d'après  ce  qui  précède,  on  établit  par  voie  d'une  induction 
complète  facile  la  formule  fondamentale 

I  [pî'p'i  .../'/"        V.       |    [y{pf  i       ,.    p'I 

où  tous  les  produits  (Mitre  «  accolades   '  sonl  symboliques  au   - 
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expliqué  ci-dessus.  Par  là,  quand  n  =  î,  on  a 
et  ainsi,  quand  y(n)  est  une  fonction  régulière, 

Y(PïPï.:.pa/)=Y[[y(PV)-y(p 

/= i 

En  précisant  les  fonctions  y,  ces  trois  formules  contiennent  tout  ce 
dont  nous  usons  pour  démontrer  les  formule-  P  //  ")  de  Liouville.  Ceci 
arrive  comme  il  suit. 

."».    Revenons  à  T|  'n  >.  Pi  n   .  Selon  les  éléments  de  la  théorie  des 
formes  quadratiques,  on  a  l'identité 


le  V  portant  sur  tous  les  cl  >  o  tels  que       soil  un  entier:  ou,  ce  qui 

revient  à  la  même  chose, 

\    n        V  P    , 

Par  cela,  et  les  n"s  1,  2,  on  a 

P   .         V  i     /    , 

qu'on  peut  paraphraser  :  le  nom  lue  des  représentations  propi  es  de  // 
par  une  forme  homogène  quadratique  donnée  esl  égale  à  la  somme  des 
nombres  totaux  des  représentations  de  tous  les  diviseurs  de  n  dont  les 
conjugués  sont  les  carrés  des  nombres  simples  .'i  multiplicité  paire, 
moins  la  somme  'les  nombres  totaux  des  représentations  de  tous  les 
diviseurs  de  //  dont  les  conjugués  sonl  les  cai  rés  des  nombres  simples 
à  multiplicité  impaire,  toutes  les  représentations  étant  par  la  forme 
donnée.  Dans  celle  loi  me,  le  résultat  est  tout  à  fail  évident. 

De  même,  toutes  les  lettres  étant  comme  dans  le  n°  2,  et  Ti  v)  =  o 


REPRESENTATIONS    PROPRES    PAR    QUELQUES    FORMES    QUADRATIQUES. 

quand  x  n'est  pas  un  entier  >•  o, 

i    '    '  I 

l    (  1  =  1  1 

tous  les  produits  entre  «  accolades  »  étant  symboliques;  et,  quand 

T(n')  est  une  fonction  régulière  de  //. 

r  i 

I     1  I 

La  première  de  ces  formules  (ou  plutôt  les  théorèmes  qu'on  peut  en 
dériver^  se  présente  dans  les  Mémoires  de  Liouville  seulement 
quand  /•=  1,2.  Ainsi  de  même  pour  la  deuxième.  C'esl  pourquoi 
nous  examinerons  le  cas  /*=2  en  détail;  on  verra  tout  à  l'heure  que 
ces  cas  sont  renfermés  tous  deux  dans  le  deuxième. 

4.  Une  fois  de  plus,  j'insiste  sur  ce  que  I  1  '  1  =  0  quand  1  n'csl 
pas  un  entier  >>  o.  Cela  compris,  soient  />,  y  premiers,  et  dans  tout  ce 
numéro  soit 

I  >/>,/'.  y  1  -  - 1  ;         n       il',  ;         a,  61  6;         s.  : 

Or,  dans  les  théorèmes  actuels  de  Liouville,  il  arrive  toujours  qu'on  a 
T(p«qbn)  -    ?(a,  b,  n)y(n), 

où  quelquefois  g[  a,  A,  //  )  se  réduit  à  une  valeur  spéciale  quand  l'un  ou 
l'autre  des  a,  h  —  o  ou  1.  Ici,  g{  a,  6,  n  |  est  une  fonction  invariable 
pour  une  forme  spécifique,  mais  variante  <!<■  forme  à  forme;  el  p(w) 
est  une  fonction  régulière  bien  définie  pour  chaque  forme.  De  plus, 
d'après  la  formule  générale  du  n"  3, 

\>(paqbn)      V  il',/,  ',/'■,/.)— Ti  /'"'/  ■   ;'/'      1'/'       /  '7        I 
et  d'ailleurs,  si  l'on  avait,  quels  que  soient  a,  6, 
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où  <1m  // )  est  la  conjuguée  de  ©(  n),  on  pourrait  écrire 
Pi '/,",,'■„  |       G  {a    b,  n    <l>   n   . 

où  <i'  a,  A.  n  i  est  une  fonction  linéaire  Je 

g{a,  />.  n  .     g   ■/.  b  —  ■>.  n  >,     q\  a  —  >.  b,  n  i,     - 


2.    /l). 


Toules  ces  circonstances  ont  lieu  dans  les  théorèmes  de  Liouville.  Il  y 
aura  seize  cas  de  G(a,  b,  //  |,  selon  que  ■ 


a  >  2 


b  —  n.         h 


Je  les  écris  en  entier,  une  fois  pour  toutes,  pour  la  commodité  de 
faire  des  calculs  par  rapporl  aux  formes  spéciales.  D'après  la  formule 
générale,  on  a  donc  : 

_     O.  2,/J 

=  A'  (  ' 

.  ■/   . 

i      .  _     i,  ...       . 

.     •     -,  n  -,        i,/i), 

-■    -  • .  i 

- 

- 

Quand  g(o,  o,  n)  ne  se  réduil  pas  à  une  forme  spéciale,  on  peul 
omettre  (3),  (7),  (n)  et  (i5);  quand  ni  g\  o,  b,  n  1  ni  «  1  a,  0,  //  1  ne  se 
réduil .  "ii  peul  omettre  quelques  autres  des  sous-cas,  mais  il  n'importe 
pas  paur  notre  but  de  les  distinguer  plus  neltemenl  ici. 


(    '  ] 

0 

" 

• 

G      >    . 

1 . 

n 

(  3; 

'■■ 

n 

1 

- 

n 

. 

G    1 

"• 

11 

6 

G    1, 

', 

11 

V      / 

G    , 

• 

n) 

«,    ,, 

\ 

G 

■•■ 

n 

(10 

Gi  i 

'• 

n 

(1  l 

G 

n 

1  ' 

G    ■ 

/' 

1  : 

i     G    / 

n  1 

1  1 

«, 

1 

1  i 

!      G 

(16 

G 

3 

n) 
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Lorsqu'il  s'agit  d'un  seul  l'acteur  premier  spécial,  soit  d,  on  écrit 
g(a,brn)s=g(a,n),         G(a,b,n)       G(a,  n). 

Alors  on  n'a  qu'à  tenir  compte  que  de  (i),  (5),  (<(  et  (i3  i,  qui 
deviennent 

(   i.  i)  G(o,  n)z=g(b,  //). 

(5.i)  G(i,  n)—g(i,  n), 

(  9-0  G(2,  /0=A'(2,//)— ,-(o.//), 

(  1 3  .  i  )  G (  a,  n )  =■  g{<x,  n )  —  g{ a  —  2 ,  n  ) . 

o.  Les  théorèmes  de  ce  numéro  ont  une  grande  importance  pour 
notre  objet.  Soit  désormais  (a\  b)  le  symbole  généralisé  de  Legendre, 
(a\b)  =  o  quand  a,  bne  sont  pas  premiers  entre  eux,  et  (a  |  b  )  n'existe 
pas  quand  b  est  pair.  Soient  maintenant  les  v.n  jj,  des  entiers  cons- 
tants <o,  tels  que 

D(n,«,)=  D(//,[3y)  —  1         (i  =  i,  ...,  rr /=!,...,  5); 

et  les  c,  a4-,  6/  des  constantes  arbitraires.  Soit  o(n)  une  fonction  régu- 
lière, et  <!>(/*)  sa  conjuguée.  Alors,  (/*|  a,),  ((3y-|  n)  étant  évidemment 
régulières,  il  en  est  de  même  pour  les  fonctions 

("!*/)?(")>     (£y|'0?('0        (t  =  i,  ..., /-;y=i v). 

Je  dis  que  les  conjuguées  respectives  de  ces  fonctions  sont 

(»|a/)*(n),     (py|n)*(u)        («"=  1,  ...,/•;  y  =  1,  ...,  5). 

En  ell'et ,  il  suffit  de  montrer  que  pour  a,  [ï  des  entiers  constants    o, 

tels  que 

D(«,a)  =  D(/i,P)  =  i, 

les  conjuguées  respectives  de  (//  a  )<p(/i),  (  [3  //  )<p<  //  )  sont  |  //  »  h|m  //  . 
(8 1  //)<!>(  //).  Soit  //  =  11//  la  décomposition  de  n  en  factcui  s  premiers 
distincts.  Alors,  d'après  les  définitions,  on  a  pour  les  conjuguées 
cherchées, 

ll|(//'|a)v(/'/')-(/'/'    »|«)?(/>*   ')],         "I  / 

d'où,  puisque  (ph\  a)  =  (/>*~2|a),  et  ((3  //  )      ((3  />     5),  on  tire,  pour 

Journ.  de  Math,  (8    série),  tome  II.         \ ie  rgig. 
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les  conjuguées, 

n(/>*|«).n[9(^).-?(/»*-«)],      ii  i  p*).nr?(/>*)  — ?  /' 

c'est-à-dire 

(/i|«)0(/i),     (|3|/i)*(n). 

I  >c  là,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

c+2«/(n1*.        ^  ''     îj\n)  =  h(c,a,b,cc.p,r\s), 
la  conjuguée  de  ^(c,  a,  &,  -/.  j.  r,  s  xpi  n  )  est 

Soient  enfin  les  a',  3',  les  x  .  V  ,  ...  des  entiers  assujettis  aux  mêmes 
conditions  que  les  ?..  ).  D'après  les  propriétés  classiques  du  sym- 
bole (a   l>  |,  il  est  clair  que  la  fonction 

h\  c',a'}  />  .  y  ■  :     r',  s'). h(c",  a",  b",  <x",  $",  r",  .1     . .  .h{c",  a",  6W,  a"\  (3",  /■•,  s     . 

quand  on  fait  toutes  les  multiplications,  est  encore  une  fonction  de  la 
même  sorte  que  h\  c,  <■/.  />.  x,  3.  r,  s  i,  soit 

/<(,<:•.  ,a,  ,6,  ,a,  ,(3,  ,/  .  ,5). 
I  )e  là,  et  des  résultats  déjà  trouvés,  la  conjuguée  de 

se  déduit  de  c  ille-ci  en  remplaçant  pi  n  i  par  $i  n  i.  <  >n  peut,  si  l'on 
veut,  regardei  la  fonction  A  clans  cette  conjuguée,  décomposée  eu  fac- 
teurs, comme  l'a  Loujours  fail  Liouville  pour  les  cas  de  deux  Licteurs 
dont  il  s'esl  occupe.  Il  n  a  un  résultat  plus  général  pour  les  fonctions  « 
non  régulières,  el  pour  d'autres  fonctions  que  celle  de  Legendre,  mais 
cela  n'est  pas  à  propos  pour  notre  but.  Les  fonctions»  du  n°  \  sont 
toutes  ou  des  constantes  numériques  ou  des  fonctions  //  dans  les 
théorèmes  de  Liouville. 


(>.  Passons  aux  si  n  i,  <h  //  ;  qui  se  présentent  dans  les  Mémoires  de 
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Liouville.  Soient  désormais,  comme  Liouville  l'a  constamment  posé, 
///  un  entier  positif  impair,  et  /  un  entier  impair,  positif  ou  négatif, 
notations  que  nous  conservons  dans  tout  ce  qui  suit.  Soit  m  —  II//'  la 
décomposition  de  m  en  facteurs  premiers  distincts.  Définissons  les 
fonctions  a>,  0/  par  les  identités,  pour  lesquelles  on  a  toujours 
DO,  /;=  1  : 

W/(m,/):=2(rf|/)^==2(-ï)*l'~  ~l\l\d)d   ■ 

m  m 

o,,(  /,  m)  =2  (  / 1  d)  rf*-=2  (~  '  )*  "  ""  (d\  I 

m  m 

m  m 

u>,il,,»)='2à{l\?>)d>-  "2(-')l"#"  '\è\t 

m  m 

M,.l   I,   /)  W,.(/,    l)  =  6)î.(l,   /)  '.',.(/,    l)=I. 

Toutes  ces  fonctions  étant  évidemment  régulières,  on  voit  sans  peine 

que 

y-<«+i)_(/y<-M|  /) 


»',(/»,/)=J] 


pr—(p\i) 

r,)r(/n,  l)—  {m  \l)',)'r(m,  /), 


W,.(  /,  /«  I  --  -  (  /  I  »1  )'•>,  (  /.  1»  1, 


les  II  portant  sur  tous  les  facteurs  premiers  distincts  de  ni.  En  remar- 
quant que  (/?fl+l  |  /)  =  (//'-'  |  /),  et  de  là 


tù'r\p\  /)_  «;.(/>«-*,/) 


,  I    ,,'    a     1 


/< 


/''-(/HO 
on  a,  pour  la  conjuguée  12,.  (  m  J  )  de  co|  |  ///,  /  >, 


■      /<i')^ 


'  :  (H0- 
/' 


De  même,  12,. (  /,  /y/  ),  12,.(//>,  I ),  12r(7,  ///  |  étant  les  conjuguées  respec- 
tives de  co^.(/,  m),  (x>,.(f/t,  /),  co,  (  /.  ///  ),  on  trouve 


to'r{l)m)=m>'\] 


»  +  «l/»? 


/n' 


II 


?]' 


Qr{m,l)  =  (m\l)Q,'r(m,l),  GP(/,  m)    :(/|w)Û'r(/,m) 
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Rien  n'empêche  de  définir  d'une  façon  toute  semblable  des  fonc- 
tions &),.(  2 /,/«),  (<>,  <  ■'/.///  i:  mais  on  ne  peut  définir  ni  (Dr(m,  2.1) 
ni  Mr(rii.  -il  i.  puisque  le  symbole  (a  l>)  n'existe  pas  quand  h  est  pair. 
En  effet,  pour  cela,  les  fonctions  w,  w'  étant  régulières,  il  suffit  de 
définir  w,  (  il.  m  )  et  u>'r(il,  m)  pour  /  =  ±  i ,  ce  (ju'on  fait  simple- 
ment en  remplaçant  /  par  ±  2  dans  toutes  les  formules  pour  co,.(7,  m  1. 
t')r( /.  m  ).  Ainsi,  on  a 


P.  »,m)  =  m'-] 


'  +  ( 


"!/»)>] 


m,  (±  2,  w)  =^    (±  2  I  d)dr=  (zh  2  |  m)'.v(±  2  |  ///    , 
Q,.(±  a,m)  =  (±a|  m   il  ■   m    . 

où,  dans  chaque  cas,  on  prend  les  signes  ou  ton.-  deux  positifs,  ou  tous 
deux  négatifs. 

Enfin,  si,  dans  la  notation  de  Liouville,  l  n  égale  la  somme  des 
puissances  /  '  de  tous  les  diviseurs  de  n,  el  Zr(/i)  la  conjuguée 
de  -,(//),  on  trouve  de  même,  pour  n       \\ />  . 


ni-",  ; 


11 


1  H : 

/ 


Cette  fond  ion  £r(n)  est  aussi  régulière.  Il  esl  clair  que,  dans  chaque 
formule  relative  aux  fonctions  ■>  .  il  .  on  peut,  en  multipliant  par  le 
symbole  propre  de  Legcndre,  échang<  r  w  en  tu]  el  il  en  il  ou  vice 
versa.  Vlors  on  peul  prendre  ou  les  fonctions  co,.,  Qr,  ou  <o  .  il  comme 
fondamentales.  Poui  des  raisons  qui  s'offrironl  d'elles-mêmes,  nous 
choisissons  co  .  il  pour  les  fonctions  fondamentales,  comme  aussi  l'a 
fait  Lioii\  ille. 
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CHAPITRE   II. 

LES     FORMULES     I  '  1 //  I     DE    HOUVILLE     \     1    N     SEI   1      1  w.. 

7.  Considérons  dans  leur  ensemble  les  di\-liuit  formes  suivantes 
de  Liouville  (')  : 

(17)  a?2  4-  yi-h2(z*+  *2),  (25)     .r2H    i(j         , .-         ,/    . 

(18)  x-+  yi-h  '\(z*  +  1-),  (26)       /-+  y2  4-  :!f;!H-  -  / 
('«,)     *24-/2-bs*4-8*2,  I  <;        ■  ' 

(20)  ./■-+j2-+- g2-[- /j/e,  (28)     ,f!  +  ^  + 

(20a)  ar2+4(jï  •    :'2  ■    l2),  (29)  a?2  4-  /2  -4-  s2  H-  F  4-  i 

(21)  .r2+  2(7*4-  s2  4-  2«2),  (3o)  a?2  4-  2  ( y2  4-  s 

(22)  #*4-8(724-.s24-*2),  (3i)  .'2    -  >-■    =2H    /'       -m. 

(23)  ^4-/4(7- 4-  ~2  4-  21-),  (32)  a;2 4-  j2 4-  2 (a2 4-  £! 

(24)  x24-2(/24-  2S24-  2J2),  (33)  x24-2(/24    3!        / 

L)our  donner,  d'après  les  énoncés  de  Liouville,  les   1  ■  />     pour  (17) 
à  (33),  nous  restons  dans  les  notations  du  n°  h  ;  c'est-à-dire 

T(p-*n)      g(ayn)y(n),         D(p,n)  =  t,         (a    0); 
donc 

Pi  pan  1      G-(a,  »)*  (a    " 

Ici,  pour  toutes  les  formes,  la  seule  forme  (28)  exceptée,  on  a 

p  -  n  —  m  . 

S;uif  pour  (28),  le  nombre  </,  dans  chaque  symbole  g(a}  rn)t  esl 

l'exposant  d'une  puissance  de  2,  de  sorte  que  «  =  2"  02,  el  il  s'agil  de 

la  fonction 

T|  ■>.  '  m  \      ç-(a,  /h  >•-.>/>»)• 

(')  (  )n  les  retrouvera  dans  la  deuxième  série  du  Journal  de    Mathématiques 
pures  et  appliquées  comme  il  suit  :  (17),  (18),   1.  V,  1860,  p. 
(19),  (-..»),  1   VI,  1861,  p.  .;>',- ;:s.  i4o--.'i48; 

,  t.  \  II,  186  >.  1».  i-4,  5  8,  9  1  -.  6  ■-'•  1   65  68,  99  B        N  III, 

j863,  p.  1  11-1  11  ^29),  (3o),  !  ■  ,  l."  IX,  i864,   p.  161-1 

-:>--  ■-  -    >-  :   180,  ï'"    1  ■  1 
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Je  rappelle  que  m  est  toujours  impair.   Pour  la  forme  (28  ),  il 

s'agit  de 

T( 2an)  —  g(a,  n)co(n),         D( w, 3)  =  1 . 

Pour  abréger,  nous  écrirons  les  résultats  en  Table. 

Tablb  I. 

Forme.  Fonction  -.  Fonction  <&. 

(17),  (18),  (20),  (20a),  (21) :     m)  Z,(/«) 

(19),  (22),  (23),  (24),  (25),  (26),  (27).  to\{l,m)  Q      >.m) 

(28),  avec  D (3,  n)=zx :,(//)  /.,/>) 

(29),  (3o) w'2( — 2,  m)  il     —2,  m) 

(3t),  (3  w'a   —  1.  ///  12.  ■  — 1,  m) 

On  trouvera  les  <p  et  leurs  conjuguées  respectives  <1>  dans  le  n"  (>.  En 
écrivant  les  g(a,n),  nous  ferons  un  plus  grand  emploi  du  symbole 
généralisé  de  Legendre  que  n'a  fait  Liou ville;  mais  on  s'assurera  sans 
peine,  en  renvoyant  aux  Mémoires  cités,  que  nos  notations  s'accordent 
au  fond  avec  les  siennes.  Le  sens  du  signe  g  \  </.  m  1  a  été  déjà  expliqué 
plus  haut. 

Table  II. 
a     o,         h  >  o,         /■      1 . 

Forint  1  ■""  :  i"1-  - 

(17)  ,-(o,  //i)  =  4.         -    i,m)=r8,         -    /-. ///)•,. 

(18)  A-(o,  m  ):--•'.[  1  +  (-  1    m    |,  ?(i,m)  =  4,  .     i,m         8, 

g  ($,  ///  |  :       '  i. 

(i9)     ••!<>,//,  >       ',       (2  |/»i)  -+-(—  2  |  m)  h-  a(—  1  :  ///   .         ?(i,/n)  =  ia, 

i'(/-.  w  )  =  2|  2'—  (  2  |  m)]. 

(20)  ^(o,  m)  =  4  -H  a(—  i|.w»),         -    1    '•'         12,         .    »,  m)  =  8. 

-    î,  m)        -  , . 
(20fl)        #(0,  m)  =  i  +  (— 1|  m  _    r,/n)  =  o,  »i)       8, 

_    v  m  1        -  |. 

(21)  #(<>,/»)         '■  -  m  I,  '"  1    --  -i.  -        •  "  -     v.  m  1    -     ',. 

(22)  #(0,  m)  =  -[i-t-(2|m)  4-(—  a|/n)-+-  (—  i|m)],         -    i,m)  =  o,' 

g{  r,  /n)  =  2[ar-1—  (a|m)]. 
(a3)     gr(o,  ot)  =  i  +  (— i|m),         ^(i,m)  =  o,  •■!/.///>        i[a     -(a|m)]« 

(24)  #■(<>,  m)  =  2,        ?{b,m)      2[2*— (2|m)]. 
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Table  II    ( suite). 

Forme.  Fond  ions  g. 

(25)     g(o,  m)=ri4-(—  2|/n)>        g(ium)  =  2,        ç(rxm)   =a[ar-'        !    m)]. 

(2G)  A.-(o,  ih)  =  \.         g(b,m)  =  -z[ib+x—(i\ni)\ 

(27)     ,;'(o,  ///)= :a[i  +  (—  i|//')l»         A'0,'")-4,         g-(/,m)  =  a[ar— 

(38)  D(3,n)  =  i,         g(a,n)  =  i2. 

(29)  $'(«,/»)  =  §[4*+1— (-a|/»)]. 

(30)  §-(a,m)  =|[4«+i_(_a|m)]. 

(3.  )  »  1  o,  m  )  =  8,         §-(*,  m  )=4  [a26  "-  (-  1 1  ///    |. 

(32)  ^(o,/n)  =  4,         ?{b,m)=  ',  |  iA—  (— i|m)]- 

(33)  g-(o,-/n)=a,         g-(i,m)  =  8,         #(r,  m):     i[a*'    '  —  (—  i|/n   |. 

Par  exemple,  on  a,  pour  la  forme  (20),  T(m}  =  6Ç,(ra) 
si  m=Ei  mod4,  mais  2Ç,  (m)  si  m  —  —  1  mod/j  ;  T(2/w)'=  I2^t(m), 
T(4'/*)  =  8c, (///),  et  enfin  T(2sm)  =  2^tt(.m)  pour  s>2,  quelles 
que  soient  les  formes  linéaires  de  l'entier  impair  m. 

8.  Pour  trouver  les  P(/î)  pour  les  formes  (17)  à  (33),  on  n'a  qu'à 
appliquer  les  formules  (1.1),  (5.i),  (9.1),  (V3.i)du  n"  4  à  la  Table  II, 
les  <1>  étant  déjà  données  parla  troisième  colonne  de  la  Table  I.  En 
effet,  on  voit,  par  les  théorèmes  du  n°  o,  qu'on  peut  dériver 
les  G(avrn)  immédiatement  au  moyen  des  formules  citées  par  des 
substitutions  directes  des  fonctions  g  données  dans  la  Table  II.  I  ><■ 
plus,  par(i.i),  (5.i),  on  a  toujours 

G(o,  n)  =  g(o,  n),         G(i,  n)       y(i,  n ). 

Il  suffit  donc  de  transcrire  les  formules  qu'on  obtient  ainsi  seulement 
dans  les  cas  Ci  (se,  ni)  où  a  >  1 ,  en  s'appuvant  sur  (9.1),  (i3.i)  et  la 
Table  II.  Ainsi,  on  trouve  pour  la  l'orme  (20  },  par  exemple  : 

G(a,/n)  :,•!  <.///)       -m.,///i      s      |',.;.-,(_i    WJy]       .|.  ,    (//,|, 

G (3,  m)  g(3,  m)  —  g(i,  m)       •>  i  —  1  •       1  >. 

Gi  |,  m  1  :g(b,tn)      _m  .,  m  \       1  1  —  8       16, 

G ((3,  m  1       -1 13,  m  1  -  -\'-j      a.  m)      <>         poui  [. 
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C'est-à-dire,  en  renvoyant  à  la  Table  I  pour  la  forme  de  <ï>  relative 
à  la  forme  (20)  : 

P-(4/m)  —  2  [2  —  (— i\-m   |Z  I'   8m)       1 -/,    »t)i 

Pi  16m  i=zj6Z,(w  1,         P(2Pw  1  =  0  :       ',  . 

en  rappelant  que  pour  cette  forme  le  nombre  a  dans  £"(«,  m)  est  un 
exposant  d'une  puissance  de  2,  et  par  là.  ainsi  de  même  pour  a 
dans  G(a,  m). 

En  ajoutant  les  valeurs  de  P^/w),  P(2/w)  d'après  la  remarque  ci- 
dessus, 

P(»i  G   0,  //'   <1>   m         _    0,  m    <l'.///.~    | ',        i(—  i    m    !/.:    m   , 

l'i  '///         G(i,  m)$(m         -    1 .    •    «I'   m        1  •-/.,  1  w   . 

on  a  tout  ce  qui  concerne  P(n  )  pour  la  forme  (20).  I  >e  même  on  cal- 
cule la  Table  III,  d'où  on  lit  d'un  coup  d'œil  tous  les  Faits  l'i  n  1  polir 
les  formes  (17)  à  (33). 

Table  III. 

G(o,  i      •    n   .  1 .    1  .  ,■/  l:    \    n   . 

b  >  1 .         /        > .  v 

Forme.  lions  G 

1 1  -  )  i.'.///i  1,;.///  =0. 

(18)  G (2,  m)  =  2 [3  —  ( — i|/w)],         G    »,  m  G    j,w)  =  i6, 

<  I    3 

(19)  G (2,  /;*)        i-       2  |  m)  —  (-  -  2( —  1 1  m), 

G  (3,  m  I  1  |.  .'.  W)   :r_     1.2*     '. 

(20)  G (2,  m)  =  2 [2  —  ( — 1 1 /.  G  1  •.         G (4,  /m)      16, 

G  (  (3 

(20//       G (2,  /?j)  =  7  —  ( — 1 1 ///  .         1.   .!,///)  "  I    i.  ///  i    ..!'■. 

1  .    5   /// 

(21)  (11  './//i      6,         >i    '-./// 1  i.    |.  ///  1  --  n>.         <■    5,/n)  =  o. 

(22)  '      "  »(2|//l)—  I  ■-(—  l|  ///)], 

G  (3,  m         ■  m)},         G  (a,  m         ;    ia_!. 

(23)  G(2,  /n)  =  7  —  2( 2  |  m)  —  (—  1 1  m),  n,  )  =  2  [8  —  (2 1  m)], 

1 ,    <   m         ;    • 

I  .  j  |  ,,    .,/«)  =  2 [3  — (2    •  G(t,  m  ;  :»'-'. 
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Table  III  i  suit 

Forme.  Fon<  lions  G. 

(25)  G(2,//l)=3-  2  (  2  |  //!  )  —  (—  9.\m-.  G      ;,///)  =  2[3- 

G(a,  m)       3    ia     . 

(26)  G(2,/n.)  =  2[6  —  (a  \m)],        G   *,#»)       ;.2'. 

(27)  G(2,/n)=2[3  —  .(a|m)  —  (—  i|m)],         G(3,/n)  (2|/n 

I  ■  (a',  //< )  — -  3 .  'î7-    ' . 

(28)  D(3,/i)=-i,        G(6,/i 

(29)  Gi  s,  w  |       5.  - '■    ' . 

(30)  G(s,  m)       5.22*-1. 

(3i)  G(25  m)'=4[3o  —  (—  i|iw)],         G   tt  m)      i5 .  <-'   l. 

(32)  G(2-,#n)  =  4[i5-M-^i|.m)],         G(*,m)       i5.4'~». 

(33)  G(a,i»)  =  a[x5~  2(— i|/y/)|,         G(3,m)  =  4[3o  — 1    -1  ;  ///     , 

G(a,  m)  =1 5  .  2*01 

Tous  ces  résultats  s'accordent  avec  les  énoncés  de  Liouville. 


CHAPITRE   III. 

LES    FORMULES    P(/M    DE    LIOUVILLE     \     DEUX     KA<   niKS    PREMIERS    SPÉCIAUX. 

9.  Il  y  a  dix  formes  (  '  )  à  considérer  : 

(34)  3*+/*+ 3(5*4- <2);  9)     ./;-•+ 2y^-    s; 

(35)  aJ2+/î4-  S2-r-3*2,  (4o)      ./-'         -i  ,  ;; 
(30)     xi-\-  y*-t-  iz"-+  izt  -h  il-,                    (40      'i+-iv2+;i+">/', 

(37)  ce*  ■+•  y" -+■  z* -\- zt  -+-  *2,  (i0     a7*-4-^aH  •:/       './?. 

(38)  ^+j-'+2;2  +  ii;-,  (43)     ./•-'  |   .1 

(<)  /.oc.  cit.  (34),  t.  \,  p.  .Ï7-1V..:  (35),  (36),  |  ...  .  1  VIII, 

p.  io5-ii4,  11 5-i  19,  120-123,  124-128,  129-133,  1 .'!  i -1  »6;  l\. 

[).  1-12,  i3-i6,  S(j-io'|.  Les  formes  (35),  (36)  et  (40  ont  un  intérêt  historique; 
elles  étaient  les  premières,  sommes  de  carrés  exceptées,  pour  lesquelles  on  trouva 
les  T(«  )  et  l'(//)  en  loue  lion  finie  des  diviseurs  «le  n.  On  les  rencontre  pour  la 
première  fois  dans  un  Mémoire  célèbre  d'Eisenstein  (Journal  de  C relie, 
t.  XXXV,  i-847i  P«  '34)î  mais  c'est  à  Liouville  qu'on  doil  le  premier  expose 
complet  des  valeurs  de  T(/i),  !'(//)  pour  toute  forme  de  n. 

Journ.  de  Math.  ( s*  série),  tome  il.        \nn  '  I 
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dans  les  notations  du  n°  4,  soit 

T  (  pa  <ih  n  )  --:  g{  a,b,n)<p(n),  P  (  p  '  >/'  n)=   G  i  a .  b,  n  |  <l>  (  n  ). 

Alors,  pour  les  formes  (4i),  (42)?  on  a  P  —  2i  q=  5,  n  =  m{  impair, 
comme  toujours^  et  1)( m,  5)  —  i .  Pour  toules  les  autres,  /?  =  2,  q  =  3 
et  D(m,  3)  =  i.  C'est-à-dire,  pour  (  |i),  (4 2  ),  il  s'agit  de 

T( ■>.''■>■  m  \.     P    ).."./«)         avec         D(/n,  5)  =  r, 

et  pour  toutes  les  autres,  de 

I     s    !   m  i,      P(2a3   m  :         ave<  D(m',  3)       i. 

Dans  chaque  cas  donc,  les  sens  <!«'  <i.  A.  n  ^<>nt  définis.  Ces  sens  sont 
valables  dans  tout  ce  qui  va  suivre.  <  )n  a,  de  plus,  d'api  es  Les  énoncés 
de  Liouville  : 

Table   IV. 

Forme.  Lion  «  Koncli I'. 

/     m) 

(35),  (36        •-         18  m  ,  Q      ;.  m) 

i  w'.i  /n,  <2,'l  m, 

,  ;  ) i  ii    /». 

l'wai      \ 
/        0 ,  '         I  .  > 

l 'orme.  I  om  lions 

(34)  o    :   m)        ,  _    /.  >    m)       \\  ■  3]. 

m         \  I  I 

\iy.  î,  ///        s0    ;  i  i  ///  i,       B  y.  :    vi        ;     ' — (— i)*-*-P^m|3). 

(36)  > .    -j.  m  \  W     y .    ;    m  l. 

A(a,s.///i       .>*'■  —  (—  i)x  +  I'(—  i|m),        B  -,       r)a    P(/ 

<::-)  _     .,;///         V(a,(3,m)l 

\  ■-'.    5,  ///  !a     '-+-(—  l)a  B  ;         .'.//,  |3). 

(38)  -i/.->.///-       \.  /.:.///  il;  (  /.->./'/  .  ,  (3,  m        B(o,  (3,  m), 

\(t.;.n,  >.'—{—, )'+?(_, |;//   ,         |;    -     ;     r/l  :  ■    '         — 1 

(39)  ^(f,(3,/n)  =  A(/.  3    91    B  /.  v.  <  5,  7,         B  ... 
\,/.  3,  01)       <'            1               1  m),       B  /.  3,  m        3P«-»—  |      1  i' 
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Table  \    (suite 
r  Korme.  Fono(  i"i  s  _ 

(4o)  g\  1     3,  m  1        li  r,  (3,  m  |B   »     3    m 

A'i'o.  [3,  m)     :- Bi  o,  (3,  ///  1.         -     .  :  ///        l:  i,  3, 
Mr.  (3~  ///;    -v ■'_(_,)'•+?(_, |//4J.       1',/.:/,,        .••  m|3). 

(40      g-U.p.m)  =  gÀ(-*,p,  ///  1B1  /  (3,/n),  .  :   m        B   0    3 

V(*,{3,  m)  =  2'+1—  (—  O'.o,         !'.</.>.///         V    '  +  (_,/ 
l     g(t,firm)  =  ■*  k(t,  (3,  /n)B(*,  (3,  m),         §-(o,  (3,  m         B(o,(3,m), 
■  A(*,(3,  mJr=2/+2+(—  i)4.5,         B(*,(3,m)      50   '  i)'(/w  1 5). 

(43)     g{t,p,m)       l  \(t.  (3,  ///)Bi  /.:.///),  >,(3,m)       B(o,(3,/n), 

A(/.  j3,  »i)   -  ','•'  —  f  -  i)'. 9,         B(*,(3,  w)    =  gP   '      |      i  <(ro 

Kxacteinent,  les  valeurs  de  g"(o,  [i,  ///  >  et  celle  de  #<  i.  3,  m  >, 
dans  (4°)>  ne  sont  pas  définies  dans  la  Table;  mais,  par  convention, 
on  pose  t  =  o  dans  13(/,  [i,  ///  )  pour  obtenir  les  g  |  o,  (3,  m  >,  el  ainsi  de 
même  en  posant  /•=  o,  i  dans  B(r,  3.  m  )  pour  la  forme  |  ]o  \.  Après 
les  éclaircissements  pour  les  Tables  du  Chapitre  II,  il  n'est  nécessaire 
de  rien  ajouter  pour  celles-ci.  Les  liens  entre  ces  dix  formes,  révélés 
par  les  Tables,  sont  frappants;  mais  je  ne  m'arrête  pas  ici  pour  les 
discuter. 

10.  On  peut  écrire  les  (i  pour  ces  formes,  en  s'appuyant  sur  les 
théorèmes  du  n°  o,  directement  par  l'application  des  formules 
à  (i0)  à  la  Table  V.  Mais  en  tenant  compte  de  la  forme  des  fonc- 
tions g,  on  peut  grandement  abréger  les  calculs,  en  remarquant 
quelques  relations  générales  entre  les  fonctions  <i.  Approfondissons 
cela  un  peu.  D'abord,  pour  chacune  des  fonctions  V  dans  la  Table  \  . 
on  a  la  relation  évidente 

((3')  A(a',p',iw  i      Al  oc',  {3       a,  m  , 

où  (a',  (3')  =  (a,  [j  ),  i  /,  [j  )  ou  <  /'.  V)  respecti\  ement,  selon  le  cas;  e! 
pour  chacune  des  fonctions  l>, 

(a')  B(a  ,(3  ,  m  |       Bi  j 


>M 
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En  deuxième  lieu,  on  peut  résumer  les  seize  formules  (i)  à  (16) 
comme  voici.  Soit  désormais 


A      , 


/■>!. 


.V  >   I  . 


/.  >  2,  c  >  3. 


Alors,  les  formules  suivantes  (Y),  (2'),  (3'),  (V)  renferment  respec- 
tivement les  groupes  de  quatre  formules  (1),  (2),  (5),  (6);  (3),  (4), 
(7),(8);(9),(io),(i3),(ii)ï(ii),(i2\(i5),(i6): 

([')  G  (a,  A.  m)—."'/,  A.  m    . 

(2')  G(«z,  s,  m)  =  g(a,  .y,  m)       g(a,  s — 2,  m), 

(3')  G    r,b,m)       ç(r,  b,  m)  —  g(r  —  2,  b,  m), 

I  |    1  I  ,    /.  s.  ,„  1        ar(,;stm)—  _■    r,  s— 2,  »i 

'  .  v   ■  _      '   —  2,  v  —  1,  III  ). 

Or,  on    lit  les  quatre  cas  contenus   dans  (1')  directement  de  la 
Table  V;  il  n'y  a  pas  nécessité  de  les  écrire  dans  la  Table  \  I  ci-après. 

II  reste  à  considérer  >')  el     1      Soit,  pour  le  moment, 

où  a  est  constant  ;  et  supposons  d'abord  que  g'(o,  fi',  w/  1  ne  se  réduise 
pas.  Alors,  en  se  servanl  de  la  relation    [3  1,  on  trouve  pour  1  1'  • 

G  (a, s,  m)       '/ 1  A     r,  .?,//<)  B  (a  \    a,  -  B(a,  a        t,  r/j    | 

=  /    \     ■/     v  B  •  li(ll,S—2,  m        ; 

el  de  mémo  par  la  relation  1  x  >  pour  1  i  »,  el  (a'),  1  V  1  pour  1  (  1.  Kn 
faisant  les  calculs,  on  trouve  enfin 

(  1  '1  )     <  1 1  a .  s.  ni)       1  \    a .  v  m)  [B(«,  s,  m         I  '•   <i    -     ■  • .  m  \  |, 

(  ',.">)     G(r,  A.  m         /  i;  /  .  A.  //,  ||  \,/-.  A,  „..  \    ._../,., 

(46)     <  i  ( /•,  \, /// 1       >  I  \  1  r,  \,  ///        \    ■       >.  v.  ///  ■  1 1  Im  /  .  \   m        B   /.^       2,7/t)]. 

Pour  les  formes  1  15      :      1       ,!|  •>  '       >  :  pour     ji),  |  [2),   /  —  r-; 

pour  (  |3),  X=  ■=■  Les  valeurs  des  fonctions  entre  crochets,  dans  <  ]\  ) 

a  <  j6),  se  trouvent  par  l'inspection  tirs  formes  des  fonctions  A,  l> 
données  pour  chaque  forme  dans  la  Table  V.  Avec  l  1  l,  les  formules 
<  '|  1  i.  (  1 5  1.  |<>  1  donnent  toul  ce  qui  concerne  les  (  i  pour  les  formes 
(35),  (3G),  (37);  on  trouvera  les  résultats  dans  la  Table  VI. 

Mais  m  :mi»,  s,  m  )  seréduil  à  une  forme  spéciale,  et  g\  i,  s,  m)  ne 


REPRÉSENTATIONS     PROPRES     PAR    QUELQUES     FORMES    QUADRATIQUES.        260 

se  réduit  pas  ainsi,  soit,  d'après  les  indications  de  la  Table  \  , 

g{  <>,  s,  m)  —  À'  B(o,  v.  m  . 
où  A'  est  constant,  et 

g{  /-.  ''j.  m  1       /  \  (/-,  [3,  /n)  Bi  /  .  ;   m  . 

où  A  est  constant.  Alors  on  trouve  de  même,  par  les  relations    : 
les  six  cas  suivants  : 

(47)  Gr(o,  s,  m)  =  A'[B(o,  s,  m)  —  B(o,  s  —  2,  ///  )  |, 

(48 )  G(  1 ,  s,  m)  —  A A ( i ,  s,  m)  [B (  1 , s,  m)  —  B (  1 ,  s  — a,  m  )  | , 

(49)  G(2,  b.  m)  =  [aA.(2,  />,  /n)  -  À'  |B(  2,  A,  /n), 

(50)  G(:>,  s.  m)  -[1A(2,  s,  m)  —  X'] [B(2, s,  m)       B(2,i     -2,  m)], 
(5i  )  G(Â-,  b,m  )  =  l[A(k,  A,  m)—  A(/.  —  2,  6,  m  i]B  (A,  A.  m 

(52)  G  (A,  .9,  /«)  =  >[  A  (A,  5,  /n)— A(Ar  — 2,5, /«)]|  B(A,s,  m       i;  ■  /, .  s  —  2,  m)]. 

Les  formules  (1')  et  (  \~  )  à  (  .">■■>)  donnent,  par  une  inspection  de  la 
Table  V,  toutes  les  fonctions  (i  pour  les  formes  (38),  (3o/),  <  41), 
(/p),  (43).  Pour  ces  formes,  on  a  respectivement 

(A,  A')      (i,  .).  (.,  .).  Q,  iV  ^,  ij,  fi,  1  |. 

Enfin,  si  ^(o,  3,  m),  g(i,  %  m)  se  réduisent  tous  deux,  niais 
g(r,  fi,  m)  ne  se  réduit  pas,  soit,  comme  cela  a  lieu  pour  la  forme  I  i<>  I, 

§-(r,(3,/n)  =  AA(/-,(3,m)B(r,(3,/n), 
>(o,(3,//i)      X'B(o,j3,/n),         _•>>.>.  ,„)...>."  B(  ,.>.  ,„). 

Après  quelques  réductions  faciles  au  moyen  de  (  ai.  1  V  >,  on  trouve 
sans  peine  : 

(53)  (  >  ((>,   v.  ///  )  =  >.'|  B(o,S,  ///  l  —  B(0,  S  —  ■'..  ///  1  |, 

(54)  G(  1 ,  s,  m  )  =  /." 1 1 ! ( o.  s,  m  |  —  B(o,  s  —  1 ,  »i)], 
1  i  ;  G(2,6,  m)      I  X  ^(2,  6,  m)  —  X'  |B(a,  A.  01), 

(56)  (il.!./,./// 1      |>  \  (.!.//,///)  —  A"]B(3,  //,  ///). 

(.",7)  G(c,  A.  /// 1       [aAi  c,  A.  ///)— A(c—  2,  A.  ///  1  |B(c,  A.  ///  i, 

(58)      (•(■>..  v.  ///  )         |  /    \  (   >,.v,  ///)         A'][B(2,5,/n)  8(2,5  —  2,7/0], 

ig  1     G(3,  s,  m  i       [A  Al  .'-,  \.  ///  )   -  '/'  ||  B|  3,  s,  m  •       B    »,  v 

(60)     G(c,  s,  m)      / 1  \  1  '•,  .v.  ///  »  -     \  (,•—..  \, /,/■  ;   B       ç,  H 

> 

Pour  la  forme  (  \o  ),  on  a 

1 
/      1 .        /         -        /       1 . 
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Liouvillc  n'a  indiqué  que  les  formules  (V)  à  (4')  pour  cetle  forme; 
nous  sommes  allé  plus  loin  parce  que,  dans  certaines  autres  formes 
dans  les  écrits  de  Liouville,  il  s'agissait  des  formules  l  53  )  à  (60)  si 
Ton  désirait  approfondir  les  P(  n  ).  1!  ne  reste  que  la  forme  (34),  qui 
ne  présente  aucune  difficulté. 

D'après  tous  ces  renseignements,  on  a  immédiatement  la  Table 
suivante.  Les  fonctions  A,  B  sont  comme  aux  mêmes  numéros  de  la 
Table  V. 

T.u'.i  1:    \  I. 

"       \  .  A      I,  /•  >  I  .  S  1  . 

G(a,  b  i    l>.  ni  1. 

I  01  me  lions  >  ■ 

(,  ,/..v.  m        G  /.  s.  m        o,        G    ■.  b,  m        16,         G       b,  m)      3.a*+i 

i,,,/.  y,  m        8.  !     [\(q,s   m  .         G{i    b,  m         3.2       B   r,  A.  m), 

1 ,    1    s 

,  36)     G(a,s,  /»)      8    !        \-  a,  s.  wt),         G    r,  A.  m)=    S.  1     :  B|  r.  A.  m), 

G    ■  .  s,  /«  | 

(37)     G  ■■'.  y,  w)      8    !       \    a,  n.  to),         G(r,  6,  wi)        1.2    B    1 .  A.  m  |, 

< .(/'.  .v.  m 

i  18       G(o,  »,iw        B.3'-1,         G(i,5,  m)       8.3     '(>  +  (— 0'(— >  |  m)]< 
G    s,  A.  m  1       |  l*+,-t-(-  i  -(— i)''(—i  |  m)], 

G(a,* 

(  i9)     G(o.  s.  m        -  G(i,*,iw        8.3J   l[a  -         i)'(—  i|m)], 

G    '.  A.  »j        [3  +  (— i)*(-  1  \m  i][3*   '— (— 1      w    3)], 

1,    •       ■  ■  1    m  1], 

(.1/,.  A.  m  '  ■     .  >    ' 


(4p) 


^ .  /n  ) 


1  i 


G     >,b,m)  '|"0]|  i'"'  +  (-«)"(//»  |3)], 

G(3,6,/n)      [3      .      :       -  1    »i)][3*   '-(-i)«(/n|3)], 

(.....,  i.3*-'[a-         1)  i|m)], 

' ,     ..  8.3     '  [3-f-(—  i)*(—  i|  /w     ,         «  ■   ■    v  '"  » 
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Table  \  1  (suite 
Forme.  Ponctions  < .. 

(40  <"  0,  J,  ni)  jG(T,ï,fli  ',      i 

G (2,  6,  ni)      G    -    ■    ///  •      h. 
G  (À-,  h.m)  =  ik  > [5'>+* +  (-±i)* (m  \b)],        G 
(4a)  Gi  o,5,  m)  =  G(r,5,#w)       'i.-)'-', 

G(a,  ft,m)  =  6[5*+1-  (m|5   |.         G(a,  y,  m)       144.5 
,G(*,ft,m)  =  a*[5*+,--(— i)*(w    5  |, 

(  ]■>)  G(o,  s,  m)       SG(i,i,  ///  1      . 

(.1/,.//.///)  -  3.4A    'h/' •'-+-<■    0     '",'"!■       G(/.,5,m)       1 

Pour  les  deux  derniers,  Liouville  a  les  facteurs  numériques  1 
au  lieu  de  3,i5;  mais  je  ne  puis  trouver  la  faute  dans  mes  calculs. 
Sauf  ces  deux  exceptions,  tous  les  résultats  de  la  Table  s'accordent 
avec  les  énoncés  de  Liouville. 

11.   Pour  quelques-unes  de  ses  formes,  Liouville  a  donné  les  T<  n  l 

quand  les  indéterminées  satisfont  à  des  conditions  spéciales,  -fit 
toutes  impaires.  Les  P(//)  pour  ces  cas  se  trouvent  comme  ci-dessus. 
De  môme  pour  toutes  les  autres  formes  pour  lesquelles  Liouville 
n'indique  que  les  T(  n  >. 


ÉTUDE    DES    MOUVEMENTS    d'une    MAS    I     FLU1    I     i\    ROTAT1 


Contribution   à  L'étude   ries   mouvements  d'une  masst    fluide 

en   roi  ai  ion; 


Pau  GLOBA-MIKHAILENKO, 

I  >oi  teur  de  l'I  an  ersitl  de  Paris. 


INTROD1  CTION. 

Le  présenl  Mémoire  a  pour  bul  l'étude  des  figures  d'équilibre 
relatif  d'une  masse  fluide  homogène  en  rotation  uniforme  autour  d'un 
axe  fixe  et  assujettie  soit  aux  seules  forces  capillaires,  soil  aux  seules 
forces  new  Ioniennes. 

Dans  la  première  Partie,  les  conditions  admises  sont  celles  de 
l'expérience  de  Plateau.  La  niasse  fluide  est  un  cylindre  liquide, 
soumis  aux  seules  forces  capillaires. 

Nous  supposons  que  ce  cylindre  a  une  hauteur  finie,  el  il  est  limité 
par  deux  disques  circulaires  horizontaux  <le  même  axe  el  de  même 
rayon. 

Nous  faisons  tourner  ce  cylindre  el  nous  trouvons  d'abord  les  con- 
ditions de  sa  stabilité,  ensuite  ses  figures  de  bifurcation,  en  tous  points 
analogues  aux  figures  de  bifurcation  relatives  à  une  masse  fluide  si 

mise    aux    seules   forces   m-wtonici s.    Mous    trouvons    les    nouvelles 

figures,  infiniment  voisines  du  cylindre  primitif  et,  en  les  suivant  dans 
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leur  développement,  nous  rattachons  les  résultats  ici  obtenus  à  ceux 
obtenus  dans  la  troisième  Partie  de  notre  première  Thèse. 

La  deuxième  Partie  est  consacrée  à  l'étude  des  figures  d'équilibre 
d'une  masse  fluide  en  rotation  soumise  aux  seules  forces  newtoniennes. 
Nous  v  étudions  les  figures  creuses,  limitées  par  des  ellipsoïdes  ou 
par  des  cylindres  elliptiques,  et  nous  démontrons  que  seule  la  couche 
cylindrique  de  révolution  présente  une  figure  d'équilibre.  Ici,  comme 
dans  le  cas  des  figures  ellipsoïdales,  nous  avons  tout  le  jeu  des  figures 
de  bifurcation  et  des  séries  de  nouvelles  figures  s'amorçant  à  chacune 
des  figures  de  bifurcation. 

Enfin,  dans  la  troisième  et  dernière  Partie,  nous  étudions  le  pro- 
blème des  petits  mouvements  d'une  masse  fluide  en  rotation  autour  de 
sa  position  d'équilibre  ellipsoïdale.  Ce  problème  a  été  traité  par 
Poincaré  au  n°  13  de  son  Mémoire  classique  des  icta  mathematica. 
Nous  y  relevons  une  erreur  de  calcul  qui  a  faussé  tous  les  i  ésultats  de 
Poincaré  et  nous  démontrons  l'impossibilité  des  oscillations  simples, 
sorte  de  clapotis  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde,  trouvées  par  Poincaré. 

\(mis  tenons  à  renouveler  ici  toute  notre  gratitude  el  exprimer  toute 
notre  reconnaissance  la  [tins  alîectueuse  à  M ,  Paul  ^ppell,  membre  de 
l'Institut,  qui,  par  ses  précieux  conseils,  nous  a  encouragé  et  guidé 
dans  nos  travaux  et  nos  rechercha. 
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Équilibre  et  figures  de  bifurcation  d'un  cylindre  liquide  homo- 
gène soumis  aux  seules  forces  capillaires  et  tournant  autour 
de  son  axe  avec  une  vitesse  angulaire  constante. 


I.  Position  du  problème.  Considérons  un  liquide  homogène 
incompressible  non  pesant  el  soumis  aux  seules  forces  capillaire.  I  n 
tel  liquide  peut  être  réalisé  si  nous  le  plaçons  dan-  un  autre  liquide  de 
même  densité  et  si  nous  prenons  son  volume  assez  petil  pour  que  nous 
puissions  négliger  les  attractions  newtoniennes,  c'est-à-dire  si  nous  le 
plaçons  dans  les  condition-  des  expériences  de  Plateau. 

Supposons  qu'à  l'état  d'équilibre  le  liquide  affecte  la  figure  d'un 
cylindre  circulaire  de  rayon  a  et  de  hauteur  h  soit  finie  et  constante, 
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soit  indéfinie.  Dans  le  premier  cas,  les  deux  bases  du  cylindre  seront 
limitées  par  deux  disques  solides  plans,   parallèles  entre  eux,  et  de 
rayon  «  égal  à  celui  du  cylindre.  La  distance  entre  les  disques  re 
constante  et  détermine  la  hauteur  du  cylindre. 

Nous  savons  que  si  la  hauteur  h  du  cylindre  est  inférieure  au  péri- 
mètre de  la  base  -ir.  a,  le  cylindre  estune  figure  d'équilibre  stable. 

Imprimons  à  notre  cylindre  un  mouvement  de  rotation  uniforme 
autour  de  son  axe.  Évidemment  la  figure  cylindrique  sera  encore  une 
figure  d'équilibre.  Pour  quelle  vitesse  angulaire  reste-t-elle  stal 

Nous  savons  qu'il  existe  des  figures  d'équilibre  de  révolution  et  non 
cylindriques  ('  )  ;  pour  quelle  valeur  de  la  vitesse  angulaire  le  cylindre 
se  transforme-t-il  en  une  de  ces  figures? 

Existe-t-il  encore  des  figures  d'équilibre  cylindriques  indéfinies 
mais  non  de  révolution? 

Ce  sont  ces  trois  questions  que  nous  nous  proposons  à  i  ésofidre. 

2.  Formules  générales.  —  Nous  savons  que  l'énergie  potentielle  des 
forces  capillaires  est  (2) 

—  /S  H-  const., 

/étant  la  tension  superficielle  et  S  la  surface  libre  du  liquide,  car  la 
surface  de  contact  avec  les  disques  solides  reste  invariable.  En  effet, 
comme  l'a  montré  Poincaré  (Capillarité,  p.  102),  le  raccordement  ne 
pourra  se  faire  que  suivant  le  bord  du  disque  où,  l'arête  étant  toujours 
plus  ou  moins  émoussée,  l'angle  de  raccordement  peut  prendre  la 
valeur  qui  lui  convient.  Dans  ces  conditions,  le  rayon  des  circonférences 
des  bases,  et  par  suite  la  surface  de  contact  du  liquide  a\  ec  les  disques, 
conserve  bien  une  valeur  constante. 

D'autre  part,  l'énergie  de  la  force  centrifuge  esl 

1 


(')    Voir  ma   première  Thèse,   ^ur  quelques  nouvel  tilibre 

d'iim-  masse  fluide  en  rotation   |  tournai  de.    Mathématiques  pu 

if  liées,    1916,   faSC.    I  I 

('-)  I'oincaui,  Capillarité^  Paris,  1895,  p    [8, 
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J  étant  le  moment  d'inertie  de  la    masse  liquide  par  rapport  à  l'axe  de 
rotation  et  o>  la  vitesse  angulaire. 

L'énergie  potentielle  totale  de  la  masse  liquide  est  dom 

i  i  \\         '"   .1        fS       const. 

■ 

Pour  qu'il  \  ait  équilibre,  il  faut  que  la  variation  première  de  W 
soit  nulle  pour  toute  déformation  infiniment  petite  du  cylindre  liquide. 
Nous  dirons  que  la  déformation  est  infiniment  petite  si  le  maximum 
de  distance  entre  la  surface  primitive  donnée  et  la  surface  déformée 
reste  inférieur  à  un  nombre  donné  d'avance,  si  petit  qu'il  soit.  La 
distance  entre  les  surfaces  est  mesurée  suivant  la  perpendiculaire  à 
l'axe  de  rotation. 

Pour  que  l'équilibre  soil  stable,  il  faut  que  l'énergie  soit  maximum, 
c'est-à-dire  il  faut  que  sa  deuxième  variation  soit  négative. 

Si  la  deuxième  variation  csi  nulle,  nous  avons  une  Sgure  de  bifur- 
cation. En  effet,  soit  e  le  paramètre  définissant  la  figure  déformée  el  W 
la  val ''m-  de  W  correspondanl  à  la  surface  primitive  (e  =  o).  En  déve- 
loppant W   suivanl  les  puissances  de  i,  nous  aurons  pour  les  surfaces 
déformées 

(2)  W  W  :W  W 

Si  la  figure  primitive  esl  d'équilibre,  nous  aurons 


Pour  que  l'équilibre  soit  stable,  il  faut  que  W  -"il  négatif.  I-'1  coef- 
ficient W*  n'est  donc  autre  chose  que  le  coefficient  de  stabilité  de 
Poincaré  (').  En  appliquant  sa  théorie,  on  voil  bien  que.  lorsque 
Y,      ;  o,  nous  sommes  en  présence  d'une  figure  de  bifurcation. 

3.  Masse  liquide  finie .  Reprenons  notre  cylindre  de  révolution 
de  hauteur  //  el  de  ra\  on  a.  En  adoptant  les  coordonnées  semi-polaires 

('  |  II.  PoiN(  vin  .  Sur  Vêquilibre  d'une  masse  fluide  animée  d'un    m 
meut  de  rotation  (Acta  mathematica,  i,  Vil 
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r,0,    z,  nous  prendrons  pour'  axe  :   l'axe  du  cylindre.  I  >n  du 

cylindre  ser.'i  alors 


Le  volume  du  liquide  sera 
Sa  surface  latérale 


\         ko1  h. 

S  !  71  "/' 


et  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe 

r.lm'  ■/ 

•In  0  3V0-, 

2 

g  étant  sa  densité. 

(  iOmme  surface  in  Uni  ment  voisine  considérons  d'abord  un.'  sui  face 
de  révolution  dont  la  méridienne  est  donnée  par  l'équation 

r  ■=  a  —  fx  -i-  e sin  kz , 

;;.  étant  une  fonction  de  e.,  ce  dernier  étant  un  paramètre  très  petit 
déterminant  l'écart  entre  la  figure  cylindrique  primitive  <'t  la  figure 
nouvelle.  La  déformation  esl  infiniment  petite  m  £  esl  infiniment  petit. 

Nous  désignerons  par  s0  et  zy  les  ordonnées  des  bases  du  cylindre. 

Gomme  le  diamètre  des  bases  doit  rester  constant,  égal  à  '/.  nous 
devons  avoir 

-in/.;,  -m/,;, 

et  par  conséquent  /•  doit  vérifier  l'une  des  conditions  : 

i'  /.,-,/.  :„         <  it  r.  \ 

//  étant  un  nombre  entier. 

Nous  aurons  ainsi  des  figures  de  deux  genres  différents  I  outes  les 
deux  seront  pour  ainsi  dire  ondulées  suivant  leurs  longueurs  ;  mais  les 
figures  du  premier  genre  auront  un  nombre  pair  de  demi-ondes  et 
celles  dn  second  genre  auront  un  nombre  impair  de  demi-ondes  entièi 
En  donnant  à  //  le-«  valeurs  i.  -.  i.  ..  ,  lion-  obtiendrons  toutes  les 
figures  de  chaque  genre. 

En  posant 
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nous  aurons  respectivement  dans  les  deux  cas  : 

i°  kzx  — -  i  n  r.  -f-  y.  ; 

2°  Ars,  =  2  (  n  -+- 1 )  7T  —  a. 

La  hauteur  du  cylindre  sera  alors  : 
d'où 

2  niz 


k  = 

2°  h  =  zi  —  z0  = 


h     > 

2{n  -f-  i)r.  —  2tx 


/, 
d'où 

2(n  -+-  i)tî  —  2<X 

k=         -h 

Désignons  encore   par  2À   la   longueur  d'onde   sinusoïdale,  nous 
aurons  dans  les  deux  cas 


*=ï' 


et  nous  aurons  également  : 

i°  h=  2  n)  : 


2°  /l  =  (2fl  +  l)/. — 


Enfin,  l'équation  de  la  méridienne  sera  dans  les  deux  cas 


/  </   U   -+-  £  SIM  -  Z. 


Considérons  séparément  chacun  des  deux  cas. 

4.   Premier    cas   :    Sombre   pair  de  demi-ondes.  Cherchons 

d'abord  à  déterminer  u,  fonction  de  e,  de  manière  que  le  volume  du 
liquide  reste  constant  pendant  la  déformation. 

Le  volume  de  la  figure  déformée  est 

(3)  V  =  tt  f  irtdz  =  i:  f  \a-  K-t-esin^zJ   dz. 

Jz,  J  z. 

En  effectuant  l'intégration  et  en  remplaçant  z,  par  z0-h  ■>/<-,  nous 


KTUDE    DES    MOUVEMENTS    D  UNE     MASSE     FLUIDE    EN    ROTATION.        2HÇ 

aurons,  en  remarquant  que  ink  —  A, 


V  =  7C h  (  a1  +  [ir  —  2 ap.  -f-  —  I  ; 


et  comme  le  volume  primitif  est  égal  à  ~<rh,  la  condition  d'invariabi- 
lité du  volume  s'écrira 


s2 

(J.-  —  2dfJ.  H =  O. 


En  considérant  z  comme  infiniment  petit  du  premier  ordre,  nous 
voyons  que  jj.  devra  être  du  second  ordre  et  fxa  du  quatrième,  lin  le 
négligeant,  nous  aurons 

et  l'équation  de  la  méridienne  s'écrira 

S2  7t 

(4)  /=a — h£sinT-:. 

4  a  i 

Cherchons  maintenant  la  variation  de  W.  D'après  la  formule  (i  . 
nous  aurons 

<5w=  —  ôj-  /.as 

2  J 

Calculons  séparément  oJ  et  ûS.  La  surface  de  la  figure  déformée  est 

S  =  2  7C  /       /■  \J  i  -+-  r'-  <lz. 

Or 

,         r.         7T 
;•  =  £  r  cos  -  3, 
/  À 

d'où 

/ tt  es   ~-        .,  ~  -''  ~ 

v    I  -(-  /•"  =  I  -+■  —  —  COS2  -   Z  —   jr  £*  —  COS'  —  3  -i-  .  .  .  . 

En  négligeant  les  puissances  de  £  supérieures  à    la   deuxième,  on 
a  u  ra 

rZx  f  \  j 

(•')  s     .-/    \»      -a  i    -",--•)('      ,  )  >l:- 

Remarquons   que    S0      2izah    et    uégligeons    le    terme  en    e4,    il 


2»0 

vient 

(6) 
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Ob  =  -^- I 

ia    \     /- 


T.  h  £'- 


-X 


liemplaçons  X  par —  ,  on  aura  finalement 


(6') 


■2)1 


2  a  h 


(  \  n-r.:  a-        fi1). 


On  voit  ainsi  que  oS  est  d'autant  plus  grande  que  n  est  plus  grand, 
c'est-à-dire  que,  //  étant  constant,  la  longueur  d'onde  sinusoïdale  est 
plus  petite. 

Par  conséquent,   si   la   surface    cylindrique    n'est    pas    minimum 
(///>  2~a),  la  surface  minimum  s'obtiendra  en  faisant  rc— i,  c'est 
à-dire  en  prenant  une  seule  onde  sur  toute  la  longueur  du  cylindre. 

Passons  à  ôJ .  Nous  avons 


-+-  £  sin  t-z 

i 


l  =  ?l£    '-,1:       p  [«- 

En  négligeant  les  termes  de  degi  es  supéi  ieurs  à  i  en  e.  on  a 

.)        p  -    /       (  a-  —  a 


i 


Effectuons  l'intégration  et,  en  tenant  compte  de  ce  que 


nous  aurons 
(8) 


i 


ÔJ       ma*  ht*. 


L'accroissement  de  §J  est  donc  toujours  positif. 
Nous  pouvons  maintenant  écrire  bVS   : 


o\\  —  <5J  i        -  ,1,1., 

2 


2  ha 


ou  encore 


m  KE*arh 

2 


a*  h? 
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en  posant 

■'    • 

'.i.  Stabilité.  —  Si  l'on  assujettit  la  figure  d'équilibre  à  la  condition 
de  rester  cylindrique  ou  ondulée  du  premier  genre  <  nombre  paii  de 
demi-ondes),  la  figure  cylindrique  sera  stable  si  oW  est  j >os i t i \ •  •  ou 

: m ' 

(juel  que  soit  n. 

Or  il  est  clair  que  la  partie  droite  de  cette  inégalité  croit  avei  n. 
Nous  devons  donc  avoir  pour  la  stabilité  du  cylindre  la  condition  su  - 
vante  : 

(9')  >••-     J        „,,.-• 

Si  nous  n'assujettissons  notre  lluide  à  aucune  condition,  la  condi- 
tion de  stabilité,  restant  toujours  nécessaire,  pourra  ne  pas  être  suffi- 
sante. 

Kn  posant  w2  =  o,  nous  retrouvons  le  résultat  de  Plateau  :  pour  la 
stabilité  statique  du  cylindre,  il  faut  avoir 

\(i-~-  —  /*->*  o  ou  fi<C?.ar.. 

6.  Figures  de  bifurcation.    —    En   remarquant   que   l'accroisse 
ment  oW  que  nous  venons  de  trouver  n'est  autre  chose  que 

de  la  formule  (2),  nous  voyons  que  le  cylindre  devienl  une  figure  de 
bifurcation  chaque  fois  que  §"\A  s'annule  ou  que  l'équation  suivante 

est  vérifiée  : 

\  n  '  1  -'      ii' 

II"!  /     —rz, 

,1  ■  Il 

OU 

\1  étant  la  unisse  du  liquide. 

.idiiin    de  Math.  (8*  série),  tomi    II.         tno 
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En  donnant  à  n  les  valeurs 

/ï  =  1 ,  2 ,  3 

nous  obtenons  une  série  discontinue  de  valeurs  de  w  : 

il,,     il,.     £23, 

Chacune  de  ces  valeurs  di_iei  mine  une  figure  cylindrique  de  bifur- 
cation qui  pourra  donner  naissance  à  une  ligure  onduloïdale  de  lon- 
gueur d'onde 

h 

>  i   -  -. 

Ces  ligures  sont  dissymétriques  par  rapport  au  plan  perpendiculaire  à 
l'axe  du  cylindre  et  passant  par  son  milieu.  Nous  les  appellerons 
«  figures  12  ». 

La  première  de  ces  ligures  est  analogue  à  la  figure  piriforme  de 
Poincaré. 

Il  est  à  remarquer  que  toutes  ces  figures  seronl  instables  pour  //>  i . 
En  effet,  comparons  une  de  ces  figures  à  la  figure  correspondant  à  la 
même  valeur  de  i,  mais  à  n  =  i.   Nous  verrons  que,  pour  le  pass 

de  la   première  de  ces  figures  à   la   deuxièi n       i),    la  variation 

d'énergie,  que  nous  désigne!  ons  pai  ûVS      .  sera  positive. 

En  désignant  paroVS  „et  c\\  ,  les  variations  de  \S  relatives  au  ]>;i- 
de  la   figure  cylindrique    à    chacune   des    figures   considérées,   nous 
aurons 

\\  w         \\        — —  /    .  i 

•in  ■ 

qui  '■>!  toujours  positive  pour  n  ]>  i . 

7.  I)m\iimi  cas:  Sombre  impair  de  demi-ondes.  Considérons 
maintenant  le  deuxième  mode  de  déformation,  pour  lequel  la  hauteur 
du  cylindre  contient  un  nombre  impair  <!<>  demi-ondes  entières.  Les 
calculs  dans  ce  cas  seront  identiquement  pareils  à  ceux  que  nous 
venons  de  faire  pour  le  premiei  cas,  à  cela  près  que,  dans  toutes  les 
intégrales,  nous  devions  prendre  pour  les  limites 

y'i                                                                ji 
—  e  I  s,  =  (  2  n  -+- 1  )  À ■ 
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L'intégrale  (3  I  s'écrit  alors,  en  développant 


v      I 


il"1         IX-  —   >  //  'J  < 

I 


dz. 


En  effectuant  l'intégration  et  en  retranchant  \  '„     -a2kyno   - 
nons  pour  la  variation  du  volume  l'expression  suivante  : 


'A        k     (w         iaix)h        \(a       u)  —  cosa  -  sm  •  y  ,     . 

I  * 

Nous  sommes  obligé  d,e  considérer  ici  z  el  pt  comme  des  infiniment 
petits  de  même  ordre  de  grandeur;  en  uégligeanl  les  infiniment  petits 
d'ordre  supérieur,  nous  aurons 


o  Y  T.'li         [J  h  H —  co- 

La  condition  d'invariabilité  de  volume  s'écrit  alors,  dans  ce  cas, 


(>I) 

•  1  , 

IX  =  — t-  en?-  y.. 
un 

Or,  de  la  condition 

y.  -...  £  -in  y, 

nous  tirons 

e,      co3*=i/ 

-in  y 

',_£ 

Portons  cette  valeur  dans  (i  i),  d'où 


(12) 


'/    • 


La  comparaison  avec  un  donne  enfin 

■/ 

(  là)  '-m  ; 


(i4) 


L'équation  «lu  méridien  s'écril  alors 

.     n 


7.  h 
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Ceci  posé,  calculons  c\\  .   Klle  sera  calculée  à  l'aide  des  mêmes  for- 
mules que  dans  le  premier  cas,  à  cela  près  que,  dans  les  intégrales 


y.i 


donnant  la  surface  et  le  moment  d'inertie,  les  limites  z0  et  -,  seront  — 

,  ■  y.i 

et  ('in  -f-  i  )/. 

i. 

\  insi  l'intégrale (5)  sera  remplacée  par  la  suivante,  où  l'on  a  négligé 
les  termes  en  i'  et  £4  : 


a/ 


s  =  „/  -( 


■a.  i                     .71          a  •  -  -■ 
a —  cnsa  +  csin  -;  J —  cos *•■?■  -     as. 

■Kl  I  1,1 


En  effectuant  l'intégration,  et  en  tenant  compte  de  ce  que 

nous  aurons  comme  précédemment 

- Mn  2  a     . 

i. 


(,:,) 


— T^r—    I   II 


\V- 


On  remarque  que,  dans  ce  cas,  oS  est  toujours  positive,  el  que,  par 
conséquent,  les  figures  d'équilibre  statique  de  ce  genre  n'existent  pas. 

Passons  au  moment  d'inertie. 

L'intégrale  (7)  s'écrit  m  a  in  tenant,  en  négligeanl  toujours  les  termes 
en  î:i  el  d'ordres  supérieurs  : 


/  " 

2  Ja) 


fi.  -+-  6  ,  1  >  //-  ;j  i  E  —  «  »  »  r1  r- 


-m-  4-" 


dz\ 


et  comme  J„  =  •— ; —  >  nous  aurons,  en  effectuant  l'intégi  .il ion, 

1         ~  \       '    <  f    1        '  '  1  '  ' 

ÔJ  0  -  \if  \    ■J.ll COS  a  "    '      ■    ',    'J.h  CO: 

■  \  y  -  - 


1 •" ■>  ,      / 

zU.Cn^y  ,,/  //  -111     >y 
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Enfin,  tenons  compte  de  (1 1.)  et  remplaçons  lu  par  î  sin  oc,  d'où 

(16)  o.l       3pa2e2(/i —  —  sin  '.y.). 

Nous  pouvons  maintenant  écrire  0 W  : 

(17)  OW::^O.I  /ÔS  '/*'  --^   l>  "Sin 

8.   Stabilité.  Figures  d'équilibre.  —  Comme  le  terme 

h  —  -  si  il  2  7 

est  toujours  positif,  cAY  sera  négative  si 

Si  nous  assujettissons  notre  liquide  à  la  condition  de  conserver  la 
figure  cylindrique,  ou  ondulée  de  deuxième  espèce,  l'inégalité  précé- 
dente nous  donnera  aussi  la  condition  de  stabilité  d'équilibre  relatif. 
Mais,  dans  le  cas  général,  la  condition  (18)  est  une  condition  néces- 
saire d'équilibre  et  peut  ne  pas  être  suffisante. 

Lorsque 


(19) 


6«AS 


a  ligure  cylindrique  sera  une  ligure  de  bifurcation. 
Remplaçons  X  par  sa  valeur 

h 


1 


(2/1   in       — 

7Ï 


posons  comme  avant —  — /"',  la  condition  (19)  devient 

En  donnant  à  //  les  valeurs 

nous  venons  qu'à  chaque  valeur  de  n  correspond  une  el  une  seule 
racine  de  co,  que  nous  appellerons  mn.  Nous  aurons  ainsi  une  suite 
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discontinue  de  valeurs  de  to  : 


correspondant  chacune  à  une  figure  de  bifurcation  qui  donne  naissance 

à  une  ligure  onduloïdale  de  i,  2,  ..,//,  ...  ondes. 

Nous  appellerons  ces  figures  «  ligures  to  ».  Elles  diffèrent  des 
figures  0,  déjà  étudiées,  parce  qu'elles  ont  un  plan  de  symétrie  normal 
à  l'axe  et  passant  par  son  milieu. 

Pour  chaque  valeur  de  //,  il  y  aura  deux  ligures  différentes,  suivant 
le  signe  de  e.  Pour  e  >  o,  on  aura  une  ligure  avec  un  creux  au  milieu, 
et  pour  £  <  o,  on  y  aura  une  saillie. 

Pour  n  =  r,  ces  figures  sont  analogues  aux  «  haltères  0  de  Poincaré. 

1 1  est  évident  que  les  valeurs  de  a>,  données  par  L'équation  (  [9),  vont 
en  croissant  avec  n.  Par  conséquent,  si  le  fluide  part  du  repos  el  com- 
mence à  tourner  avec  une  vitesse  de  plus  en  plus  gi  .unie,  la  première 
figure  de  bifurcation  .que  l'on  rencontrera  sera  celle  qui  correspond 
à  n  =  1  et  à  o)  déterminée  par  l'équation 

(20) 

Pour  le  calcul  effectif  de  co,  et  de  la  ligure  qu'affectera  la  masse 
liquide  après  la  bifurcation,  il  nous  faut  savoir  la  valeur  de  y.  Cette 
dernière  est  donnée  par  les  équation  qui  donnent 

tanu  y. 


T.  h 

Dans  le  cas  particulier  de  //  =  1 ,  celle  équation  devient 

1 
(21)  : o; 


et  comme 


/(  — ë  )  ~"  —  —  °-' 


nous  voyons  crue  la  racine  de  (  2  1  )  se  tn>u\  e  entre  -:  el 
Cette  racine  décroit  évidemment  lorsque  n  croit. 
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!).    Ordre  des  figures  de  bifurcation..  Ch<            s  d  ibord  dans 

quel  ordre  se  rencontrent  les  diflérentei  I  ;  3  de  bifurcation  lorsque 

la  vitesse  angulaire,  partanl   de  zéro,  va  ei  sant.   En  désignant 

comme  auparavant  par  Cln  et  (on  les  vit<  lanl 

aux   figures   de    bifurcation   du   premiei    el  du   s                              de 
//"""'  ordre,  nous  aurons,  en  vertu  des  foi  mule  (10)  < 


ion-       i  n 


6  h1 


y 


En  considérant  _  comme  variable,  nous  voyons  que  la  différence  qui 
n« >*j^  intéresse  esl  de  signe  du  trinôme  du  second  degré  i  ; 

Pour  toutes  1rs  valeurs  de  //.  à  partir  de  n  =  2,  le  terme  constanl  <le 

•è  6  h}  ,  ,    .         .  , , 

notre  trinôme  est  négatif,  car  -,  _,  ne  peut  pas  être  supérieur  à  24.  Par 

conséquent,  ses  racines  sont  de  signes  contraires  el  la  racine  positive 

est  supérieure  à 

2  n  -+■  1  >  5 


el   comme        est  en  lotit  cas  intérieure   a      -,  nous  VOYOns  <iue 

-;<o         (/l        •.    ,. 


Quant  à  //  =  1 ,  nous  aurons  deux  cas  .1  considérer  suivant  la  valeur 

de  _    •  Si  cette  valeur  est  assez  petite,  l'inégalité  précédente  a  lieu,  et, 

si  elle  esi  voisine  de  2,  l'inégalité  en  question  -i'  présente  changée  de 
signe. 

Ainsi,  si  notre  cylindre  esl  large  el  court,  c'esl  la  figure  tu,  qui  se 
présente  la  première;  au  contraire,  s'il  esl  assez  long,  c'esl  la  figure  û 

qui  se  rencontre  d'abord. 

Cherchons   maintenant   quelles  sont    1rs    figures   suivantes.    Nous 

a\  ons 


a         <  >        ■ 

"     '         "     .      iui/r 


()// 


■ 


Pour  //    ■•.  cette  différence  est  toujours  négative,  cai  i  inl  au 
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plus  égal  à  24,  les  racines  du  trinôme  sont  de  signes  contraires  et  la 

racine  positive  est  forcément  plus  grande  que  -« 

Mais  pour  n=i,  cette  différence  est  positive.  En  effet,  dans  ce  cas, 
les  deux  racines  du  trinôme  sont  positives  et  la  plus  petite  est  supé- 


rieure a 


10  —  \  96 


. ,  ■ ."..  ». 


Or,  la  valeur  de  a  est  donnée  maintenant  par  léquation 


f(<x)  =  tanga 


o; 


et  comme 


f(o,o')T.) o,i584  —  0,1299 


la  racine  de  cette  équation  est  inférieure  à  o,oj-  et,  par  conséquent, 

la  différence 

'„,-<>, 

est  bien  positive. 

Vous  aurons  ainsi  quatre  premières  -  de  bifurcation. 

l'ouï-  les  cylindres  larges  et  courts  (  —   est  petit  j ,  on  aura 

',»,  <  1:  •  t  &>».  ■  •  ; 

la    première   figure  qui   se   rencontre   esl    donc    la    figure    de    genre 
«  haltère  »  avec  une  demi-onde  entière. 
Mais  si  le  cylindre  est  allongé,  on  aura 

-- 

et  la  première  ligure  de  bifurcation  sera  analogue  à  la  figure  piri- 
forme. 

Tour  une  certaine  valeur  de  :        la  différence  12,       '•»,  peut  être 

nulle.  (  Calculons  cette  valeur.  Nous  avons,  en  posant 


I    lll_    y 
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et  en  donnant  à  a  les  diirérentes  valeurs  : 

f  (o.n-~  I  -   0,  2  î35  —  0,2226 

/ (0,0690  Z)  =  0,2?.  I(|  —  O,   '.22.J  =  —  0,OOi 

Par  conséquent,  nous  pouvons  prendre,  pour  la  valeur  approchée  d< 

la  valeur 

a 

—  =0,0097. 

77 

lin  écrivant  que  la  différence  co,  —  12,  est  nulle  [unir  //  —  1 
et  _       (,.')()ï)7,  nous  aurons  l'équation 

IDH ; :    —  I2.0.0OO--!-       .O.OOOT- 

"     T.  ■ 

d'où 

h 

—  =  ï  ,0 

(tr. 

011 

—  =0,8118. 

>  -a 

Pour  celte  valeur  du  rapport  entre  la  hauteur  et  le  périmètre  de  la 
base  du  cylindre,  nous  aurons  une  figure  de  bifurcation  où  se  rencon- 
trent trois  séries  de  figures  d'équilibre  : 

i°  Les  cylindres  circulaires; 

20  Les  figures  genre  «  piriforme  »  ; 

3°   Les  figures  genre  «  haltère  ». 

En  continuant  nos  calculs,  nous  venons  que  la  cinquième  figure  de 
bifurcation  sera  w,  ou  12.,  suivant  que  le  rapport  de        sera  petil  ou 

voisin    de    .».    Pour  une    valeur    particulière    de        •  nous  pouvons 

avoir  w,  -   il,,  el  nous  aurons  encore  une  ligure  de  bifurcation  0 
rencontrent  trois  différentes  séries  de  figures  d'équili  bre. 

En  général,  il  est  facile  de  s'en  assurer,  entre  deux  figures  consé<  u- 
tives  il,,  el  12„  ,  de  la  série  12,  nous  aurons  au  moins  deux  el  au  plus 
trois  ligures  de  la  série  <•>.  En  effet,  nous  ■  oyons  facilement  que 


Journ.  de  Math.  (8*  série),  tome  il.        \  ,\w  <■  191g. 


;- 


2f)0 

car 
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-  "  <  i  (l  h  ■   I 

/  - 


<  ) 


■ 


f'r:- 

6  a  A2 


2  |  // 


-    r  o  i 

7î-«- 


i  5*      i)ï  +  4 


i  "i  //  '     v  //      1  —  4.1  i  « 


if? 


Les  calculs  numériques  donnent  la  suile  suivante  des  valeurs  de  w 
déterminant  les  figures  de  bifurcation 

(  wi<ûi  /  (  w*<Qs  / 

(  l»:    --„,  \         "^    3^  |  Q 

<'-):<'•  1-'    <' <  -- 

<  12  1  > 

10.  f  'ondilion  suffisante  de  stabilité.  —  "Nous  pouvons  maintenant 
résoudre  la  question  de  stabilité  du  cylindre  liquide  <mi  rotation  il. iu- 
le cas  où  le  liquide  est  assujetti  à  la  condition  d'affecter  la  forme  cylin- 
drique ou  sinusoïdale.  Pour  <|u'il  \  ail  stabilité,  il  faut  que  oW  soit 
négative  pour  toute  déformation  compatible  avec  celte  liaison.  Afin 
que  cette  condition  soil  véi  ifiée,  nous  d  i  voir  l'inégalité 


.»<  '■',• 


si  le  cylindre  est  courl  |  <o.  S  i  i  S  i  ;  <-t  rinégralitt 


h\ 


si  le  c\  lindre  esl  loi  >  o,H  i  i 

I  >ans  le  premiei  cas,  cette  condition  s'exprime  par  l'inégalili 


■  •i .  dans  le  deuxième,  pai 


—  h1 


Pour  la  v  ileur  deoj,  supérieure  à  to  d  m  s  le  premier  cas  'i  .i  12   dans  le 
second,  le  maximum  relatif  de  \\  correspondra  à  la  figure  s'amon  anl 
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à  cette  valeur  de  la  vitesse  angulaire.  Dans  le  pieu  s  cette  figure 

est  de  genre  «  haltère  »  et  dans  le  deuxième  du  genre  o  piriform< 
Le  principe  d'échange  de  stabilités  de   Point  trouve  ainsi 

vérifié. 

11.  Forme  exacte  de  In  méridienne.  -  Nous  avons  étudié 
jusqu'ici  les  figures  de  révolution  engendrées  par  la  rotation  d'une 
sinusoïde.  Mais  nous  savons  que  la  forme  exacte  de  ces  figures  est 
beaucoup  plus  compliquée.  Nous  allons  montrer  que,  loi  sque  la  défor- 
mation est  infiniment  petite,  la  figure  exacte «dilîère  de  la  figure  sinu- 
soïdale pardes  écarts  infiniment  petits  d'au  moins  du  deuxième  ordre. 
.  Kn  commençant  nos  calculs,  nous  pouvons  affirmer  seulement  que 
le  rayon  delà  section  droite  de  notre  figure  sera  une  fonction  pério- 
dique de  z,  et  comme  telle  sera  développable  en  une  série  de  Fourier. 
Nous  chercherons  ainsi  l'équation  de  la  méridienne  sous  la  forme 

/•       a       ')         ^     a  cos ik  3       /' .  -in  i ''. 

I 

le  paramètre  h  ayant  la  même  signification  que  précédemment.  La 
période  de  r  étant  désignée  par  i) .  on  aura 

*  =  *. 

- 

Pour  que  la  déformation  soit  infiniment  petite,  il  faut  que  les  cocl 

ficients 

a         ei         h.        (/'  =  i,  2,    I, 

soient  infiniment  petits  au  moins  du  premier  ordre.  Si  la  figure  diffère 
beaucoup  de  la  figure  sinusoïdale,  parmi  les  coefficients  a  et  b  il  doit 
s'en  trouver  au  moins  un  du  premier  ordre,  autre  «pu-  A, .  Les  conditions 
aux  bases  s'écrivent  ici 

■;        y  («,(  os/7  ...      /'  -m  îk  : 

i 

^>  i  </,(•(!-  ik  . ,   ,    A  >in  ik 
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Cette  double  condition.peut être  vérifiée  de  deux  manières  : 
i"  Soit 

2°  Soit  en  supposant  que  tous  les  a,  et  A,  d'indice  impair  sont  nuls 

et  en  posant 

kzx  —  (  >n  -hi)7t  -t-  £s0. 

Le  premier  mode  correspond  aux  figures  Q.  et  le  second  aux  figures  co. 

Considérons  comme  précédemment  cliacun  des  deux   cas  séparé- 
ment. 

La  condition  d'invariabilité  de  volume  s'écrit  ici 


à\ 


—  >.a[j.  -+-  [x-  -+-  z(a  —  y     7  i  a  cos/7  s  —  bjs'xnih  z) 

i 

H-  (    ^  ''.  cos*7  -    ■    /'  si  m  //. 


^  =  o. 


En  intégrant  et  en  remplaçant  :,  par  in~   ■    r„  el  ;•,    -  ztl  par  h, 
nous  aurons 


ÔV 


—  ■>.  '/  u  h   y-  u}  U  -t- 


V  A 


et  la  condition  d'invariabilité  de  volume  s'écrira  finalement 


en  posanl 


'  a  U    *-   V.    H 


V    ,        i,- 


Considérons  £  comme  infiniment  petit  du  premiei  ordre  et  négli- 
geons ut.3  qui  sera  du  quatrième,  nous  aurons  une  condition  iden- 
tique à  celle  que  nous  avons  trouvée  pour  les  figures  sinusoïdales  du 


srenre  il  : 


■'        Va 


Géométriquement,  i  désignera  ici  la  limite  supérieurede  la  distance 
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entre  le  cylindre  r  =  a—  \j.  el  la  surface  déformée.  La  limite  supé- 
rieure de  la  distance  entre  la  surface  et  le  cylindre  primitif/'  a  sera 
donc  £-f-u,;  mais  comme  u.  est  du  deuxième  ordre,  nous  pouvons 
prendre  pour  mesure  de  maximum  de  l'écart  entre  la  surface  défoi  n 

et  la  surface  primitive  la  valeur  i. 

Calculons  maintenant  oS  et  oJ.  Nous  avons 

/      - /,  lit — ctislnikz    :    6,-cosiV  1 

et  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  au  deuxième, 

nous  aurons 


S  =  2  7ï   I       r  \  i  +  /'-  <l: 


•f 


a       ■)       ^     a(-cost7  z  +  A,-in//,  :  | 


-   1  ll  (  -    -   '/,,  -ill  il.   Z  I',  r,,-//.   -  i  : 


dz. 


d'où,  en  intégrant  et  en  remplaçant  y.  par  >.i  valeur, 

£-  ni/ 


'/S        '. -// 


\a 


ou  nous  posons 


4  6  y 

£"      V,  '(a?  -   bf). 

i 

Enfin,  en  remplaçant  /,-  par  sa  valeur. 


I  )e  même 


dS>=  -   •    i  \,r--  n 
2  an 


j       i  ./        j  i ■   ■  1        cos il  : 

G(a—  I 


En  effectua  ni    l'intégration  <■!  en  se  bornant  aux  infiniment  petits  «lu 


29» 

deuxième  ordre,  on  aura 
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et  finalement 


oJ       —    —  [Ci  !- I  h  ; 


T.  a'1  II  S'1, 


expression  identique  à  celle  que  nous  avons  trouvée  pour  les  figures 
sinusoïdales  12. 

Par  conséquent,  la  variation  de  l'énergie  >era 


ûV\        -  r.a-hi- 


»2      / 


En  comparant  cette   expression  à  celle  donnée  par  la   formule  l 

nous  voyons  que 

,\\  ,         W. 

En  faisant  le  même  calcul  pour  les  figures  analog  les  aux  figures  to, 
nous  trouverons  le  même  résultat. 

Ijonc,  pour  que  W  soil  minimum  pour  une  de  ces  figures,  c'est- 
à-dire  pour  que  le  liquide  puisse  affecter  une  de  ces  figures,  il  faut 
que 

et,  par  conséquent,  il  faul  que  tous  les  coefficients,  sauf  /<,.  -oient 
(Tordre  supérieur  au  premier. 

Les  vraies  figures  d'équilibre  diffèrent  donc  des  figures  sinusoïdales 
par  des  écarts  infiniment  petits  d'ordre  supérieur.  Et,  en  première 
approximation,  les  figures  sinusoïdales  sonl  les  seules  figures  possibles 
d'équilibre. 

C'est  pourquoi  non-  p  tuvons  lever  la  restriction  énoncée  au  n"  10. 
les  conditions  suffisantes  de  stabilité  trouvées  dans  ce  numéro  seront 
alors  applicables  dans  le  cas  où  la  déformation  possible  est  absolu- 
ment quelconque.  I  ne  seule  restriction  reste  encore  en  vigueur  :  le 
liquide  doit  tourner  à  la  manière  d'un  corps  solide  I    i-dire  toutes 

les  partie  u  les  doive  ni  avoir  a  chaque  i  us  la  ni  la  même  vitesse  angulaire, 
et  les  composantes  delà  \  itesse  suivant  l'axe  et  suivant  le  rayon  doivent 
être  nulles 
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12.    Figures  s'écarlant  beaucoup  du  cylindre  circulaire.        La 
question  suivante   se  pose   maintenant   :  Que  nenl    toul 

figures   infiniment   voisines   du    cylindi      quand    la    \ 
diffère  beaucoup  de  la  vitesv,-  de  bifurcation?  La  méridienne  de 
figures  sera  encore  une  ligne  ondulée  du  même  nombre  «rond-'-,  mais 
différant  beaucoup  (Tune  sinusoïde. 

Son   équation   a   été   donnée   clans   la   troi  I  de    notre 

première  Thèse  où  nous  avons  ré  olu  le  pro  ivant  : 

Trouver  (ouïes  les   figures  a" équilibre  de  révolution   que  />>■/// 
affecter  um-  unisse  1/  '/unir  en  loi 'il- <,ii.    soumise  dur  seules    foi 

capillaires . 

\iius  \  avons  trouvé  poui   la  méridienne  de  ces  figures  l'équation 
suivante  [éq.  (G),  p.  Go]  : 

(«)  =         /       ,  == 

\    |li/ 


\  1 1>/  ■         ai  ' 


où  a  =  —L r  et  h  et  c  sont  deux  constanl 

En  écrivant  que  le  volume  du  liquide  il  à  celui  du  cylindre 

primitif  et  que  la  courbe  méridienne,  partant  de  r  i  arrive 

en  s  =  z,  =  z0  -+-  h  avec  la  même  valeur  r  =  a,  après  avoir  effectué 
un  nombre  donné  d'ondulations,  nous  obtiendrons  deux  relations 
entre  a,  b,  c  à  l'aide  desquelles  nous  exprimerons  b  el  c  en  fonctions 
de  a,  c'est-à-dire  en  fond  ion  de  co. 

L'intégrale  I  x)sera  alors  fonction  d'un  seul  paramètre  co.  En  faisant 
varier  co  à  partir  de  la  valeur  de  bifurcation,  il  serait  possible  de 
suivre  toutes  les  variations  de  la  ligure  d'équilibre  considén 

Il  esi  nécessaire  de  remarquer  que  les  calculs  effectifs  sont  ic 
difficiles  sinon  impossibles,  l'intégrale  I  a  i,  ainsi  que  l'intégrale  don- 
nant le  volui lu  liquide,  étanl  liyperelliptiques.  Par  suite,  i 

lions  entre  '/,  l>  el  c  ne  pourront  pas  être  exprime  i  me 

finie. 

(  )n  ne  pourra  donc  résoudre  (approximativement,  mais  avec  une 
précision  voulue  i  que  le  problème  inverse  :  se  Joui  ht  ,h  I  <  ni 

les  constantes  os,  b,  c  el  chercher  ensuite  h  quel  cylindre  primitil 
coi  respond  la  figui  e  ainsi  détei  hum 
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15.  Cylindre  indéfini.  Fi gures  infiniment  voisines.  — Occupons- 
nous  maintenant  des  figures  qui  ne  sont  pas  de  révolution.  Bornons- 
nous  pour  ie  moment  au  cas  idéal  d'une  niasse  cylindrique  indéfinie  et 
cherchons  les  figures  infiniment  voisine-.  Nous  supposerons  que  la 
déformation  est  telle  que  la  nouvelle  figure  reste  cylindrique  sans  être 
de  révolution.  Nous  aurons  ainsi  à  résoudre  un  problème  à  deux 
dimensions.  En  considérant  une  tranche  de  hauteur  i,  le  volume  sera 
remplacé  par  l'aire  de  la  section  droite,  et  la  surface  latérale  par  son 
périmètre. 

Soient  comme  précédemment 


l'équation  du  cylindre,  et 


l'équation  de  la  surface  déformée,  0  étant  l'angle  polaire. 

Le  volume  d  une  tranche  de  hauteur  i  sera 

,1- 
\        -    I       r2dO       -    /       [(a       ;j  ■    ■!       .    —  m/.  .•   ~ i n -7. '/ 1  r /0 

■ 

et  la  condition  d'invariabilité  du  volume  -  écrira 

V  —  T. 


Elle  est  identique  à  celle  que  nous  avons  trouvée  pour  les  figures 


ondulées  dans  le  sens  longitudinal  h  donne 


I  /élément  de  la  -m  fai  e  déforun  ■ 


,l>      v  / 


J   \     '      -7T—, 


si  II    /,     0 


(a- 


-III 


lui  développant  le  radical  en  série  suivant  les  puissances  de  £  et  en 
négligeant  les  infiniment  petits   d'ordre   supérieur  à  2,  nous  aurons 


- 


(a  - 


J 


19. 
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En  intégrant,  de  6  =  o  à  0  =  21c  et  en  -  --</.  nous 


aurons 


et  finalement 


oS  =  —  Cî  TT/X  H 7—    2  71 

I" 


3  '/ 


Pour  k  =  i,  0$  —  o,  ce  qui  est  tout  à  fait  compréhensible,  car  la 
déformation  correspondante  consiste  en  une  translation  du  cylindre 
parallèlement  à  son  axe.  Naturellement  nous  excluons  cette  transfor- 
mation et  nous  posons  seulement 

k  =  a,     3,     ... 
Le  moment  d'inertie  est 

J  —    f      f    r"  dr  d8    zjf     (a  —  jx  -+-  e  sin/ 

[( a  —  /jc)4  -+-  4(a  —  fji ):i  £  si n  A- 9  -f-  6 ( a  —  fx)1  e*sin:  >' 

0 

Tous  les  calculs  faits,  nous  trouvons  la  formule  déjà  rencontrée 

3J  =  T.a"-z\ 
Nous  pouvons  former  maintenant  oW  : 

§W=^-  va**1— f—  (A-2      r)es       Hl  I  v.,  ->        /    /.*-    -1)]. 
L'équation  qui  détermine  les  figures  de  bifurcation  est  donc 

--■'  -5T- 

En  don na ni  à  /.  Les  valeurs  2,  3,  j,  .. .,  nous  obtiendrons  les  valeurs 

'1 1 1 

déterminant  une  série  discontinue  des  figures  de  bifurcation.  Le 
nombre  h  désigne  le  nombre  de  saillies  ou  <l<"  côtes  de  la  nouvelle 
ligure. 

La  valeur  /.       2  donne  une  figure  analogue  au  cylindre  elliptique. 

Journ.  de   \iuth    (8*  série),  tome   il  ^oo 
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Si  nous  assujettissons  la  masse  liquide  à  la  condition  de  rester  cylin- 
drique, le  cylindre  circulaire  sera  stable  lorsque 


/'(A-2—  0 


<o 


pour  toutes  les  valeurs  de  k.  Pour  cela,  il  faut  évidemment  que  cette 
inégalité  soit  vérifiée  pour  A  =  2,  c'est-à-dire  il  faut  que 


w»< 


3/' 


Lorsque  a>  dépasse  légèrement  cette  valeur,  il  y  aura  deux  figures 
possibles  d  équilibre  :  c\  lindre  circulaire  et  cylindre  genre  elliptique. 
Mais  alors  le  maximum  de  l'énergie  correspondra  à  ce  dernier  et  non 
pas  au  cylindre  circulaire.  La  figure  stable  sera  don.  représentée  par 
le  cylindre  genre  elliptique. 

Nous  observons  ici  encore  une  fois  la  vérification  du  principe 
d'échange  des  stabilités. 

Mais  si  nous  n'introduisons  aucune  condition  supplé ni  lire,  ion; es 

les  figures  cylindriques  indéfinies  seronl  instables,  car,  quel  que  soit 
le  rayon  a,  nous  pouvons  toujours  transformel  notre  cylindre  en  une 
ligure  ondulée  de  révolution  el  prendre  la  longueur  d'onde  /  assez 
grande  (X  >  27c a)  pour  que  SVS  correspondant  à  cette  transformation 
soit  positive  pour  toutes  les  valeurs  de  '•>.  même  pour  co  =  o. 

14.  Cas  général.  S  nous  voulons  étudie]  les  figures  plus  géné- 
rales, données  par  I  équation 

/        a       fj        ^  h  6,  si  ru 

nous  trouvons,  en  refaisant  les  mêmes  calculs, 


H-  =  — 


3         —  (£'- 
o.l  zz  r.o  fl2ê2; 
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enfin 

W  =  Ta  £!  ['"'«"  ~f(-î  -)]■ 
où  l'on  pose  comme  précédemment 

En  remarquant  que  £'2>/,-£2,  nous  voyons  que,  pour  qu'une  de 
ces  figures  soit  d'équilibre,  et  côtelée  à  k  côtes,  il  faut  que  tous  les 
coefficients,  sauf  bk,  soient  d'ordre  supérieur  à  i.  Par  conséquent,  en 
se  bornant  à  la  première  approximation,  nous  pouvons  affirmer  que 
les  seules  figures  cylindriques  d'équilibre,  infiniment  voisines  d'un 
cylindre  indéfini  de  rotation,  sont  les  figures  sinusoïdales  côtelées  que 
nous  venons  d'étudier;  et  que  les  figures  exactes  d'équilibre  diffèrent 
des  figures  sinusoïdales  simples  par  des  écarts  infiniment  petits  d'ordre 
supérieur. 

lo.  Problème  direct.  —  Nous  venons  de  voir  que  pour  une  certaine 
vitesse  wA,  que  nous  appellerons  vitesse  <!<•  bifurcation  relative  à  la 
figure  A,  la  masse  liquide  pourra  affecter  non  seulement  la  figure 
d'un  cylindre  circulaire,  mais  encore  une  figure  infiniment  voisine  du 
cylindre  à  k  côtes  ou,  autrement  dit,  à  k  maxima  de  r. 

Si  la  vitesse  co^  est  très  peu  supérieure  à  (ok,  la  nouvelle  figure  est 
très  voisine  d'une  figure  sinusoïdale.  Mais  (ù  croissant,  les  saillies  se 
marquent  davantage  et  notre  figure  s'éloigne  de  la  forme  sinusoïdale. 

La  question  suivante  se  pose  immédiatement  :  Que  deviennent 
effectivement  ces  figures,  d'abord  sinusoïdales,  lorsque  o>  croît? 

Pour  répondre  à  cette  question,  proposons-nous  de  résoudre  le 
problème  direct  suivant  : 

Trouver  toutes  les  figures  d^équilibre   cylindriques  et  non   de 
révolution  que  peut  affecté)    une  musse  liquide  indéfinie,  souri 
aux  seules  forces  capillaires  et  tournant  autour  d'un  axe  fi 

une  eilesse  angulaire  constante . 

Cherchons  doue  l'équation  finie  «le  la  section  droite  d'une  figure 
d'équilibre  cylindrique  el  non  <!<■  révolution, 
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L'équation  de  la  surface  d'équilibre  d'une  masse  fluide,  soumise  aux 
seules  forces  moléculaires  et  tournant  autour  de  l'axe  O;  avec  une 
vitesse  angulaire  constante  w,  est 

f\   y,         ,'.     i-^(^+r^)  =  co,eL. 

\\  et  R/  étant  des  rayons  principaux  de  courbure. 

Mais  pour  la  figure  cylindrique  un  des  rayons  de  courbure  est  infini 
et  l'autre  est  celui  de  la  section  droite. 

En  employant  les  coordonnées  polaires  r  et  0,  l'équation  précédente 
devient,  en  divisant  par  la  tension  superficielle /et  en  posant 


2/ 


"■ 


r-  -+-  ir 


(0 

t 

h  ('tant  une  constante  arbitraire. 

Pour  intégrer  cette  équation,  prenons  r  pour  la  nouvelle  fonction 
et  /•  pour  la  nouvelle  variable,  en  posant 


Il  vient 


'        /'•         r       pp 


a/-'—  b. 


!' 

Prenons  ensuite  pour-  nouvelle  inconnue 

//  =  y/V'-i-  / 
d'où 

p*  =  ui — /'.         pp'=nu' —  /', 

ei  l'équation  (i)  de\  ient 

2  ru' 

=  rt-r-t-  b. 

H  II' 

Enfin,  eu  posant  v  —  ->  nous  obtiendrons  une  équation  linéaire 

rc'+2C  =]o-r5-(-  b. 
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L'intégrale  générale  de  cette  équation  • 

a  '  i  •  -    • br 

" — 1^~ 

c  étant  une  constante  d'intégration. 

En  faisant  le  changement  de  variables  dans  le  sens  inverse,  nous 

aurons 

ii 


!  /// 


dr  — 


Ensuite, 


-r 


\ 

/ 

i6r* 

»    

(a- 

/v-h  o.br*-  + 

■ 

6/' 

i      a    ■ 

■+■  c 

1" 

(a 

t/.; 

-+-  2 

a2r''  -+-  ibr 
br1  ■+-  c)  dr 

-+-  c 

/         /■  y  II)/  '  »/'/  '     ■      !  A/  J    H  C)1 

Enfin,  en  posant  /■  —  u,  nous  aurons 

!  A//    »    c  I  '/" 


«       -2  y   .     «  y/i6w  —  (a-  u'1 


+  2//U+   • 

équation  presque  identique  à  celle  que  nous  avons  obtenue  pour  les 
ligures  de  révolution. 

La  différence  essentielle  entre  cette  équation  et  celle  des  6gures  de 
révolution  consiste  en  ce  que  la  constante  c  ne  peul  jamais  être  nulle. 

De  plus,  en  outre  de  la  condition  d'invariabilité  de  volume  (ici 
l'invariabilité  de  l'aire  de  la  section  droite),  nous  devons  introduire 
encore  la  condition  que  la  courbe,  périmètre  de  la  section  droit 
ferme.  C'est-à-dire  que  la  distance  angulaire  entre  deux  maxima  suc- 
cessifs de  r  soit  un  sous-multiple  de  21t.  Sans  cela,  la  courbe  obtenue 
ne  correspondra  à  aucune  ligure  réelle. 

Nous  ainons  ainsi  deux  conditions  auxquelles  doivenl  satisfaire  les 
trois  constantes  r/,  A.  c.  <  les  conditions,  qui  exprimeront  que  l'aire  de 
la  section  droite  est  constante,  el  que  le  nombre  de  maxima  de-  r 
(nombre  de  côtés)  est  égal  à  n,  nous  permettront  d'exprimer  toutes 
les  constantes  en  fonction  de  <•>■  Pour  avoir  toutes  les  variations  <!«•  la 
figure  à  //  côtés,  nous  donnerons  à  eu  toutes  tes  valeurs  à  partii 
de  <<>      (oN  {  \  itesse  de  bifurcation  ). 


3o2 
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Kn  répétant,  mot  à  mot  la  discussion  que  nous  avons  faite  pour  les 
figures  de  révolution  (ma  première  Thèse,  troisième  Partie  ),  nous 
verrons  que,  a>  croissant,  le  discriminant  Ir  —  l^ac  est  d'abord  négatif, 
ensuite  nul  et  enfin  positif.  La  section  droite  prend  alors  successive- 
ment les  formes  analogues  aux  méridiens  des  figures  de  révolution. 
Pour  gd  voisine  de  wB)  les  saillies  ne  sont  pas  très  prononcées  et  la  ligne 
est  ondulée  par  rapport  au  cercle  du  cylindre.  Quand  w  croît,  les 
saillies  deviennent  plus  fortes,  et,  quand  h2  —  \<-  devient  positif,  elles 
reçoivent  des  étranglements  latéraux  qui  s'accentuent  et  puis  se 
rencontrent.  La  courbe  a  alors  un  point  double  à  chaque  saillie, 
lleprésentons  ces  variations  pour  le  cas  de  n  =  2. 


//-'  —  ac  <  o. 


i    _  —  ac  > 


Si  oj  croit  encore,  il  se  forme  deux  point-  doubles  à  chaque  saillie. 
Ensuite,  les  tangentes  aux  points  doubles  coïncidenl  el  deviennent 
perpendiculaires  au  rayon  vecteur.  Enfin,  la  courbe  se  décompose 
en  trois  combes  distinctes.  Ces  trois  cas  son!  représentés  sur  les 
ligures  3,  \  et  5. 

Nous  aurons  la  même  succession  de  Ggures  si  nous  prenons 
»  =  3,  i-  5 

Il  faut  seulemenl  remarquer  que  les  figures  '>.  1  el  5  n'ont  aucune 
signification  réelle,  car  le  Liquide  ayanl  pi  is  la  forme  de  la  figure  2  se 
divise  en  trois  parties.  Ces  parties,  une  foi<  détachées  l'une  de  l'autre, 
prennent  la  forme  de  la  figure  1  comme  -1  elles  étaient  libres. 

En  résumant,  nous  pouvons  dire  que,  lorsque  tu  croît,  toutes  les 
saillies  s'allongent,  puis  reçoivenl  des  étranglements  latéraux,  enfin 
donnent  naissance  chacune  à  un  petit  cylindre  qui  jouera  le  rôle  de 
satellite.  La  figure  à  n  saillies  produira  alors  n  satellites. 

Il  est  utile  de  noter  ici,  encore  une  fois,  que  les  calculs  nécessaires 
pour  la  détermination  des  consl  intes  a,  6,  c  en  fonction  de  tg  sont 
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impossibles  à  effectuer,  les    intégrales   donnant  ces  relations  étant 
hyperelliptiques.  Nous  ne  pouvons  donc  que  résoudre  le  problème 


inverse  :  se  donner  arbitrairement  les  valeurs  des  constantes  el  déter- 
miner la  figure  correspondante  et  le  cylindre  duquel  elle  provient. 

Mi.    Résumé.         Pour  résumer  notre  analyse,   considérons   une 

masse  liquide  à  l'état  d'équilibre  statique.  Ensuite,  imprin -  à  cette 

masse  une  rotation  autour  d'un  axe  fixe  el  faisons  croître  peu  à  peu  la 
vitesse  angulaire.  La  figure  de  la  masse  liquide  se  modifiera,  mais  elle 
affectera  toujours  une  figure  d'équilibre  stable. 

Tâchons  de  suivre  ces  transformations  à  partir  de  la  forme  cylin- 
drique. Considérons  d'abord  un  cylindre  de  longueur  finie  limité  en 
haut  et  en  bas  par  deux  disques  circulaires.  Nous  devons  considi 
ici  deux  cas  différents  :  i  "  le  cylindre  esl  large  et  court, 


0,81  i 
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et  2°  le  cylindre  est  long, 

—  >o,8n8. 
ma 

Dans  le  premier  cas,  la  figure  restera  cylindrique  jusqu'au  moment 
où  la  vitesse  angulaire  atteindra  la  valeur 

-   r £,(»-'-?>' 


6aA3 
ou 

n 


/'^t?(3-o,i394)  =  2,8606;    - 


6rt/r  J     bah1 

Lorsque  la  vitesse  w  croît  encore,  le  cylindre,  d'abord  droit*  alï'ec- 
tera  un  renflement  au  milieu  et  deux  creux  près  des  bases  (  '  |. 
Ensuite  ce  renflement  deviendra  de  plus  en  plus  prononcé,  s  aplatira 
d'abord  dans  le  sens  de  l'axe  de  rotation,  recevra  ensuite  des  .creux 
circulaires  en  baut  et  en  bas,  et  enfin  laissera  se  détacher  un  anneau 
qui  continuera  à  tourner  sous  l'impulsion  de  la  force  vive  acquise. 
Quanl  à  la  masse  centrale,  e  1 1  « ■  changera  brusquement  de  forme  et 
son  mouvement  ne  sera  plus  régi  par  les  équations  que  nous  avons 
établies.  En  effet,  la  masse  liquide  axant  diminué  de  volume  après  le 
détachement  de  l'anneau,  la  figure  d'équilibre  statique  oe  sérail  plus 
le  cylindre,  mais  un  onduloïde  ou  un  nodoïde  creux.  Le  point  de  dépari 
étanl  -lilTérent,  toute  l'analyse  doit  être  refaite  de  nouveau. 

Nous  obtenons  le  résultat  analogue  pour  le  deuxième  cas,  où  le 
cylindre  est  Ion  \ 

La  figure  cylindrique  reste  stable  jusqu'au  momenl  où  la  vitesse 
angulaire  atteint 

'- 


■ 


Après  quoi,  lecylindre  recevra  un  renflement  près  d'une  base  et  un 
creux  près  de  l'autre.  La  vitesse  ci  tissant  toujours,  le  renflement  devient 

de  plus  en  plus  prononcé  et,  Gnalement,  laisse  se  détacher  un  ai au. 

Ensuite  l'anneau  tournera  séparément,  el  la  masse  centrale  changera 
brusquement  de  forme  en  prenant  une  figure  d'équilibre  correspon- 
dant, non  plus  au  exlindre  circulaire,  mais  à  un  onduloïde  ou  à  un 
nodoïde,  comme  nous  l'avons  montre  pour  le  premier  cas. 

(  ')   Voir  pag- 
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Si  la  masse  liquide  est  assujettie  à  rester  cylindrique  et  si  là  figure 
primitive  est  un  cylindre  indéfini,  les  déformations  successives  sont 
déjà  données  par  les  figures  i  et  2.  La  forme  du  cylindre  satellite  sera 
donnée  par  la  figure  5. 

Mais  ce  cas  ne  présente  aucun  intérêt  pratique,  car  tous  ces 
cylindres  sont  irréalisables. 


DEUXIEME  PARTIE. 

Sur  une  nouvelle  figure  d'équilibre  d'une  masse  fluide 
en  rotation. 


1.  Introduction.  —  Toutes  les  figures  d'équilibre  d'une  masse 
fluide  homogène  en  rotation,  soumise  aux  seules  forces  nevvtoniennes 
étudiées  jusqu'à  ce  moment,  étaient  des  figures  limitées  par  une  sur- 
face fermée  d'un  seul  tenant  ('). 

Nous  voulons  démontrer  maintenant  qu'il  existe  aussi  des  figures 
d'équilibre  creuses,  c'est-à-dire  limitées  par  deux  surfaces  distinctes 
ne  se  coupant  pas. 

Nous  ne  nous  occuperons  ici  que  des  figures  dont  on  connaît  actuel- 
lement le  potentiel  newtonien,  autrement  dit,  des  figures  limitées  par 
des  ellipsoïdes  ou  par  des  cylindres  elliptiques  ou  circulaires. 

Nous  montrerons  que,  parmi  toutes  ces  ligures,  seule  la  couche 
cylindrique  de  révolution  peut  présenter  une  figure  d'équilibre.  Cette 
figure  existe  pour  toutes  les  valeurs  de  la  vitesse  angulaire  u  depuis 
a)  =  o  jusqu'à  oj  =  v  2~,  et  présente  deux  séries  discontinues  el  infi- 
nies de  figures  de  bifurcation. 

Chacune  de  ces  figures  peut  donner  naissance  à  une  nouvelle  série 
de  figures  d'équilibre. 

(l)    Voir  P.  Appbll,    Traité   tic   Mécanique^    l.    III.  Poincaré,    /  ■_ 

d^équilibre  d'une  masse  fluide  en   rotation^  leçons  professées  à  la  Sorbonne 
en  1900,  ou  ^<>ii  Mémoire  classique  dan»  le  n°  \  Il  des    Ida  rnathematica,  iVn  ■ 
—  Liapounoff,  Sur  les  figures  d'équilibre  peu    différentes   r/<  s    etlif  - 
(Mémoires  de  /'  Icadémie  des  Sciences  de  Saint  /'  I  nlin, 

ma  Thèse  Sur  quelques  nouvelles   figures  d'équilibre  d'une  masse  fluid 
rotation  (Journal  de  Mathématiques^  1916). 

Journ.  de  Math.  (8*  série),  tome  II.-      Vnnée  rgig. 
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il.  Impossibilité  des  figures  creuses  ellipsoïdales.  —  Imaginons 
une  masse  fluide  homogène,  limitée  par  deux  ellipsoïdes  homothé- 
tiques,  soumise  aux  seules  forces  newtoniennes  et  tournant  autour 
d'un  axe  fixe  commun  aux  deux  ellipsoïdes,  avec  une  vitesse  angulaire 
constante.  Nous  prendrons  Taxe  de  rotation  pour  axe  O;. 

Le  liquide  affecte  donc  la  ligure  d'une  couche  elliptique.  Nous 
savons  qu'à  l'intérieur  d'une  telle  couche  (à  l'intérieur  de  l'ellipsoïde 
intérieur),  le  potentiel  reste  constant. 

Donc  la  fonction  des  forces  à  l'intérieur  et. sur  la  surface  intérieure 
est  donnée  par  la  formule  suivante  : 


co  désignant  la  vitesse  angulaire.  Soit 


./-         y-        z- 

4r  H 7  —  1=0 

a-         l>-         c- 


l'équatiori  de  l'ellipsoïde  intérieur. 

Si  la  masse  fluide  est  en  équilibre  relatif,  cet  ellipsoïde  présente  11111' 
surface  de  niveau  et,  par  conséquent  ses  coefficients  doivent  vérifier 
les  relations  suivantes  : 


2 


qui  |:^i\ 'Mt  '''h e  vérifiées  de  deux  manièi es  : 
1" 
.iiche  elliptique  est  un  cllips<  i  le  plein. 

)."  "  c  - 

la  couche  ellipsoïdale  dégénère  en   une  couche  cylindrique  de  révo- 
lution. 

Par  conséquent,  parmi  toutes  les  figures  ellipsoïdales  limitées  par 
deux  surfaces  homothétiqui  .-Mini  ordre,  seule  la  couche  cylin- 

drique de  révolution  présente  une  figure  d'équilibre. 

I».  Ellipsoïdes  homo focaux.  —  Montrons  maintenant  l'impossibi- 
lité de  la  figure  d'équilibre  limitée  par  deux  ellipsoïdes  homofocaux. 
Mais  pour  cela  nous  devons  introduire  les  coordonnées  ellipliqu 
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Kn  admettant  les  notations  de  Poi  indrons  [our- 

les coordonnées  d'un  point  (x,  y,  z)  les  racines  p,  u.,  v  do  L'équation 
en  X 

(  '  t? :  -t-  -  ,       ,  ,  +  -t i 

/-         a  /-  —  h-  I 

et  nous  désignerons  par  R,  et  S,-  les  fonctions  de  Lamé  de  premièi 
de  seconde  espèce.  Ces  fonctions  ne  dépendent  que  de  p  et  conser\ 
une  valeur  constante  sur  la  surface  de  chacun  des  ellipsoïdes  api 
tenant  à  la  famille  (i). 

A  chaque  valeur  de  p,  prise  entre  ao  et  a,  correspond  un  ellipt 
de  cette  famille,  et  par  chaque  point  de  l'espace  passe  un  de  ces  ellip- 
soïdes. 

Ceci  posé,  l'appelons  que  pour  n  --  i  nous  n'aurons  qu'une  fonction 
de  Lamé  (  n  désignant  ici  l'ordre  de  la  fonction  |  : 

l; 
Pour  //  =  2,  nous  en  aurons  trois  : 


Ri       \o'-— a-, 

li,-  \fp2—  //-, 

Pour  n  =  3,  nous  aurons  déjà  cinq  fonctions;  et,  en  général,  pour  n 
quelconque,  nous  aurons  in  —  i  fonctions  différentes. 

Si,  dans  R.,-,  nous  remplaçons  p  par  ut,  ou  par  v,  nous  aurons  les  fonc- 
tions analogues  que  nous  désignons  par  M,  et  N  . 

Les  fonctions  de  seconde  espèce,  S,,  sont  données  par  la  formule 
suivante  : 

P  dp 


Avec  ces  notations,  et  en  posant 


A,        ,  /' 


v  I  a        b*)  i  a1  \ 

i 


(  '  i  Voir  Figures  d  équilibre ...  il»'  l'oinci i  voir  ma  premié      l 


ioS 
on  aur;i 
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a  --//.Il,  M  .  V  ;         y  =  A2lUM2N,;  ;  =  h3  R,  M,  N,. 

Considérons  un  ellipsoïde  E0,  ayant  pour  équation 

r 
1  Su 


IL 
WV 


];"- 


Son  potentiel  en  un  point  extérieur  (  \  .  \ \  z)  sera  alors  donné  par  la 
formule  suivante  : 


(2) 


V, 


l;  i;  '.■> 


consL. 


T  étant  le  volume  de  l'ellipsoïde  E0 

I         ' -R.RjH, 

et  les  fonctions  S,-  et  R/(i  =  1,2,  3)  correspondant  à  r  ellipsoïde  de  la 
famille  (1)  passant  par  le  point  (./•.  v.  5  \. 

lui  un  point  situé  à  l'intérieur  de  I .  .  ce  potentiel  prend  la  forme 


(3) 


\ 


iv: 


- 


-f-  consl  . 


S;  el   K,°  désignant  les  valeurs  des  S    el  II,  qu'elles  prennent  sur  la 
surface  de  l'ellipsoïde  E0. 

Imaginons  maintenant  une  couche  ellipsoïdale  limitée  par  deux 
ellipsoïdes  homofocaux  :  à  l'extérieur  par  I.'  el  à  l'intérieur  par  l'ellip- 
soïde E',  dont  l'équation  s'écrira 


(E') 


li,2        R 


R',2 


7  I   —  O. 


En  désignant  encore  par  p'  la  valeur  de  p  correspondant  à  l'ellip- 
soïde E',  nous  verrons  facilement  que 


Soient  A  le  volume  de  l'ellipsoïde  extérieur  E°  et  B  celui  de  l'ellip- 
soïde intérieur  E'.  Le  volume  de  la  couche  sera  alors 


I        \  -  R. 
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En  un  point  extérieur,  le  potentiel  de  cette  couche  sera  égal  à  la 
différence  des  potentiels  des  ellipsoïdes  E0  et  h.  et,  en  vertu  des  for- 
mules (2)  et  (3),  sera  donné  par  la  formule  suivanl 


V 


\-BTS,    ,       S,    ,       S3     1 


con  si . 


Sur  la  surface  extérieure  du  fluide,  c'est-à-dire  sur  la  surface  de  I    . 
ce  potentiel  prend  évidemment  la  forme  suivante  : 


(4) 


V2 


a  -  p>  r  s; 


rs? 


CO  co 

12  r2-+-  — *-  z* 


En  remarquant  que  chaque  point  de  la  surface  E'  est  intérieur  à  I  . 
nous  aurons  pour  les  valeurs  du  potentiel  sur  la  surface  I",  la  formule 
suivante  : 


(5)    Vi=-- 


R? 


Sf 

«s 


S2 


li  ^  w  J  w   " 


const. 


Si  la  couche  présente  une  figure  d'équilibre  pour  une  certaine  valeur 
de  la  vitesse  angulaire  co,  et  si  l'on  suppose  que  la  pression  exercée  sur 
chacune  des  deux  surfaces  libres  soit  la  même,  la  fonction  des  forces 


(6) 


t 


(#*+ /*)  +  V 


doit  alors  prendre  la  même  valeur  constante  sur  chacun   des  deux 
ellipsoïdes  E"  et  E'. 

Remplaçons  les  variables  x,  y,  z  par  leurs  valeurs  en  fonction 
des  R,,  M,,  N/5  et,  en  vertu  des  formules  (4),  (5)  et  (6),  nous  poiirn>n> 
écrire 


U°—  T— —  A~B  -^  1  //'li"'M    V 

[  2  2      iv;J    «    '      '    ' 


[t 


B  s^; 
Rî 


a:  R"2MîN!! 


_    12  1,  ■  |;      \|    V 


U"  désignant  la  valeur  que  prend  U  sur  E' 
De  même,  sur  F/,  U  devient 


2   R? 


!  •       C  I    \ 

'    I  //-  Il  '  M'  \ 


^-*iKt^™  (t|  n  — 


3io 

Mais  nous  devons  avoir 
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u»  =  t; 


identiquement,  c'est-à-dire  pour  toutes  les  valeurs  de  11  et  de  v.  Nous 
pouvons  donc  identifier  les  coefficients  des  divers  produits  M„  N„  et 
nous  aurons  les  trois  équations  suivantes  : 


(7) 


2 
2 


A-B  S? 


B   SS 


2  K1^ 

a-bs; 

"       !0   " 


R°J     '    '         2         2  R°    ■    2   R'J     '  ' 

2      ""    2     11         '"    2    R'J        '"' 


R$ 


R?*  — 
RV    = 


\  sj 

l;  ■ 


B    - 

2  r; 


R    . 


Nous  pouvons  écrire  encore  quatre  équations  [dont  deux  seulement 
seraient  distinctes  des  équations  (7  )j  en  exprimant  qiu1  !  -1  I  sont 
constantes  respectivement  sur  les  surfaces  K"  et  E'.  Mais  il  nous  suffira 
de  démontrer  l'impossibilité  de  la  dernière  des  équations  déjà  écrites 
pour  démontrer  l'impossibilité  des  figures  considérées. 

Ecrivons  cette  équation  comme  il  suit  : 


(8) 


(A-B)|(Ro2_R?)=B(|-|      i; 


et  montrons  qu'elle  est  impossible.  Pour  cela,  rappelons  que,  dans  nos 
notations, 

R?  =  y/pS-«»,        L        ^,i~P.        Rf  =  N/^r7ï, 

I". ,  -  y/o'2  _  a2 .  R  \  '/-■-  b-,  !  I       -  v/0'1  — r-  : 


enfin 


^        l;       y/(pî-a*)(pî- 


6«)(p»-c«) 


Désignons  par  ./:  la  variable  d'intégration,  posons,  poui   abréger 
l'écriture, 


\     vi—ai){xt—  bi)(xi—c1) 
rappelons  que  nous  aurons,  pour  /        i. 


-     '  )  >  o  ; 


ETUDE     DES     MOUVEMENTS    DUNE     M  >TATIO> 


>  :  i 


et 


m  fin 


H  1)2  D'-2  ,  î 

3      —  M3    —  fJU 

Formons  maintenant  la  différence 


■  p'2>  o. 


S"        _>v        -|     f  o{x\dx  Ç"  o ( x )  <l.r  < 

Par  conséquent,  l'équation  (  8  )  ne  peut  jamais  être  vérifiée,  l< 
membres  de  cette  équation   étant  de  signes    différents.   Les   condi- 
tions (y)  ne  peuvent  donc  jamais  être  vérifiées  et  la  figure  envis.i_ 
est  impossible. 

Par   conséquent,  une   couche   fluide  limitée   par  deux    ellipsoïdes 
homofocaux  et  tournant  autour  de  leur  axe  commun  avec  une  vil 
angulaire  constante  ne  peut  jamais  être  en  équilibre  relatif. 

(   .    Q.    !  .    Ii. 

Nous  aurons  toujours  le  même  résultat  en  supposant  que  la  pr< 
extérieure,  étant  constante  le  long  de  chaque  surface,  est  différente 
sur  les  deux  surfaces.  La  condition  d'équilibre  s'écrira  alors 

I  l         const. 

et  les  conditions  (  -  )  resteront  les  mêmes. 

4.  Cas  général.  Ellipsoïdes  quelconques.  —  Considérons  main- 
tenant le  cas  le  plus  général,  où  les  ellipsoïdes  L"  el  I.  ne  sont  ni 
homothétiques  ni  homofocaux.  Mous  supposerons  seulement  qu'ils 
ont  le  même  centre  et  les  mêmes  axes  principaux. 

Désignons  par  II,  et  S,- les  fonctions  de  Lamé  correspondant  à  la 
famille  des  ellipsoïdes  homofocaux  à  l'ellipsoïde  I.  .La  fonction  des 
Corées  I    prendra  alors  dans  ce  cas  sur  L"  la  valeur  suivante  : 


I  '.. 


\  -,     I 

s  H-'         •    |... 


■  1; 


'    l;     M    \ 


M     \ 


.  )  I  2 
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Seulement  les  fonctions  \V  et  S"  (/  =  i ,  2,  3)  ne  sont  plus  constantes 
sur  L",  car  E°  et   E'  ne  sont  pas  homofocaux.   Nous  pouvons  donc 

('•crire 

S» 

ou,  en  développant  ç-,(;j.,  v)  en  série  de  produits  de  Lamé, 

"s77  s 

=  rr,',       ZA'M  N 

h?  •>/ 


De  même 


R" 


R!! 


2A    M    N.. 


S" 

iv;       H 
En  portant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  U",  nous  aurons 


U«=l- 


\       B  - 


_!î|;,:|/,    l;       M     N  —  M     N  d.  y 

où  ^({J-,  v),  développée  en  série  des  produits  de  Lamé,  ne  contiendra 
pas  de  fonctions  de  Lamé  de  degré  inférieur  à  '>,  cai  M  N  .  M  N  . 
\l  '  V  sonl  du  deuxième  degré  et,  par  conséquent,  leur  produil  par 
une  somme  de  Lamé  ne  pourra  jamais  contenir  des  termes  au-di  fs<  i  s 
du  troisième  degré. 

En  faisant  !»■  même  calcul  pour  I  '.  nous  aurons 


-     Il"  ■      ,. 


X      "                 B       S  û         M       V 

-  A     I.      VI     \ 

■    l<!  •     H 

H       r|  +  "|  *?=!"!  m  ■■■- 


'l>(u.,  v)ne  contenant  pas  de  termes  en  ■>.  el   /  de  degré  inférieur  au 

troisième. 
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En  écrivant  que 

I  -      I 

cl  en  identifiant  les  coefficients  des  différents  produits  de  Lame,  i 
aurons  une  infinité  de  conditions  parmi  lesquelles  figureront  au   pr< 
mier  plan  les  conditions  analogues  aux  conditio  La  dernière  de 

ces  conditions  s'écrira 

a    n  s» ;  a  >      h  s7;  i— - 


ou  encore 

(9)  ( 


2  I'.!,'        '         '  (     2      H"  9.       |; 

A-B)|j    ft'HS'      ÂfK?         B/|        S     (ï    r 


De  la  même  manière,  nous  pouvons  écrire  deux  autres  équation-  : 

(9')  (a-b)|J(/,;r;'    a;m,       B^-.A^ivT, 

(9")  I  ^       B)^U»R5»      hlT^)       B(  |     .  AWîç. 

Pour  démontrer  l'impossibilité  des  ligures  considérées,  il  nous  suf- 
fira  de  démontrer  l'impossibilité   de  l'une   des  équations   (9), 
ou  (9"). 

Considérons  un  ellipsoïde  E"  homofocal  à  E°  et  tangent  à  I.  de 
manière  qu'il  lui  soit  tout  extérieur.  Choisissons  encore  les  constantes 
a",  b",  c"  relatives  à  l'ellipsoïde  E"  de  manière  que  p  soit  le  même 
pour  E'  et  E".  11  suffira  pour  cela  de  prendre 

<?"=«,  OU  h         l>.  ou  -•         c, 

suivant  que  les  ellipsoïdes  se  touchent  suivant  les  sommets  situés  sur 
l'axe  O./7,  l'axe  ()y  ou  l'axe  O^. 

Supposons  d'abord  que  les  ellipsoïdes  se  touchent  suivant  l'axe  <  >  :. 
Nous  aurons  alors 

c"  =  c,        b">7>, 
ensuite 

h;;  =  17;.       /,  ,-■     /,., 

Ceci  posé,  démontrons  <jue  l'équation  (9)  <'st  impossible.  Pour  cela,  il 

fourn.  de  Malh.   (s"  série),  tome  II.—    tnnee  ignj  I" 
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nous  suffira  de  démontrer  les  inégalités  suivantes  : 

Ci)  c7 

(*)  4-w,<0- 

Mais  nous  avons  déjà  démontré  dans  le  numéro  précédent  que,  si  E* 
est  intérieur  par  rapport  à  E°,  nous  aurons  : 

(a')  A»R$»-À7B     >o, 

g 

<*')  Kf     ,;;     »• 

Or,  nous  voyons  que 

et  par  conséquent  l'inégalité  l  a  |  esl  bien  vérifiée.  Ensuite 

l;  h;       J  **  — c' 

car 

■  o(x)>o. 

Donc  l'inégalité  (A)  est  aussi  vérifiée  et  les  ligures  envisagées  sont 
impossibles. 

Si,  au  lieu  d'avoir  <■  =  c,  nous  avons  a  a  ou  6  =  A,  nous  consi- 
dérons Téquation  (g  |  ou  l  9   »  et  la  conclusion  reste  la  même. 

Des  calculs  analogues  nous  montrent  qu'il  est  impossible  d'avoir  des 
ligures  d'équilibre  ayant  la  forme  d'une  couche  limitée  par  doux 
cylindres  autres  que  deux  <\  lindres  circulaires  de  même  axe. 

Par  conséquent,  la  seule  ligure  possible  d  équilibre  limitée  par  deux 
surfaces  du  second  ordre  est  la  couche  cylindrique  de  révolution. 

C'est  donc  de  cette  figure  (pie  nous  nous  occuperons  dans  la  suite. 

.">.  Conditions  d^équilibre  d'une  couche  cylindrique  il''  révo- 
lution. —  Nous  savons  que  le  potentiel  d'un  cylindre  circulaire  indé- 
fini, de  rayon  H,  est  donné  par  les  formules 


(10) 


\  \        -stïR'J  (;       rrR'+C, 
(  V/=   -np'--\  1  . 
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p  étant  la  distance  du  point  considéré  à  l'axe  du  cylindre  et  C  une 

constante. 

Imaginons  maintenant  une  masse  fluide  homogène,  de  densité  i, 
limitée  par  deux  cylindres  circulaires  de  même  axe  et  de  rayons 

R         et         / •  =  /,  li. 

k  désignant  le  rapport  des  rayons  (o</f<i).  Le  potentiel  de  notre 
masse  étant  égal  à  la  différence  des  potentiels  des  cylindres  <!«•  i  ayons 
Il  et  /•,  nous  verrons  que  ce  potentiel  sera  donne  par  les  Ici  mules 
suivantes  : 

i°  A  l'extérieur  de  la  masse  fluide  (p  >>  Il  >, 

2°  A  l'intérieur  de  la  masse  fluide  (/•  <  p  <  R), 
(m)  \     =-7r(p2-*2R2)  -t-aTTA^L-L 

3°  Dans  le  creux  (p  <  /•),  le  potentiel  est  constant,  égal  à  C. 

En  faisant  p  =  I»  et  p  =  r  =  /.  R  dans  la  formule  un,  nous  aurons 
les  valeurs  suivantes  pour  le  potentiel  sur  les  deux  sui  faces  : 

\,'.'      _t:K*(i  _/,-*+  rL/.-'j  +  C, 

\     =c. 


Supposons  maintenant  que  noire  masse  fluide  tourne  autour  de  son 
axe  avec   une  vitesse  angulaire  constante  co.   La  fonction  d< 
à  l'intérieur  de  la  masse  fluide  sera 

(12)  [î,  =  ^p*-  7r(p5-*«R')    \-2Ttk*K    I.      |;        C 

et  sur  les  deux  surfaces 

I  ;■        -R*       -li  -,  .       /.  '      /.    I .  . 

I    i  i;-      (  . 

En  supposant  que  la  pression  «'si  la  même  sur  les  deux  surfaces,  n 
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aurons  les  conditions  d'équilibre  en  écrivant  que 

ce  qui  donne  la  condition  d'équilibre  cherchée  : 

Il  est  facile  devoir  que,  lorsque  À  varie  de  car,  f(k2  »  varie  de  i  à  o 
et  passe  une  fois  par  toutes  les  valeurs  comprises  entre  i  et  o.  Par 
conséquent,  pour  toutes  les  valeurs  de  oj  comprises  entre  o  et  \  -2~,  il 
existe  une  et  une  seule  figure  d'équilibre,  déterminée  par  la  valeur  du 
rapport  A  des  deux  rayons. 

Remarque.  —  En  supposant  que  la  pression  n'est  pas  la  même  sur 
les  deux  surfaces,  nous  aurons  une  condition  d'équilibre  identique, 
à  cela  près  que  co  pourra  varier  entre  d'autres  limites. 

Soient,  en  effet,  p,.  et  />,  les  pressions  sur  la  surface  extérieure  et  sur 
la  surface  intérieure.  La  condition  d'équilibre  sera 

I  r  n°—  n 

cequi  donne,  en  posant 

1  TZ -      '  '       '  ■    I  • 

■J.T.  I  —   /.  " 

On  voit  ainsi  que  si  C  >  o( [pe  >  /?,),  la  quantité  —  peut  varier  entre  C 

cl  C,  h- i.  Les  ligures  creuses  sont  alors  impossibles  pour  une  vitesse 
assez  petite. 

Si   —  i  <  C  <  o,  pc<C  Ph  mais  la  différence  n'est  pas  très  grande, 

—  varie  entre  o  et  C-+- 1.  Les  ligures  creuses  sont  impossibles  pour  des 

vitesses  se   rapprochant    de  (o  —  \:>~,  et    les    figures    trop    dilatées 
n'existent  pas. 

Si  enfin  C  <C  —  r,  pt—  pc  trop- grande,  aucune  figure  d'équilibre 
n'est  possible. 

(».    Figures  (Vèquilibre  infiniment  voisines  d'une  couche  cylin- 
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drique  de  révolution.  Position    du  problème.    —    Imaginons    une 
masse  fluide  homogène,  de  densité  i.  tournant  autour  d'un  axe  t 
à  la  manière  d'un  solide  avec  une  vitesse  angulaire  constante  »,  et 
affectant,  comme   figure  d'équilibre   relatif,    la   figure   d' 
cylindrique  de  révolution. 

\ous  déformons  cette  couche  en  appliquant  sur  chacune  de  se> 
faces  une  couche  d'épaisseur  infiniment  petite,  constante  le  long  de 
chaque  génératrice,  et  de  masse  totale  nulle  <  )n  demande  quelle  doit 
être  la  figure  primitive  ( figure  de  bifurcation)  et  quelles  doivent  i 
les  couches  appliquées  pour  que  la  nouvelle  figui  l'équilib 

Soient  'C(.  et  C,  les  épaisseurs  des  couches  extérieure  et  inti 
et  r  et  w>  leurs  potentiels  respectifs.  En  conservant  les  Dotations  du 
numéro  précédent,  nous  compterons  les  te  et  £,•  dans  la  direction  de  la 
normale  extérieure  au  fluide. 

Dans  ces  conditions,  la  fonction  des  forces  prend  la  foi  me 

I  I         -e-f-.r. 

Pour  calculer  U  sur  la  surface  extérieure  et  sur  la  surface   inté- 
rieure, nous  la  considérerons  comme  fonction  de  p  et  nous  la  dével 
perons  suivant  les  puissances  de  \z      '1  et  uous  aurons,  pour  la  sui  : 
extérieure  par  exemple, 

|  [U]p     R      ;,      :(U«-H'  +  (i')P=|i+   -j       I 

, .  .  i ,  dv        dw  ■       .    e>    .  i  i 

lui  considérant    ,    et         comme  des  înliniment  petits  de  nn'iu 'dre 

dp        âp  ' 

<pie  '_',  et  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supéi  ieur  au  pi  e- 
mier,  nous  aurons  finalement 

ui)  »  «  n  ,  '    I 

De  même  pour  la  surface  intérieure 

il 

Pour  que  la  figure  déformée  soil  d'équilibre,  non-  devons  avoir 

I  ! 
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Mais  la  figure  primitive  était  d'équilibre,  nous  avons  donc 

i  :•'  =  i 

et  la  condition  d'équilibre  prendra  la  forme  définitive 


(-6)     [r\ 


!Kf«+«-+(^)P=*=-  bu- 


(  i'i)?=r  +  <' 


Nous  développerons  ensuite  toutes  les  valeurs  qui  entrent  dans 
celle  double  condition  en  séries  suivant  une  variable  convenablement 
choisie,  et,  en  identifiant  les  coefficients  des  termes  semblables,  nous 
obtiendrons  une  double  série  de  conditions  qui  nous  permettront  de 
calculer  les  épaisseurs  te  et  t{  des  couches  déformantes  et  le  rapport 
des  rayons 


qui  détermineront  la  nouvelle  figure  d'équilibre  et  la  figure  de  bifur- 
cation. 

Comme  nos  figures  sont  cylindriques,  chacune  d'elles  sera  com- 
plètement déterminée  par  sa  section  droite.  Le  problème  se  réduit  à 
un  problème  de  deux  dimensions.  Au  lieu  des  volumes  des  cylindres, 
nous  considérerons  des  aires  de  leurs  sections  droites.  Les  couches 
cylindriques  seront  remplacées  par  des  couronm  ulaires.    Les 

couches  de  l'épaisseur  £  deviendront  bandes  de  largeur  '-  el  enfin,  au 
lieu  de  potentiels  newloniens,  nous  chercherons  les  potentiels  loga- 
rithmiques. 

Mais,  d'abord,  nous  devons  traiter  quelques  questions  auxiliaires. 

7.  Problème  de  Diriciilf/i  pour  in  cercle  dans  i\  plan.  Etant 
données  les  valeurs  il' une  fonction  harmonique  sur  un  cert  le  de 
rayon  \\  et  à  lin  fini,  trouver  celte  fonction  à  l'intérieur  <■/  à  l'exté- 
rieur du  cercle. 

Tout''  fonction  harmonique  \  peul  être  développée  sur  le  cercle  de 
ra\  on  I!  en  une  série  trigonométi  ique 


Z« 


I  '•    sin  n  rj 


l'indice  o  désignant  les  valeurs  de  la  fonction  sur  le  cercle. 
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Ceci  posé,  le  problème  de  Dirichlet  se  résout  immédiatement,  et 
nous  aurons,  à  l'intérieur  : 


et  à  l'extérieur, 


V,    -^  p"(  V,  cos/j  3      li„-in  // 

n 

Ve~ ^,  — —  (A,t  coswfl   hB„sin/j 


o  étant  une  fonction  harmonique  s'annulant  sur  le  cercle  et  prenant 
à  l'infini  la  valeur  que  doit  prendre  V,  et  p  la  distance  du  point  consi- 
déré au  centre  du  cercle. 

En  effet,  les  fonctions  V,  et  Ve  sont  harmoniques  et  deviennent,  sur 
le  cercle  (p  =  R),  égales  à  V0. 

Notre  problème  est  ramené  ainsi  à  un  problème  analogue  Mais 
dans  beaucoup  de  cas  particuliers,  la  fonction  m  peut  être  facilement 
déterminée.  Par  exemple,  si  Y  doit  s'annuler  à  l'infini,  la  fonction  m 
est  identiquement  nulle.  Si  V  est  le  potentiel  logarithmique  d'une 
aire  de  masse  M,  on  aura  évidemment 

mi  R 

P 

8.  Potentiel  logarithmique  d'une  bande  circulaire  homogène. — 
Nous  appellerons  bande  circulaire  l'aire  comprise  entre  le  cercle 
donné  et  une  courbe  quelconque. 

Nous  appellerons  largeur  de  la  bande  la  distance  entre  le  cercle  et 
la  courbe,  mesurée  suivant  le  rayon.  Si  cette  largeur  esl  infiniment 
petite,  nous  dirons  que  la  courbe  est  infiniment  voisine  du  cei  cle. 

Nous  désignerons  par  '(  la  largeur  de  la  bande  et  nous  la  considére- 
rons comme  fonction  de  l'angle  polaire  0,  et  nous  supposerons  qu'elle 
est  développable  en  une  série  trigonométrique  de  la  tonne 

(17)  'Ç=.\\\"(\llfi>s/i0   hB„sin/j 

ri  —  0 

Cherchons  le  potentiel  logarithmique  de  cettt'  bande  sous  forme 
d'une  série  analogue,  (le  potentiel  étant  une  fonction  harmonique 


320  I!.     GLOBA.-MIKHAÏLENKO. 

nous  pouvons  écrire 

V.       V  H",  Xn  cosn  -    5in  n 

\  :  2,  ?"    *"  y-n  COS«  f1  —   (3„  SÎn  //  >>), 

n  =  û 

v^  R2"  I'. 

\  ,    --  >  — —  (  y.n  cos  n  y        :    -i  n  n  M  log  —  ; 

n  =  0 

M  étant  la  masse  de  la  bande,  ou,  en  supposant  que  la  densité  super- 
ficielle est  égale  à  i,  M  désignera  aussi  l'aire  de  notre  bande. 

Nous  supposons  encore  que  la  bande  est  infiniment  mince  et  que  la 
tangente  à  la  courbe  déterminant  la  couche  fait  avec  le  rayon  un  angle 
infiniment  voisin  d'un  angle  droit.  Nous  pourrons  alors  considérer  '-' 
comme  densité  linéaire  d'une  masse  répandue  sur  la  circonférence  du 
cercle  donné. 

Nous  savons  que  le  potentiel  logarithmique  d'une  telle  masse  vérifie 
la  condition  suivante  : 

\OHiJ  o 

Cette  relation  peut  s'écrire 


( 


,A 


et,  en  effectuant  les  opérations,  on  aura 

V  '  I'"    '(a„cos  i  :    sin  n  9) 

—  N  nRM_,(aRcosi  i«  sin //  6)       — 

=  —  2  7i  2_,  R"  (  A-«  cos//  9  -+-  B„  sin/ 
L'identification  des  coefficients  nous  donne  alors 


*£  =  \  -RA  5.=  -  RB   • 

\{  n  n 
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et  le  potentiel  logarithmique  de  la  couche  de  largeur 
Ç  =  N   B'l(A„  coswfl  +  B„  s  in// 

n      « 

sera 

Vi  IV 
\„  cos/i  Bn  sin/j 

!   '  "'" 

(18)  '    V/  —  t:II  y*—    (A„cosAi0-4-B„sin« 


Y,.  —  -  B  >  — -  (  A„cos//  0  -4-  B„sin 


n  —  I 


Remarque.  Pour  obtenir  le  potentiel  newtonien  d'une  couche 
homogène  de  densilé  1,  répandue  sur  la  surface  du  cylindre  et  de 
l'épaisseur  'Ç  constante  le  long  de  chaque  génératrice,  il  suffit  de  mul- 
tiplier par  2  les  formules  (18). 

9.  Recherche  des  figures  de  bifurcation.  —  En  reprenant  le  pro- 
blème énoncé  au  n°  6,  et  en  conservant  les  mêmes  notations,  nous 
supposerons  que  les  épaisseurs  £„  et  Z,  des  couches  appliquées  sur  les 
deux  surfaces  cylindriques  sont  fonctions  de  l'angle  0  et  nous  les 
chercherons  sous  la  forme  des  séries  trigonométriques  suivantes  : 


(19) 


/  r,  -    V   r'l(A'w  cos/iÔ  -f  B„  s  in/; 


Notre  problème  se  réduira  ainsi  à  la  recherche  des  coefficients  A  ,  l>„, 

a'w,  b;. 

Nous  supposerons  que  la  masse  totale  de  chaque  couche  est  nulle 
et  par  conséquent  nous  devons  prendre 

A„=  A,', 
En  vertu  des  formules  (18)  ci  <lc  la  remarque  qui  les  suit,  les  poten- 

Jouir),  de  Math.  (8*  série),  Lomé  il.     -    Innée  lyig.  I  ' 


(20) 


I) 


e  me  nie 
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tiels  respectifs  de  ces  couches  seront 

v^  R" 

p0=2rR  )  -      (  \„  cos/i  5  ■-  B„sin//  rj), 

n  =  \ 

X^   P" 

Vi  =  2îtR  2_,  —  (  A i,  cos/j  5      B„  si ii  / 
«=i 

V7  B2" 
c,,  =  2t:R   >   -  —  (  \,, cosy/  (/  h-  B„ sin//  0). 

i 
w0  —  2 nr  2.  —  (  A'H  cos  rc  6       B„  sin  n  &), 

n  =  1 

«,/=z2  7rr>    —      \,     >-//         13'Hsin/î9), 

n       1 
■V""    t'in 

m  '  t:  /    >  \  B'rt  sin  a 

ri=l/,.° 

La  fonction  op  est  nulle  dans  les  deux  cas.  car  on  suppose  que  la 
masse  totale  de  chaque  couche  esl  nulle. 

Les  formules  (12)  et  (i3  )  nous  donneront  ensuite 

(^)      =uîR-27îR(i  — /  •-!;!/(  1      Â--J. 

oç> ,   p    1. 


(20') 


1    dp 


:-  ' 


Nous  pouvons  maintenant  écrire  explicitement  la  condition  d'équi- 
libre (16)  et  nous  aurons,  en  remplaçant  partout  r  par  AI!. 

:-li|/(7,i)-i  +  /,-|VK",\    B    sinnd) 

n  =  l 

X  r 

V"    I  ;  X^    /•  ""  R" 

+  27rR  2_i  -        \    cos«(>  4- B„  sin// >  1 -+-  <tt/.  B  >  -  \    cos/J         B^sin/«0) 

«  =  1  n  =  1 

-  _.  i-WlJyh-  )  V  /,"  |;      \    cos/i  B^sin«0) 


/."R" 


/."B" 


X^   A     I  »  X"1     •     1  ' 

>-R   7   (A„cos//         I;    sin«  --/.  I;    >  -  -        \    cos/a         I'.   -in/;' 


ÉTUDE    DES    MOUVEMENTS    û'iiNE     '  Dl      E5     ROTATION. 

\]n  identifiant  les  coefficients  de  cosrcO  et  de    ii  //0.  nous  obtien- 
drons une  suite  de  conditions 

/, 


(21)    [/(/<-')  _,-f-/-|A„  -H-  A„  + 


v 


et  une  suite  identique  pour  B„  et  !>„. 

Désignons  par  pn  le  rapport  entre  A'n  et  Afl  : 


les  conditions  (21)  se  réduisent  en  une  double  série  de  conditions 
y(/-2)  —  1  --1-  /.--•  -1  +  1/      , 


(//  — i,  2,  ;,  . 


A»»  — 


Ces  équations  permettent  de  calculer  la  valeur  k  correspondant  à 
la  figure  de  bifurcation  et  le  rapport  p  de  l'épaisseur  de  la  couche 
intérieure  à  celle  de  la  couche  extérieure. 

L'élimination  de  /;„  donne 


et 

(23) 


[/(*■: 


+  /.• 


/(/-)- 


k-"  —  o 


Pn 


knVnfW)-*)- 


où  l'on  désigne  par  /.„  une  des  racines  de  l'équation  (22  1. 

Le  problème  se  réduit  alors  à  la  recherche  de<  racines  de  l'équa- 
tion (22). 

10.   L'équation  |  22  )  n'a  pas  de  racines  pour  n     \  et  p  >ur  chaque 
râleur  de  ri  >  \  possède  deux  et  seulement  deux  racines.        Pour 

abréger  l'écriture  posons 

/.  ■     u. 


u  variera  alors  entre  <>  et  1  lorsque  h  variera  entre  ces  limites,  el  à 
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chaque  valeur  de  u  correspondra  une  et  une  seule  valeur  de  k 

A  =  -t-  \  u. 

Ceci  posé,  écrivons  notre  équation  comme  il  suit  : 


- 1  Fi  u,  n  > 


/(«)  +  « 


/(u 


a'1 


La  dérivation  successive  donne 

AF(«,  n         i     u)\  1/  „)  +  «  — !]+/(«)_  I  +  fÇl, 
jLF(u,n)=f>(u   [a/(K)  +  K-i]  +  a//(a)[/'(«)-l-i]+  ^-  «' 
^5  F(«f»)=/*(ii)[a/( «)  +  «-i] 


r)« 


Pour  juger  <les  valeurs  de  ces  dérivées,  calculons  les  valeurs  des 
dérivées  successives  de  /(u). 
D'après  la  formule  (  i  >  l  nous  a  ' 


/(!/) 


I  —  //  -+-  Il  I .  il  II  \.n 

I     .      


et,  par  conséquent, 

Mais,  en  écrivant 
nous  aurons 


f'(u) 


i  —  u  ) 


-  (i—  u), 


L«  =  L[i^(i- 

i  — u      (  i  —  uy      (  i  —  u  y 


(i -//V 


et,  par  suite 


1    .JLzit_lLziO! 

1  ! 


d  —  «V 
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d'où,  en  dérivant, 
/"(u)  -  L  +  |  (i  -  4)  + 1  (i-  «)•+  -f- 

/■*(«)  =  -  £  -  4^  (-  -  u)  -  -^  (i  -  uy 


On  voit  facilement  que  chacune  de  ces  dérivées  conserve  son  signe 
dans  l'intervalle 

o     u     I  . 

Pour  ii  =  o  et  m  ='i,  elles  prennent  les  valeurs  suivantes  : 

/(o)=       .,  /(i)=        o, 

Ho)  =  -«,         /'(O 

/"(0)=-i-00,  /"(!)=  y 

/'"(<»)-      -00,  /'"(,)  =  ■-£, 

/"(o)=+oo,        /'v(0  ■• 

tën  vertu  de  ces  formules,  nous  aurons  : 

n  —  i  . 

F(o,  //  )  = •  li.//)_—  o, 

n- 

<>\     ,•  à      17/  x 

-i  F(o,  n)       —oc,  .     l,(i,«)=o, 

(///  (lll 

à-     .,  ,  '^-     ,  «    -  i 

-— ;    I<   (O,     //  )     —    -h   OC,  — - ;    V  (l  ,     «)       --     , 

0rtS  /h/"  '   // 

----  F(o,  n)  =  —  «  —  F(i,  « 

cra8  '"/  " 

lOnlin.  4—  F(  //,  n)  restera  positive  dans  l'intervalle  (o,  .    . .  > 

Ceci  posr,  on  voit  qu'au  voisinage  de  u       i .  I  i  w,  h    reste  |  osilive, 
caria  dérivée  seconde  y  esl  positive  ci  par  suite  la  dérivée  premi 
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y  est  négative.  On  peut  voir  encore  que  dans  l'intervalle 

o  5  u  <  i , 

F(//.  n  )  ne  peut  pas  avoir  plus  de  deux  racines.  En  effet,  sa  quatrième 
dérivée  conservant  le  signe  constant,  elle  ne  peut  pas  avoir  dans  l'in- 
tervalle 

o  1  M      I 

plus  de  quatre  racines.  Mais  u  =  i  est  déjà  une  racine  double,  et  par 
conséquent,  entre  o  et  i ,  il  ne  peut  y  avoir  plus  de  deux  racines. 

Nous  allons  maintenant  démontrer  que  pour  tout  //  supérieur  à  |. 
Téquation  (22)  possède  effectivement  deux  racines  et  pour  //  =  2, 
3,   |.  n'en  possède  pas  du  tout. 

Pour  11  =  2,  en  effet,  la  racine  //  —  1  est  triplf  ;  la  fonction  ne  peut 
donc  avoir  plus  d'une  racine  entre  o  et  1 .  Mais  comme  le  nombre  de 
racines  est  toujours  pair,  ce  nombre  doit  être  zéro  pour  n  =  2. 

Pour  n  =  1,  la  racine  u  1  esl  au  moins  quadruple,  et  par  consé- 
quent la  fonction  n'a  pas  de  racines. 

Pour  n  =  3,  4)  •••■>  la  fonction  peut  avoir  deux  racines.  Sa  courbe 
représentative  est  de  la  forme 


<  )n  voit  immédiatement  que  la  fonction  Fi  w,  //  1  .1  deux  racines  -1 
son  minimum  en  M  est  négatif  et  qu'elle  n'en  a  pas  du  tout  si  son 
minimum  esl  positif. 

Pour  trancher  cette  question,  faisons  des  calculs  numériques  et 
établissons  le  Tableau  des  valeurs  de  Fi  //,  //)  pour  différentes  valeurs 
de  u  et  de  n. 
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En  posant 

■l(  u  )  ■—  i  —  f(ii)  —  u . 

il  nous  faudra  étudier  la  fonction 


(25) 


F  (u,  n)  — 

n- 


J  K     '         n 


+  («) 


En  calculant /(//)  et  '\>{u )  pour  différentes  valeurs  de  u,  et  en  por- 
tant dans  la  formule  précédente,  nous  aurons  le  Tableau  suivant  des 
valeurs  de  F  (m,  //)  : 


/•  :  R  ■>.  T.                      y  ( u  | 

U.                           /■        \  a-  f(ll).  |  l    /l  m     u], 

0,0 0,0000  I  ,oooo  0,0000 

0,1 o ,  3 1 62  o ,  7  \  \  2  o ,  1 5  5  8 

0,2 o,4472  °--"v>77  o,2023 

0,3 0,5477  0,4939  o,2i(ii 

0,4- o,6325  o,3888  0  '.112 

0,5 0,7071  o,3o63  0,1907 

0,6 0,7746  o,2338  0,1662 

0,7 o,(S3Gi  0,1078  o,i32>. 

0,8 0,8914  0,1074  0,0926 

0,9 0,9187  o,o.m7  o,o483 

1,0 1,0000  0,0000  0,0000 


o,3333. 
1 

Vin.  3). 
0,2222 

o .  07.M) 

o, o355 

0,02'.0 

o,oi38 

O.  0  K)J 
0,0075 
0,0027 

o,oo>.5 
0,0008 
0,0000 


—  =  o, 
11 

■4)- 

O,  1S7") 

0,0 (65 

o  .  (  >  1  ">  s 
-+-0,0088 
0,010 i 
0,007 1 
0,0068 
o,oo55 
0,00  3  •>. 
o, ooio 

o , OOOO 


-  -=0,2008. 
// 

[600 

O  .  O  '  '|  •  > 
—  O.' 

—0,0048 
— 0,0019 
— 0 ,001g 
4-0, 

O  ,  01  ■  '|  "< 

O.' 

0,001 l 

0,0000 


■ 
l 

1 

O,  1 

o.  • 

—0,0 

— O," l6l 

—  O,' 

—  O  .  I 

o,ooi  ! 

o,o 
0,001  ■ 




Ce  Tableau  montre  d'abord  que  lorsque  u  varie  de  o  à  1 ,  /  1  //  1  décroît 
de  1  à  o  et  '\>(u)  varie  de  o  à  o  en  passant,  au  voisinage  de  u  =  o,  '>. 
par  un  maximum  voisin  de  o,  2161  et  en  tout  cas  inférieur  à  25oo. 

Nous  aurons  donc,  dans  tout  l'intervalle  (o  <«<  1  1. 


(26) 


<\>(u)  <  o,25oo. 


Le   Tableau    montre   encore  que    E(.v,   3  |  décroit    constamment 
de  0,2222  à  o  sans  accuser  aucun  maximum  ni  minimum. 

Quant  aux  F(«,  \),  !'(//,  5),  ...  et  suivantes,  elles  accusent  déjà  un 


minimum  au  voisinage  de 


0,0 


et  un  maximum  après  u  =  o,5. 

Mais  le  minimum  de  Fl  u,  \  )  est  encore  positif  et  la  loin  lion  n  .1 
pas  de  racines. 
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En  effet,  pour  que  Fi  //,  //  >  puisse  être  négative,  il  faut  que  les  deux 
différences 


/(«) 


et 


:  i  u  ) 


soient  de  même  signe. 
Or,  pour  n  =  4, 


O.20OO 


et  la  première  des  différences  (27)  est  manifestement  positive  au 
voisinage  de  u  —  o,3;  quant  à  la  deuxième,  elle  est  négative  en  vertu 
de  l'inégalité  (26).  La  fonction  1*  i  //,  î  |  ne  pourra  donc  jamais  devenir 
négative. 

Par  contre,  toute  fonction 

Fi  //.  n),.  6,  7.  .  .  .  | 

a  deux  racines,  car  son  minimum  est  bien  négatif.  c.  q.  f.  d. 

11.   Distribution  des  racines.     -   Démontrons  maintenant  la  pro- 
position suivante  : 

Si  nous  avons  deux  fonctions 


et  si 


I  n  •  il  I   .  u,  m  .1 

n  >  m. 


les  racines  de  la  fonction  F(#,  m  »  sont  intérieures  par  rapport  à  celles 
de  la  fonction  Y  1  //,  n  ». 

Pour  le  prouver,  il  nous  suffira  de  démontrer  que,  pour  toute  valeur 
de  //  annulant  F|  //,  ///  ),  la  fonction  F|  u,  n  )  est  encore  négative. 

Soit  //„,  une  des  racines  de  I \  //,  ///  i.  Nous  aurons 


Fiumïm)  =  =$ 


J'i'in)  - 


+  («„,) 


En  remarquant  (jue  dans  ce  cas  chacune  des  différences  entre  les 
crochets  est  positive,  et  que 


/»  <  «, 


1        1 
-  <  - 


"         1 
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nous  aurons,  en  remplaçant  dans  la  formule  précédente  ///  par  //, 

u"     r  'ii  i 

P(um,  n)=  -!£-\f(u,n)—7        i|)(b„)- 

ft  IL  // 


C.  O.  P.  D. 


Par  conséquent,  en  donnant  à  //  les  valeurs 

«  — 5,    6,    7,     — 

nous  aurons  deux  séries  de  racines  de  la  fonction  1m  //,  //  )  s'éloignant 
d'un  point  moyen 

u  ■=.  o ,  3         o  u  m  ê  m  e         k  =  o ,  5, 

et  se  rapprochant  l'une  de  o  et  l'autre  de  i. 

Pour /a  =  oo,  l'une  des  racines  devient  nulle  et  l'autre  égale  à  i. 

12.   Figures  infiniment  voisines  d'une  couche  cylindrique  de 

révolution.   —  A  chacune  des  racines  que  nous  venons  de  trouver, 
correspond  une  figure  de  bifurcation  pouvant  donner  naissance  à  une 
nouvelle  figure  d'équilibre. 

Comme  à  chaque  racine  kn  correspond  une  seule  valeur  de  //,  la 
couche  déformante,  tant  extérieure  qu'intérieure,  sera  de  la  forme 

Çe  =  A„cos nQ  -+-  B„  -in  //  '). 

ou,  en  choisissant  convenablement  l'origine  des  arcs, 

£e=  £„sin  n  0, 
£,-—  e'„sin  ri  0, 


I) 


e  même 


ou 
et 


Pu 


ww).  .i    nw/ii 


f{«n)-- 


Vx  comme  pour  toutes  les  racines  un  la  différence  f(ua)—       esl 

positive,  nous  voyons  que  p„  est  toujours  positif.  Cela  prouve  que  les 
ligures  dérivées  de  toutes  les  figures  de  bifurcation  sont  toutes  de 
même  genre.  Elles  présentent  une  suite  de  renflements  et  de  rétrécis 

Journ.  </e  Math.   (8*  série),  tome  II.        \nn  I-' 
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sements  successifs  de  la  couche  cylindrique,  comme  c'est  indiqué  sur 
la  figure  7  que  nous  avons  faite  en  supposant  11  =  6. 


Fis.  -. 


Si  nous  accentuons  cette  déformation,  la  couche  cylindrique  tendra 
à  se  décomposer  en  //  cylindres  pleins. 

Ce  fait  est  analogue  à  la  décomposition  en  petites  sphères  de 
l'anneau  dans  l'expérience  de  Plateau. 

Nous  avons  aillai  <ncore  une  analogie  entre  les  figures  d'équilibre 
d'une  masse  lluide  soumise  aux  forces  newtoniennes  el  de  celle  sou- 
mise aux  seules  forces  capillaires. 


15.  Conclusion.  Nous  nous  sommes  proposé  d'étudier  les 
figures  d'équilibre  d'une  masse  fluide  en  rotation  limitées  par  deux 
surfaces  différentes  et  ne  se  coupanl  pas,  autremenl  dit,  les  figures 
creuses,  avant  un  vide  à  l'intérieur.  Nous  avons  vu  que,  parmi  les 
figures  limitées  par  des  surfaces  ellipsoïdales  ou  cylindriques  du 
second  ordre,  seule  la  couche  cylindrique  de  révolution  présente  une 
figure  d'équilibre. 

Celle  dernière  figure  existe  pour  toutes  les  valeurs  de  la  vitesse 
angulaire  entré  0  el  \±-,  el  présente  deux  séries  discontinues  de 
figures  de  bifurcation.  Chacune  de  ces  figures  peul  donner  naissance 
à  une  nouvelle  ligure  d'équilibre  du  genre  de  la  figui  e  1  epi  ésentée  si  1 
la  ligure  7. 
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Si  nous  prenons,  pour  l'état  initial  de  notre  masse  liquide,  la  figure 
d'une  couche  cylindrique  correspondant  à 

rr  o,  .>  ou  k  =r  o,  i 

et  si  nous  supposons  que  la  vitesse  angulaire  décroît  jusqu'à  zéro,  la 
masse  fluide  passera  par  toutes  les  figures  de  bifurcation  dans  l'ordre 
des  n  croissants,  en  commençant  par  la  figure  correspondant  à  n  = 
c'est-à-dire  ayant  cinq  renflements. 

De  même,  si  la  vitesse  angulaire  croît  jusqu'à  \ ■-;.-,  la  masse  fluide 
passera  par  toutes  les  figures  de  bifurcation  correspondant  à  la 
deuxième  série  des  racines  de  la  fonction  F(u,  //)  et  toujours  dans 
l'ordre  des  n  croissants.  La  première  figure  que  Ton  rencontrera  sera 
encore  une  figure  correspondant  à  n  =  5  et  ayant  par  conséquent  cinq 
renflements. 

Mais  si  nous  prenons  comme  point  de  départ  un  cylindre  plein. 
nous  verrons  que  le  cylindre  plein  ne  pourra  se  transformer  en  une 
couche  cylindrique  que  pour  la  valeur  maxima  de  la  vitesse  angu- 
laire 

A  partir  de  ce  moment,  la  vitesse  angulaire  ne  pourra  que  diminuer, 
et  par  suite  la  masse  fluide  passera  par  toutes  les  figures  de  bifurcation 
correspondant  à  la  deuxième  série  des  racines  de  F(  //,  n)  dans  le  sens 
inverse,  c'est-à-dire  dans  l'ordre  des  n  décroissants,  en  commençant 
par  n  =  oc. 

La  figure  déformée  correspondante  aura  une  infinité  de  renfle- 
ments, ce  qui  correspondra  à  la  désagrégation  de  la  masse. 

Par  conséquent,  la  masse  liquide  ne  pourra  jamais  affecter  naturel- 
lement la  figure  d'une  couche  cylindrique,  car  avant  de  l'affecter  elle 
se  désagrégera. 

Cela  tient  à  ce  que  toutes  ces  figures  creuses  sont  évidemmem  ins- 
tables. 
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TROISIÈME  PARTIE. 


Petits  mouvements  d'un  ellipsoïde  fluide  en  rotation 
autour  de  sa  position  d'équilibre  relatif. 

1.  Historique.  —  La  question  des  petits  mouvements  d'une  masse 
fluide  en  rotation  autour  de  sa  position  d'équilibre  est  une  des  plus 
importantes  après  celle  de  la  démonstration  de  l'existence  de  ces 
figures.  Une  fois  complètement  résolue,  elle  permettrait,  en  effet, 
de  résoudre  toutes  les  questions  relatives  à  la  stabilité  de  ces  figures. 
Malheureusement,  peu  de  mathématiciens  se  sont  occupés  de  cette 
question. 

Poincaré,  le  premier,  a  étudié  le  problème  des  petits  mouvements 
d'un  fluide  autour  de  sa  position  d'équilibre  relatif,  et  lui  a  consacré 
un  Chapitre  entier  de  son  Mémoire  classique,  Sur  l'équilibre  d'une 
masse  fluide  animée  d'un  mouvement  de  rotation  <  icta  mathema- 
tica,  t.  VII,  i885,  n°  13). 

Il  \  traite  d'abord  un  cas  fictif  où  le  fluide  homogène  est  soumis  aux 
forces  newtoniennes  et  à  une  force  analogue  à  la  force  centrifuge- el 
dont  les  projections  sur  les  axes  coordonnés  s'expriment,  par  consé- 
quent, de  la  manière  suivante  : 

y.  i  .     3  y ,     y  z , 

les  coefficients  a.  [j,  y   étanl  choisis  de  manière  que  la  masse  fluide 
affecte  la  figure  ellipsoïdale  comme  figure  d'équilibre  absolu. 

En  admettant  que  le  mouvemenl  esl  irrotationnel,  Poincaré  suppose 
que  les  déplacements  de  chaque  molécule  ôjc,  ùy,  oz  peuvent  être 
considérés  comme  dérivées  partielles  d'une  certaine  fonction  j  : 


dz 

d% 

0  c       ~-^> 

— -  y 



dx 

eh 

et  il  cherche  o  sous  la  forme  d'une  série  de  produits  de  Lamé 
'£,  étant  des  fonctions  du  temps  à  déterminer. 
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Il  calcule  la  force  vive  de  la  masse  fluide  ainsi  que  la  fonction  des 
forces,  et,  en  écrivant  l'équation  de  Lagrange,  relative  à  ;,,  il  trouve 
pour  chacune  de  ces  fonctions  l'équation  suivante  : 

Une  fois  les  £,■  déterminés,  il  détermine  la  surface  libre.  En  supposant 
que  le  déplacement  d'une  molécule  quelconque  estimé  normalement 
à  l'ellipsoïde  a  pour  expression 

e  =  2A//M/N„ 
il  trouve,  pour  déterminer  les  coeflicients  A,-,  la  formule  suivant'   : 


A/=^77rv'(p2~62)(^_c2)- 

A  chaque  déformation  initiale  simple,  c'est-à-dire  telle  que  le  dépla- 
cement d'une  molécule  est  donnée  par  la  formule 

e  =  A,/M,N/l 

correspond  une  oscillation  bien  déterminée  de  période  égale  à 

La  surface  libre  reste  donc  toujours  de  même  nature. Toutes  les  molé- 
cules de  la  surface  ont  un  mouvement  pendulaire  de  même  période  et 
synchrone.  Au  bout  d'un  temps  égal  à  la  période  T,-,  la  surface  repasse 
par  sa  position  initiale. 

Si  la  déformation  initiale  n'est  pas  simple,  l'oscillation  sera  repré- 
sentée comme  une  somme  d'oscillations  simples  superposées. 

Poincaré  étudie  ensuite  le  cas  général  et  réel  où  la  masse  fluide  esl 
en  rotation  autour  d'un  axe  lixe.  I  )ans  ce  cas,  en  tenant  compte  de  la 
force  centrifuge  composée  et  en  appliquant  une  autre  méthode,  il 
obtient  un  résultat  analogue.  Il  trouve  que  toute  oscillation  peut  être 
considérée  comme  le  résultat  de  superposition  de  plusieurs  oscillations 
simples. 

Nous  reviendrons  dans  la  suite  à  cette  anal}  se  pour  montrer  que  ces 
résultats  sont  inexacts. 
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Quatre  ans  après  (en  1889)  ('  ),  M.  Love  a  repris  cette  question  et 
a  appliqué  l'analyse  indiquée  par  Poincaré,  mais  avec  d'autres  nota- 
tions, au  cas  d'un  cylindre  elliptique  indéfini.  Les  résultats  qu'il  a 
trouvés  concordent  absolument  avec  ceux  de  Poincaré.  Mais  ils  sont 
exacts,  car  son  problème,  étant  réduit  à  deux  dimensions,  il  n'a  pas  eu 
à  appliquer  le  changement  de  variables  qui,  à  notre  avis,  a  faussé  les 
résultats  de  Poincaré. 

La  même  année,  il  a  étudié  les  oscillations  d'une  enveloppe  élastique 
sphérique,  remplie  de  liquide  (2).  Il  a  introduit  dans  ses  calculs  les 
fonctions  sphériques  et  obtient  aussi  des  ondes  régulières. 

Depuis,  personne  ne  s'est  intéressé  à  cette  question  et  elle  est  restée 
au  point  où  elle  a  été  laissée  par  Poincaré.  Malgré  tout  son  intérêt,  ni 
M.  Liapounoff,  ni  M.  Darwin  ne  se  la  posent. 

Il  \  a  quelque  temps,  nous  avons  essayé  de  résoudre  cette  question 
par  une  méthode  différente  de  celle  employée  par  Poincaré:  mais  les 
difficultés  de  l'analyse  étant  trop  grandes,  nous  n'avons  pu  que 
démontrer  que  l'analyse  de  Poincaré  était  inexacte  et  que  les  oscilla- 
tions simples  semblables  à  celles  que  Ton  obtient  en  négligeant  la 
force  centrifuge  composée  sont  impossibles. 

Nous  commencerons  par  donner  le  résumé  de  la  méthode  de 
Poincaré,  ensuite  nous  montrerons  qu'en  admettant  ses  résultats  el  en 
les  appliquant  aux  cas  particuliers,  nous  arriverons  à  des  conclusions 
impossibles  à  admettre. 

Enfin,  nous  indiquerons  l'inadvertance  commise  par  Poincaré  el 
nous  démontrerons  l'impossibilité  des  oscillation-  simples. 

2.  Méthode  de  Poincan  (8).  —  Au  n"  13  (p.  148  à  !65)deson 
Mémoire  classique  des    teta  malhemalica,  PoiDcaré  traite  la  question 

(')  Love,  The  oscillations  of  a  n  iquid  in  the  fornu  oj 

un   elliptic  cylinders  which   rota:  rigid  nlmut  ils  accès      Quarterlj 

Journal  of  Mathemalics,  vol.  WIII    iSi 

(*)  The  free  and  forced  vibrations  of  an  Elastpc  spherical  Schell  containing 
,1  given  mass  of  liquid  (Proi  >/ r  the  London    Mathematical   Society, 

vol.  XIX). 

(')  Pour  faciliter  les  recherches,  nous  conserverons,  pour  Indiquer  les  for- 
mules, le-  numéros  donnés  par  Poincaré  au  n"  13  'I'-  son  Mémoire. 
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des  petits  mouvements  d'un  ellipsoïde  en  rotation  autour  de  sa  posi- 
tion d'équilibre  relatif. 

Il  commence  par  écrire  les  équations  générales  de  mouvement  d'un 
liquide,  sous  leur  forme  habituelle;  ensuite,  en  supposant  que  le  mou- 
vement est  assez  petit  pour  pouvoir  négliger  les  carrés  et  les  produit- 
des  vitesses  et  de  leurs  dérivées  par  rapport  aux  coordonnées  x,  \\ 
et  en  tenant  compte  de  la  condition  d'incompressibilité  du  liquide,  il 
obtient  l'équation  suivante  : 

où  ]/  désigne  la  différence  Y  —  p  entre  la  fonction  des  forces  V  et  la 
pression  p. 

La  vitesse  angulaire  est  désignée,  comme  toujours,  par  co  :   Taxe  de 
rotation  est  pris  pour  axe  O^  et  la  densité  du  liquide  est  suppo 
égale  à  i. 

Comme  sur  la  surface  libre  la  pression  est  nulle,  on  doit  avoir 

sur  la  surface  libre  du  liquide. 

L'équation  (3),  avec  cette  dernière  condition,  déterminent  formel- 
lement la  fonction  'l  et,  par  suite,  donnent  la  solution  du  problème. 

Pour  résoudre  effectivement  ce  problème,  Poincaré  emploie  l'arti- 
fice suivant  :  il  suppose  que  chaque  molécule  fait  un  mouvement  pen- 
dulaire autour  de  sa  position  d'équilibre  et  il  représente  les  déplace- 
ments Sx,  o/,  oz  de  la  molécule  des  coordonnées  x,  v,  s  de  la  manière 

suivante  : 

àr      c<"\.         dy      (■"'■(,,         oz       <■"":, 

A  étant  une  constante  et  ç,  yj,  £  fonctions  des  coordonnées  moyennes 
x,  y,  z,  mais  indépendantes  du  temps  /. 

Poincaré  admet  par  là  la  possibilité  des  oscillations  simples,  OÙ 
toutes  les  molécules  ont  la  même  période  d'oscillation. 

En  supposant  encore  que,  dans  ce  cas, 

y 

•l,  étant  une  fonction  de  a  -,  v.  z  mais  pas  du  temps,  il  trouve  l'équa 
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tion  suivante  pour  déterminer  i|/t  : 


(4) 
Désignons  par 


d2d>t       d9-^       (        W    <r-l{ 


s  =  Sx  cosa  -+-  ôv  cos3  -+■  ôz  cosy 


l'épaisseur  de  la  couche  qu'il  faut  ajouter  à  notre  ellipsoïde  pour 
obtenir  la  surface  déformée  à  l'instant  /;  et  supposons  que,  pour  /  =  o, 
£  soit  développable  en  une  série  de  fonctions  de  Lamé 

(a)  e0=£cosa -i-rj  cos(3  +  Çcos)       1\    <\l    N 

a.  [3,  y  étant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale.  Alors 

el  le  potentiel  à  la  surface  libre  sera 

R  5  l;   - 


V„      -  ine^'lA 


>  a    ■    i 


M    \ 


car  la  surface  primitive  était  d'équilibre. 

La  condition  sur  la  surface  libre  devient  alors 


• 


■  '  -  V/.      —a M     \    . 


La  formule  (a)  se  transforme  el  donne  finalement 


(6)     À 


-  +-  -r1- 


dx  pa        dy  ( 


0 


_ 


dj   p        à  v  p1  —  //3 


\  '•■"  —  ' 


_1\    M     N    . 


lia  fonction  ■.]>,  et  les  coefficients  Ak  sont  détei  minés  par  l'équatioia    i 
et  les  conditions  (5)  el  (6),  qui  doivent  être  vérifiées  sur  la  surface 
libre. 

Ensuite,  Poincaré  pose 


r- 
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et  considère  deux  ellipsoïdes  : 

3C~  V  Z 

(E)  —  -+■  -p — i-,  -+- — -.■     i  (l'ellipsoïde  de  dépari   . 

O2  0- —  b-  0-  —  C2 


(E') 


P" 
•^2  y5 


o2-  b*- 


et  il  fait  suivre  du  signe  (')  toutes  les  quantités  relatives  à     I 

La  fonction  \K  devient  une  fonction  harmonique  des  variables 
(./■,  jet  z' ),  et,  par  suite,  peut  être  représentée  par  une  somme  de 
produits  de  Lamé  : 

Puis,  en  posant 

il  démontre,  en  transformant  (  E)  et  |  E')  en  une  même  sphère,  qu'un 
produit  de  Lamé  M'N"  sur  (  E')  peut  être  représente  sur  |  E)  par  une 
somme  de  Lamé  du  même  ordre  : 

(7)  U^V,   ^l'>/,vM/,  V- 

A  l'aide  de  cette  formule,  il  développe  en  série  de  MAN,.  la  loue  lion  y, 
et  la  partie  gauche  de  l'équation  (6)  et  obtient  les  équations  sui- 
vantes : 

R,S,        R*SA 


(8>  -^{T-^f-,)   2D<B^ 

v 

p  v/o2—  62  v  o-  —  c2         ^  ?  "P  ^ 

où  G„*  et  B/,7  sont  des  constantes  connues. 

Ces  deux  systèmes  d'équations  donneront  les  valeurs  des  A  .  I> 
et  ~k.  Pour  les  résoudre,  on  suppose  d'abord  tous  les  A  et  I  >(/  nuls. 
sauf  ceux  qui  correspondent  à  des  fonctions  de  Lamé  d'un  certain 
ordre,  d'ordre  n  par  exemple.  Il  y  aura  \n  -+-  2  équations  linéaires 
homogènes.  Si  la  solution  en  AA,  I  )/,  existe,  le  déterminant  esl  nul.  I  n 
l'écrivant,  on  a  une  équation  pour  déterminer  ) .  \  chaque  racine 
réelle  de  cette  équation  correspondra  une  oscillation  avec  la  période  /. 
Si  toutes  les  racines  sont  réelles,  la  ligure  de  dépari  est  stable. 
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3.  Conclusions  impossibles  à  admettre.  —  -Nous  voulons  montrer 
qu'en  admettant  les  formules  de  ce  Mémoire,  on  arrive  à  des  conclu- 
sions impossibles.  En  effet,  considérons  un  ellipsoïde  de  bifurcation, 
déformons-le  en  lui  ajoutant  une  couche  le  transformant  en  une  figure 
d'équilibre  infiniment  voisine  et  laissons-le  sans  vitesse  initiale.  Dans 
ce  cas,  la  formule  (A)  s'écrira 

;'  cosa  +  n  cos(3  +  £  cosy  =  \/.  /M  ;  N 

et  la  formule  (5)  deviendra 

,     K       'm S,         H/, S/,   \MK 
\     5  •  n    ~  \  ) 

Par  conséquent,  fl{  sera  identiquement  nul  sur  la  surface  libre  (ce 
qu'il  fallait  prévoir,  car  la  6gure  déformée  est  <'iicore  d'équilibre). 
Nous  concluons  de  là  que  tous  les  Dç  sont  nuls.  L/équation  (9)  nous 
donnera  alors 

\     /      1   ■  /  :0, 

et,  comme  A        o,  on  aura  trois  racines  pour  )  : 

>  X  =  ±  1 

Le  liquide  punira  choisir  entre  le  repos  /  o)  el  un  mouvement 
d'oscillation  de  période  2(0  ou  2(0  (?),  ce  qui  est  manifestement 
impossible.  Si  nous  faisons  le  même  calcul  dan-  I  exemple  que  donne 
Poincaré  sur  l'ellipsoïde  de  Maclaurin,  nous  trouverons  /  indéter- 
minée. 

4.  Inadvertance  de  Poincaré.  —  Ces  résultats  bizarres  ont  pour 
cause  une  inadvertance  qui  s'esl  glissée  dan-  ce  Mémoire  et  qui  n'a 
pas  encore  été  remarquée.  .1-'  signalerai  d'abord  le  changement  de 
variables  que  fait  Poincaré  pour  ramener  l'équation  1  E  1  à  la  forme 
canonique.  Il  pose  en  efl'ci 


c  .  c  d  7  étant  des  constantes  et  p  la  même  variable.  Dans  ces  condi- 
tions, la  transformation  esl  absolument  impossible.  Ce  n'est  pas  une 
faute  d'impression  et  p  est  bien  le  même  dans  les  deux  parties  de  la 
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formule.  Gela  devient  évident  si  nous  considérons  les  formules  à  l'aide 
desquelles  Poincaré  transforme  (E)  et  (E')  en  une  même  sphère. 
Il  pose 

\     -,       y=-=JL=,       y.     ~L==   _!__. 

P  y7?2—  M  \v-c2        y/f—c"- 

On  voit  donc  bien  que  z  est  le  même  dans  toutes  les  formules. 
Une  autre  remarque  non  moins  importante  est  la  suivante  : 
V  —  p  étant  une  fonction  linéaire  des  déplacements  ox,  oy,  oz 
sont  petits)  n'est  pas  homogène  par  rapport  à  ces  derniers,  car  elle 
possède  une  partie  principale,  indépendante  de  o.r,  oy,  $z,  à  savoir  :  la 
valeur  de  V  —  /;  relative  à  l'ellipsoïde  non  déformé.  Par  conséquent, 
en  posant  ox  =  ellt%,  ...,  on  n'a  pas  le  droit  de  poser 

En  conservant  les  notations,  il  faudrait  poser 

ù  =  +o  +  <?''>•<  <|/„ 

<|/fl  étant  une  fonction  connue  de  ./•,  y,  z,  constante  sur  la  surface  de 
l'ellipsoïde  E. 

iî.  Impossibilité  des  oscillations  simples  de  l'espèce  ronsid<:rèe.  — 
Cette  remarque  conduit  naturellement  à  la  conclusion  de  l'impossibi- 
lité des  oscillations  avec  une  seule  période  commune  à  toutes  les 
molécules. 

En  effet,  les  équations  générales  de  l'Hydrodynamiqne  sont  : 

'lll  ,)l  » 

ilt  <)  r 

dv  (Il 

dt      -™U=d? 

dw  <r± 

777  iH' 

Avec  les  notations  ad  m  isos,  ou  aura 

d  d x  d  ày 

dt  '  dt  ~JT  ' 

En  remplaçant  Sx,  By,  oz  parleurs  valeur-  el  en  les  pôrtanl  dans  les 
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équations  ci-dessus,  on  aura 


:  /.- 


',/- 


U2 


iMÛ.r,  — 

2  OJ  1 1  ; 


dût 

777 

dx 

ày> 

\  eùu 

ày 

cty, 

\ef" 

<ty„ 

dz 

dz 

et,  comme  ip0  est  indépendant  du  temps,  ces  équations  sont  manifeste- 
ment impossibles.  Donc  le  mouvement  d'oscillation  régulière  est  dans 
ce  cas  impossible.  C'esl  ce  que  nous  avons  voulu  démontrer. 

(>.  Conclusion.  -  Il  se  pose  maintenant  la  question  :  De  quelle 
nature  sera  alors  l'oscillation  d'uno  ma--»'  tluide  dans  les  conditions 
susiridiquées ?  Car  si  la  figure  de  départ  est  stable,  les  oscillations 
auront  lieu  forcément.  Il  <'-i  évident  aussi  que,  si  nous  ne  considérons 
que  des  petits  mouvements,  l'oscillation  de  chaque  molécule,  prise 
séparément,  ne  peut  être  que  simple,  pendulaire.  Nous  pourrons  donc 
poser 

'ii      ■  ,l  '-■        ■  ■  ■  ■ 

seulement  '/.  sera  une  fonction  de  coordonnées  et  non  une  constante. 
Chaque  molécule  oscillera  pendulaire ni.  mais  la  période  d'oscilla- 
tion variera  d'une  molécule  à  l'autre.  Nous  n'aurons  pas  d'ondes  régu- 
lières, mais  la  surface  libre  se  déformera  continuellement  et  ne 
reprendra  jamais  sa  loi  nie  primitive. 
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La  publication  des  Œuvres  de  George  Halphen  confiée  aux  soins 
de  MM.  Jordan,  Picard  el  Vessiot  se  poursuit  régulièrement  el  com- 
mence à  approcher  de  son  terme.  Mais  on  désirerait  la  rendre  aussi 
complète  q.ue  possible.  Nous  serions  donc  reconnaissants  aux  savants 
qui  possèdent  de  lui  quelques  documents  inédits  ou  quelque  corres- 
pondance intéressante  pour  la  science  mathématique  de  vouloir  bien 
nous  les  faire  connaître. 

(  \.  Jordan. 
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Quelques  problèmes  d'Hydrodynamique  générale; 
P*k  Emile  JOUGUET. 


1/  intervention  de  la  Thermodynamique  permel  d'aborder 
l'étude  de  certains  mouvements  qui,  accompagnés  de  transfor- 
mations physiques  ou  chimiques,  échappenl  plus  ou  moins  à  la 
Mécanique  rai  ionneJle. 

C'est  ce  qui  se  présente,  par  exemple,  dans  la  Mécanique  des 
fluides. 

Déjà,  pour  traiter  du  mouvement  des  fluides  compressibles  ordi- 
naires, il  est  nécessaire  de  l'aire  un  appel  plus  ou  moins  large  aux 
principes  de  la  Thermodynamique.  Mais  ces  principes  permettent 
de  ne  pas  s'arrêter  là.  Grâce  à  eux,  on  peul  envisager  des  fluides 
qui  soni  le  siège  de  phénomènes  plus  complexes  que  la  simple 
dilatai  ion.  Il  y  a  ainsi  une  hydrodynamique  générale,  fondée  sui 
la  Thermodynamique  comme  l'hydrodynamique  classique  est 
fondre  sur  la  Mécanique  rationnelle,  qui  comprend  l'hydrodyna- 
mique classique  comme  cas  particulier,  mais  qui  étend  beaucoup 
son  champ  d'application. 

Joiirn.  >/<■   Mnih    |  i*  sérje  i.  l'une  lll.        Voni  ' 
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Nous  avons  réuni  dans  le  présent  Mémoire  quatre  études  se  rat- 
tachant à  celle  hydrodynamique  générale.  Chacune  de  ces  études 
es1  indépendante  des  autres  et  peut  êl  e  lue  séparément.  Un  lien 
cependanl  les  unit  :  toutes  concernent  des  problèmes  de  propagation 
d'ondes.  Mais  les  ondes  sont  envisagées  dans  des  fluides  qui  sont 
de  [dus  en  plus  complexes  au  point  de  vue  physique,  e1  pour 
lesquels  les  principes  de  la  Mécanique  rationnelle  sonl  de  plus  en 
plus  insu fïisants. 

La  première  étude  a  pour  objet  les  fluides  incompressibles.  En 
général,  la  Mécanique  rationnelle  suffit  pour  traiter  du  mouvemenl 
des  fluides  incompressibles.  La  Thermodynamique  cependant  n'y 
est  pas  sans  intérêt.  Elle  fournil  des  indications  e1  des  rappro- 
chements instructif-,  principalement  quand  la  viscosité  du  fluide 
n  es1  pas  négligeable.  C'esl  ce  que  nous  essaye  ons  de  montrer  en 
présentant  quelques  observations  sur  les  phénomènes  classiques 
du  remous  ci  du  ressaut . 

Dans  la  seconde  étude,  les  fluides  envisagés  sont  des  fluides 
compressibles  ordinaires.  Nous  nous  proposons  de  mettre  en  évi- 
dence quelques  conséquences  de  la  théorie  thermodynamique  des 
onde-  de  choc  dan-  la  question  de  la  résistance  des  fluides  com- 
pressibles. Ce  Chapitre  es1  le  développement  d'une  Note  parue  il  \ 
a  déjà  longtemps  aux  Comptes  rendus  de  V  icadémie  des  Sciences    '  . 

Dans  le  problème  de  la  propagation  «le-  flammes  dan-  les  mé- 
langes gazeux,  le  Fluide  considéré  es1  le  siège  de  réactions  chi- 
miques. Mous  avons  consacré  d'assez  nombreux  travaux  .1  ce  pro- 
blème il  hydrodynamique  chimique.  La  troisième  étude  du  présent 
Mémoire  est  relative  à  un  cas  particulier  nouveau  dudii  problème, 
cas  qui  a  été  abordé  pour  la  première  lois.  ;'i  notre  connaissance, 
dans  la  Noie  que  nous  avons  publiée  dans  les  Comptes  rendus  <lc 
V Académie  des  Sciences  du  t8  août   [919    ~. 

Enfin,  dans  la  quatrième  étude,  nous  envisageons  un  fluide  dont 


1    Sur  In  résistance  de  V air  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  dt     s 
1 .  L49,  g  septembre  1907  . 

Sur  un  problème  d'hydraulique  généralisée.   Ecoulement  d'un  mélange  gazeua 
ombustion    <  .  R.    Icad.  Se,  t.  169,  [8  août   1919  . 
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chaque  élément  a  un  état  physique  défini  par  sa  densité  e1  par  une 
variable  vectorielle  :  tel  est,  par  exemple,  un  fluide  affecté  de  pola- 
risation magnétique  ou  diélectrique.  Nous  étudions  la  propagation 
(finie  onde  dans  un  fluide  de  cette  nature.  \  l  ;  «  i  ^  ici,  la  Thermodyna- 
mique n'est  plus  suffisante  pour  traiter  entièremenl  le  sujet.  Elle 
n'envisage  qu'un  côté  du  problème  physique  qui  se  pose  e1  m 
saurait  être  considérée  comme  en  fournissant  la  solution  véritable 
et  entière.  Malgré  ce  caractère  incomplet,  nous  croyons  pouvoir 
faire  connaître  les  calculs  auxquels  elle  conduil  :  il-  présentenl  au 
moins  l'intérêt  de  faire  soupçonner  une  influence  de  la  polarisation 
sur  la  vitesse  de  propagation  des  ondes. 

Le  présent  Mémoire  comprend  donc  une  série  d'exemples  em- 
pruntés à  tout  le  champ  d'application  de  l'hydrodynamique  géné- 
rale fondée  sur  la  Thermodynamique,  depuis  les  questions  où  son 
intervention  n'est  p;is  essentielle  (fluides  incompressibles  jusqu'à 
celles  où  elle  n'est  pas  suffisante  (fluides  polarisés  ,  en  passanl  par 
celles  qui  constituent  son  domaine  propre  (fluides  compressibles 
el  fluides  avec  réaction  chimique). 


VEINES  <i\ZEUSES  ET  EAUX  COURANTKS. 

I.   On   trouve,    dans    l'Ouvrage    de    Slodola    sur    les   turbines    à 
vapeur,    le   résumé   d'études   poursuivies    par   divers   auteurs   alle- 

Fig.  i. 


A|;' 

mands  (Lorenz,  Prandtl,  Proell)  sur  les  veines  gazeuses.  I  n  des 
faits  les  plus  intéressants  mis  en  lumière  par  ces  travaux  es1  l'appa- 
rition «le  discontinuités  dans  le  mouvemenl  .<  ctiligne  par  tranches 
parallèles  quand  !;i  vitesse  du  gaz  atteinl  la  vitesse  du  son.  Stodola, 
qui  insiste  sur  ce  fait,  ajoute  :  "  L'analogie  du  phénomène  .i\'-<    le 


4  É.     JOUGUET. 

ressaul   superficiel  observé  en  hydraulique  sur  les  canaux  décou- 
vris est  évidente  (1)  ». 

Je  me  propose  de  développer  ici,  d'une  manière  systématique, 
l'analogie  qui  existe  en  effet  entre  la  théorie  des  veines  gazeuses  à 
section  uniforme  et  celle  des  eaux  courantes,  du  moins  quand  on 
prend  celle-ci  en  toute  première  approximation. 

Équations  du  mouvement.  —  2.  Soil  un  cours  d'eau  donl  le  fond 
plan  a  une  pente  i  et  dont  la  section  es1  supposée  rectangulaire. 
Prenons  un  axe  Ox  dirigé  suivanl  une  ligne  de  plus  grande  pente 
du  fond.  Dans  la  première  approximation  généra  lemenl  adoptée 
pour  ce  problème  (2  .  on  suppose  un  déplacement  par  tranches  nor- 
males au  fond  e1  I  "ii  admet  que,  dans  une  tranche  quelconque  AB, 
les  pressions  se  répartissent  suivanl  la  loi  hydrostatique.  Dans  ces 
conditions,  la  poussée  totale  sur  une  section  AI  >  es1  égale  à  la  sur- 
face de  relie  section  multipliée  par  la  pression  au  centre  de  gra- 
vité. Soient  ~,  le  poids  spécifique  de  l'eau,  g  l'accélération  de  la 
pesanteur,  Il  la  profondeur  de  la  section  qui  peut  être  comptée 
suivant  \l>  si  Von  suppose-  <<  que  nous  ferons  -  que  la  pente  i  est 
assez  fai ble  pour  qu'on  puisse  négliger  /2.  p  la  pression  atmosphé- 
rique.  La  pression  au  centre  de  gravité  es1   /-,.      ~      e1  la  poussée 

totale  (  pa  -(-car--  I  H,  en  considérant,  pour  simplifier  l'écriture,  que 

la  largeur  (\\\  lit  es  I  é  gale  à  l'unité. 

II- 
Nous  désignerons    par  V  l'expression    ta      ■    qui    représenterait 

la  poussée  sur  AJB  si  I  écoulemenl  avail  lieu  dans  le  vide. 

Envisageons  la  parie'  da  du  cours  d'eau  située  entre  deux  sec- 
tions Ali  et  A'  W  infiniment  voisines  e1  écrivons,  pour  cette  niasse, 
I  équation  du  mouvi  menl  du  centre  de  gravité  en  projection  sur  (  )x. 

<  m  peul  considérer  que  la  pression  atmosphérique  s'exerce  sur 
toute  la  surface  de  la  niasse  AlîA'li'.  à  condition  de  défalquer 
ensuite  cette  pression  des  autres  pressions.  Or  la  projection  sur  Ox 


1    Stodola,  Les  turbint  tr,  tra  I.  Hahn   chez  Dunodel  Pinat,  i 

1    Voii  les  fraités  d'Hydraulique,  notammenl  l'Hydraulique  de  Flamant. 
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de  toutes  les  pressions  pn  s'exerçant  sur  une  surface  fermée  es1 
nulle.  La  pression  atmosphérique  ne  donne  donc  rien  dans  l'équa- 
tion que  nous  avons  en  vue. 

Restent  alors  les  poussées  P  sur  AB  et  V-\-  —  dx  sur   \T/  qui 

Ox  ! 

donnent 

dP  . 

-+-  -r-  dx 
Ox 

Soit  [j.  la  masse  d'eau  -H  par  unité  de  longueur  du  canal.  Soil 
encore  u  la  vitesse  moyenne  de  la  tranche  :  l'accélération  du  cenl  re 

de  gravité  est  -r-\-u—- •  Les  forces  d'inertie  donnent  alors  mu  Ox 
0/  ax 


-,    (du  Ou  , 

v-dx\Tt+uïx-) 


Le  frottement  sur  les  parois  donne  une  résistance  qui  est  mesurée 
sur  Ox  par 

y 

\>-g—  o(u  )  dx 

(y  périmètre  mouillé  de  la  section  droite  o>)  et  le  poids  donne  en 

projection  sur  Ox 

\xgldx. 

L'équation  cherchée  est  donc  . 

P  —  (  P  -+-  -r—  dx  )  —  ixg  —  <o  (  u  )  dx  -4-  u.gi  dx  =  u  (  — h  //  —  )  dx 

\         ose      J  a*  '  \  ol  aa 

ou,  en  simplifiant, 

,   .  i    dV        du  du  .  y     ,    . 

|n  ox       dt  ox  .1 

Nous  avons  fait,  dans  tout  ce  qui  précède,  l'hypothèse  des 
tranches.  Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  faire  remarquer,  a\  ec  M.  Bous- 
sinesq,  qu'en  réalité  on  pourrait  faire  des  hypothèses  moins  restric- 
tives et  supposer  seulement  que  les  filets  soui  animés  «le  vitesses 
parallèles  avec  des  accélérations  égales.  Mais  QOUS  u  insisterons  |>a-> 
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sur  ce  point   qui  n'a   pas  grande  importance  pour  la  question  qui 
nous  occupe  ici. 

I)  autre  pari,  l'équation  de  continuité  s'écrira,  «m  exprimant  que 
la  masse  de  I  élémenl  dx  se  conserve, 


DU 

(a) 


'/  '  u   —  il .1  \  i  -\ — —  dt  )  [  u.  ■+-  -  —  a  dt 
da      )  V         •'  ■ 


dp 

~dt 


dp 

dt 


du 

n, 


dx 


Enlin  la  comparaison  «les  valeurs  de  I*  e1  de  y.  donne 

P 


2CJ  ' 


5.   Les  équations     i  .    2),     i    sonl  les  équations  «lu  mouvemenl 

de  I  eau  dans  un  canal  en  pre ;re  approximation.  <  >u  voil  qu'elles 

saui  identiques  à  celle-  du  mouvemenl  par  tranches  parallèles 
dans  un  tuyau  rectiligne  d'un  gaz  donl  la  densité  sérail  y.  e1  la 
pression    P,    e1    dont    l'équation   de   compressibilité   sérail    l'équa- 

1  ion  (3)  (  où    -     es1  une  constante )  ('). 

Il  \  ;i  toutefois  une  remarque  à  luire.  Dans  le  mouvemenl  recti- 

ligne  <l  un  gaz,  -  sérail  constant.  Au  contraire  ici       es1  variable  : 

par  exemple  si  le  canal  es1   très  large  par  rapport  à  sa  profondeur, 

es1  égala   ,,  mu     '   •    Pour  avoir  identité  absolue  entre   le-  deux 

M 

problèmes,  il  laui  supposer,  pour  le  gaz,  un   frottemenl    inverse- 

inenl    proporl  lonnel    a    -a    deu-de. 

D'autre  part,  il  es1  Sien  certain  «pu-  le  mouvemenl  par  tranches 
parallèles  <Vu\\  gaz,  quand   ou   suppose  une  inclinaison  du  tuyau 

par  rapport  a  la  verticale  cl  un  l'rol  leinenl  contre  le-  paroi-,  ne  peul 

èhe    considéré    que    comme    un<     approximation.    Si    doue    c'esl 

1  Nous  avons  déjà  employé  une  méthode  analogue  pour  réduire  aux  équations 
des  gaz  le-  équations  du  mouvemenl  <!•■  l'eau  dan-  nue  conduite.    Voir    Théorie 

érale  des  coups  <l<   bélier    Rapports  nu  deuxièrw   1  de  l<i  Houille  blancké, 

t.ll,  Lyon,  lui  1  . 
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moyennant  une  approximation  que  les  équations  des  eaux  cou- 
rantes se  mettent  -mi^  la  forme  (t),  (2),  (  ;  .  c'esl  aussi  moyennant 
une  approximation  que  les  équations  11),  (2),  (  îsentenl   le 

mouvement  des  veines  gazeuses.  On  pourra  remarquer  d'ailleurs 
que  ces  deux  approximations  soûl  d'autanl  plus  voisines  de  la 
réalité  que  les  sections  droites  des  courants  e1  des  veines  sonl  plus 
él roites. 

Ajoutons  enfin  que,  dans  certains  problèmes  par  exemple  celui 
du  ressaut),  l'inclinaison  e1  le  frottement  conl  ne  les  parois  sonl  sans 
importance.  Dans  ces  problèmes,  l'approximation  en  ce  qui  con- 
cerne les  veines  gazeuses,  est  rigoureuse;  seule  subsiste  l'approxi- 
mation en  ce  qui  concerne  les  eaux  courantes. 

Nous  parvenons  donc  au  résultai  suivant.  Les  mouvements  de 
l'eau  dans  les  canaux  sont  identiques  aux  mouvements  recti- 
lignes  d'un  gaz  fictif,  qu'on  peut  appeler  gaz  hydraulique,  dont  le 
frottement  contre  les  parois  suit  une  loi  particulière,  e1  donl  l'équa- 
tion de  compressibilité  est  telle  que  la  pression  es1  proportionnelle 
au  carré  de  la  densité.  On  sait  que,  dans  les  gaz  parfaits,  la  pression 
est  proportionnelle  à  une  certaine  puissance  de  la  densité,  puis- 
sance qui  est  i  pour  les  mouvements  isothermes,  e1  comprise 
entre  1  et  2  pour  les  mouvements  adiaba tiques.  Pour  le  gaz  hydrau- 
lique, la  puissance  est  1. 

\.  On  peut  (Tailleurs  pousser  encore  plus  loin  le  parallélisme 
que  nous  venons  de  mettre  en  évidence,  ne  pas  le  borner  aux  phé- 
nomènes de  mouvement,  et  l'étendre  aux  phénomènes  thermiques 
accompagnant  le  mouvement. 

Cherchons  en  effel  quelles  propriétés  thermiques  non-  devons 
attribuer  à  noire  gaz  hydraulique  pour  que  la  chaleur  reçue  par 
lui  soii  exactement  celle  que  reçoil  l'eau  du  courant. 

Il  suffira  évidemment  : 

i°  D'abord  que  l'entropie  du  gaz  hydraulique  soil  égale  à 
l'entropie  de  Teau,  laquelle  est  une  Fonction  S  I  de  la  seule  tem- 
pérai ure  a  bsolue  : 

2°  Que  la   viscosité  du  gaz  hydraulique  -oit   la  même  que  celle 

de  I  eau. 
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Nous  déterminerons  donc  le  potentiel  interne  spécifique  du  gaz 
hydraulique  §  par  les  conditions  que  la  pression  soit  égale  à  P  et 
l'entropie  à   S  (T)  : 

lx-——P=  y 

'        ()(J.  1  7T7 

—  —  SHV 


d'où 


*  =  &P-fsm*r; 


et  par  suite  l'énergie  interne  Y  =  i —  T  -^=  est 

en  désignant  par  U  l'énergie  interne  de  l'eau. 

Le  gaz  hydraulique  es1    un   de   ces   corps   «fin-    Duhem   appelle 

isothermo-adia  batique  (  '  ) . 

Pour  ce  qui  es1  de  la  viscosité,  l'eau  présente  une  certaine  visco- 
sité correspondant  à  la  déformation  de  >e»  élément  >.  ("•'!  h-  \  i»c«»-it  é 
est  normalement  négligeable  et,  en  effet,  elle  ne  ligure  pas  dans 
les  (''([nations  (i),  (2),  (3);  m;ii^  en  certains  points  isolés,  elle  peul 
donner  lieu  à  des  pertes  de  charge.  Le  gaz  hydraulique  devra  avoir 
une  viscosité  normalement  négligeable,  mais  égale  à  celle  de  l'eau 
là  où  se  produisent  des  pertes  de  charge.  Il  nous  sera  inutile  ici 
d'approfondir  davantage  la  connaissance  de  la  viscosité. 

Indiquons  maintenant  quelques  conséquences  du  rapproche- 
ment entre  le  problème  des  veines  gazeuses  e1  relui  des  eaux  cou- 
rantes. 

Célérité  des  ondes.  —  *5.  En  toute  rigueur,  les  équations  du  mou- 
vement de  l'eau  dans  les  canaux  étanl  des  équations  du  mouve- 
inent  d'un  fluide  incompressible  sonl  des  équations  aux  dérivées 
part  ielles  du  l  ype  elli|>t  îque. 

(x)  Traité  d'Energétique,  1    I.  p.  3ig    Gauthier-Villars,  1911  . 
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Avec  l'approximation  admise  ici,  ces  équations  sont  transfor- 
mées en  équations  du  type  hyperbolique,  à  caracté  istiqu»  -  réelles. 

On  sait  d'ailleurs  que  Lagrange  a  ramené  le  problème  des  petits 
mouvements  de  Peau,  dans  un  canal  de  faible  profondeur,  à  l'équa- 
tion du  son  (x).  Dans  la  question  que  nous  étudions  ici,  les  hypo- 
thèses faites  sur  le  mouvement  par  tranches  on1   précisément   [ i 

résultat  d'assimiler  le  mouvement  dans  un  canal  de  profondeur 
finie  au  mouvement  dans  un  canal  peu  profond.  Le  problème  que 
nous  avons  en  vue  ressemble  donc  beaucoup  ;i  celui  qui  es1  traité 
par  Lagrange.  Mais  nous  ne  supposons  pas  ici.  comme  le  ï;ul 
Lagrange,  que  les  vitesses  sont  petites. 

Comme  l'apprend  l'étude  des  caractéristiques  des  équations  du 

mouvement  des  gaz,  la  célérité  de  la    propagali les  ondes  esl 

donnée  par 

i  /    -  =  i/i.'  I. 

V  dp 

C'est  en  effet  la  valeur  approchée  de  la  célérité  de  l'onde  soli- 
taire. Pour  aller  plus  loin  et  obtenir  une  valeur  plus  exacte  de  cette 
célérité,  il  ne  faut  pas  se  contenter  de  l'approximation  que  nous 
avons  admise  et  il  convient  de  recourir  à  la  théorie  beaucoup  plus 
approfondie  de  M.  Boussinesq. 

Remous. —  (i.  Cherchons  ce  qui,  dans  les  veines  gazeuses,  cor- 
respond au  phénomène  qu'on  appelle  le  remous  dans  le  mouvemenl 
des  eaux  courantes. 

Pour  cela,  traitons  les  équations  (i)  cl  (2)  en  y  ajoutant,  à  la 
place  de  (3),  l'équation 

(4)  l>  =  /,/.-. 

Nous  éludions  ainsi  le  mouvement  d'une  veine  gazeuse.  Notre 
calcul  s'appliquera  à  la  fois  à  un  gaz  réel  e1  au  gaz  hydraulique. 
Pour  le  gaz  hydraulique,  il  faudra  luire  y  =  2.  Pour  le-  gaz  réels, 
si  le  mouvemenl  est  i  sot  h  en  ne,  on  fera  y  '  ■  Mais  les  mouvements 
des  gaz  réels  sont   plus  voisins,  1  n  général,  de  I  adiabatique  que  de 

('   Mécanique  analytique,  seconde  Partie,  Section  XI,  articli 

Journ.de  Math*  (8*  série),  tome  III. —  Ani  '•* 
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l'isotherme.  A  la  vérité,  quand  on  suppose  un  Erottement  contre  les 
parois,  le  mouvement  ne  saurait  être  rigoureusement  adiabatique, 
car  il  y  a  toujours  de  la  chaleur  fournie  par  le  frottement.  Mais 
nous  admettrons  que  le  frottement  es1  assez  faible  pour  <pi  il 
y  ait  adiabaticité  presque  complète  Alors  y  doil  être  pris  égal 
ou  rapport  des  chaleurs  spécifique-. 

Nous  allons  donc  traiter  du  même  coup  e1  du  remous  en  hydrau- 
lique et  du  phénomène  qui  lui  correspond  dans  les  veines  gaz<  uses, 
ïl  faudra  toutefois  faire  attention,  quand  on  appliquera  les  résul- 
tats an  gaz  hydraulique,  que  ^  dépend  alors  de  la  densité. 

Le  problème  que  nous  avons  en  vue  es1  I  étude  du  mouvemenl 
permanent.  Pour  le  mouvement  permanent,    2    s  écrrt 

(5)  ;j.u  =  const.  —  q, 

et  1  1  1  donne,  grâce  à     \    e1  à     5  . 

(6)  dv  = 


— -   est    fonction  de  ix;       peut    l'être  (cas  du    gaz  hydrauhque). 
.Mais  'j.  s  exprime  en  fonction  de  u  par    '•  .  (  m  trouve  ainsi 

Le  problème  est  donc  ramené  à  la  quadrature    6  . 
Sans  discuter  les  cas  où  celte  quadrature  peut  -  effectuer  par  les 
Fonctions   élémentaires,   indiquons   sommairement    l'allure   qu'onl 

les  intégrales  avec  les  expressions  usuelles  de    ■  el  de  0  (a). 

Le  numérateur  du  deuxième  membre  de    6    s'annule  pour 


'dP 


y  —  1 


u  =  \ djl  =  v*7?Y  '«'  '      (h      ''/■'  "=«. 
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La  vitesse  des  molécules  fluides  esl  alors  égale  à  la  célérité  des 
ondes,  c'est-à-dire  pour  les  gaz  ordinaires  à  la  vitesse  du  son,  pour 
le  gaz  hydraulique  à  la  vitesse  de  l'onde  solitaire. 

Le  dénominateur  s'annule  pour  une  c<  rtaine  valeur  u,  de  u.  Sup- 
posons, pour  fixer  les  idées,  m,<«„.  C'esl  le  cas  qui  correspond, 
pour  les  eaux  courantes,'  aux  cours  d'eau  de  faible  peut.-.  I  a 
courbe  représentant  u  en  fonction  dexa  alors  une  des  i  rois  formes 
suivantes,  suivant  que  l'on  pari  d'un  point  où  u  es1  inférieure  un 
compris  entre  u{  et   //„.  supérieur  à  u0. 

Fig.    !.  Fie;  3.  I  ,_..  5. 


La  représentation  de  la  densité  u.  en  fonction  de  x  s'obtienl  faci- 
lement, en  vertu  de  (5),  en  prenant  l'inverse  des  courbes  ci-dessus  : 
elle  a  l'avantage,  pour  le  gaz  hydraulique,  de  représenter  la  pro- 
fondeur du  courant.  C'est  par  la  discussion  de  u.  (ou  de  II  qu'on 
procède  en  effet  dans  la  plupart  des  traités  d'hydraulique.  Nous 
avons  préféré  discuter  directement  //  pour  met  ire  mieux  en  évi- 
dence l'égalité  existant  aux  points  A  et  H  entre  la  vitesse  des  molé- 
cules et    la  célérité  des  ondes. 

Il  convient  de  signaler  (pie.  dans  le  cas  de  l' hydraulique,  où  -  es1 

proportionnel  à  //  et  où  &(u)  esl  de  la  forme  hit'1,  la  courbe  de  la 
figure  (\  ne  se  prolonge  pas  à  l'infini  ver-  les  i  négatifs  :  elle  a  de 
ce  côté  une  asymptote  verticale. 

La  figure  2  donne  le  remous  d'exhaussement,  ou,  pour  les  veines 
gazeuses,  ce  qu'on  pourrait  appeler  le  remous  de  compression;  la 
ligure  3  donne  le  remous  d'abaissemenl  pour  1rs  veines  gazeuses, 
le  remous  de  dilatation);  la  ligure  i  donne  le  remous  d  exhausse- 
ment (pour  les  veines  gazeuses,  de  compression  aboutissant  à 
un   ressaut    d'exhaussement. 


Ressaut.     •  7.  Les  tangentes  verticales  des  courbes  <  i-dessus  sonl 
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l'indice  que  l'écoulement  ne  peut  se  poursuivre  conformément  aux 
hypothèses  admi  ses  jusqu'aux  points  correspondant  à  ces  tangentes 
verticales.  Il  se  produit  une  discontinuité,  une  onde  de  choc.  El  -  il 
s'agit  du  gaz  hydraulique,  l'onde  de  choc  n'esl  autre  chose  «pu- 
le  ressaut. 

Une  onde  de  choc  rigoureuse  a  une  épaisseur  nulle.  Il  es1  plus 
exact  de  dire  qu'il  se  produit  une  quasi-onde  de  choc,  qui  peul 
être  traitée,  en  première  approximation,  comme  une  onde  véri- 
table. 

appliquons  à  l'onde  •{>-  choc  la  loi  adiabatique  dynamique 
d'Hugoniot.  Nous  en  avons  le  droit.  L'hypothèse,  nécessaire 
pour  la  démonstration,  de  l'adiabaticité  du  phénomène  esl  accep- 
table quand  l'épaisseur  de  la  quasi-onde  es1  assez  faible.  Nous 
pouvons  donc  écrire,  en  appelanl  i  e1  2  les  états  «nu  encadrenl 
I  "onde  de  choc, 

(7)  (Pi       P        -J---M  +  a(ï1-r1)  =  o. 

I  ►ans  le  cas  du  gaz  h\  draulique,  on  a 

I  I 

L'équation    7  appliquée  à  ce  cas  permet  alors  de  calcu  — -•• 

- 
...        1    —  1 
(  >r  on  sail  que,  dans  l'écoulemenl   adiabatique  d  un  liquide,  — ! 

- 

(où  l    es1  l'énergie  interne  de  l'eau    n'esl  autre  chose  que  la  p< 
décharge.  La  loi  d'Hugoniol   nous  donne  donc  la   perte  de  charge 
produite  par  l'onde  de  choc,  c'est-à-dire  par  le   ressaut.  Elle  con- 
duit  à 

(,)  g  ICJ  JLB..JUL,  .',11,11, 

C'esl  bien  le  résultai  classique  dr  Bélang  ;r. 

Ainsi  donc,  la  formule  de  Bélanger  pour  le  ressaut  n'est  quun 
cas  particulier  de  la  loi  adiabatique  dynamique  d'Hugoniot, 
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Pour  les  iraz  parfaits,  le  principe  de  Carnol  permel  «1»-  dé- 
montrer (1J  : 

i°  Que  les  seules  ondes  de  choc  possibles  sonl  des  ondes  com- 
primées : 

2°  Que  la  célérité  des  ondes  de  choc  es1  supi  vitesse 

du  son  dans  le  milieu  aval  cl  inférieure  à  celle  du  son  dans  le  milieu 

amont . 

La  démonstration  s'étend  au  gaz  hydraulique  et,  par  conséquenl  : 
i°  Les  seuls  ressauts  possibles  sonl  1rs  ressauts  d'exhaussement. 

Ce  sont  les  seuls  qui  donnenl  une  perte  de  charge  positive,  comme 
cela   est   forcé.   Il  est  vrai  que  Bazin  a   pu  observe  essauts 

d'abaissement,  mais  en  créant  une  dénivellation  brusque  du  fond 
du  lit.  On  obtient  ainsi  un  travail  de  la  pesanteur  qui  vienl  com- 
penser les  pertes  de  charge.  Remarquons  en  effel  que  la  théorie 
précédente,   notamment  la  formule  (8),   suppose   le   lit    rectiligne. 

2°  Le  ressaut  d'exhaussement  se  propage,  par  rapporl  à  i 
avec  une  vitesse  supérieure  à  \ur\\.  en  désignant  par  II  la  pro- 
fondeur en  avant .  <  >r  si  le  mouvement  es1  permanent .  le  i  essaut  es1 
immobile  e1  >a  célérité  es1  égale  à  la  vitesse  du  courant.  Le  ressaul 
d'exhaussement  se  produil  donc  en  un  poinl  où  la  vitesse  de  l'eau 
est  supérieure  à  \  gH.  Dans  la  courbe  de  la  figure  \  on  ae  va  pas 
jusqu'au  point  où  la  tangente  es1   verticale. 

I  mus  ces  résultats  sont  classiques.  J'ai  voulu  simplement  ici 
montrer  qu'ils  oe  sonl  que  des  cas  particuliers  des  lois  des  ondes 
de  choc  dans  les  gaz, 

SLT»    LA    RÉSISTANCE    DES    FLUIDES    COMPRESSIBLES 
\l  \    GRANDES    VlTESSl  S. 

Remarques  générales  sur  la  résistance  des  fluides.  I.    Le  pro- 

blème de  la  résistance  des  fluides  es1  un  des  premiers  qui  se  soienl 

1     Remarques  sur  lu  propagation  des  /-<  n  R,     1  N 

t.  138,    '7  juin   hi"'i  .        Sur  la  propagation  -  dans  /< 

irnal  de  Mathématiques  pures  et  a p plie 
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posés  aux  savants  qui  <>nl  abordé  l'étude  de  l'hydrodynamique. 
Les  recherches  qu'il  a  suscitées  n'onl  pas  peu  contribué  à  la  Forma- 
tion e1  au  développement  de  cotte  science.  Mais  sa  difficulté  es1 
telle  <pi  il  ne  peut,  même  aujourd'hui,  être  considéré  comme 
entièrement  résolu.  Des  théories  diverses  se  sonl  constituées, 
fondées  chacune  sur  des  hypothèse?  spéciales  e1  mettanl  en  lumière 
chacune  une  des  faces  de  la  question,  un  cas  particulier  du  pro- 
blème. Ces  théories,  malgré  les  brillants  résultats  obtenus  par 
quelques-unes  d'entre  elles,  sonl  sujet  les  encore  à  d'importants 
perfectionnements  e1  appellent  de  nouvelles  recherches  pour 
l'éclaircissement  de  leurs  liens  réciproques.  Si  l'on  me  penne! 
•  •elle  comparaison,  la  question  de  la  résistance  des  fluides  appa- 
raît comme  une  mer  d'où  le  Ien1  travail  du  temps  a  l'ail  émerger 
quelques  îlots  solides.  Ces  ilôts  s'accroissenl  peu  à  peu.  mais  ils 
restent  encore  isolés  les  uns  des  autres  et,  entre  <  u\.  les  relations 
ne  sonl  encore  établies  que  d'une  manière  sommaire. 

*1.  Il  y  a  résistance  aussi  bien  avec  les  fluides  compressibles 
qu'avec  les  fluides  incompressibles.  Mai-  m  le  corps  solide  contre 
lequel  résiste  le  fluide  -e  déplace  dans  celui-ci  avec  une  faible 
vitesse,  les  mouvements  du  fluide  sonl  lents.  <  >r  il  résulte  d'un 
théorème  «le  Helmholtz  convenablement  généralisé  que,  dans 
les  mouvements  lents  des  fluides,  la  compressibilité  joue  un  rôle 
faillie,  la  viscosité  el  la  conductibilité  un  rôle  considérable  (]). 
On  p«ui  donc  étudier  la  résistance  >l  un  fluide  quelconque  aux 
faibles  vitesses  en  le  supposanl  incompressible  e1  visqueux.  De  là 
un    premier   groupe   de    th<  inaugu  ées    par    Stokes     -  .    c«ui- 

tinuées  par  divers  auteurs  '),  où  la  résistance,  due  à  la  viscosité, 
est  proportionnelle  à  la  vitesse.  Ces  théories  s'appliquent,  par 
exemple,   au   mouvemenl    île-    pendules   dans   I  air. 

1  Sur  lu  similitude  dans  le  mouvement  des  fluidi  -  <  .  II.  icad.  S,  ..  i.  I  11.  -  août, 
nr'i  .       Sur  la  résistance  de  V air  (Ibid.,  i.  145,   i  septembri    ig   "  . 

Effet  ilu  frottement  intérieur  îles  fluides  sur  le  mouvement  îles  pendules  Tran- 
sactions de  Cambridge,  i.  IX.  Part.  II.  i  s"i  i  . 

Voir  la  Note  de  M    Boussinesq,  pa;  i  du   ["orne  II  de  sa    Théorie  ana- 

lytique de  la  chaleur  (Gauthier- Villars,   ig    ■ 
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5.   Un  second  groupe  de  théories  considère  les  fluides  incom 
sibles  avec  viscosité  assez  faible  e1  négligeable. 

Des   le  xvne  siècle,   les   premiers   savants   qui    se  sonl    occupés 
de  cette  question  [Je    Père    Pardies     tiuygens,    Mariotte     ' 
par  des  considérations  de  similitude,  démontré  que  la  résistai 
dans  ce  cas  devail  être  proportionnelle  à  la   surface,  à   la   densité 
du  fluide  el  au  carré  de  la  vitesse    Leurs   raisonnements  onl 
modernisés  par  Reech  (2j.   .Mais  ces   raisonnements  ne  fournissent 
pas  à  proprement  parler  une  théorie  de  La  résistance  des  fluides  : 
ils  ne  donnent  qu'un  cadre  pour  une  telle  théorie.   Tou1    ce    qu'ils 
démontrent,  c'esl  que,  .sv  la  résistance  existe,  elle  doil  satisfaire  aux 
lois  énoncées.  (  )r  Je  paradoxe  de  d'Alembert  appr<  nd  que,  si  le  soli  le 
est  animé  d'un  mouvemenl  uniforme,  la  résistance  es1    nulle  dans 
tout  régime  permancnl  dans  lequel  le  fluide es1  en  reposa  l'infini  (*). 

Une  théorie  de  la  résistance  des  fluides  incompressibles  e1  non 
visqueux  doit  donc  fournir  un  moyen  d'échapper  au  paradoxe 
de  d'Alembert. 

Bien  entendu,  le  paradoxe  de  d'Aleinherl  n'empêche  pas  i;i 
résistance  d'exister  quand  le  mouvement  du  solide  n'est  pas  uni- 
forme. Le  calcul  de  la  résistance  dans  ce  < us  a  été  l'ail  puni  la 
première  l'ois  par  Poisson  !'  Mais  l'expérience  exige  qu'on  trouve 
une  résistance  même  quand  le  mouvemenl  <--i  uniforme.  La  théo 
certainement  la  plus  satisfaisante  pour  échapper  dans  »••■-  condi- 
tions au  paradoxe  de  d'Alembert  es1  actuellement  celle  qui  es1 
fondée  sur  les  surfaces  de  glissement  de  Helmholtz.  Inaugurée  par 
ko  chliolf  (5),  elle  a  pi'is  dernièrement   de  grands   développements 


f'j   Pardies,  Statique  des  forces   mouvantes,    1671.  l'i     llwoi.    Hisi 

/'.  Icadémiedes  Sciences  de  [666  à  [686  (pour  les  travaux  d'Huygens  .        M  vrioi  m  . 
Traité  de  la  percussion  des  cor ps    [67g  :  Traité  du  mouvement  des  eaiu     il 

(2)  Cours  de  Mécanique  d'après  lu  nature  généralement  flexible  et   élastique   des 
corps  1  1 852). 

Je  prends  l'énoncé  du  paradoxe  <!<•  d'Alemberl  smi-  la  forme  «pu   lui 
donnée  par  M.  Cisotti    Sul  moto  permanente  di  un  solido  m  un  fluido  indefinito 

(Atti  del  />'.  Instituto  I  eneto  di  Scienze,  Letteri  ed    Irti,  t.  LX1X,  1,  p    1  1  1  . 

■    Mémoires  de  V  Vcadémie des  Sciences,  1    XI,  i83a,  p 
Mechanik,   12e  Vorlesung  (chez  Teubner,  Lei] 
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(lord  Rayleigh,  Levi-Civita,  Brillouin,  Villat).  Elle  rejette  l'hypo- 
thèse du  repos  à  l'infini,  et  établit  en  somme  une  espèce  'I  assi- 
milation entre  le  phénomène  de  la  résistance  d'un  courant  fluide 
e1  celui  du  choc  d'une  veine  fluide  contre  un  solide.  Elle  parvient 
bien,  comme  c'étail  forcé,  à  une  expression  proportionnelle  à  la 
surface,  à  la  densité  e1  au  carré  de  la  vitesse. 

Les  travaux  de  Kutta  et  de  Joukowski  ('  on1  porté  égalemenl 
sur  les  fluides  incompressibles  aon  \  isqueux.  Ils  ne  constituent  pas 
une  théorie  de  la  résistance  puisqu'ils  ne  donnent,  pour  l'action 
d'un  courant  fluide  sur  un  solide,  aucune  composante  parallèle  au 
courant.  Mais  ils  fournissent  <\f-  expressions  de  ce  que  les  mécani- 
ciens de  l'aviation  appellenl  la  pousséi  e1  ces  expressions  rentrent 
naturellement  dans  l<  cadre  de  Pardies,  Huygens  e1  Mariotte. 
Cette  nouvelle  théorie  soulève  bien  quelques  difficultés,  comme 
l'existence  d'un  potentiel  des  vitesses  non  uniforme,  donl  d  sérail 
intéressanl  de  montrer  comment  il  s'établil  à  partir  du  repos. 
Mais  elle  montre  qu'il  y  a  peut-être,  dans  l'action  d'un  couranl 
d'air  sur  un  solide,  des  régimes  différents  donnant  des  sustenta- 
tions différentes  pour  les  ailes  d'avions.  Il  es1  peut-être  permis  de 
rapprocher  celte  remarque  des  résultats  expérimentaux  de  Râteau 
et  d'Eiffel  qui  ont  mis  en  évidence,  pour  les  faibles  inclinaisons 
des  voilures,  des  poussées  qui  ne  se  raccordent  qu'avec  nue  *■<•]- 
taine  discontinuité  aux  poussées  obtenues  dans  le  cas  des  fortes 
inclinaisons. 

i.  A\ant  l'existence  de  la  théorie  des  surfaces  de  glissement, 
Poncelet,  suivi  par  Saint-Venant,  avait  expliqué  l'existence  de  la 
résistance  par  les  pertes  de  charge  2).  Les  pertes  de  charge  sont 
dues  à  la  viscosité  du  fluide;  mais  on  peul  les  estimer  grossièrement 
par  les  formules  de  l'hydraulique,  -i  bien  que  les  coefficients  de 
viscosité  n'interviennent  pas,  à  proprement  parler,  dan-  les  calculs 


(•)  Voir  ii*-  travaux  résumés  dai  dynamique  de  Joukowski,    traduction 

Drzewiecki    Gauthier-^  Mars,  [916  . 

Pon<  1  h  1.  Introdw  tion  à  I"  Mécanique  industrielle.  —  Saint-Venant,  1 
tance  des  fluides    Mémoires  dt  l    \  adémit  ■  .  [887  . 
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de  Poncelet  e1  de  Saint- Venant.  Leur  théorie  hydraulique  es1  donc- 
une  théorie  «pu  s'applique  aux  fluides  incompressibles  e1  qui 
tient  compte  de  la  viscosité,  mais  qui  en  tienl  compte  par  des 
moyens  sommaires  e1  globaux,  rendanl  inutile  la  connaissance 
des  coefficients  de  viscosité  eux-mêmes.  Cette  théorie  esl  loin 
d'avoir  la  valeur  de  la  théorie  des  surfaces  de  glissemenl  :  elle  reste 
néanmoins  intéressante  parce  qu'elle  la  complète  sur  un  point, 
Dans  la  théorie  des  surfaces  de  glissement,  ces  su  faces  doivenl 
s'éloigner  à  l'infini.  <  )r,  l'expérience  apprend  qu'elles  ne  se  com- 
portent1 certainement  pas  ainsi.  Les  considérations  de  Poncelel 
et  Saint-Venanl  l'uni  comprendre  commenl  il  se  fail  que, 
l'obstacle,  elles  puissent  se  rejoindre  sans  que  pour  cela  la  résis- 
tance s'annule. 

»>.  La  résistance  des  fluides  incompressibles  a  ainsi  donné  lieu 
à  une  série  considérable  de  travaux.  Il  n'en  es1  pas  de  même, 
à  ma  connaissance,  de  celle  des  fluides  compressibles  '  .  Aussi  ne 
sera-t-il  sans  doute  pas  inutile  d'attirer  l'attention  ;ur  un  résultai 
important  obtenu  par  Newton  dans  la  Proposition  XXXIU  du 
Livre  II  (7e  section)  de  se-;  Principes,  touchant  la  résistance  d'un 
fluide  quelconque  aux  grandes  vitesses.  L'illustre  savanl  mont] 
que  la  résistance  est,  dans  ce  cas,  proportionnelle  au  carré  de  la 
vitesse.  Il  se  sert,  il  es1  vrai,  pour  sa  démonstration,  d'hypothèses 
moléculaires.  Mais  nous  allons  voir  que  l'on  peul  moderniser  ses 
raisonnements  en  remplaçant  ses  conceptions  moléculaires  par  les 
lois  des  gaz  parfaits.  Nous  rattacherons  ainsi  son  beau  théorème 
aux  théories  de  l'hydrodynamique  actuelle  ("). 

Nous  ne  nous  dissimulons  pas  que  les  considérations  qui  vonl 

(')  Il  convienl  de  signaler  toutefois  les  recherches  de  MM.  Baiistoy  el  Booth 
en  Angleterre  el  celles  de  MM.  Darrieus,  Langevin,  Vessiol  en  France.  Voir  sur 
ce  sujel  une  Note  parue  aux  Comptes  rendus  du  i  ■  juillel  [920  et  1  :digéeposté- 
rieuremenl  au  p  é  •  m  Mémoire. 

(2)  Ce  (|ui  va  suivre  u'esl  que  !<■  développement  d'une  Note    s  ■ 
l'air),  parue  le  9  septembre  [907  dans  les  Comptes  rendus  de  VAcadém  s 

(t.  145).  Il  nous  a  paru  intéressant  d'expliciter  cette  Note,  donl  la  rédaction  est 

un  peu  trop  condensée,  e1  <'ii  même  temps  <l'\  ajouter  quelques  éléments  nouveaux. 

■ 
Join  h.  de  Math,  i  s"  série),  1 e  III  Vnnéc   1 
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suivre  peuvent  parfois  laisser  quelque  peu  à  désirer  au  poiiïl  de 
vue  de  la  rigueur.  Telles  qu'elles  sont,  elles  nous  paraissenl  néan- 
moins mériter  de  retenir  l'attention  des  physiciens. 

Le  théorème  de  Newton.  -  (>.  Quand  le  solide  se  déplace  I  es  \  1 1  e 
dans  le  fluide,  les  mouvements  de  celui-ci  sonl  rapides,  el  il  résulte 
(•u  théorème  de  Helmholtz  généralisé  que  la  compressibilité  j  iue 
un  rôle  important,  la  viscosité  e1  la  conductibilité  un  rôle  faible. 
Nous  allons  donc  considérer  un  Unifie  comp  essible,  non  visqueux, 
animé  de  mouvements  adiabatiques.  Nous  supposerons  d'ailleurs 
que  le  fluide  étudié  es1  un  gaz  parfait. 

Le  corps  solide  se  déplaçant  très  vite,  sa  vitesse  es1  supérieure 
à  celle  du  son  Si  donc  l'ébranlemenl  n'atteinl  pas  immédiatement 
les  points  à  l'infini  en  avant,  il  ne  peul  avancer  que  par  une  onde 
de  choc.  I  /expérience  confirme  en  effel  la  formation  d'une  telle 
onde  :  les  photographies  de  p  ojectiles  en  mouvemenl  la  mettenl 
bien  en  évidence,  et  les  méthodes  de  repérage  par  le  son  sonl 
fondées  sur  son  existence.  Une  théorie  complète  devrail  évidem- 
ment justifier  I  existence  d'une  onde  de  cime  d  nue  manière  plus 
serrée,  el  apprendre  à  en  déterminer  les  éléments.  A  ma  con- 
naissance, une  telle  théorie  n'esl  pas  encore  laite  :  les  tra- 
vaux de  M.  Charbonnier  '  .  notammenl  laissenl  ce  poinl 
inconi plèi  einen I  traité,  le  me  contenterai  ici  de  prendre  pour 
fondement  de  mes  raisonnements  le  fait,  considéré  ennuie-  p 
bable  a  priori  e1   certain  expérimentalement,  de  l'existence  d  une 

onde  de  cime. 

7.  Soit  ('.  le  corps  solide,  SAS  Tonde  de  cime.  On  sail  par  les 
travaux  expérimentaux  des  artilleurs  abou  et,  Gossot,  Char- 
bonnier) que  la  discontinuité  va  en  s'attcnuanl  au  fur  el  à  mes 
<pi"on  s'éloigne  vers  S  e1  S,  ^i  bien  qu 'à  une  distance  suffisante 
de  A.  l'onde  cessi  d'être  pratiquement  une  onde  de  choc,  pour 
devenir  sensiblemenl  une  onde  d'accélération.  En  ces  points 
éloignés  £  e1  S.  la  direction  de  la  surface  de  i  m  mie  Fail  alors,  avec 


(')  Le  Champ  acoustique,  Ann,  dt  Chimie  et  de  Physique,  v   série,  t.  \  III.  1906, 


QUELQUES     PROBLEMES    D  HYDRODYNAMIQUE    GENERALE.  IO, 

la  vitesse  du  corps  ('..  un  angle  donl   le  sinus  es1   <* lt; i I  au  rapporl 
de  la  vitesse  du  son  à  !;i  vitesse  du  corps  C. 

La  surface  d'onde  de  choc  sépare  la  masse  fluide,  supposé)  indé- 
finie, en  deux  parties.  Dans  la  première,  distinguée  par  l'indice  i, 
il  y  ;i  repos;  les  vitesses  sonl  ut  =  vK  =  w{  =  o;  la  densité,  la  pres- 
sion, la  température  sonl  pn  pn  T,  uniformes  dans  toute  la  partie  i . 
La  seconde  partie,  distinguée  par  l'indice  2,  es1  celle  où  se  trouve 
le  corps   C.    Vitesses,  densité,   pression,   température,   sonl    repré- 


sentées par  les  fonctions  u2,  e_,.  w2,  p2,  />.,.  T2  analytiques,  toul  au 
moins,  jusqu'à  l'apparition  (possible)  d'une  autre  onde. 


\\.  Considérons  deux  expériences  faites  avec  deux  corps  C  d  C 
géométriquemenl  semblables,  la  première  avec  une  vitesse  \  dans 
nn  gaz  p,,  pn  T,,  la  seconde  avec  une  vitesse  V7  dans  un  gaz 
l>r  \  \.  Du  côté  2  de  I  onde  de  choc,  les  deux  gaz  sonl  dans  un  étal 
de  inon\  enieni  caractérisé  respectivemenl   par 


el 


//.,,      io.      u'o.     p2,     /;.,,      T.,         (mouvement  OIL) 
//',.     1  ■ ,,     w't,     p'2,     /' ,.      I  1  ii < . h \ emenl  DR    |. 


Les  deux  gaz  sonl   supposés  avoir  même  rapporl   y  ''''^  chaleurs 

Spéci  liipies. 

Désignons  par  I!  In  constante  universelle  des  gaz  parfaits,  par  m 

e1  m  les  unisses  moléculaires  des  deux  gaz. 
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Dans  les  parties  2,  les  équations  du  mouvemenl  sont  : 

1         ()/>  d(u.v.w)         d(u,v,w)         à ( //,r.  u)  w  u.v.w) 

v h u-  h =0, 


{3   il    r.  y.  s)  c/x  ,;_r  ds  ^/ 

^//        à  (pu)        d(pv)        d(pw) 


(0 


C>£  W/  (>J 


p  =  —  pi 


m 


ou  simplement         odp  —  yp  do  =zo. 


dT  dp  ( 


Ce  système  es1  le  même  pour  les  deux  gaz,  avec  cette  différence 
que  ///  doit,  pour  le  second,  être  changé  en  m'.  Nous  désignerons 
par  (i')  le  système  où  a  été  fail  ce  i  liangement. 

L«'  mouvemenl  DR  es1  une  solution  de  (1);  le  mouvemenl  Dîl' 
une  solution  de  1'  .  Mais  considérons  le  mouvemenl  DTL.  Multi- 
plions les  longueurs  par  7.  les  densités  par  S,  les  pressions  par  .-. 
les  températures  par  0.  les  vitesses  par  z».  Nous  obtenons  ainsi  un 
mouvemenl   ot,  : 

.  "  .      yv2:      -  '         ■'     ■     gj/j  .        I  mouvement  ïû), 

mouvemenl  semblable  à  DU.  .!«'  dis  que  le  mouvemenl  DIL;  peul  être 
pris  sensiblemenl  idenl  ique  à   fc. 

i).    En  1  llci.  hnii   il  abord  je  remarquerai  que  le  mouvemenl    (t 
vérifie  bien  les  équations     1      que  doil  vérifier  DIL '  dans  la  parti* 
à  condition  que  I  on  ai l 

(2) 

y    GT  =  O0  — ;• 

D'autre  part,  on  satisfail   aux  conditions  aux  limites,  résultanl 

de  la   présence  du  corps  C  dans  |(    gaz,   pourvu   qu'on   prenne  x 

égal  au  lappiui  des  dimensions  linéaires  des  corps  C  e1  C  e1  s  égal 

\     ,     1 
au  rapport       de  leurs  v  itesses. 

Reste  inaini cnani  à  montrer  que  I  on  peul  prendre  0  de  manière 
([ne  le  mouvemenl  )t  soil  compatible  avec  la  propagation  par  onde 
de  choc  dans  I  étal  du  gaz  caractérisé  par  l'indic<    1. 
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Les  équations  de  l'onde  de  choc  sont,  en  d  l1  pa    X,  a,  v  les 

cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  su  face  de  l'onde   el  Dar  —  la 

1        lit 

célérité  de  l'onde  par  rapporl  à  la  matière  dans  l'étal   i  : 

p,  t{U{  .  v        Pi  'H'\  s        r-i  dh,  , 


(3 


dt  )        p,   p2—  p, 
p=pxy-^.  _iZZ  (loi  adiabaiique  d'Huî 

(y-*-i)Pi  —  (y  —  Opi 


Mais  nous  supposons  C  e1  C  animés  d'un  mouvemenl  Érès  rapide. 
Donc,  tou^  aw  moins  dans  une  zone  d'une  certaine  étendue  autour 
de  A.  on  peul  aégliger  un  vs,  (v,  devanl  u _.  *•..  n>,  e1  p,  devanl  /;,. 
I  ,es  équal  ions  |  3)  deviennenl  alors 


p,    t///,  Oj    '/A,  p,    '/// 

/.     dt  y.     ilt  v 

I  fltol  ,2    p2    p 


I      dt   '  2        ;j.     dt      !         v     r//    '  r" 


dt  pj    c 

(y  h-  Opi=(y  — Opi- 

Quand  on   passe  du   premier  gaz  au  second,  la  densité  dans  la 
pailic    [,    z.    devienl    ?'.    On    voii    qu'il    suffîl    de    faire    -  =  —-'. 

c'est-à-dire  o  égal  au  rapporl  des  densités  initiales  —  .  sans  préju- 
dice,  bien  entendu   des  relations  (2),   pour  que   les  équations     1 
soieui  vérifiées. 

Ainsi  donc,  on  prend  y.  égal  au  rapporl  des  dimensions  linéaires 

de  C  et  de  C  ;  <p  égal  au  rapporl    .    de  leurs  vitesses  ;  B  égal  au  rap- 
porl des  densités  initiales  — .  Mors  0  cl  —  sont  déterminés  par     •  , 

•  pi 

Le  mouvement  3t,  donl  les  éléments  sonl  ceux  de  .'k  respective- 
ment multipliés  par  les  :.  0,  0.  -,  que  nous  venons  de  détermii 
vérifie  les  équations  du  mouvemenl  1  II  esl  en  nuire  compa- 
tible approximativemenl  avec  la  propagation  par  onde  >\^  choc 
dan--  l'étal  initial,  toul  au  moins  dans  une  région  d  une  certaine 
étendue  autour  île  A.  région  ou  les  équations     i    peuvenl  être  rem- 
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placées  par  (  \;.  Par  conséquent,  dans  cette  région,  le  mouvemenl  OU1 
peut  être  pris  approximativement  identique  à  .1: .  Mais  le  corps 
solide  C  peu!  e1  e  considéré  comme  étant  tout  entier  dans  cette 
région  ou  dans  son  voisinage.  Les  pressions  sur  C  sonl  donc  sensi- 
blement celles  du  mou\  emenl   )L. 

Arrêtons-nous  un  instanl  pou  faire  une  remarque,  Le  rapport 
des  densités  des  deux  gaz  n'esl  pas  sensiblemenl  modifié  par 
l'onde  de  choc;  le  .apport  des  pressions  l'esl  au  contraire  e1 
différemment  d'une  expérience  à  l'autre.  Cela  es1  possible  pa  ce 
que  la  densité  p,  es1  voisine  de  la  valeur  qui  donne  p.2  infini  :  une 
très  faible  variation  de  p2  produil  une  variation  très  grande  de  p.,. 
Bien  entendu,  il  y  à  corrélativement  une  \  ande  variation  de 

la  tempérai  ure. 

10.    Les  deux  expériences  dont  nous  venons  d  analyse,   les  condi- 
tions sont  approximativement  semblables,  puisque  ."Ml'  esl  approxi- 
mativement   u.    Le  rapport   -,  des   pressions  qui  s'exercent   sur  C 
cl    C   i'si.  or;   le    rapporl    des   forces  es1    -/2:r"-.    On    peul    énonce 
le  I  héorème  suivant  : 

Considérons  deux  gaz  ayant  même  rapport  des  chaleurs  spécifiques. 
Les  résistances  quils  opposent  au  mouvement  de  deux  corps  géomé- 
triquement semblables  et  uni  mes  de  vitesses  très  grandes  sont  dans  le 
rapport  des  produits  de  la  surf  ace  par  la  densité  et  p<  i  U  carré  de  la 
vitesse. 

Comme  cas  particulier,  on  peut  supposer  que  la  seconde  expé- 
rience es1  faite  dans  le  même  fluide  que  la  première,  avec  le  même 
corps  C,  mais  à  une  vitesse  \  '  diffé  euh-  de  \  .  Tou1  ce  qui  précède 
es1  applicable.  Il  faut  seulement  faire  x  i  et  S  i.  Quanl  à  p, 
d  vaut    I  oujours  I  >onc  : 

Dans  un  gaz,  lu  loi  de  la  résistance  au.i  grandes  vitesses  8  approi  he 
asymptotiquement  de  la  loi  du  carré  de  la  vitessi 

Ce  résultat  a  été  assez  1  <     fié  par  les  expé  iences  des  artihS 

Existence  de  la  résistance.  -  11.  Les  résultats  que  nous  venons 
d'énoncer   ressemblent    à    ceux  (pie  Pardies,   Huygens  e1    Mariotte 
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oui  donnés  pour  les  fluides  incompressibles.  \'-  :onstituen1  pas, 

à  proprement  parler,  une  théorie  de  I  tance  des   Fluides  aux 

grandes   vitesses,   car   il-   ne  calculenl    pas   cetl 

bornent  à  énoncer  des  conditions  auxquelles  elle  doil    satisfai 

Il  y  a  toutefois  quelque  chose  de  plus.  Les  considérations 
d'Huygens,  Marïotte  et  Pardies  n'indiquaienl  pas  l<  moyen 
(réchappe!'  au  paradoxe  de  d"A leni berl .  Ici.  on  aperçoil  le  principe 
d'une  telle  échappatoire.  Il  es1  Eourni  par  l'existence  de  l'onde 
de  choc.  A  la  vérité,  mais  ne  démonl  on?  pas,  en  toute  rigueur,  que 
l'existence  de  l'onde  de  choc  entraîne  le  l'ail  que  la  résistance  n'esl 
pas  nulle.  Mais  il  es1  facile  de  voir  qu'elle  n-wd  ce  Fait  possible  el 
même  probable. 

En  effet,  Hugoniol  a  l'ail  le  calcul  complel  dans  le  cas  du  mou- 
veineul  par  ondes  planes  où  le  fluide,  au  lieu  d'être  indéfini,  esl 
enfermé  dans  un  cylindre  el  où  le  corps  solide  esl  un  piston  se 
déplaçant  dans  ce  cylindre  i1).  Il  trouve  bien  une  résistance  non 
nulle,  satisfaisanl  aux  conditions  de  la  théorie  précédente,  donl  il 
doil  être  regardé,  par  conséquent,  comme  le  véritable  promoteur. 

Si  l'on  passe  maintenant  au  cas  gêné  al,  il  faut  se  reporter  à  la 
démonstration  donnée  par  Duhem  du  pa  adoxe  de  d'Alembert. 
Duhem  montre  «pie  si  le  fluide  esl  en  repos  à  l'infini,  et  -'il  esl 
régime  permanent  par  /apport  au  solide,  la  résistance  esl  nulle 
même  .si  le  fluide  est  le  siège  de  surfaces  de  discontinuité  d'un  ordre 
quelconque.  Mais  en  même  temps,  il  l'ail  voir  que  ces  hypoth< 
entraînent  la  conséquence  que  les  surfaces  de  discontinuité  «fui 
peuvent  exister  sont  forcément  des  surfaces  de  glissement,  séparanl 
toujours  les  deux  mêmes  masses  du   flu  L'existence  d'une 

onde  de  choc,  progressai  par  rapporl  à  la  matière,  esl  donc  incom- 
patible avec  le  repos  à  l'infini  et,  par  suite,  si  une  telle  onde 
existe,  la  résistance  peut  nêtre  pas  nulle. 

1*2.   Maintenant,  pourquoi  est-il  permis  de  supposer  qu  i >nde 


1     Propagation  du  mouvement  dans  les  corps      tournai  de  i 
58e  cahier,   i88g 

Pierre  In  m  w,  Sur  le  paradoxe  hydrodynamiijiu    di    <>"  \l  I      /■'.     l 

Se.,  i < i  ocl obre  u)i  i  . 
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de  choc  existe  .'  I  )nhem  a  démontré  que,  dans  un  fluide  visqueux, 
il  ne  peut  pas  exister  d'onde  de  chue  rigoureuse,  mais  seulemenl 
des  quasi-onde:  de  choc  donl  l'épaisseur  peul  être  d'autant  plus 
faible  que  le  coefficienl  de  viscosité  es1  lui-même  plus  petil  ('). 
Or,  nous  savons  qu'aux  très  grandes  vitesses  le  gaz  se  compo  te 
comme  si  la  viscosité  était  très  faible.  A  la  limite,  on  peul  suppose 
un  gaz  sans  viscosité  e1  une  onde  <lc  choc  rigou  euse,  comme  nous 
l'avons  fait.  Mais,  dans  ce  passage  à  la  limite,  le  travail  non  com- 
pensé produil  par  l'onde  de.  cime,  qui  es1  la  limite  du  travail  de  la 
viscosité  dans  la  quasi-onde,  ne  devient  pas  nul.  Il  subsiste  parce 
que  l'onde  de  choc  rigoureuse  es1  un  phénomène  ;  éve  sible,  et,  au 
fond,  c'esl  lui  qui  es1  la  véritable  raison  physique  de  la  résistance. 

La  démonstration  de  Newton.  1  5.  Comme  nous  l'avons  dit,  les 
résultats  exposés  dans  ce  qui  précède,  ne  sonl  que  la  modernisa- 
tion e1  la  généralisation  d'un  théorème  de  Newton.  La  démonstra- 
tion de  Newton  es1  différente  de  celle  que  nous  avons  donnée,  e1 
esi  fondée  sur  des  hypothèses  moléculaires,  si  bien  <pi  un  obse  va- 
teur  superficiel  pourrail  croi  e  qu  il  n  \  a,  entre  on  théorème  el 
celui  que  nous  avons  démontré,  qu  nue  analogie  de  forme.  En 
réalité,  il  y  a  identité  et,  pour  le  faire  voir,  nous  allons  suivre  pas 
à  pas  le  raisonnement  de  Newton  en  cmplaçanl  simplemenl  les 
hypothèses  moléculaires  par  les  lois  des  gaz  parfaits.  Ce  nouveau 
mode  de  démonstration  ne  sera  pas  sans  inté  êl  pou  hure  péné- 
i   er  le  sens  exact    de  celui   que   nous  avons  développé   plus   haut. 

C'esl    d'ailleurs    lui    qui    s'esl    présenté    le   prei r  ;'i   noire  esprit, 

ap  es  la  led  u  e  des  Pi  incipes. 

II.  Nous  nous  attacherons  simplemenl  à  montrer  que,  dans 
un  fluide  donné,  la  résistance  aux  grandes  vitesses  es1  proportion- 
nelle au  carré  de  la  vil  esse. 

Newton  commence  par  considérer  un  llunle  formé  de  molé- 
cules   n'exerçant     le      unes    sur    les    au1   es    que    des    actions    au 

1     Recherches  sur  V Hydrodynamique,  '  innales  de  la  Faculté  des 

Toulouse,  >e  série,  t.  III.  I  \  .  V,  1901.  1902,  1  ■ 
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contact  et  il  montre  que,   dan-   un    tel    fluide,   la    loi   de  la   résis- 
tance  es1    celle   du    carré   de    la    vitesse.    Non-    considérerons    i«i 
un  gaz  parfait  au  zéro  absolu.  Le  déplacemenl   d'un  solide  y   | 
-voque  une  onde  de  choc  e1  les  équations  du  mouvemenl  sonl  (i) 
et  (3).  Mais,  avant  l'onde,  on  a  uK  =*>,  =  w,  =p,  =  T,  =o.  A.p 
l'onde,  comme  -^-  n'esl  pas  nul,  les  équations     '»    montrenl  que  pa 

etT2ne  le  sont  pas  non  plus.  Donc^  =  oc  et  (y — i)  p2  =  (y  -|- i 

Les    équations    (3)    sont    remplacées    rigoureusemenl    par     i  .     \ 
loul  système  de  solutions  des  équations     [)   et  (4)   correspond  un 
autre  système  de  solutions  (x)  se  déduisanl   «In    premier  «ni   multi- 
pliant les  longueurs  par  a.   les  densités  par  o,  les  pressions  pa 
les  températures  par  0,  les  vil  esses  par  o,  avec 

US  =  O  |)  - 

m  =  69. 

Aces  deux  systèmes  de  solutions  on  peul  faire  correspondre 
deux  expériences  dans  lesquelles  on  fait  déplacer  un  même  corps, 
avec  des  vitesses  V  et  V  dans  un  même  gaz  de  même  densité  pris 
au  zéro  absolu.  On  a  alors 

«  =  i,         ô  =  i,         9=Y' 

Et  les  résistances  sont  dans  le  rapporl    o2  —  y?* 

Ainsi,  dans  cette  masse  M0  d'un  gaz  an  zéro  absolu,  I'--  résis- 
tances R0  et  R'0  aux  vitesses  V  et  V  sonl  telles  que 

Ho  ""  V2 

Prenons  mainlenanl  une  masse  \l  il'nn  gaz  quelconque,  ayanl 
la  même  densité  initiale  que  la  masse  M,,,  mais  dans  des  conditions 
ordinaires  «le  température  el  de  pression.  Lançons-)  !«■  même  corps 


(x)    Ici    le   système     i      esl   identique   à     «     <  ar  on    conserve    le    tnêm 
1  >onc  m'  =  m. 

Journ.  de  Math.  (8'  série),  tome  IM.        Vnnée  ig  I 
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que  nous  déplacions   tout  à  l'heure  dans  la  masse   M„  e1   avec  la 

vitesse  V.  Les  équations  du  mouvement  sont  (i)  et  (3).  A  un  sys- 
tème de  solutions  de  ces  équations,  en  correspond  un  autre  obtenu 
en  multipliant  les  longueurs  par  a,  les  densités  par  o,  les  pres- 
sions par  îtt.  les  températures  par  0.  1rs  vitesses  par  -^  ces  rapports 

étant  reliés  par  (2  .    I ;u-i>ns  oc  =  i,  0  =  1,  9  =  ~y  •  Alors 

\  »  fl      V'2 

^=yy         el  tt- 

Cela  revienl  à  dire  que  la  nouvelle  solution  correspond  a  une 
nouvelle  expérience  qui  sérail  faite  avec  le  même  solide  dans  une 
masse  M'  du  même  gaz  ayant  la  même  densité  que  M.  mais  porté 

\        . 
initialement  ;'i  une  température^  fois  plu-  forte.   Les  résistances 

dans   les   fluides  M'  el    M   SOn1    aloTS   I»'  el    R    telle-  que 

IV        V^ 

TT  "    \ 
Par  conséquenl 

1;        R  el         R       R   1;/ 

Laissons  maintenant    V  constanl   el    faisons  croître   \    indéfini- 

ineiil    en    conservant    le    même   étal    pour    la    masse   M.     - ,-  tend 

vers   zéro;    le    rapporl    des    températures    de    M'    <•!    de    M    tend 

vers  zéro;  donc  la  masse  M    tend  vers  la  masse  M0  et,  par  -m le.  -r— 

tend  vers  1.  En  conséqut  rice  I!  tend  vers  lî„  e1  comme  R0  es1  pro- 
portionnel  au  carré  de  la  vitesse,  I»  tend  asymptotiquemenl  vers 
ce1 1  e  loi. 

Nous  avons  suivi  d'aussi  près  que  possible  le  raisonnement 
de  Newton.  Il  saute  aux  yeux  «pu-  ce  mode  de  démonstration  n  es1 
autre  chose  qu'une  manière  -\  mbolique  de  présenter  celui  que  nous 
avons   primitivement    donné. 

Gaz  non  parfaits.    Loi   des   états  correspondants.  lo.    Les  gaz 

naturels  ne  sont   pas  rigoureusement    parfaits.  A  la  vérité,  il-  sont 


QUELQUES    PROBLEMES    D  HYDRODYNAMIQUE     GÉNÉRALE.  2" 

assez  voisins  de  Pétai  parfail  pour  qu'il  soil  très  suffisamment 
légitime,  dans  la  théorie  de  la  résistance,  de  suppose]  [u'ils  le  pos- 
sèdent tout  à  fait.  Nous  allons  néanmoins  non  -r  quelque 
temps  à  l'hypothèse  que  le  potentiel  interne  es1  plus  compliqué 
que  (•(•lui  qui  résulte  des  lois  de  Mariotte  e1  de  Gay-Lussac.  Cette 
recherche,  d'un  ordre  peut-être  un  peu  spéculatif,  présentera 
cepeudanl  L'intérêt  de  mettre  en  lumière  les  circonstances  aux- 
quelles les  gaz  parfaits  doivenl  de  permettre  les  raisonnements 
développés  dans  ee  qui  précède. 

Les  gaz  naturels  obéissent,  du  moins  si  on  les  range  par  groupes, 
à  la  loi  des  étals  correspondants  (*■).  (".clic  loi  comprend  un  certain 
nombre  d<  propriétés  énoncées  successivemenl  par  divers  auteurs 
tels  que  Van  der  Waals,  Young,  Mathias,  Bakker,  ^.magat,  Leduc. 
Les  travaux  d'Amagai  oui  montré  que,  parmi  ces  propriét* 
deux  sont  fondamentales  :  la  première  es1  l'existence  d  une  équa- 
tion de  compressibilité   réduite,   découverte   initiale   de    Van   der 

Waals  :  la  seconde  est   le  fait  <|  ne.  sous  faillie  pression,  le-  gaz  I  end»  ni 

vers  l'état  parfait,  l'ail  qui  fournit,  par  combinaison  avec  les  pro- 
priétés  moléculaires   des   gaz   (Gay-Lussac,    Avogadro,    Delaroche 

el  Bérard),  les  lois  d'Amagai  sur  le  produil      ..  et  de  Leduc  sur  les 

chaleurs  spécifiques.  Ces  deux  propriétés  sont  fondamentales  en 
ce  sens  qu'elles  ne  sont  pas  réductibles  l'une  à  l'autre,  mais  que 
toutes  les  autres  propriétés  des  états  correspondants  s'en  déduisent. 
Donnons  une  démonstration  rapide  de  ce-  beaux  théorèmes 
d'Amagat. 

KL  Soient  IL  P,  (-)  la  pression,  la  densité  el  la  température  cri- 
tiques. Posons 

0  I  /' 

*=F        '      <•>'        =  '    II 


1    Je  prends  la  loi  des  états  correspondants  sous  -;i  forme  primitive  ■•!  non  sous 
la  forme  qui  lui  ;i  été  donnée  par  divers  auteurs.  Sur  les  travaux  résumes  dai 
qui    Va  suivre,  voir   V.magai  e1   Décombe,  /."  Statique  des  fluides,  Im  liqu 
des  gaz  et  V industrie  du  froid  (chez  Béranger,  1917  . 
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La  première  propriété  nous  apprend  que  l'équation  de  eompres- 
sibilité  est 

(6)  z=f{x,y), 

la  Jonction  /  étant  la  même  pour  tous  les  corps  d'un  môme  groupe. 
Or,   le  potentiel   thermodynamique  interne  4   :.  T     es1    tel    que 

l\-  l  r  .Il  dF  f    r.  y) 

Désignons    par    r   x,   y     une    [onction    telle    (fue    -7- =  — — ; — 

Elle  11  es1  définie  qu'à  une  fond  ion  de  \j  prés.  Nous  choisirons  une 
fonction  I'  bien  déterminée  et  qui  soit  lu  même  [mur  tous  les 
corps  :  il  est  évident  que  cela  es1  possible.  Dès  lors,  l<-  potentiel  § 
sera,  en  verl  u  de   5),  (6),  (7), 

(8)  i   p,T)=    |'l     ..  .  I +  *</). 

La  fonction  //  y  es1  une  fonction  jusqu'à  présenl  arbitraire  el 
(fui,  j  u  s  <  f  u  "  à  nouvel  ordre,  peul  être  différente  suivanl  !<■>  diffé- 
rents corps. 

Ainsi  l'existence  d'une  équation  de  compressibilité  réduite 
entraîne  la  forme  (8)  pour  le  potentiel  interne  e1  toutes  les  pro- 
priétés qui  peuvent  s'en  déduire. 

17.   Mais  passons  maintenanl  aux  propriétés  thermiques.  !>'•    8 
mi  tire,  pour  la  chaleur  spécifique  1   sous  volume  constant. 


(pj  II  1        1 


rTr^     M-»1,/,'     h* 


Or,  aux  faibles  pressions,  if  gaz  tend  vers  l'étal  parlait  ri  ce  lait 
a  deux  conséquences  : 

i°  Combiné    avec   la    lui    d'Avogadro,    d    apprend   (pu-  —  -     es1 
inversement   proportionnel  à   la   niasse  moléculaire  ///.  c'est-à-dire 
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que 

Il  > 

— -—  —  —  (loi  .1  Amagal   . 

I  '  0         m 

En  effe1 ,  si  l'on  considère  les  états  où  la  pression  p  es1  très  taible, 
on  a,  puisqu'en  ces  états  les  gaz  suivehl   les  lois  des  gaz  pa  faits, 

— £  =  r,  r  étant   une  constante  universelle,   la    même  pour   tous 

0  1  ' 

gaz.  Cette  formule  d'ailleurs  n  es1  pas  illusoire,  car  l'expérience 
montre  que,  lorsque  />  tend  vers  zéro,  -  tend  vers  une  certaine 
limite. 

D'autre  part,  si  nous  considérons,  dans  deux  gaz  quelconques, 

des  états  où  y—-K  et  %  —  tï  s,mi1   ^es  mêmes,   ces  états  sonl   corres- 

,  ,  s         pPS 

pondants  et,  comme  conséquence,  x  ainsi  que  — =*-=-=  y  sonl 
r  l        xy        pTII    * 

les  mêmes.  Prenons,  en  particulier,  des  états  où  y  es1  le  même  el 

i  i         .      n  i  ope 

on  z   a    la  même  valeur  zéro.   Ils  sont  correspondants  e1      , ,,    va 

1  o  I  II 

la  même  valeur  (remarquer  que  -  tend  vers  nue  limite  bien  que  p 
soil  nul).    Mais  ces  étals  sont  des  (Mais  de  pression  mille  Les  quan- 
tités   n.   p,   T   vérifient    donc  la  relation   —m  =  r.    On   déduit    de    là 
'      l  p\ 

/IM-)  ,  .  I»  - 

que  — n-  ;1  'a  même  valeur  pour  deux  gaz  qnele<  niques  d  un  même 

1  ///  Il  l  l 

grou pe.  Par  conséquent ,  on  a  bien 

JL     ' 

tM-)  ~  m' 

X  étant  la  même  constante  pour  ions  les  gaz.  C  es1  la  loi  d'Amagat. 

2°  Combiné  avec  les  propriétés  des  chaleurs  spécifiques  molé- 
culaires, le  l'ait  que  les  gaz  tendent  vers  l'étal  parlait  pour  les 
faibles  pressions  a  nue  antre  conséquence.  Il  nous  app  end  que, 
aux  faillies  pression-,  c  doit   être  inversement    proportionnel  à  ///. 

Mais  nous  avons  donné  l'expression  de  c  sous  forme  d  une  somme 
de  deux  termes.  En  vertu  de  la  loi  <l   ^.magat,  le  premier  terme  i  si 
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déjà  inversement  proportionnel  à  m  pour  des  états  correspondants 

(x  e1  >/  donnés).  En  particulier,  il  en  es1  ainsi  pour  les  états  où  les 
températures  sont  correspondantes  e1  <>ù  la  pression  est  nulle  II 
faut  donc  qu'en  de  tels  états  le  second  te  me  de  c  soil  aussi  inver- 
sement proportionnel  à  m.  Cela  exige  que  ,  y  //  y  soil  de  la 
forme  — - ■-.  /r/  fonction  g  //   éfamtf  ?a  même  pour  tous  les  corps. 

Observons  toul  de  suite  qu'il  suit  de  là  que  les  chaleurs  spéci- 
fiques moléculaires  sonl  les  mêmes  pour  tous  les  états  correspon- 
dants (loi  <le  Leduc).  En  outre,  on  a 

*(,)=•/*   /'-■    '     h        ?H    , 
•  /»  7    '  J       v       ^        m 

h  y  h  es1  ainsi  défini  <pi  à  une  fonction  linéaire  pré-,  de  //. 
<  )n  peut  prendre  pour  II  y  une  Eonction  7"'  soit  la  même  pour 
tous  les  corps  <l  un  même  groupe.  Le  potentiel  interne  es1  alors 

i    p    I  "l    .,.  .  J\  H       I  -Il    y)]. 

L  expression  entre  crochets  esl  la  même  pour  tous  les  corps  d  un 
même  groupe. 

IN.  Le  potentiel  inte  ne  synthétise  toutes  les  propriétés  thermo- 
mécaniques des  corps.  Des  fo  mes  8  el  9  on  peul  déduire,  pour 
1rs  (''lais  correspondants,  toute  une  série  de  propriétés  «pu  sont,  on  le 
voit,  de-,  conséquences  soil  de  la  loi  de  Van  de  Waals  seule,  soil  de 
cette  loi  combinée  avec  les  lois  des  gaz  pa  faits  appliquées  aux 
faillies  pressions.  Il  \  a  donc  deux  manières  de  suivre  la  loi  *\>^ 
états  correspondants:  la  manière  large,  où  le  potentiel  interne  a  la 
forme    8    e1  la  ma  nière  él  roil  e  où  il  a  la  forme 

Loi  des  états  correspondants  et  similitude  mécanique.  H).  Mais 
nous  ne  sommes  pas  so  lis  jusqu'ici  di>  la  statique.  Faisons  mainte- 
nant la  dynamique  des  états  cor  espondants. 
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Les  équations  du  mouvemenl  <l  un  fluide  sonl  : 


U 


dp 


P  à{x,j  .  z) 


à(u.  r.  w)  d(u,  i  .  u  ■  t)  u .  i  .  h  ,i 

U j \-v \-W— 1 . -=o, 

ôjc  âj  Oz  ,)i 


àj 

dp        (h  pu)        <)    pi   |        à 


Ot 


tt  /■ 


ôy 


<)z 


=  o, 


P  =  ? 


^      '  \  et,  pour  les  mouvements  isothermes, 

T  =  const.  ; 
pour  les  mouvements  adiabaliques, 

ai 

-rrr;  =  COll>l. 

\  à  ! 

Comparons  les  mouvements  de  <l<-u\  fluides  donl  les  constantes 
critiques  sont  II,  P,  0  et  II',  P',  0'.  Pour  le  premier  Fluide,  les  équa- 
tions du  mouvement  sont  (io)  ;  pour  le  second  elles  seronl  i  »'  diffé- 
rant <!<■  (io)  par  la  substitution  de  II',  P',  0',  m!  à  II.  P,  0  m  dans 
l'expression  du  potentiel  interne. 

Soi  I  un  mouvement  du  premier  fluide.  Il  vérifie  les  équations  eo  . 
Multiplions 

ie-ï  longueurs  par  y.  ; 


le>  densités  par  è 


;   les  températures  par  b  =  —  ; 

IL' 


1rs  pressions  par  m 

III' 
les  vitesses  par  >.  tel  que  us  =  o<p~,  ce  qui  revienl  a  p  :  i      ..      ■ 

Ce  Qouveau  mouvenienl  qui  es1  semblable  au  premier  sera  solu- 
tion <l<'  (io'),  e1  |>;tr  conséquenl  appartiendra  au  second  fluide, 
pourvu  que  soii  remplie  la  condition  suivante  : 

<i.  S'il  s'agil  de uvements  isothermes,  la  condition  en  question 

est  que  les  deux  fluides  suivent  la  l«»i  des  états   c< spondantfi  au 

sens  large,  c'est-à-dire  que  le  potentiel  interne  soil  *  l  «  ■  la  forme    B 

b.  S'il  s'agil  <I<l  mouvements  adiabatiques,  la  condition  eu  ljucs- 
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tion  est  que  les  deux  fluides  suivenl  la  loi  des  états  co  respondants 
au  sens  étroit,  c'est-à-dire  que  le  potentiel  interne  soit  de  la  forme  (9). 
En   d  au1  res    termes   : 

Deux  gaz  situés  dans  des  états  correspondants  constituent  des  sys- 
tèmes mécaniquement  semblables.  (  'ette  similitude  se  borne  aux  moi  - 
ments  isothermes  si  les  gaz  suivent  la  loi  des  ri, ils  correspondants  au 
sens  large  [loi  de  Van  der  Waals  seule  :  elle  s'étend  aua  mouvements 
adiabatiques  s'ils  suivent  la  loi  des  états  correspondants  au  sens 
étroit    loi  de  Van  der  Waals  avec  les  lois  d'Amagat  et  Leduc     '  . 

Le  rapport  de  similitude  des  longueurs  est  arbitraire.  Au  contraire, 
ceux  des  densités,  des  températures,  des  pressions,  des  vitesses  sont 
déterminés.   En   particulier,   le    rapport   des   vitesses   correspondantes 

estA/WL. 
\    IIP' 

Bornons-nous  aux  gaz  qui,  suivanl  la  loi  des  états  correspon- 
dants au  sens  étroit,  présentenl   la  similitude  adiabatique.  A.lo  s, 


en  vei 


l      l      1    •     i-  \  /Il  ''  '      1   '  &     r» 

■lin  de  la  loi  d  /Ymagat,  1  es1   égal  a  v  •   Don< 


1*0111   deux  états  correspondants,  les  vitesses  du  son  sont  dons  le 

/m®'      ,-  ■      ,. 

pport  1  /  — tj\-    tLn  particulie 

son  -   cl  I  dans  Vétat  critique. 


rapport  i  •    En  particulier,  il  en  est  ainsi  pow   les  vitesses  du 


'20.     La    similitude     mécanique    que    nous    venons    de    signaler 
est-elle  troublée  si  les  fluides  sonl  trave  ses  par  des  ondes  de  choc  ? 

\u\  équations   (10),   il   faul   ajouter  les  équations  des  ondes   d< 
choc  qui  sont,  avec  les  notations  de  l'article  î>.   e1   en    désignanl 


'     \ni;i_.ii  a  bien  vu  que  les  états  corres] dants  de  deux  fluid<  s  sonl  statique- 

incnl  semblables.  C'esl  le  fondemenl  de  sa  méthode  «les  dimensions  pour  traiter 
des  propriétés  de  ces  états.  Il  ne  semble  pas  avoir  songé  à  appliquer  ta  même 
remarque  aux  phénomènes  de  mouvement.  J'ai  attiré  l'attention  sur  cette  exten- 
sion dynamique  de  la  loi  tirs  états  correspondants  dans  une  Note  insérée  à  la  fin 
de  mon  Mémoire  Sur  la  résistance  de  Vair  et  les  expériences  sur  les  modèles  réà 
Revue  de  Mécanique,  janvier  i<u3). 
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par  U  l'énergie  interne  : 

Pi  dht  p,  '///,  p,  '///, 

(12)  '/Al\2_    P2     /^2 /^l 


lais 


dL  )        p,    0,  —  p, 

(A>i  +  />2  )  (Pi—  P2 )  H"  2 p,  p,  (U,  —  U,  )  =  o. 


U=*-T* 


et,  par  suite,  en  tenant  compte  de  (9) 


in 


dF\       ,,  dll 


F  -  y  ~    +  H 


dy/  '    àj 


Pour  le  premier  gaz,  les  équations  des  ondes  de  choc  sonl  (12). 
Pour  le  second,  elles  sont  (12')  différant  de  (12)  par  la  substitution 
de  (■)'  cl  m'  à  (-)  cl  à  ///.  La  transformation  (u)  transforme  bien  une 
solution  de  (12)  en  une  solution  de  (12')  puisque  la  loi  d'Amagal  es1 
supposée  vraie. 

L'existence  des  ondes  de  choc  ne  trouble  donc  pas  la  similitude 
mécanique  des  états  correspondants  [nous  supposons  bien  entendu 
les  étals  correspondant  au  sens  étroit,  puisque  nous  avons  Fail 
usap  de  (9)]. 

Résistance  des  gaz  non  parfaits.  -  -  21.  I);in^  les  mouvements 
adiabatiques  semblables  que  nous  venons  de  signaler,  le  rapporl 
des  longueurs  a  es1  indét<  rminé.  <  mi  peul  (lune,  dans  lr^  états  corres- 
pondants des  deux  gaz,  déplacer  deux  corps  solides  C  e1  C;  sem- 
blables donl  les  dimensions  linéaires  sonl  dans  un  rapporl  quel- 
conque. Que  pourra-t-on  dire  des  résistances  éprouvées  par  C  e1  C  ' 

Ces  résistances  sonl  dans  le  rapporl  a2ra  =  a2o'j2.  ce  qui  peul 
s'énoncer  de  deux  manières. 

Dans  les  états  correspondants  de  deux  fluides,  1  onsidérons  deu  1  corps 
solides  semblables  se  déplaçant   avec  des  vitesses  qui   noient  dans 

Jour  h.  <ic  Math.  (8*  série),  tome      I  \nnrr  . 
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rapport   i/  fr™    ou    t/ — ^  •  Les    résistances    quus    éprouvent    sont 

l  I  i       211' 

dans  le  rapport  y.-  -=■• 

'  Désignons  par  s  Je  rapport  de  la  vitesse  du  solide  à  la  vitesse  du  son 
dans  le  fluide  à  Vêtat  critique  S.  Poui  tons  les  gaz  d  un  même  groupe, 
la  résistance  opposée  au  mouvement  de  corps  semblables  dont  le  maître 
couple  est  A  est  de  la  forme  K  [x,  y,  s  A  p  \  -. 

Ces  énoncés  supposent,  bien  entendu,  qu'il  existe  un  moyen 
d'échapper,  pour  le  gaz  en  question,  an  paradoxe  de  d'Alembert. 
Pour  in-  pas  encourir  le  reproche  d'énoncer  des  résultats  illusoires, 
nous  limiterons  nos  affirmations  au  cas  où  le  projectile  va  |»lus 
vite  que  le  son.  Il  se  Eorme  alors  une  onde  de  choc  <fui.  comme 
nous  l'avons  montré,  n'altère  pas  la  similitude,  e1  l'on  peul  considé  •  ■> 
comme  certain,  bien  que  cela  ne  soil  pas  entièremenl  démonl  é, 
que,  dans  ces  conditions,  la  résistance  n  es1  pas  nulle. 

'2*2.  Il  es1  impossible  ici  d'aller  plus  loin  e1  d'étudier,  comme  on 
l'a  fail  pour  les  gaz  parfaits,  la  loi  asymptotique,  pour  les  vitesses 
infinies,  il»'  la  résistance  d'un  fluide  donné. 

Cherchons  à  nous  rendre  compte  de  ce  qui  a  rendu  possible  cette 
recherche  pour  les  gaz  parfail  s. 

La  similitude  définie  par  i  i  es1  telle  que,  deux  gaz  étanl  choisis 
ei  le  premier  étanl  pris  dans  un  étal  déterminé,  l'étal  dans  lequel  il 
l'uni  prendre  le  second  s'ensuil  Eorcémenl  ainsi  que  tous  1rs  rapports 
de  similitude  sauf  celui  des  longueurs. 

Pour  les  gaz  parfaits,  les  équations  |  to  deviennenl  les  équations  i 
ei  la  similitude  i  i  es1  remplacée  par  lu  similitude  2  .  Iti.  -/.  S,  0 
sonl  arbitraires.  Deux  gaz  étanl  choisis,  el  le  premier  étanl  pris 
dans  un  étal  déterminé,  on  peul  prendre,  pour  étal  semblable  du 
second,  un  étal  quelconque.  Donc  deux  états  quelconques  de  deux 
gaz  parfaits  quelconques  sonl  correspondants.  Bien  entendu,  le 
rapporl  des  vitesses  correspondantes  es1  alors  déterminé;  il  es1 
égal  au  rapporl  ik>  vitesses  du  son  dans  les  deux  états. 

Soienl  alors  deux  corps  C  el  C  se  déplaçanl  dans  le  même  gaz 
pris  dans  le  même  état.  Pour  qu'il  \  ail  similitude  absolue,  d  fau! 
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que  les  vitesses  de  C  e1  de  C  soie  ni  égales.  Mai    supposons  qi 

C  se  déplacent  avec  des  vitesses  inégales  V  e1  V  mais  très  grandes 

et  d'ailleurs  données. 

Nous  avons,  comme  on  l'a  dit,  deux  mouvements  2  e1  2'  se  pro- 
pageant par  onde  de  choc  dans  l'état  1  donné.  Faisons  abstraction 
(I  abord  de  la  propagation  de  2  e1  de  :>.'  dans  1,  e1  occupons-nous 
uniquement  des  équations  (1)  e1  (i'j   que  doivenl   vérifier    ■  e1    2'. 

On  peul  prendre  les  mouvements  2  et  2  semblables  avec  8  =  ç2  = 

cl  0  arbitraire,  par  exemple  0=1.  Les  états  du  fluide  dans  les 
mouvements  2  et  1'  sont  alors  correspondants  pa  ce  que  deux  états 
quelconques  d'un  même  gaz  parfail  sonl  correspondants,  il  ne  este 
plus  <m'à  faire  voir  que  les  mouvements  2  e1  2' sonl  compatib 
avec  la  propagation  dans  le  même  étal  1.  C'est  ce  qui  arrive  approxi- 
111:1 1  ivement  quand  V  et  V  sont  l  rès  grandes. 

Nous  venons  de  reprendre  en  raccourci  la  démonstration  des 
articles  8  à  10.  Ce  résumé,  éclairé  par  La  discussion  sur  la  loi  des 
états  correspondants,  montre  bien,  croyons-nous,  ce  «pu  Fail  le 
caractère  spécial  des  oaz  parfaits  dans  la  théorie  qui  nous  occupe. 


ECOULEMENT    DT\    MELANGE   GAZEUX    COMBUSTIBLE 
PAR    l  \    ORIFICE. 

Introduction.-  1.  L'étude  expérimentale  de  la  propagation 
des  explosions  dans  les  gaz  a  conduit  à  distinguer  deux  modes  de 
propagation,  l'un  très  rapide,  qui  constitue  la  détonation,  e1  I  autre 
relativement  lent ,  (pi  i  constitue  la  déflagral  ion.  I  'hydrodynamique 
chimique  fondée  sur  la  thermodynamique  a  permis,  dans  ces 
dernières  années,  de  faire  une  théorie  satisfaisante  de  cette  distinc- 
tion en  considérant  les  flammes  détonantes  comme  des  ondes  de 
choc  et  combustion  comprimées,  e1  les  Elammes  déflagrantes  comme 
des  ondes  de  choc  h  combustion  dilatées  (l). 


I  '  |  tin  trouvera  la  réunion  <lr  mes  recherches  sur  ce  sujet  dans  ma  Mécanique 
des  explosifs    hum,   1917). 
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Je  me  propose  ici  de  développer  cette  théorie  en  étudiant  un 
problème  de  déflagration,  l'écoulemenl  d'un  mélange  ^;izeu\ 
enflammé  par  un  milice.  J'ai  déjà  étudié  un  autre  cas  de  déflagra- 
tion, la  propagation  d'une  flamme  en  régime  uniforme  dans  un 
mouvement  par  oncles  planes- (').  Ce  cas  correspond  à  la  méthode 
expérimentale  du  tube,  employée  par  Mallard  e1  Le  Chatelier  dans 
leurs  études  sur  la  combustion  des  mélanges  gazeux.  Mais  les 
recherches  expérimentales  touchant  les  déflagrations  mil  aussi 
employé  la  méthode  de  Bunsen  où  un  mélange  combustible  es1 
enflammé  à  la  sortie  d'un  orifice.  Le  uouveau  problème  que  nous 
allons  étudier  ici  se  rattache  à  celle  seconde  méthode.  Pour  en 
faciliter  la  solution,  nous  allons  préciser  les  conditions  dans  les- 
quelles nous  l'aborderons.  Nous  nous  placerons,  on  le  verra,  dans 

un   cas   relativement  simple.    El    néam ns,   nous   serons   obligés, 

pour  parvenir  à  la  solution,  d'avoir  recours  à  certaines  hypothèses 
de  I  ordre  de  celles  qu'on  l'ail  dan-  les  études  élémentaires  d'écou- 
lement par  le-  orifices  ou  les  ajutages.  Notre  étude  sera  donc 
I il n i ('il  une  ('lude  d'hydraulique  généralisée  que  d'hydrodynamique 
généralisée  (2). 

Débit  d'un  ajutage  sous  une  différence  de  pression  donnée.  — 
2.  Soit  un  mélange  gazeux  combustible  enfermé  dans  un  réser- 
voir où  règne  la  pression  />„  e1  où  le  poids  spécifique  es1  t0  e1  la 
température  absolue  T„.  Ce  réservoir  communique  avec  l'exté- 
rieur, où  règne  la  pression  />.  inférieure  à  p0,  par  un  ajutage  que 
nous  supposerons  parfaitemenl  évasé  pour  éliminer  les  perte-  de 
charge.  7  étanl  le  rapporl  des  chaleurs  spécifiques  du  mélange  non 
brûlé,  nous  nous  supposerons  placés  dans  le  cas  où 

/'       '  y-t-i/ 

1  Sur  ii  propagation  des  déflagrations  dans  les  mélanges  çazeua  :  Sur  lu  propa 
gation  des  déflagrations  et  sur  les  limites  cT inflammabiliu  t  .  />'  L<  id.  Se,  t.  L56, 
17  mars  ci  7  avril  iqiS).        Mécanique  des  explosifs  (Doin,  1917). 

Ce  qui  va  suivre  es1  le  développement  d'une  Note  parue  aux  Comptes  rendus 
de  V Académie  des  Sciences,  le  ix;imùi  191g  t.  L69  sous  le  titre  :  Sur  un  problème 
d'hydraulique  généralisét  .  Ecoulena  ni  d'un  mélan  imbustion 
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valeur  correspondant  au  débit  iimih'  dans  l'écoulemenl  du  mêla 
non  enflammé,  de  sorte  que  l'ajutage  parfaitement  évasé  se  com- 
pose d'une  partie  graduellement    convergente   prolongée   par   une 
partie  cylindrique. 

Si  le  mélange  s'écoule  sans  être  enflammé,  les  lois  de  sou  é<  oule- 
ment  sont  les  lois  classiques  de  l'écoulemenl  des  gaz  parfaits. 
Le  débit  en  masse  par  unité  de  temps  et  par  unité  de  sui  face  de  la 
section  terminale  de  l'ajutage  est  donné  par  la  formule  de  Saint- 
Venant  et  Wantzel  : 


Imaginons  maintenant  qu'on  fasM-  écouler  le  mélange  gazeux 
en  l 'enflammant.  Commenl  l'écoulement  est-il  modifié  ?  quel  vaêtre 
le  nouveau  débit  ? 

«">.   Il  se  forme  (fig.(:,j   un  cône  A.BC  ayanl  pour  base  la    section 

Fig.  6. 


terminale  Ali  de  l'ajutage  e1  séparant,  dans  la  veine  fluide,  la  partie 
non  brûlée  de  la  partie  en  combustion.  Comme  l'a  indiqué  M.  Gouj  ' 
le  demi-angle  au  sommel  de  ce  cône  a  pour  sinus  le  rapporl  entre  la 
célérité  de  la  flamme  par  rapporl  à  la  matière  e1  la  vitesse  des 
molécules  fluides.  A  la  vérité,  le  sommel  C  n'esl  pas  toujours 
pointu.  Il  l'esl  quelquefois  cependant,  surtout,  dil  M.  Gouy,  pour 
les  mélanges  dans  lesquels  la  flamme  a  nue  céléril  é  éle>  ée,  comme  le 
mélange  théorique  d'hydrogène  e1  d  air.  Si,  souvent,  il  esl  arrondi, 


1     Recherches  photométriques  sur  les  flammes  coloi  es      [finales  de  Chimu 
Physique,  5e  série,  1     ÎCVIII,  18 
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cela  doit  tenir  à  ce  que  la  célérité  de  !a  flamme  es1  plus  grande  au 
centre  de  la  veine  gazeuse,  ce  qui  augmente  le  sinus  de  I  angle  <l  ou- 
verture, et  cette  augmentation  de  célérité  de  la  flamme  a  très 
probablement  pour  cause  le  Fait  que,  dans  la  région  centrale,  le 
gaz  frais,  entouré  par  Je  cône  CAB,  peul  atteindre,  avant  d'arriv< 
à  la  flamme,  une  température  plus  élevée  que  clans  le  reste  de  la 
veine  :  or  on  sail  que  la  célérité  des  flammes  déflag  antes  augmente 
avec  la  température  du  milieu  où  elles  se  propagent.  Cette  expli- 
cation es1  relie  que  donne  M.  Gouy,  e1  ce1  auteur  l'a  étayée  par  une 
expérience.  Mettanl  en  suspension  <ln  chlo  are  de  cuivre  dans  la 
veine  gazeuse,  il  a  observé  que  la  dissociation  de  ce  co  ps  donnait 
naissance,  a  l'intérieur  du  cône,  à  une  seconde  surface  bleue  donl 
la  distance  au  cône  variait  «le  zéro  à  om,oo]  5  ci  augmentai  quand 
l'acuité  «In  cône  diminuait.  La  températu  e  nécessai  e  ;i  la  disso- 
ciation du  chlorure  de  cuivre  étail  donc  atteinte  axant  le  cône 
cl    d'autanl    pin-  tô1  que  celui-ci   ('tait    moins  aigu. 

Dans  l'étude  approchée  que  nous  voulons  faire  ici.  mais  négli- 
gerons l'élévation  de  température  probable  des  filets  centraux  ci 
nous  supposerons  le  cône  CAB  à  sommel  pointu. 

Selon  l'interprétation  que  nous  adoptons  pour  les  déflagrations, 
la  surface  latérale  ;  In  ci  hic  doit  être  considérée  comme  une  m  ai  le  .le 
choc  h  combustion  avec  chute  de  pression.  Distinguons  par  les 
indices  1  et  2  les  états  du  fluide  au  voisinage  du  cône  soil  àl'intérie 
soil  ;'i  l'extérieur  île  celui-ci.  La  pression  sera  alors  /*,  a  I  extérieur 
cl  /;,  ^>  p,  à  l'intérieur  du  cône. 

A  la  trave  sée  de  la  flamme,  les  particules  fluides  subissenl  une 
variation  de  vitesse  normale  à  la  de  cette  flamme.  Ce  résul- 

tai a  été  obtenu  par  M.  Gouy  au  moyen  d'une  démonstration 
incomplète  e1  assez  bien  vérifié  par  lui  expérimentalement. 
La  théorie  des  ondes  de  cime  et  combustion  en  donne  une  démons- 
tration entièrement  satisfaisante  '  el  les  vérifications  expéri- 
mentales de  M.  Gouj  acquièrenl  ainsi  toute  leu     portée. 


1     Sur  la  propagation  des  réactions  [chimiques  dans  les  gaz     Chap.    III.    n°  6 
[Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  6fl  série,  t.    II.  ig 


QUELQUES    PROBLÈMES     D'HYDRODYNAMIQUE    GENERALE.  3q 

Les  équations  des  ondes  de  choc  e1  combustion  qous  permettenl 
d'écrire,  pour  un  point  quelconque  de  la  surface  C  lB  : 


h, 


P\ 


i 

'  (Pi^Pi)(âi—  o-,)  +  2(L2—  U,)  =  o. 

Dans  ces  formules,  D,  représente  la   célérité  de  la   flamme  par 
rapport  à  la  matière  prise  dans  l'étal    i  :  />.  t.  !     sonl   !:i    pression, 
le  volume  spécifique  et  l'énergie  interne  spécifique  du  fluide, 
lettres  étant  affectées  de  l'indice  convenable  suivanl  le  poinl  auquel 
elles  se  rapportent.   Puisqu'il  s'agil   de    mélanges  gazeux  parfaits, 
les  U  ne  dépendent  |>as  de  a  e1  ne  sont  fonctions  que  de  la  tempé- 
rature absolue  T  et  du  degré  de  combustion.   Nous  supposerons 
d'ailleurs  la  combustion  totale  dans  ronde,  si  bien  que  le  degré  de 
combustion,  nul  dans   l'état   i,   est    total   dans    l'étal     >.    Dans   ces 
conditions,  l  ,  es!  une  fonction  de  T,  seul,  U2  une  autre  fonction 
de  T2  seul.  I  bailleurs  Test  relié  à  p  et  à  a  par  l'équation  de  compn    - 
sibilité;  par  celle  des  gaz  frais  pour  les   points  i.  par  celle  des 
brûlés  pour  les  points  2.  Finalement  donc,  <ui  peul  considérer  le-  I 
comme  des  fondions  des  p  ei  des  t. 

4.   Les  équations  (3)  s'appliquenl   à  un   poinl   quelconque  île  la 
surface  CAB  du  cône  e1  les  quant  ités  qui  y  figurent    />,.  pna2,an  I  » 
peuvent   varier  le  loue-  de  celte  surface,  car  il  n  est.  pas  démonl  é 

(pie   les   états    I    et    2   soient    les    mêmes    en    huis    les    points   île    Tonde. 

Il  esl  vrai  que  la  régularité  du  cône  qu  on  obtienl  dans  des  expé- 
riences bien  faites  (abstraction  faite  de  la  partie  1  oui  ;'i  fail  centrale 
que  nous  négligeons  dans  une  première  approximation  porte  ;'i 
penser  qu'il  serait    assez,  exact    d'admettre   la   constance  d.  s  états    i 

et  2  et  par  suite  de  p<}]?2,  a,,  Œo,  I  ),,  sur  toute  la  surface  CAB.  Nous 
éviterons  néanmoins  de  faire  celle  hypothèse  e1  il  nous  suffira 
d'écrire  les  équations  (3)  pour  des  points  particuliers:  les  points 
situés  sur  le  parallèle  de  base  AB  «lu  cône. 

I',n  ces  points,  la  pression  />,  peul  être  considérée  connue  égale  à 
la  pression  qui  règne  dans  toute  la  section  terminale  de  I  ajuta< 
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il  faut  en  effet  remarquer  que  la  pression  est  constante  «  la  us  toute 
la  section  terminale  de  l'ajutage,  qui  es1  normale  à  tous  les  filets 
fluides  qui  la  traversent,  et  cette  valeur  constante  es1  en  particulier 
celle  qui  règne  au  bord  de  la  sed  ion,  c'esl  à  dire  sur  le  parallèle  AB. 
Quant  à  p.2,  comme  nous  sommes  ici  sur  le  bord  de  la  veine  gazeuse, 
ou  peut  le  prendre  approximativement  égal  à  la  pression  exté- 
rieure p.  I  )ès  lors,  aux  équations  (3)  on  peut  adjoindre  les  suivantes  : 

(4)  Pt=  p, 

et,  puisque  le  gaz  s'écoule  sans  brûler  et  adiabatiquemenl  entre 
le  réservoir  (pression  p0)  e1  la  section  terminale  de  l'ajutage  (pres- 
sion p,), 

(5)  p  -       /'iV 

Les  équations  (3  .  i  .  5),  qui  sonl  au  nombre  de  quatre,  déter- 
minent les  quatre  quantités  />,.  a,,  />,.  t  .  si  l'on  suppose  I  »,  donné 
ou  si  on  le  considère  simplemenl  comme  une  fonction  connue  de 
l'état   i .  c'esl  à  duc  de  p,  e1  s-,. 

Pour  avoir  le  débil  de  l'ajutage,  il  sufïîl  alors  d<  calculer  le  débil 
entre  les  deux  pressions  p0  e1  p,,  c'est-à-dire  de  porter  la  valeur  de  p, 
à  la  place  de  p  dans  la  formule  (2). 

Théoriquement  donc  nous  savons  calculer  le  débil  du  mélange 
enflammé  si  I  ),  est  connu. 

"».    Formules    approcha'*.  Nous    terminerons    les    calculs    en 

tenant  compte  du  la  1 1  que  la  variation  de  pression 

V    ■Pi—pt=Pi~p 

produite  par  l'onde  es1  faible  e1  en  néghgeanl  les  quantités  de 
l'ordre  de  son  carré. 

Posons  d  ailleurs  —  =  X.  (.  es1  une  donnée  du  problème. 

/'■■ 

Si  le  gaz  s'écoulail  sans  brûler  de  l'enceinte  p„  à  l'extérieur  p. 
sa  température  deviendrai! 


1       1 


/ 
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Cette  valeur  es1  très  voisine  de  T,,  lequel  vaul    (  — )        puisque/?, 

est  voisin  de  p.  Calculons  la  température  de  combustion  X  du 
mélange  à  pression  constante  p.  <■!  ,)  parti)  de  lu  température  T. 
Evidemment  X  différera  de  T_,  d'une  quantité  de  l'ordre  de  A/>. 
Calculons  de  même  le  volume  spécifique  x  du  mélange  brûlé  à  La 
température  X  et  à  la  pression  p;  il  différera  de  z.  d'une  quantité 
de  l'ordre  de  lp  et  Ton  peut  écrire 

a.,  —  x  +  A'Ap. 
J)'autrc  part,  on  a 

Portons   ces   valeurs   dans   la    première   équation    (3  .    Il    vien! 


''1  \y-  =  A/>(i  +  //A^)' 


7, 


/  A  ' (70+  / •>.  '  A/>  —  Il  0T0  A/; 

ou,  avec  l'approximation  convenue, 

(6)  ùiP  =  ± >;■(. ,>.-_ 7ii  ihl. 

Dans  la  formule  (2)  nous  remplaçons  maintenanl  p  par  pM  1  'est- 
à-dire  par  p  -f-  Ap,  nous  an  ion-,  toujours  au  même  degré  d'approxi- 
mation, 

1  -- 


AM  . 


■ 


M  //'„  ïA/'' 


ou,  vu  (6), 


(7) 


Y— 1 


1       / 
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(Icttc  formule  donne  la  variation  de  débit  qui  résulte  du    l'ail  que 

le  gaz  est  enflammé  à  la  sortie  de  l'orifice. 

i 
x  es1   très  grand  par  rapporl  à  70  ;  donc  cc\y  —  o"ft  es1   positif.  En 

outre.  À  est  inférieur  à  i  ;  doue  i  —  AT"  >•  o.  Enfin  i — *— ;      /    •  '"  <o 

en   vertu   de  l'hypothèse  (i).  Par  conséquent,   le  débit    subit    une 
diminution. 

i>.  Remarques. — •  Nous  avons  résolu  nos  équations  ;  .  \  .  5  en 
supposant  I),  connu.  C'esl  seulement  dan-  ce  cas  « f m <■  la  formule  (7) 
donne  la  valeur  du  débit.  Si  I),  étaii  donné  en  fonction  de  pn  7,. 
la  résolution  des  équations  dépendrai  évidemment  de  son  expres- 
sion. 

Mais,  en  tout  étal  de  cause,  notre  solution  suppose  l>,  connu, 
soit  en  lani  «pic  quantité  fixe,  soil  en  tant  que  fonction  de  />t  et  -,. 
Elle  11  est  donc  pas  complète  e1  précisément  la  solution  complète 
devrait  conduire  à  la  détermination  de  la  célérité  de  la  flamme. 
Nous  avions  donc  bien  raison  de  dire  plus  haut  que  nous  ne  traitions 
ici  (fii  un  problème  d'hydraulique.  En  somme,  non-  ébauchons 
seulement  la  question  e1  nous  sommes  obligés  de  nous  contenter 
de  demander  la  valeur  de  l>,  à  l'expérience. 

La  flamme  se  présente  ici  comme  une  onde  de  forme  conique. 
Les  expériences  sur  la  propagation  des  flammes  dans  les  tubes 
(Mallard  et  Le  Chatelier  on1  déterminé  la  célérité  des  ondes  planes. 
Rien  iif  dit  que  la  célérité  des  onde-  coniques  soil  la  imam'.  En 
adoptant  les  célérités  mesurées  dans  les  tube-  pour  les  introduire 
dans  la  formule  (71  on  se  contente  donc  d  une  approximation. 

On  peut  d  ailleurs  avoir  une  idée  de  la  valeur  de  D,  parla  méthode 
indiquée  par  M.  Gouj  :  mesurer  l'angle  au  sommet  du  cône;  cal- 
culer, par  le  débit, les  vitesses  des  molécules  Fluides,  el  déduire  de  là 
Ja  célérité  de  la  flamme.  En  se  plaçanl  à  ce  poinl  de  vue,  on  peut 
dire  que  noire  formule  _  donne  une  relation  entre  le  débit  de 
I  ajutage  e1  l'angle  au  sommel  du  cône  formé  par  la  flamme. 

7.  (as  d  une  forte  différend   de  pression.         Mous  nous  sommes 
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placés  jusqu'ici  dans  l'hypothèse     i   .    Imaginons  maintenant   que 

l'on  ait   au  conl  raire 


Y  — 1 


(8)  t<(^-)        ■ 

Dans  ce  cas,  l'ajutage  parfaitement  évasé  qui  Fait  communiquer 
l'enceinte  p0  e1  l'extérieur  />  a  une  forme  d'abord  convergente  puis 
divergente.  La  vitesse  des  molécules  au  col  de  ce1  ajutage  esl  égale 
à  la  vitesse  du  son;  dans  la  section  terminale,  elle  es1  encore  plus 
grande.  C'esl  dire  que  la  veine  gazeuse  s'échappe  avec  une  I 
grande  vitesse.  Il  paraît  probable  qu'il  es1  impossible  de  l'en- 
flammer alors  à  la  sortie,  e1  que  par  suite  le  problème  disparaît. 

A  la  vérité,  on  conçoit  théoriquement  la  possibilité  d'avoir,  à  la 
sortie,  un  cône  CAB  assez  aigu  pour  convenir  à  une  vitesse  quel- 
conque des  molécules  fluides.  Mais  si  la  vitesse  es1  i  rès  forte,  le  cône 
est  excessivement  allongé*  Il  devient  très  hasardeux  d'admettre, 
dans  ces  conditions,  les  hypothèses  qui  on1  servi  de  base  à  nos 
raisonnements  et  nous  avons  tendance  à  croire  que,  comme  nous 
l'avons  dit,  la  flamme  ne  peut  a  lois  se  maintenir  à  l'orifice. 

Admettons  néanmoins  qu'elle  s'y  maintienne.  Que  nous  donneraient 
nos  formules?  Il  résulte  de  (8)  que  (7)  indiquerait  une  augmentation 
de  débit  quand  le  gaz  est  enflammé.  Mais  il  faut  bien  remarquer  ce 
que  suppose  l'application  de  la  formule  (7).  L'ajutage  parfaitement 
évasé  conduisant  le  fluide  d»  p,  à  //  est  une  tuyère  convergente- 
divergente  dans  lequel  le  rapport  de  la  sed terminale  à  la  sec- 
tion du  col  est  bien  déterminé.  Quand  on  enflamme  le  gaz,  la  pn  - 
sion  dans  la  section  I  ernnnale  devient  l>,^>l>-  Pour  que  l'ajutagi 
nil    encore    parlai  I  einen  I    évasé    entre   p0  et  p,    il    faut    iu;i  i  n  I -i  i 

que  la  section  terminale  soit  diminuée.  Il  faudrait  donc  supposer 
que  la  section  terminale  varie  quand  la  pression  passe  de  /»  à  />, 
pour  pouvoir  appliquer  en  toute  rigueur  la  formule    ~  . 

Mais  n'insistons  pas  davantage  sur  ce  cas  peu  intéressant  et 
revenons  à  celui  où  l'hypothèse  (i  es1  vérifiée  e1  où  la  présence 
de  la  flamme  entraine  une  diminution  du  débit. 

Pression  dans  le  réservoir  pour  un  débit  donné  S.    Il  si 
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intéressanl  de  m  cl  t  re  en  évidence  expérimentalement  la  diminution 
de  débit  résultant  de  I  inflammation  du  mélange  gazeux.  Ce  sérail 
en  effel  une  vérification  de  la  théorie  des  explosions  qui  comblerait 
une  lacune  regrel  table.  Alors  en  effel  que  la  théorie  des  détonations 
i  rouve  une  confirmation  remarquable  dans  l'accord  qui  existe  entre 
les  vitesses  calculées  d  mesurées  de  l'onde  explosive,  la  théorie 
des  déflagrations  n'a  guère  donne  jusqu'ici  de  résultats  numériques 
utilisables. 

Mais  In  variation  de  débit  es1  très  faible  avec  les  mélanges  gazeux 
usuels,  comme  on  pourra  le  voir  par  le<  nombres  que  nous  donnerons 
plus  loin.  I  .es  expériences  propres  à  la  déceler  seronl  donc  difficiles. 
Il  scia  certainement  plus  commode,  comme  nous  l'a  indiqué 
M.  Le  Chatelier,  d'instituer  des  vérifications  équivalentes  un  peu 
autrement  en  réalisanl   l'expérience  suivante. 

Le  mélange  gazeux  es1  supposé  chassé  du  réservoir  />„  par  un 
débil  d  eau  constant,  e1  il  s'écoule  à  l'atmosphère  sans  brûler  par 
un  ajutage  donné.  La  pression  atmosphérique  es1  p;  la  pression 
dans  le  réservoire  si  p0.  Maintenant,  laissanl  le  débil  d'eau  constant, 
allumons  le  mélange  à  sa  sortie  de  l'ajutage.  Le  débil  de  gaz, 
mesuré  en  volume  dans  le  réservoir  amont,  es1  toujours  le  même. 
Ni  />  ni  I  ajutage  ne  sonl  changés.  Comme  la  flamme  a  tendance 
à  diminuer  le  débit,  il  faul  ici,  le  débil  restanl  constant,  que  la 
pression  p0  dans  le  réservoir  augmente.  On  pourra  mesurer  cette 
augmentation  de  pression  avec  un  manomètre  très  sensible. 

Nous  allons  calculer  l'augmentation  de  la  pression  p0  qui  doil  se 
produire  dans  l'expérience  ainsi  conduite. 

ï).  Quand  le  gaz  s'écoule  sans  être  enflammé,  la  pression  e1  la 
température  dans  le  réservoir  sonl  p0,  T0;  la  pression  el  la  tempé- 
rature dans  la  section  terminale  de  I  ajutage  sonl  />.  pression  exté- 
rieure, et  T.  Quand  le  gaz  s'écoule  en  brûlant,  la  pression  dans  le 
réservoir  es1  p'u  -  p0-\-  P0,  la  température  \  es1  I  „  =  T0  +  <">,,  : 
dans  la  section  terminale  de  I  ajutage,  la  pression  i  si  /<  =  p  -\-  P, , 
cl  la  température  I  ,.  hune  manière  générale,  les  lettres  se  rap- 
portant à  l'expérience  où  le  gaz  brûle  seronl  affectées  d'un  accent, 
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Nous  ;il!ons  calculer  I*,,  e1   I*,.  Nous  poserons  d'ailleurs 

Po 

10.  Considérons  d'abord  la  première  équatioE     ;    dans  laquelle 

nous  devons  supposer  que  les  Ici  i  res  sonl  accentuées.  Nous  écrirons 

_!_  m  —  /y'  ~  P't  —      pi 

*{  G-i  —  ?\       i-i  —  7i 

M;iis  on  a 


<7.  =  ac 


1 

î 

/           Po 

)=< 

/  n ■ 

Po, 

p\ 

[            Po 

P. 

\  14-  — 

\           /' 

T  est  la  température  atteinte  par  le  mélange  non  brûlé  quand  il 
se  détend  de  p0  à  p.  La  température  T'(  diffère  de  T  d'une  quantité 
de  l'ordre  de  P,.  Calculons  la  température  de  combustion  \  à  partir 
de  T  et  à  pression  constante.  La  température  I  ,  diffère  évidem- 
ment de  X  d'une  quantité  <l<'  l'ordre  de  P0  ou  de  P,.  Calculons 
de  même  le  volume  x  du  mélange  brûlé  à  la  température  \  e1  à  la 
pression  p.  Evidemment  i'2  différera  de  a;  d'une  quantité  de  l'ordre 
de  P, .  <  m  peut  écrire 

a'.,  =  x  +  h  I  '  i . 

Les  valeurs  de  <j\  et  t.,   portées   dans  la  première  équation     > 
donnent 


D?  = 


ou,  en  négligeait  Pf,  P,,  P0,  PJ, 

1  i       v?— 
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Mais 

t;        t0  ' 

d'où,  en  négligeant  les  carrés  H  les  produits  de  P0  et  de  0O, 

H,       Pfl 


<7„  =  CTn  I    I 

po 


il  suit  de  là  que,  avec  le  même  degré  d'approximation,  on  peul 
écrire 


(9) 


i  —  ~i  —  '   r 


IL  II  nous  reste  maintenanl  à  calculer  P0.  Nous  le  ferons  en 
exprimant  que  le  débit,  mesuré  en  volume  dans  le  réservoir,  est 
le  même  dans  les  deux  expériences. 

( .imimençons  par  supposer  que,  dan-  les  deux  expériences,  la 
température  est  la  même  dan-  le  réservoir  (T0  =  I  ;  0  =  o). 
L'égalité  de  débit,  en  volume,  s'exprime  par 


Y-" 


2'/  „  _  4  /  .    ( p  \  ;  (p\     .  /  2'/  n> ~>  i  /  .    fp\\  T  i  p\ 


Dans  ce  cas  poe0      l',^  ■  Par  conséquent,  (io    donne 

/',       r      } 
P       /•• 

ou,  a\  ec  I  a pproximal  ion  con>  enue, 

et,  par  (9), 

'-r 

VI.  Nous  avons  supposé  que,  quand  < > 1 1  a  II u mail  le  gaz,  la  1  empé- 
rature  dans  le  réservoir  restail  la  même  qu'au  cours  i\<-  l'écou- 
lemenl  sans  combustion.  Quand  on  l'ail  l'expérience,  peut-on  être 
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assuré  qu'il  en  est  réellemenl  ainsi?  U augmentation  de  pression  se 
produit  brusquement  au  moment  de  l'allumage;  il  se  pourrail 
alors  que  la  température  variât  dans  le  réservoir  du  lait  de  cette 
compression.  Comme  cas  limite,  supposons  un  aceroissemenl  de 
pression  adiabatique.  Evidemment,  la  réalité  sera  intermédiaire 
entre  ee  cas  et  celui  de  la  température  constante. 

L'égalité  de  débit  s'exprime  toujours  par  (10  .  mais  on  a  ici 


m- 


Portons  cette  expression  dans  (10),  remplaçons  />  par  p0  l'„. 
pi  par  /->+P,  et  négligeons  les  carrés  et  les  produits  de  l\,  e1  P,. 
On  trouve 


ïzi 

■>    Y 


OU,  VU  (()). 


p  _  (y-t-Q/.  T  —2  i 
y  —  3  +  2  /.  y 


(i.)  p.-  ^i^- 


Y  — 


l«">.  Pour  produire  le  débit  d'eau  qui  chasse  le  gaz  du  réservoir, 
on  pourrait,  par  exemple,  utiliser  un  vase  de  Mariolle.  Mais  alors 
ce  débit  ne  serait  pas  rigoureusement  congtanl  quand  là  pression 
dans  le  réservoir   varie.    Le   vase  de   Mariotte  donne  en   effe!    un 


débit  d'eau  qui,  mesuré  en  volume,  est  ANII  p0  dans  la  pre- 
mière expérience,  A\/H  —  p0  dans  la  seconde,  A  e1  II  étant  des 
constantes  insl  ruinent  aies.  <  h\  a  donc 


y 

Nous  supposerons   d'ailleurs   les  températures    I  ,.   el    I     égales 
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dans  les  deux  expériences.  Éliminons  alors  A  cuire  les  deux  équa- 
tions précédentes  en  remarquant  que  p!0v0  =p0G0.   Il  vienl 


■—  i 


P\  P  Y        4    /    .       i  /'-  \    '       P 


Poj        pa         y  ,"  r 


'A 

>0    ' 


s/H  —  /'..  \  H—  Po 

P 

Po 

jouis  la  même  approximation.  <  »u  a 


Remplaçons  —  par  a. />    parp-f-P,,  p    parp0-(-P0e1  faisons  tou- 


/f»x  p_J  [(-/  +  i)>.    ■    — 2J(ll-p0) 

|    •/  -h  i  )>.   •    —  2  J  (H  —  p0)  +  -//>,,  V  i  —  À  T    / 

l7i.  Ainsi  l'augmentation  <le  pression  I',,  dans  le  réservoir  es1 
différente  dans  chacune  des  trois  hypothèses  que  qous  avons 
examinées.  Mais,  en  général,  l'expérience  es1  faite  dans  des  condi- 
tions telles  que  X  es1  très  voisin  de  i.  Alors  la  valeur  de  I',,  es1  la 
même  dans  toutes  les  hypothèses,  e1  elle  es1  égale  à  la  valeur  de  P,. 
(  )n  a  en  effel  dans  ce  cas 

(i4)  P       P,=   ^P" 

Quand  on  l'ail  le  calcul  de  cette  expression  pour  les  mélanges 
•  les  gaz  combustibles  usuels  hydrogène,  formène)  avec  l'air,  on 
trouve  des  pressions  de  o5  à  i  """  d'eau  pour  des  t  «l«'-ri  i  »-  l>,  de 
i  '"  par  seconde. 


PROPAGATION   D'I  NE  ONDE  DANS  l  N   III  IDE  POLARISJ 

Nature  du  problème  traité.  -      I.    Dans   l'hydrodynamique  ordi- 
naire, I  étal  d  un  élémenl  fluide  dépend  exclusivement  de  sa  densité 

et    de   Sa    tempérât  lire. 

Le  problème  de  la  propagation  des  réactions  chimiques  e1   >\<--- 
flammes  dans  les  gaz  fournil   un  exemple  de  fluide  dont   l'étal  es1 


QUELQUES     PROBLÈMES    D HYDRODYNAMIQUE    GENERALE.  49 

défini  par  la  densité,  la  température  e1   par  une  troisième  variable 
scalaire,  la  compositioD  chimique. 

On  peut  aussi  concevoir  des  fluides  donl  l'étal  dépendrai  delà 
densité,  de  la  température  et  d'une  variable  vectorielle.  Nous  uous 
proposons  de  donner  ici  un  exemple  de  problème  se  rap  porta  ni  à 
ce  cas.  Nous  allons  appliquer  les  équations  de  l'hydrodynamique 
générale  à  un  fluide  admettant  pour  potentiel  interne  celui  qui 
convient  soit  à  un  fluide  diélectrique,  soil  à  un  fluide  aimanté,  el 
nous  étudierons,  par  la  méthode  d'Hugoniot,  la  propagation  d'une 
onde  dans   un  tel   fluide. 

2.  Pouvons-nous  dire  qu'en  faisant  cette  étude,  nous  traitons 
le  problème  physique  de  la  propagation  d'une  onde,  par  exemple 

d'une  onde  sonore,  dans  un  fluide  diélectrique  ou  aimanté  .' 

Tour  fixer  les  idées,  considérons  un  fluide  parfaitemcnl  doux 
aimanté  sous  l'action  d'aimants  permanents.  Soient  p  la  densité  de 
l'élément  de  volume  dz  ;  M  son  moment  magnétique  donl  les  compo- 
santes suivant  les  trois  axes  sont  A.  B,  C;  oc,  (3,  7  les  composantes 
du  champ  magnétique;  T  la  température  absolue.  Le  potentiel 
thermodynamique  est 

(1)  #=j^Ç(p,  M.  T)pdr  -  IÇ(  \.«4-B(3  +  Cy)tfr. 

(.cite  expression  esi  propre  à  l'étude  des  phénomènes  d'équilibre 
et  des  transformations  infinimenl  lentes.  Si  on  lui  applique  les 
méthodes  de  la  statique  générale,  on  l'ail  bien  la  statique  des 
fluides  aimantés,  1  1  c'est  ce  qu'onl  lait  Duhem  et  M.  Liénard  dans 
leurs  éludes  sur  la  pression  au  sein  des  fluides  polarisés  .  Mais 
si  le  fluide  cesse  d'être  immobile,  l'aimantation  s'accompagne 
de    phénomènes    électrodynamiques    qui    compliquent    beaucoup 


1    Pierre  Duhem,  Traité  d'Electricité  et  dt     W  1    1 1,  1 89a ;  Sur  la 

sion  dans  1rs  milieu     diélectriqu  -  ""   magnétiqw  U         ■"!   Journal  <>/    Mathe- 

matics,  vol.   W  II.  [8g5  .         Liénahd,   Pressions  à  l'intérieur  des  aimant 
électriques  (Lumière  électrique,  t,  III.  iVim  . 

Journ,  </<•  Math .  (8*  série),  tome III.—  A 7 
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les  problèmes  en  introduisant  toutes  les  difficultés  de  l'Électrody- 
namique  de?  corps  en  mouvement.  Je  vais  négliger  systématique- 
men1  ces  phénomènes  et  me  contenter  d'appliquer  les  équations  de 
l'hydrodynamique  générale.  Je  n'étudierai  donc  pas  réellement  la 
propagation  d'une  onde  dans  un  fluide  aimanté.  Le  problème  que 
je  traiterai  sera  en  somme  un  problème  idéal,  si  l'on  veut  un  simple 
problème  d'ordre  mathématique  où  l'on  pourra  voir  l'application 
de  la  méthode  d  Hugoniot  à  un  système  d  équations  relativement 
compliqué. 

Il  ne  faut  donc  pas  se  faire  illusion  sur  la  portée  physique  des 
résultats  que  nous  allons  obtenir.  Il  nu-  (tarait  certain  toutefois 
que  relie  portée,  si  faible  qu'elle  soit,  n  es1  pas  entièrement  nulle. 
Assurément,  la  conception  d'un  fluide  aimanté  qui  ne  sérail  ni 
conducteur  ni  diélectrique,  ce  sérail  à  un  tel  fluide  seulemi  ni  que 
s' appliqueraient  rigoureusemenl  nos  développements,  es1  une 
conception  toute  théorique,  il  me  semble  cependanl  «pie  la  théorie 
qui  va  suivre,  si  elle  ne  peul  être  donnée  pour  l'étude  complète 
d'un  phénomène  physique,  est  toul  au  moins  celle  d  un  des  élé- 
ments constitutifs  d<  ce  phénomène.  Les  termes  qu'elle  nous 
donnera  dan-  I  expression  de  la  célérité  des  ondes  doivenl  cela  me 
paraii  du  moins  très  probable  se  retrouver,  avec  peut-être  cer- 
taines modifications,  dans  l'expression  vraie  de  la  vitesse  du  son 
dans  un  fluide  aimanté.  Elle  nous  portera  toul  au  moins  à  penser 
que  le  seul  fa.il  de  la  polarisation  peul  rendre  la  vitesse  du  son 
variable  avec  la  direction  de  sa  propagation. 

Au  Fond,  d'ailleurs,  on  lai I  des  simplifications  analogues  quand 
on  étudie  les  oscillations  d'un  barreau  aimanté  dans  un  champ 
magnétique  sans  tenu   compte  des  courants  induits. 

Application  de  la  méthode  d'Hugoniot.  .">.  Quand  on  prend  le 
problème  de  la  façon  que  nous  venons  de  préciser,  les  équations 
du  mouvement  du  fluide  s'obtiennent  en  ajoutant  simplement 
le-  forces  d'inertie  aux  équations  d'équilibre  (nous  négligeons  la 
viscosité  .  Soient  u.  c,  w  les  composantes  de  la  vitesse;  X.  Y,  /. 
celles    des    accélérations    dues    aux    forces    massiques    comme     la 
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posanleur.    Les  (équations  du  mouvemenl    sont  : 


(2)  (a,(3,7)=^^X(A,B,C)  =  F(M,p,T)         \    B.C 

(3) 


M  dM 

<)       (.,       <K  »      <r:       m 


<)(./■.  y,  z)  y       ■   dp)        <)'\    ()ix,v,z) 
=  (X  Y  Z )  —  ()("'  (''"'^  —  //  '){u'  '''  "'^ 

—  ';  ■ ; VU -  , 

Oy  âz 

dp       d(pu)       d(pv  i       <)<  ou 

Jt  + -DT- +  ~ôy- + -JT  =°- 

On  a  posé 

F  es!  l'inverse  de  la  susceptibilité  magnétique.  Les  équations  (2; 
comme  les  équations  (3)  sont  au  nombre  de  3.  chacune  se  déduisanl 
de  la  précédente  par  une  permutation  circulaire  indiquée  par 
une  notation  qui  se  comprend  d'elle-même. 

Dans  ces  équations,  on  considérera  comme  fonctions,  inconnues 

(6)  p,     T,     A.     B,     C.     u.     r.     w. 

Les  a,  [j,  V  s'en  déduisenl  par  des  formules  connues. 

4.  Soil    une  surface  de  discontinuité  Q  séparanl    deux    régions 
dans  la   masse  fluide. 

Dans  la  première  région,  règnenl  les  intégrales  p,,  I,.  \,.  B,, 
C,,  ut,  vn  w{  ;  dans  la  seconde,  règnenl  les  intégrales  p2,  I  .  \  .  I'>  . 
C2,  u2,  v2,  w2.  La  surface  12  es1  supposée  une  onde  d'accélération, 
c'est-à-dire  que  les  fonctions  p,  T,  A,  B,  C,  u,  v,  w  sonl  continues  .'i 
sa  traversée  e1  que  la  discontinuité  n'apparaîl  que  dans  les  dé  \\ 
premières.  Si  Ton  pose 

l     p,—    p,-    R,  \,        \.       <i.  m, —  if,       I 

(;)  •    M,-  M,       P,  B,-  B,       II.  vt        1         \ 

'    T\-      I;       h,  Cj—  C,       K.  ",       >>         \\  . 


D2 
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les  quantités  R,  P,  (-),  G,  H,  K,  Y.  Y.  W  sonl    nulles  sur  12.  mais 
non  leurs  dérivées  premières. 

Soient  X,  fj.5  v  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  12  dirigée  de 


Fig.  7. 


2  vers  i.  Au  boul  du  temps  dt,  la  surface  12  es1  venue  en  12'  dans  le 
champ  des  variables  d'Euler,  à  une  distance  dn  «  1  «  -  12  mesurée  sur 
la  normale  X,  u,  v.  La  célérité  de  l'onde  dans  le  champ  des  variables 

d'Euler  est  — ;  la  céleri  h''  par  rapport  à  la  matière  es1 


777 


dn 

~di 


1  /  u       yn>  -+-  vu), 


i  II  e>i  inilill'éreni  d'affecter  les  u,  v,  w  de  I  nu  lue  1  ou  de  l'indice  2 
puisque,  sur  12.   les  vitesses  sonl  égales.     La   méthode  d'Hugoniol 

1        1     1      'i" 
va  nous  permei  1  re  «le  calculer  — . 


,'J.  Les  quantités  R,  P,  0,  G,  II.  K.  I  .  \.  W  étanl  huiles  sur  Q, 
les  raisonnements  classiques  il  Hugoniol  nous  apprennenl  qu'une 
quelconque  d'entre  elles,  par  exemple  I!.  vérifie,  aux  points  situés 
sur  12,  les  équations  suivantes  : 


(8) 


Des  équations  de  cette  forme  s'appliquenl  à  toutes  les  grandeurs 

R,  P,  0,  G,  II.  K.  I  .  \.  W. 


1  OR 

OR         ûR 

\   Ox 

Oy          ■  1  : 
u.              V 

d\\ 

dn 

1 

dï\         dn   d\\ 

0/          dt    dn 

-  0. 
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Cherchons  maintenant  commenl  se  comporte  le  champ,  x,  fj,  y, 
à  la  traversée  do  il.    Il  es1   évidemment   continu.   Mais  calculons 

dy.x       doc,     ,   ,  •    ,  i  ,    ,  •  ,    _ 

— j^  et  les  quantités  analogues  relatives  a  p  e1  a   7. 

On  sait  que  a,  3,  y  sont  les  dérivées  partielles  d'une  fonction 
■Q(x,y,z)  ainsi  définie.  Appelons  r  la  distance  du  poinl  v,y,z  à  un 
autre  point  x'  y'f  z' >  autour  duquel  qous  considérerons  un  élément 

de  volume  dzf  dont  le  moment  magnétique  sera  A'.  IV.  l '.'.  (  »n  a 

I  étant  une  intégrale  de  surface  se  rapportant  à  la  surface  limitant 
le    fluide. 

On  peut  décomposer  en  deux  parties  Je  champ  <lr  l'intégrale 
triple  qui  figure  dans  <?,  le  champ  i  et  le  champ  2  séparés  par  la 
surface  12.  Posons 


On  aura 


â\'       ÔB'       dC      _. 

-r — ;  -+-  -—  -1 — r-r  =  Divergence  M  . 
ox'       Oy        oz 


De  là  on   tire,  moyennant  une  dérivation  et  des   intégrations 

par  parties,  en  remarquant  que    —  (- )■= — ï~<\r 


i)A,  .  ,     ri  1  <)±-,      v  ^1 —  ^> 


•-SÉS^S-S 


à  'A.) 


Dans  -)-...  sont  comprises  les  intégrales  relatives  à,  la  surface 
extérieure  du  fluide  qui  sont    inutiles  ni. 

a  a  donc  la  forme  d'un  potentiel  newtonien  produit  par  des 
charges  massiques  et  des  charges  superficielles  réparties  sur  û.  Il 
suit  d'une  formule  classique  que 

rfa,        ,ly., 

tin  iln 

OU,  en  vertu  des  définil  ions     7), 


r/a,       rfa,  .  _.     r><;        ,)ll  K 

~uVi  ~~~du~  z        "M  ^ 


■'. 
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Mais,  sur  û,  les   quantités  G,  H,  K  vérifienl    les  ('([nations  (8). 
Doue 


(9) 


rly.x  dy..2  _  r         /.  c/G 

c/n         <^«  '  '  \     dn 


d\\  d\\  \ 


(i.  Ces  préliminaires  posés,  le  développement  de  la  méthode 
d'Hugoniot  est  classique.  Nous  le  rappellerons  brièvement. 

Ecrivons  l'équation  (4  pour  le  mouvemenl  j.  puis  pour  le 
mouvement  2,  et  rétranchons  les  d<  n.\  équations  obtenues  l'une  de 
l'autre  en  en  arquanl  que,  si  nous  nous  plaçons  sur  12.  les  quan- 
tités (6)  sont  égales  avec  les  indices  i  ou  2.  Il  vient,  grâce  à  (8)  : 


(10) 


dA  dR  _     /.  dV 
dt   dn        "  V  '  dn 


dX 
7bi 


d\X 

d/i 


Traitons  les  équations  (  >   comme  nous  avons  traité     i  .  Chacune 

,  .  dR    dG  >.  ,  ... 

donne  une  équation  en  —  >  -r- ,  ••••  AimiiNih   les   trois  équations 
^  dn     dn  ■'  ' 

obtenues,  respectivemenl  multipliées  pur  X,  'j..  v.  Il  vienl 


dp 


d2t  ,r/P 


(/%y 


\  rfG 
dpàM        \ï  tf^ 


\  dG        HdH        C      k 
M   rf^  "     M   tfn         M   ^  ) 

) 
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dp  tfT  dn 


La  définition     5    de  F  permel  d'écrire  autremenl    les  coefïicients 

dG     d\\     ,l\\ 


de  -p-'   , 

r///       ////        '/// 


i  ivemenl 


•  l>  autre  part,  tenons  compte  de    to  .  Il  vienl  défini- 


dç        d*Z      i_,  d\   -  j  dR 

dp  ~*~  P  ~ùïl  "     ^      '//        |  £r/i 


5? 


dG        til\\        ,dK 

iln  dn  iln 


<r-:   ds 

dp  i)  I    dn 


Dérivons  maintenanl    la   première  équation  (2)  suivanl    la   nor- 
male n.  Écrivons  l'équation  obtenue  pour  le  mouvement   1  cl  pour 
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Je  mouvement  i  et  retranchons.   Il  vienl 

dp  dn  "*"  \     +   M   ÔM  )  dn 

AB  dF  çHl       AC  dF  rfK    _      <?F  é/0  _  rfa, 
M    dM  dn     '   M    âM  dn'        ÔT  dn  "     ,//, 

équation  qui,  grâce  à  (9),  donne  la  première  des  équal  ions  suh  an 
Les  deux  autres  s'obtiennent  en   partanl    de;    deux   au1   es   équa- 
tions |  2)  : 

.  dF  <l\\       (         A-  <)V  .    ,  dG       /AB   dl         ,    .       ./Il 

A  d"P  dJt  +  {*  +  M-  dM  +  47:/ '",'  ^  +  (  m"  4M       '  ^J  77^ 

/AC  dF        ,    .      dK       .  ,i\    d% 
\  M    d\l  /  dn  <)\    'in 


DdF  d\\        /AB  dF        ,     .    \  dG       1  _        i;     ,y|         ,  Il 


BG  dF       ,         ,  dK       .  dl     8 


nàF  d\\       /AC  dF       ,    .     >  rfG       /BC  dF       ,  -/Il 

C777  TTÏÏ  +  (  ~xT  Tïïï  +   ^*v  br  +     TA  ,Tx.  +  '  " !" 


('2 


dp   rf/l         '    M     dM  '  <///         <     M    rAI         ''"'      '  rf/j 

„      C2  dF       .  dK         ,dF  c/e 

F+ M  dM+^vJ^+CdT^  =  °- 

Il  faut  enfin  faire  une  hypothèse  sur  la  relation  supplémenl 
Cette  hypothèse  peut  être  assez  générale  sans  que  la  mél  hode  d'  I  lu- 
goniot   cesse   d'être   applicable  (').    Nous    nous    contenterons    ici 

d'admettre  que  l'entropie  —  -^  d'un  élément  esi  une  fonction  s  (T) 

de   la    température.    La   fonction    ap    peul    d'ailleurs    varier   d'une 

particule  à  l'autre.  Considérons  la  fonction  t  =  -      y.       p(T).  < 

une  fonction  de  p,  M,  T  e1   de  a,  b,  c  coordonnées  initiales  d  une 
particule.   La  relation  supplémentaire  est,  dans   notre   hypothèse, 

<j( '  0,  M .  T,  a,  A,  c)  =  o. 
Elle  comprend  comme  eus  particulier  celui  des  mouv<  ments  adia- 


(')    Voir  sur  ce  sujel   mon  Mémoire  sur  la  propagation  des  réactions  chimiques 
dans  les  gaz  [Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliqué)  ie,   t.    I.   i 

p.   '.S;. 
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d* 

Italiques,  où  -^  est  constant  :  il  suffit  de  faire  o  =  const.  Si,  dans 
cette  relation,  nous  considérons  p,  M,  T  comme  fonctions  des 
variables  d'Euler  x,  y,  z,  t,  nous  aurons  évidemment  en  dérivant  en 
suivant  une  particule  : 

dp  do  do 


du  f  dp 
dp   \d~t 


dx 


dv 


dz 


du  (dM  d\\  dM  dM\       do 

;ni'  -dï  +  u-d^^'"d-y^w-dl)+Yi 


fdj_ 

T\dt 


dT 
dx 


àT 

ày 


,fï 
dl)=°- 


Écrivons    cette   équation    pour    le    mouvement    i,    puis    pour   le 
mouvement  2  et  retranchons.  On  obtien! 


dv  dW        du 

f\  dG        B  d\\        C  d\\ 

du  d® 

-4-  —  —  = 

—  0 

dp  du.         dM 

\ M  Thi        M  ~dTi  ~    \\   dn 

d'Y  dn 

Il  est  facile  de  voir  que  cela  peul  s'écrire,  en  multiplianl  d'ailleurs 
par  p  dans  un  but  de  symétrie  qui  sera  visible  ultérieuremenl  : 

.  „.         d*Ç    d\\       dF  (    dG      udti      rdK  .         I  d  :        ....  i  m 
do  d  I    '///        dï  \     dn  dn  dn  M  |  dn 

Les  équations  (11.     1 2  .     [3    sonl    cinq  équations  linéaires  e1 

homogènes  en 


,l\\ 

dG 

dH 

dK 

./<■> 

'In 

du 

dn~' 

dTi* 

dn 

Ces  cinq  quantités  ne  sonl  d'ailleurs  pas  toutes  nulles,  sinon  la 
discontinuité  supposée  sur  la  surface  12  n'existerail  pas.  Donc  le 
déterminant  de  leurs  coefficients  es1  nul  el  l'on  a,  en  Résignant  par 

/•  /'•  /">  §>  g'i  ë">  pour  simplifier  l'écriture,  les  coefficients  de  — 


M) 


do 


â  :       , 

dt) 

dp 

< 

,  "' 

dp 

/O2) 

§  h 

dp 

-    ¥) 

/'(**») 

èr(pj) 

■:;■ 

Xv) 

d2Ç 

°  do  dï 

AdT 

^ 

dT 

dï 


;;,-'  H 
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L'équation   (i4),  donl    le   premier   nombre   es1    un   déterminanl 

symétrique,  détermine  la  célérité  —   .   On  voil  que  ' —  dépend  de 

A,  [/.,  v  H  par  conséquenl  de  l'orientation  de  l'onde  par  rapporl  à  la 
polarisa  i  ion. 

Toutefois,  si  l'on  change  À,  [i.,  v  en  -     /.       ■;..        /,  l'équation    i| 
ne  change  pas.  Par  conséquent,  la  célérité  dans  une  direction  es1  la 
même  que  dans  la  direction  opposée. 

Interprétation  de  la  formule  de  la  célérité.  7.  (  )n  peul  donner 
l'interprétation  suivante  de  la  formule  d<-  la  célérité. 

Soit  le  veclcui  |-\l  porté  par  le  vecteur  aimantation.  Projetons 
ce  vecteur  4~M  sur  la  normale  X,  pi,  v.  On  obtienl  un  second  vecteur 
4~  (aA .  +  p.B  +  vCj  dirigé  suivant  la  normale  X,  ;;..  v.  Soil  aussi  le 
vecteur  H  représentant  le  champ  cl  porté  dans  la  direction  de 
l'aimantation.  Considérons  finalemenl  l<-  vecteur  .1.  résultante 
de  H  et  de  4~  (  A  A -(- uB  + v(l).  Ses  projections  sur  les  trois  axes 
sont 

\l;  +  47i>.(ÀA-WJtB-+-vC),         BF  +  4ît|x(/A  +  |xB      vC), 
CF+  ',-v('/.A  +/xB  +  vC). 

Envisageons  maintenanl  la  fonction 

h  =  K  +  p£+f<?(T)dT. 

Imposons  an    Eluide  une  modification   virtuelle    assujettie    aux 

cdikIiI  ions  <lo  laisser 

constammeni  nul  cl  de  conserver  le  vecteur  .1  en  grandeui  e1 
en  direction.  Les  équations  <|ni  lienl  oh,  oy,  oA,  -"-I').  oC,  Si  dans 
cette  modification  virtuelle  sont  précisément  \<--  équations  m  . 
(12),  (i3),  où 

>_    ,/\     ,/l; 

journ.  de  Math    <  i    série  1    1 e  ni         n r .  1       1 
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esl  remplacé  par  oh  e1  où 


sont    remplacés    par 
Il  s'ensuil  ([no 


d\\       dG       d\\        dK       d& 

dn         dn         iln         dn         dn 

oo,     SA,     ol>.     ol  '■■     ôT. 


.  </\  oh 

I  dt    '        °  -,, 


Propriétés  de  la  célérité.       8.   Pour  étudier  la  valeur  de  la  célérité 
donnée  |>;ir  (  i  \  |,  nous   poserons 


h    . 


j 

j 

cr'  a  f" 

J 


Développanl  alors  le  déterminan!     i  i  .  nous  aurons 


(i5) 


en  groupanl  sous  la  dénomination  5  des  te  mes  qui  tous  contiennent 

ô      "'    ''".M 


en  Facteur  les  carrés  ou  les  doubles  produits  de        e1   de        e1  les 


carrés  ou  les  doubles  produits  de  A.  I>.  C. 
I  )e  lu  lc>  conclusions  sui\  an1  es  : 

Si  —  e1  -77,  soni   m iU  (susceptibilité  magnétique  indépendante  de 

dp        <)\  '  '  ' 

l;i  densité  e1  de  la  températu  si  nul,  Des1  en  facteur  dans    i  5 

et,  par  suite,  la  célérité  es1  indépendante  de  /..  ;/.  v,  c  est-à-dire  de 

la  dired  ion  de  la  propaga  i  ion. 

.-I        à] 


Bien  plus,  je  dis  que,  dans  cette  hypothèse 


j| 


=  o  i.  ia  célé- 


rité es1  la  même  < 1 1 1 «-  si  le  fluide  n'étail  pas  aimanté. 

En  effet,  I    es1  alors  fonction  de  M  ^<'ul  el  la  définition  (5)  de  I 
donne  alors 


'      M  Fl  M  -MI        1  (p,  Ti: 


I  i  esl  le  potentiel  de  I  unité  de  masse  quand  l'aimantation  es1 
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nulle.  Dès  lors,  on  calcule  facilemenl  que 

dç         <)  '-         <r, 

C/p  dp2  t/p  dp2 

d*j__d^ 
dT-       dT*  ' 

<r:         d  L 


dp  dT       dp  dT 


cl  par  suite  (i5)  donne  pour  —  la  même  valeur  que  si  l<-  potentiel 
étail  'b  au  lieu  d'êl  re  t. 


9.  Supposons  maintenant  .--  e1  -y-y  ""M  Pas  nuls,  o  ais  assez  petits 
pour  qu'on  puisse  en  négliger  les  carrés  H  les  double    produits. 

Dès  lors,  s,  es1  négligeable  e1  (i5)  donne  encore  une  célérité 
indépendante  de  la  direction  de  la  propagation.  Mais  cette  célérité 
es1  différente  de  ce  qu'elle  c<  rail  <-n  l'absence  de  toute  aimantation. 
(  lalculons-la.  (  m  a 


d' 


ou 


dp5         .',,         dp' 
dpdT-  pj()     V     dp^T        p   dT,T 


d£        »p:  r\.  d*F  -,        d^        d  : 

<)'j       •  api  .  '           dp*                 dp           <>'< 

d2ç  i   r"    <r\   ...  d ■■: 

J  :  i    rM/..    d2F  M  dF  , 


On  substituera  ces  valeurs  dans    1 5)  pour  avoir        .Contentons- 
nous  ici  <lc  nous   rendre  compte  de   l'ordre  de  grandeur  du  termi 
supplémentaire  qu'introduil  l'aimantation.  Supposons  pour  simpli- 
fier-r-  nul  e1  -pr.  constant.  Nous  aurons  alors 

dp  'V I 

dÇ  -'-'         dd 

J;,  dp  d 

,y|"       dl 

d  :  M    d\  d   - 

>  i 


,/    ,i  i  d'J 
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et  (i5)  donne,  en  négligeant  E  : 


dp  <)'\' 


(—Y—    f?4     *^!i  _  • 


M2 


d&  dT 


d'\ 


Ne  conservons  pas  les  termes  en  (yv-)  puisque  nous  avons  déjà 
supposé  <■  négligeable.  Prenons  d'autre  part  le  cas  particulier 
des  mouvements  adiabatiques  (©'  =  o).  Nous  aurons 

à  ï 


dt  J  '  dp 


ô-l  _    ,  \  dp  d'Y  I  do  d'Y   dF 

do*  '  d--b  à'-<l>     d'Y 


dT1 


■  il 


Les  trois  premiers  termes  de  cette  expression  donnenl  la  val<  ur 
de  1—7-  )  quand  il  n  \  a  pas  il  aimantation.  I -  aimantation  introduit 
le  terme 


dp  d'ï  OV 

,r-l    d'Y 


ô'\ 

Ce  terme  es1  en  général  petit,  car  M  esl  généralemenl  Faible  dans 
les  gaz  naturels.  Il  n  es1  pas  sans  intérêl  il  observer  que  s-.,  qui  a 
été  négligé,  contient,  lui  aussi,  en  facteur  M2. 

10.  Voyons  I  ordre  <l<  grandeur  de  ce  terme  complémentaire 
pour  l'oxygène  qui  es1  le  gaz  le  plus  magnétique. 

Soient  c,  C   les   chaleurs   spécifiques   du    gaz3   /j  =  (C —  c  z'Y   la 

c        <)2L        ■  i    dp       -  ... 

pression.   -rri-,    c  es1      -  ;=:       —7^   c  es1     -  —  '    Le    terme    correctii 
1  dl-  r      dp  dl  0 1 

es1  donc 

TM     iir   d\  C  I  M-  dF 

cpi    d'Y  d'\  \c       '  '    p     ^T' 

0Uj  1  n  désignanl  le  champ  par  3C, 

,T    1    d\ 
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Pour  l'oxygène,  en  unités  électromagnétiques  C.  G.  5.3 


F 

= 

0 

0 

,r8 

F 

= 

ofi 

à  293  . 

o 

,i5 

P 

= 

0 

00 

1    '■'!• 

C 
c 

— 

I 

il. 

Le  ici  nie  complémentaire  es1  donc 


10* 


Mais  la  valeur  de  (  -j-  )  ,  quand  l'aimantation  es1  nulle,  es1  de 
l'ordre  de  m'1.  Pour  que  l'aimantation  introduise  une  variation 
de  —  dans  la  valeur  de  -7-,  il  faudrail  que 


100  <li 

m'  5o 

5e  =  ioBx3,7. 

11  faudrait  donc  se  placer  dans  un  champ  considérable. 

Remarquons  toutefois  que  la  théorie  qui  précède  sérail  directe- 
ment applicable  à  la  propagation  dans  un  solide  élastique  dans  le 
cas  des  ondes  planes.  On  pourrait  donc  l'appliquer  à  la  propagation 
des  omlcs  planes  dans  du  1er  par  exemple,  s,, us  réserve  bien  en- 
tendu des  observations  laites  au  début  sur  les  phénomènes  électro- 
dynamiques induits.  La  susceptibilité  magnétique  sérail  alors 
beaucoup  plus  grande  e1  l'influence  de  l'aimantation  beaucoup 
plus  sensible. 

I  I.  Essayons  enfin  de  nous  rendre  compte  de  I  ordre  d<  gran- 
deur  de   l'influence   de   la    polarisation    dan-    le   cas    d  un    Fluide 

diéleel  rupie. 

Admet  i  un-    la   loi   de   Mossotti  e1    Clausius  qui  peut   -exprimer 
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par  F  =  -  (a  est  une  constante).  Donc 

àF 

(  1 6  ) 

|:      ï£       KP.T), 

Bornons-nous  à  appliquer  (  i  6)  aux  deux  cas  suivants  : 

i°    Propagation    d'une    onde    dans    |<>    sens    de  la    polarisation, 

\       m.         B  =  o.        i      :o, 

>     ri,  ;      :  O,  V  —  O. 

La    formule    (\.\)    donne 

i  "^  i" 

.A  (U,  d'il  •'    (Tl  M         in 

I     —  o  r,  — -   -4-  r-  !     —  r,-  ! -j_   . 


)    =-■,,' 


-+- 


'//    '  '  de        '    dp-  o  i  ~ 

1      T 


2°   Propagation  dans  un  sens  perpendiculaire  à  la  polarisation, 

\        M.  B  ...         I 

/         <  » .  y  i  ,            v  ~    ■  ■ . 

I  .a  formule    i  i    donne 


I    =  ■>.  o  — -  +  - 


,<l 


Dans  le  second  cas,  la  célérité  es1  la  même  que  si  la  polarisatio  i 
étail  nulle.  Dans  le  premie  .  on  a  un  terme  complémi  ntaire  : 


M  i- 


i  ~ 
M      I 


1 

>  _ 

o  V- 

i  " 

Pour  l'air  à  20  atmosphères,  on  a,  en  unités  él ta  l   nsial  npics  C(/.S., 

!  o,oi, 
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Le  terme  complémentaire  est  donc 


x 


;>»,(, 


P//\  .     . 

our  avoir,  sur  -r- ,  une  variation  de  i  pour  too,  il  faudrait  que  X 

fût  de  l'ordre  de  2,5  x  io5  (en  unités  électrostatiques  .  valeur  I 
considérable. 
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Sur  les  systèmes  d'équations  aux  dérivées   partielles 
Pak  Maurice  JANET. 


[NTROD1  CTION. 

1.  Dans  la  théorie  générale  des  systèmes  d'équations  aux  dérivé  ts 
partielles,  deux  cas  peuvent  être  actuellemenl  considérés  comme  clas- 
siques : 

i°  Celui  d'un  système  du  premier  ordre  à  une  fonction  inconnue; 
2°  Celui   d'un  système   à   autant  d'équations  que  de   fonctions 
inconnues  <!<•  la  forme  de  Cauchy  et  de  M""  Kovalewsk  y. 

Le  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  le  plus  général  esl 
susceptible  de  différentes  formes  simples  : 

Tout  système  peut  se  ramener  à  un  système  du  premier  01  dre. 

Tout  système  peut  se  ramènera  un  système  du  deuxième  ordre  à 
une  seule  fonction  inconnue  ('). 

Dans  un  autre  ordre  d'idées,  on  peul  remarquer  que  toul  système 
d'équations  aux  dérivées  partielles  esl  équivalent  à  un  système  d'équa- 
tions aux  dillerenlielles  totales  :  la  théorie  de  ces  derniers  systèmi  - 
fournirait  donc  une  base  d'étude  pour  celle  que  non-  avons  en  vue. 

('i  Celte  propriété,  plus  cachée  que  la  précédente,  .i  été  signalée  pai 
M.  Drach  i  C.  R.    Icad.  Se,   1897,  p.  598  , 

('- 1    I  oir  en   particulier  les   travaux  de   M ,  (    irtan  {  Inn,  I        ^ 
K|i.',)  el  de  M.  Goursal  1    \nn.  Toutousi  luxquels  9e  rattachent  ceux 

M.  (..  (  1er!  (  C.  R.    \ca  L  Se,  rg  to 

joui  n.  </<■  Math,  is    sérii  i,  lom<    lll  ^nnéi  '' 
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Mais  si  celle  méthode  éclaire  bien  des  questions  posées  par  la  théorie 
des  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles,  il  en  est  d'autres  au 
contraire  dont  l'étude  directe  est  plus  naturelle  :  citons  l'étude  des 
systèmes  linéaires. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  n'aurons  pas  à  non-  servir  des  remarques  qui 
précèdent;  nous  traiterons  directement  un  système  d'équations  aux 
dérivées  partielles  donné  sans  changer  de  fonctions  inconnues  ni  de 
variables  indépendantes;  nous  arriverons  a  une  forme  canonique  entiè- 
rement  générale  où  le  «  degré  de  généralité  ••  de  la  solution  apparaîtra 
nettemenl . 

(  lettc  forme  canonique  générale  est  duc  à  \1.  Riquier,  qui  a  le  pre- 
mier i  '  ),  en  1892,  démontré  l'existence  des  solutions  d'un  système 
différentiel  (2  )  quelconque. 

Elle  comprend  comme  cas  particulier  la  forme  canonique  adoptée 

par  \l.  Delassus  :  bien  que  cette  dernière  t le  ait  un  grand  deg 

de  généralité,  on  doit  remarquer  qu'il  existe  des  sj  sternes  1  •  auxquels 
elle  ne  p  :ul  s'appliquer  même  après  un  changement  de  variables. 

\1.  Le  présent  travail  a  pour  objel  essentiel  l'exposition  -impie  des 
résultats  de  M.  Riquier.  Cette  exposition  nous  conduira  naturelle- 
ment à  certains  résultats  de  nature  algébrique  qui  complètent  la 
théorie  des  formes  donnée  par  \l.  Hilbert  1  ).  Les  développements 
que  comporterai!  cette  théorie  et  leur  application  à  la  théorie  des 
caractéristiques  des  >\  sternes  seronl  1  ésen  es  pour  un  autre  travail  :  il 
nous  a  semblé  qu'il  \  avait  lieu  d'exposer  toul  d'abord  par  une  méthode 
nouvelle  aussi  simple  que  possible  le  théorème  général  relatif  à  l'exis- 
tence des  solutions  d'un  système  quelconque. 

Nous  commencerons  par  des  remarques  de  nature  arithmétique  : 
les  dérivées  d'une  fonction  de  n  variables  (ou  les  coefficients  du  >\<-\  e- 


Voir  pour  l'historique  de  la  question  VEncyclopt  s  es  mathé- 

matiques, t.   II.   '1 .  1 .  et   la  préface  de  l'Ouvrage  de  M.  Riqlieii  :  /   s  systèmes 
d'équations  auj?  dérivées  /><n  tielles  (Gaulhiei    Villars,  1910). 
«  formellement  »  compatible. 
i    )   Ce  fiiit   ;i   été   signalé   par   MM.   Guntliei    el    Robinson  (<  .    R.     I 
I  y  I  3     |  ■ .    Il 

('')   Matliemalisclie    l/inalen,  i8yo. 
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loppement  d'une  fonction  de  //  variables  en  série  entière)  cori 
pondent  aux  systèmes  constitués  par  n  entiers  rangés  dans  un  certain 
ordre;  nous  avons  adopté  le  langage  algébrique  :  le  premiei  Chapitre 
sera  consacré  à  l'étude  des  systèmes  de  «  monômes  •>  el  en  pai  ticulier 
des  modules  de  monômes;  nous  mettons  en  évidence  la  notion  de 
système  de  monômes  complet  qui  est  fondamentale  pour  la  suite. 
Lorsqu'un  système  de  monômes  est  complet,  les  monômes  multi] 
de  l'un  d'eux  (au  moins)  se  répartissent  immédiatement  en  un 
nombre  fini  de  classes  de  formation  simple  (1  >.  La  classification  des 
monômes  d'un  système  complet  d'après  leur  a  hauteur  »  conduit  à  une 
propriété  importante  (II)  qui  est  utiliser  au  Chapitre  11.  Nous  en 
indiquons  immédiatement  l'application  à  ce  que  l'on  peul  appeler  le 
«  calcul  inverse  de  la  dérivation  ». 

Le  deuxième  Chapitre  a  un  caractère  algébrique  :  il  est  consa<  ré  à 
l'élude  formelle  des  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles; 
l'attribution  de  cotes  aux  fonctions  et  variables  permel  de  classeï 
d'une  manière  simple  les  dérivées  des  inconnues.  Pour  les  systèmes 
de  forme  canonique,  les  deux  notions  de  «  système  complel  o  el  de 
«  classement  des  dérivées  des  inconnues  au  moyen  de  cotes  »  per- 
mettent la  position  d'un  problème  «  formel  »  pour  lequel  le  degré  de 
généralité  de  la  solution  est  nettement  en  évidence;  dans  le  cas  où  le 
système  proposé  est  complètement  intégrable,  ce  problème  esl  équi- 
valent au  problème  que  l'on  pose  en  assujettissant  les  équations  du 
système  à  être  simultanément  vérifiées  quelles  que  soient  les  valeurs 
des  variables.  Nous  indiquons  un  procédé  régulier  pour  reconnaître 
au  bout  d'un  nombre  fini  d'opérations  si  un  système  donné  est  complè- 
tement intégrable.  Nous  montrons  d'ailleurs  que  loul  système  [  eut  se 
ramener  par  un  procédé  régulière  une  forme  canonique  complètement 
intégrable.  Nous  donnons  enfin  quelques  indications  sur  les  consé- 
quences que  Ton  peul  tirer  de  ce  qui  précède  dans  la  théorie 
formes  algébriques. 

Les  méthodes  précédentes  donnent  le  moyen  de  cali  uler  les  coeffi 
cients  du   développement  en   série  dune  solution   dont  on   suppose 
V existence  et  la  régulai  ité,  lorsque  l'on  connaît  les  conditions  initiales 
relatives  à  celte  solution.   Réciproquement,  les  coeffn  ents  calculés 
définissent-ils  effectivement  une  solution"?  Il  suffit,  pour  démontrei 
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qu'il  en  est  ainsi,  de  démontrer  que  les  séries  obtenues  pour  la  solu- 
tion sont  convergentes  (lorsque  les  variables  diffèrent  assez  peu  de 
certaines  valeurs  :  valeurs  initiales).  Ost  à  celle  démonstration 
qu'est  consacré  le  troisième  Chapitre.  Il  convient  tout  d'abord  de 
généraliser  les  résultats  indiqués  au  Chapitre  IL  Lorsque  cette  géné- 
ralisation est  faite,  la  démonstration-devient  très  simple;  nous  mettons 
en  évidence  et  nous  prouvons  à  part  trois  lemmesde  nature  algébrique 
que  nous  utilisons.  Cette  démonstration  de  convergence  n'est  pas 
seulement  plus  simple  que  celle  de  M.  Kiquier;  elle  est  aussi  plus 
compréhensive  puisqu'elle  prouve  en  même  temps  les  résultats  plus 
généraux  trouvés  ensuite  par  le  même  auteur  (  '  i. 

Nous  terminons  en  traitant  quelques  exemples  simples  :  le  premier 
illustre  à  la  fois  la  théorie  exposée  au  premier  <  lhapitre,  celle  des  s\  s- 
tèmes  canoniques  de  M.  Kiquier  et  celle  des  chaînes  de  systèmes  de 
M.  Hilbert;  le  second  est  intéressant  au  point  de  \  ue  de  cel  h'  dernière 
théorie;  le  troisième  enfin  indique  comment  se  présentent  les  cas 
singuliers  qui  échappent  aux  méthodes  de  M.  Delassus. 

Nous  adressons  ici  l'expres-aim  de  notre  respectueuse  gratitude  à 
M.  Hadamard,  qui  a  orienté  le  début  de  nos  recherches,  età  M.  Goursat, 
qui  a  bien  voulii  nous  encourager  de  ses  précieux  conseils. 


en  vnriiK  i. 

MODULES    DE    MONOMES.     —    THÉORII     GÉNÉRAL1     M     \ITI  II   \  I  mw . 

Le  mol  monôme  design  ira  dans  ce  qui  suit  une  expression  de  la 
forme  x\  <  ...a  où  les  y.  sonl  des  entiers  positifs  sens  large); 
(  '  ','  '  " ■  ■  ■  <  '  devra  être  considéré  comme  un  «  monôme  » ). 

L.  Théorèmi  général  sur  certaines  suites  di  monômes.  -  Une  suite 
de  monômes   M  .   M..   ...  telle  que  chacun  d'eui    nest   multiple 


(')  Signalés  aussi  pai  M.  Goursat  pour  l'équation 
,      Ax,y,:,p,q,r,i  lorsque 

(  ;  étant  donnée  sui    i        o  et  siir^ 


<   7 

I 
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d 'aucun  des  précédents  ne  peut  comprendre  qu'un  nombre  fini  de 

le  ri)  les. 

Dans  le  cas  d'une  variable,  la  proposition  se  réduil  à  celle-ci  :  I  ne 
suite  d'entiers  positifs  décroissants  est  finie. 

Admettons  la  proposition  dans  le  cas  de  n  —  i  variables,  el  démon- 
trons-la pour  n.  Soil  Mi  =  xaiixa,  ...  a?""  le  premier  monôme  de  la  suite 
donnée  (S);  dans  un  des  suivants,  pris  arbitrairement,  l'ex]  osant  d'une 
des  variables  au  moins,./-,  par  exemple,  est  inférieure  l'exposant  de 
cette  variable  dans  M,.  Appelons  (S,*  )  la  suite  des  monômes  de  i  S 
où  xL  entre  à  l'exposant  k  exactement  :  (  A  =  o,  i ,  2,  . . . ,  oc,  —  1  );  nous 
obtenons  ainsi  a,  +  ai  +  ...+  a„  suites  partielles,  dont  l'ensemble 
renferme  (peut-être  avec  répétition)  tous  les  monômes  de  S)  qui 
suivent  M,.  Mais  les  termes  de  S,7,  ne  sont  autres,  au  facteur  près  1  . 
que  des  monômes  à  n  —  1  variables  (./,,  x2i  ...,  ',_,,  a?,-  ,,...,  a  | 
tels  que  chacun  d'eux  ne  soit  multiple  d'aucun  des  précédents.  Chacune 
de  ces  suites  est  donc  finie  et  il  en  est  de  même  de  la  suite  donn 

*2.   Conséquences  diverses.  — Il  résulte  du  théorème  précédent  que 

d'un  système  quelconque,  infini,  de  monômes,  on  peut  en  extraire  un 
s\stème  fini  (M)  tel  que  tout  monôme  du  système  donné  soit  multiple 
de  l'un,  au  moins,  des  monômes  (M)  :  il  suffit,  en  ell'et,  de  choisir  arbi- 
trairement un  monôme  du  système  donné.  M,,  puis,  parmi  les  mo- 
nômes du  système,  un  monôme  M2  qui  ne  soit  pas  multiple  de  M,, 
puis  parmi  les  monômes  du  système  qui  ne  sont  multiples  ni  de  M,, 
ni  de  M,,  un  monôme  M.,,  etc.;  la  suite  ainsi  obtenue  sera  finit1  :  lotit 
monôme  du  système  donné  sera  multiple  de  l'un  au  moins  des  monômes 
ainsi  obtenus  M,,  M2,  ...,  \l/;. 

On  peut  utiliser  la  proposition  précédente  sous  différentes  foi  nus 
que  nous  allons  indiquer  : 

Si  l'on  considère  une  suite  infinie  de  monômes,  à  partir  d'un  certain 
rang-  /•,  on  n'obtient  que  des  multiples  des  monômes  de  rang  inférieur 
à  /•. 

Si  l'on  considère  une  suite  quelconque  de  monômes  de  degrés  non 
décroissants,  à  partir  d'un  certain  degré  />,  les  monômes  de  la  suite 
sont  des  multiples  de  monômes  de  la  suite  de  degré  inférieur  à  />. 

I  fne  suite  de  systèmes  de  mono  mes  contenant  cl  1,1  ci  m  des  monômes 
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qui  ne  sont  multiples  d'aucun  de  ceux  contenus  dans  les  systèmes 
précédents  est  finie. 

Soil  S,S2...SA  ...  une  suite  de  systèmes  de  monômes  où  S/,..,  est 
constitué  par  :  i°  les  monômes  de  5  :  t°  des  monômes  qui  ne  sont 
multiples  d'aucun  monôme  de  S/,;  une  telle  suite  est  nécessairement 
finie  (■). 

Si  Ton  considère  une  suite  de  s\  stèmes  I  -)  de  monômes  I    .1      ...... 

•  le  degrés  A,  h  ■+■  i, . . .,  où  E/4 ,  contient  tous  les  monômes  de  degré  / '  +  i 
multiples  des  monômes  de  I.,  i  quel  que  soit  i),  dès  que  i  dépasse  une 
certaine  valeur  p}  E,V|  ne  cou  tient  que  les  multiples  i  dedegréi-hi)de  I    . 

.">.  Modules  de  monômes.  —  Nous  dirons  qu'un  système  de 
monômes  forme  un  module  si  hmi  'multiple  d'un  de  ces  monômes 
appartient  au  système.  I  n  module  est  toujours  constitué  par  les 
multiples  d  un  nombre  fini  de  monômes.  Nous  dirons  quelquefois 
que  ces  monômes  forment  une  base  pour  le  module. 

L  ensemble  de  tous  les  monômes  en  ■  >,,'_ x    forme  un  module. 

'l'ont  ce  qui  précède  comme  ce  qui  suivra  s'applique,  au  langage 
près,  aux  systèmes  de  dérh  ées  d'une  fonction. 

On  pourra  dire  qu'un  système  de  dérivées  de  u  forme  un  module 
si  toute  dérivée  de  l'une  d'elles  appartient  au  système. 

Il  sera  utile,  pour  la  généralité  du  langage,  d nsidérer  u  comme 

une  dérivée  (  d'ordre  zéi 

Le  système  formé  par  la  fonction  el  toutes  ses  dé]  ivées  i  d'ordre  i  i 
pourra  êti  e  considéi  é  comme  un  module. 

\.  Structure  d'un  module.  Généralités.  —  Lorsqu'il  n  \  a  qu'une 
lettre,  cn  un  module  de  monômes  se  compose  simplement  des  mul- 
tiples de  l'un  d'eux,  celui  qui  entre  au  plus  bas  degré  dans  le  module. 
Nous  allons  montrer  comment  on  peut  ramener  l'élude  d'un  module  M 
de  monômes  à  n  lettres  à  1  étude  d'un  certain  nombre  (fini)  de 
modules  dé  monômes  à  moins  de  n  lettres.  Nous  aurons  donc  un 
procédé  de  récurrence  pour  faire  l'étude  d'un  module  quelconque. 

Cet  énoncé  sera  directe  nent  uiilisé  pin-  loin  (II,  12  |. 
Cf.   Delassds.  E.rtensinn  du  théorème  de  (Jauchj    I    Innates  de  II 
\  or/na/e,   i  s< . 
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Parmi  les  monômes  de  M,  considérons  ci  ux  \l    qui  ne  contiennenl 
pas  xn\  ceux  M,.  \I,.  ....  V,   qui  contiennen  sp  i  tivemenl    au 

premier  degré,  au  second  degré,  ....  au  degré  À.  L'enseml 
licients  de  x\   dans  ceux  qui  contiennent  xn  au  degré   /    forme  un 

module   \l';  on  obtient  ainsi  une  infinité   de   modules    M   .    W   

M-,...,  aux  a  —  \  variables  ',,  '\,  ...,./„_, .  Quelques-uns  di 
modules,  au  début,  peuvent  ne  pas  se  présenter  effectivement;  i 
si  M)  existe,  M,  ,  eviste  (-gaiement  et  contient  tous  les  monômes 
de  M.'t  (car  si  x)  ./'.../';,  appartient  à  \l  .  /  <  i  appartient 
à  M.  Il  cnest  donc  ainsi  de  / ',  .r.  ...  /  •  ,  el  i  .'  appartient 
à  M',M).  Par  suite,  à  partir  d'un  certain  rang  A",  les  modules  M  /  /.  i 
sont  identiques.  Pour  connaître  la  constitution  du  module  \l  à  n  va- 
riables, il  suffit  de  connaître  celle  des   modules   M   .  M \1     à 

//  —  i  variables. 

Supposons  que  l'on  connaisse  des  monômes,  en  nombre  fini .  qui 
puissent  servir  à  définir  ces  modules,  c'est-à-dire  qui,  multipliés  l  une 
ou  plusieurs  fois)  par  x, ,  '_,,  —  <     , .  donnent  tous  leurs  monon 
Si  l'on  multiplie  (une   ou  plusieurs   fois)    par    vn    <,,    ,..,  a 

monômes  correspondants  de  M0,  M, MA_,,et  par  i   ,<_.... 

les  monômes  correspondants  de  MA,  on  obtient  certainement  '  a 
monômes  de  M;  car,  un  monôme  de  \l  on  ./■.,  a  un  exposant  X<A 
s'obtient  en  multipliant  un  monôme  de  \1,  par  un  monôme  en 
./■,,.'•,,,...,./'„  ,  et  un  monôme  de  M  où  vn  a  un  exposanl  /. 
s'obtient  en  multipliant  un  monôme  de  M.  par  un  monôme  en 
xn  a?2,  ...,  x„-,  et  par  suite  un  monôme  de  \1  par  i  cl  par  un 
monôme  en  ./'. ,  ./■     ...,  ./„_, . 


/t.   Elude  d'un  exemple.  —  Nous  allons  appliquer  le  procédé 

cèdent  à  un  exemple  <]u<'  nous  traiterons  complètement  el  qui  is 

fera  pressentir  les  résultats  généraux  < | n <*  nous  avons  en  vue. 

Considérons  le  module  constitué  par  les  multiples  de  l'un  des  quatre 
monômes 

Les  modules  i  à  deux  variables  i  ,.  <    >  M  .  M  .  M  .  M    sont  définis 
ici  par  les  moi les 


"1 
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et  les  modules  M  .  M  ,  ...  sont  identiques  au  module  M  .  A  chaque 
monôme  du  module  donné  correspond  un  et  un  seul  monôme  d'un 
module  M'.. 

Pour  étudier  plus  complètement  la  constitution  de  chacun  de  ces 
modules  à  deux  variables,  appliquons  à  chacun  d'eux  la  méthode 
même  qui  vient  de  nous  servir. 

Il  n'y  a  évidemment  pas  lieu  de  l'appliquer  à  M  .  M,  constitués 
chacun  par  les  multiples  d'un  seul  monôme  x] . 

Les  monômes  multiples  de  l'un  des  deux  monômes 

peuvent  se  grouper  d'après  l'exposant  de  xt  qui  y  figure;  l'ensemble 
de  ceux  qui  ne  contiennent  pas  x2  sera  appelé   M     :   l'ensemble  de 

ceux  qui  contiennent  a?2  au  premier,  au  second  degré au  degré  X, 

sera  appelé  M     .  M     M 

L'ensemble  des  coefficients  de  u  dans  M  constituera  un  module 
à  une  variable  xn  que  nous  désignerons  par  \l  .  Les  modules  à  une 
variable  M     .  \1     ,  M  , ,  sont  définis  ici  par  les  monômes 

Les  modules  M   .  M   .  ...  sonl  identiques  au  module  M   . 

I  )«■  même,  en  appelant  M  l'ensemble  de  ceu\  des  monômes  du 
module  M  qui  contiennent  >■,  à  l'exposanl  / .  el  M  le  module  <  à  une 
variable  x\)  constitué  par  les  coefficients  de  ./•.'  dans  ces  monon  s, 
\l    .  \l    .  M    seront  définis  par  les  mono 

\l   .  \l  ,.  . ..  étant  identiques  à  \l  ,. 

Le  procédé  précédent  a  uns  en  évidence  certains  mon»  mes  M  du 
module  (')  primitif,  .1  savoir  : 


!    ''    1 

La  lé  Un  M  désigne  donc  dans  ce  qui  suit  le-  monômes  du  présent  Tableaui 
el  non  |ilu>.  comme  au  n°4,  le  module  lui-même. 


m 
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qui  suffisent  évidemment  à  définir  ce  module  puisqu'ils  contiennent 
tous  les  monômes  dont  nous  sommes  partis,  mais  qui  jouissent  de  plus 
des  propriétés  suivantes  : 

On  obtient  tous  les  monômes  du  module  où  x3  intervient  au 
degré  1(1  =  0,1,2),  et  ceux-là  seulement,  en  multipliant  tous  les 
monômes  M  où  x3  a  le  degré  i  par  tous  les  monômes  en  >    .  >    . 

On  obtient  tous  les  monômes  du  module   où    c3   intervient   à   un 
degré  ::3  en  multipliant  tous  les  monômes  M  où   <    a  le 
tous  les  monômes  en  a?n  r ,.  .,   . 

On  peut  aller  plus  loin,  et  dire  : 

On   obtient   tous   les  monômes  du  module  ou.    /  .  intervenant  au 
deuxième  degré,  x2  intervient  au  degré  /<  /      <».  1   .  et  ceux-là  seule- 
ment, en  multipliant  le  monôme   M   où   x3    intervient   au   des 
et  /_,  au  degré  y,  par  tous  les  monômes  en  ./-, . 

On  obtient  tous  les  monômes  du  module  où.  /  intervenant  au 
deuxième  degré,  .r,  intervient  à  un  degré  2  en  multipliant  le 
monôme  M  où  x3  a  le  degré  2  et  x2  le  degré  2  par  tous  les  monômes 
en  ./,,  x2. 

On  obtient  tous  les  monômes  du  module  où,  x3  intervenant  a  un 
degré  >3,  x2  intervient  au  degré  /,  (A  =  o,  1),  et  ceux-là  seulement, 
en  multipliant  le  monôme  M  où  ./•,,  intervenant  au  degré  '>.  1  .  inter- 
vient au  degré  h,  par  tous  les  monômes  en  rn  x3. 

On  obtient  tous  les  monômes  du  module  où.  x3  intervenant  à  un 
degré  i,  x2  intervient  à  un  degré  ^2,  en  multipliant  le  monôme  M. 
où  ./-,  a  le  degré  '5  et ./_,  le  degré  2,  par  tous  les  monômes  en  r,,  '   .  i   . 

En  résumé,  on  obtient,  sansomission  ni  répétition,  tous  les  monomt  - 
du  module  donné  en  multipliant  : 


M 


par  tous  les  monômes  en 


r  |    I 

'        '        ' 

■ 


/"in  11    il<    Malli  me  III.        \.\ 


1  i) 
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A  chaque  monôme  M  du  Tableau  précédent,  nous  faisons  ainsi 
«  correspondre  »  certaines  variables  x,  celles  qui  se  trouvent  dans  la 
seconde  colonne,  sur  la  même  ligne  que  M. 

Faisons,  dès  maintenant,  au  sujet  des  monômes  M,  les  remarques 
suivantes,  qui  seront  généralisées  plus  loin  <  '  |  : 

Le  produit  par  ./■,  d'un  monôme  M  (où  l'exposant  '/  de  a  \  est  infé- 
rieur à  3)  est  identique  au  produit  d'un  monôme  M  plus  haut  que  M  par 
un  monôme  ne  contenant  que  les  variables  correspondant  à  M. 

Le  produit  par  ./j  d'un  monôme  M  i  où  l'exposant  de  x2  est  inférieur 
à  2  pour  ceux  qui  contiennent  x3  au  deuxième  degré,  où  il  est  inté- 
rieur à  2  pour  ceux  qui  contiennent  r .  au  troisième  degré)  est  iden- 
tique au  produit  d'un  monôme  M  plus  haut  que  M  par  un  monôme  ne 
contenant  que  les  variables  correspondant  .'i  M. 

(>.  Suite  de  l  étude  précédente.  Répartition  >  u  classes  des 
monômes  nui  n<'  foui  pas  partie  du  module.  —  Nous  avons  réparti 
tous  les  monômes  du  module  défini  par  les  monômes  donnés  en  un 
nombre  fini  de  classes  sans  éléments  communs,  les  monômes  de  chaque 
classe  s'obtenant  en  multipliant  un  monôme  déterminé  par  lonsles 
monômes  que  l'on  peut  form  u  avec  certaines  variables  déterminées. 

On  peut  répartir  tous  les  monomi  -  K  >  >////  //>■  font  pas  partie  du 
module  en  un  nombre  fini  de  classes  de  même  nature. 

Les  monôme—      \  qui  ne  contiennent  pas  x3  contiennent  c,audegré 

o,  i ,  2,  ...  ou  6.  <  e  sont  les  moi ■>  ••n  / ■_.  seul,  les  produits  de  xK 

par  les  monômes  en  ./•_,,  ....  les  produits  de  c\  par  les  monômes  en 

Les  monômes  (  )ô  )  qui  contiennenl  ut  au  premier  degré  ><>nt  consti- 
tués d'une  manière  analogue;  ce  sont  les  produits  de  i  .  i  ',,  ..., 
a?3#",  par  les  monômes  en  c2. 

Les  monômes  (x)  qui  contiennenl  v  au  deuxième  degré  se  répar- 
tissent tout  d'abord  en  trois  groupes  suivanl  que  l'exposanl  de  x\ 
y  est  o,  i  ou  bien  égal  ou  supérieur  à  i.  Le  premiei  est  constitué  par 

les  seuls  monômes   i  ;,  x\x{ vlx°r  '  ,e  second  par  les  monômes 

/    *\,  x\x2x{,  ....   '    -    '   •  Dans  le  troisième,  l'exposant  de   c{  esl 

(')  Nous  employons  les  notations  \l.  M  poui  désignei  des  monômes  M  parti- 
culiers. 
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nécessairement  inférieur  à   \\  et  les  diverses  classes  sont  constiti. 
par   les   produits  de   x\x\,   x\x\x^   a    >    >   .         /    /      par    tous    les 
monômes  en  x2. 

Les  monômes  (  X,)  qui  contiennent  ./  ,  a  un  degré  égal  ou  supérieur 
à  3  se  répartissent  d'abord  en  trois  groupes  suivant  que  l'exposant 
de  x«  y  est  o,  i,  ou  bien  égal  ou  supérieur  à  2. 

Le  premier  est  constitué  parles  produits  des  monômes  a  ./  >  ..  .. 
x\x\  par  tous  les  monômes  en  x9.  Le  second  par  les  produits  des 

monômes  ./•;./■.,.  ./•;./■.,./■ xIx.2jc\  par  tous  les  monômes  en  1   .Le 

troisième  par  les  produits  des  monômes  ./ -;j ./".    /  '  >\  vt   pai   tous 
monômes  en  ./ •,,  x2. 

En  résumé,  nous  obtenons,  sans  omission  ni  répétition,  tous  les 
monômes  (ot>)  en  multipliant  : 


(IV) 


I  .  .  /  '  I  ,   .  .  , ,  x  î 

■'  :t  )    ''    {  ''  1  '     •    •   '  '     '  .;    l   1 

/;/'.//'',.//',./'  par  ton-  les  monômes  • 


par  tous  les  monômes  en 
par  1  : 


par  tous  les  monômes  en   1    : 


'     ;  '       '     ;  •'    I  •      '    •    ■   I       '     ;     '    1 

.    ./'  |    /'j    /',  ,      .    .    .  ,    •/'  ,  ./';,./■  , 

1  :  ,  ,,  ./:|  x\X\  par    t  «  >  1 1  -    le-    ni'  uii'iiir-    i  n 

La  théorie  générale  qui  suit,  préparée  par  les  numéros  précédents, 
en  est  logiquement  indépendante  ;  en  particulier,  elle  ne  nécessite  pi- 
la connaissance  du  théorème  initial. 

7.  Systèmes  de  monômes .  \  ariablcs  mulliplicatriccs;  classi  ?. 
Considérons  un  système  formé  d'un  nombre  fini  de  monômes,  tous 
différents;  nous  désignerons  l'un  quelconque  de  ces  monômes  par  la 
lettre  M. 

Soient  ./*./'   j  .../*'   L'un  d'eux;/  un   des  indices   1.    • n    On 

examinera  si,  parmi  ceux  des  monômes  M  où  1   ,j x    ,  lîgurenl 

avec  les  exposants  a,,.  an  ,,  . . . ,  olj+1  exactement,  il  \  en  a  où  >    figure 
avec  un  exposant  supérieur  à  7  ;  s'il  u'\  en  a  pas  (el  en  particulier  s'il 

n'\  a  pas  d'autre  monôme  \l  où  1   .  ',,  v    ,  lîgurenl  avec  les 

exposants  a„,  a„  ,,...,  a,+l),  nous  dirons  que   1    esl  variable  rnttlti- 
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plicatrice    pour    x^xf^ rf'   dans    le    système    des    monômes    M 

donnés. 

[  Dans  le  cas  /  —  //,  on  examinera  si,  parmi  les  monômes  M,  il  y  en 
a  où  ./„  ligure  avec  un  exposant  supérieur  à  a„;  s'il  n'y  en  a  pas  (et  en 
particulier  si  le  monôme  x*  ./*,'••••**  constitue  à  lui  seul  le  système 
donné),  nousdironsquex„cst  variable  multiplicalrice  pour./  i  ....r*' 
dans  le  système  des  monômes  M  donnés.] 

De  cette  définition  résulte  immédiatement  la  remarque  suivante  : 

Considérons  ceux  des  monômes  M  où  ./•„.  ./•„_ c  .,  figurent 

avec  les  exposants  a„,   aK_n   ....  a/+i   exactement;  divisons-les  par 
'*.',/  ,  ' . . . ./  -2\  ';  soit  Q  les  quotients  ainsi  obtenus.  Celles  des  variables 

',,  ./ -, //,  <jui  sont  multiplicalrices  poui  l...xf'  dans  le 

système  (M)  sont  précisément  celles  des  variables  xn  ,r, /    qui 

sont  multiplicatrices  pour  x1vx\  ;  ...x\   dans  le   système  (Q)  (aux 
variables  r, .  ./  , ./ -,  ). 

En  particulier,  considérons  ceux  des  monômes  (M  i  où  i  figure 
avec  un  exposant  donné  a„;  divisons-les  par  ' ;  .  soit  Q  les  quotients 
ainsi  obtenus;  si  ocn  n'a  pas  sa  valeur  maxima,  les  variables  multipli- 
calrices de  ';/ •''*  ,' •  • --'f'  dans  le  système  i  VI  i  sonl  précisément  les 
variables  multiplicatrices  de  ''  ...j;*'  dans  le  système  !  <x>  >  (aux 
variables  xn  x.2,  ....  #„_,).  Si  xn  a  sa  valeur  maxima.  les  variables 
multiplicatrices  de  x*"  x^iy . .  .x*'  dans  le  système  M  sonl  :  i°  x„; 
2"  les  variables  multiplicalrices  de  ./,';...'  dans  le  système  (Q 
(aux  variables  xt,  x.2 cn-t)> 

Soit  un  monôme  \l  particulier;  faisons  le  produit  de  M  par  un 
quelconque  des  monômes  que  l'on  peut  former  avec  ses  variables 
multiplicatrices;  les  produits  ainsi  obtenus  en  \  comprenant  \l  lui- 
même  =  M  x  i  )  formeront  la  classe  (on.  )  correspondanl  à  M  dans  le 
système  donné  (si  M  n'admet  pas  de  variable  multiplicatrice,  la 
classe  OU  se  réduit  à  M  lui-même  i.  Nous  définissons  ainsi  autant  de 
classes  qu'il  y  a  de  monômes  M. 

Deux  classes  différentes  n'ont  aucun  élément  commun.  —  La 
proposition  est  vraie  lorsque  les  M  sont  des  «  monômes  »  à  une  seule 
variable./,:  en  effet,  en  désignant  par  a  le  plus  grand  des  exposants 
da./,,  tout  monôme  M,  sauf  ./'',  constitue  à  lui  seul  sa  classe,  et  la 
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classe  de  xa{  est  constituée  par  tous  les  monômes  o.   admet- 

tons que  la  proposition  soit  vraie  pour  tout  système  de  monom  -  à 
n  —  i  variables  x{ .  x.,, . . .,  ■'•„_,  :  montrons  qu 
système  de  monômes  M  à  n  variables  »   .  < 

Considérons  deux  monômes  on,,  .  ,.     obten      en  multipliant 
monômes  \l  différents,  M,.  M2,  respectivement pai   incertain noml 
de  leurs  variables  multiplicatrices.  Si  M  .  Vf 2  ont  des  dt  _■/  •  s  dijfî  i  enls 
en  '■„,  ' ■„  n'est  multiplicatrice  que  pour  l'un  d'eux  au  plus  ;  si  i    i 
multiplicatrice  ni  pour  l'un  ni  pourl'autre  ont  respectivement 

les  mêmes  degrés  en  xn  que  M ,,  M2  ;  si  i    est  multiplicatrice  j i   M 

et  non  pour  VL,  le  degré  en  xn  de  DU  ,  est  supéi  ieur  i  el  non  égal  i  au 
degréen  vn  de  DR2.  DR,  et  DR,  sont  doue  certainement  différents.  Si 
\l , ,  M  ont  même  degré  i.  en  ./•„,  considérons  ceux  des  M  où  i  Ggure 
avec  l'exposant  /  :  soient  Q  leurs  quotients  par  xKn.  Supposons  /  - 
maximum  des  degrés  de  vn  dans  les  M;  les  variables  multiplicati 
de  M  i,  \l  i  dans  le  système  \l  sont  les  mêmes  que  les  variables  multi- 
plicatrices des  monômes  correspondants  Qn  Q:  dans  le  système  Q 

aux  variables  xn  x2 •  '■„-,  ;  les  monoirn  oe  diffèrent  que 

par  le  facteur  a?*  des  monômes  correspondants  provenant  de 

Qu  Qs î    ''d   'l  :  étant  différents,  DR,,  DR»  sont  différents.  Supposons 
que  \1 , ,  \l ,  aient  tous  deux  pour  degré  en  >    le  degré  maximum  de 
dans   les   M,   a;    les   variables   multiplicatrices  de  M..    M.,   dans  le 
système  M  sont  :  î"  x„  :  2°  les  variables  multiplicatrices  des  monômes 

correspondants  Q,,  Q2  dans  le  système  Q  (aux  variables      

'■„  ,).  Si  DR,,  DR2  onl  été  obtenus  en  multipliant  M,,  M.  par  des 
monômes  de  degrés  (enx„)  différents,  ils  sont  certainement  différents  j 
s'ils  ont  été  obtenus  en  multipliant  M,,  M  par  des  monômes  de  même 
degré  y.  en  .'■„,  ils  ne  diffèrent  que  par  le  facteui  dedeuxmonoi 

),,   ^a  provenant  de  Q,  Q2  dans  le  système  Q;  étant  différents, 

DU  ,  DU  j  ><>ui  difféi  ''lits. 

il.   Systèmes  complets.   Condition   i         ?a/re  '•/  siiffisante  ; 
qu'un  système  soit  complet.  —  Les  monômes    i  font  partie  du  module 
défini  par  les  \l .  Mous  allons  donner  une  condition  né<    »s        tt  suffi- 
sante pour  que  I  ensemble  des  monom*  tïncide  avec  I  ensemble 
des  monômes  du  module  M,  autrement  dit  pour  que  tout  multi| 
d'un  M  fasse  part i<"  d'une  classe  • 
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Multiplions  un  monôme  M  quelconque  par  une  quelconque  de  ses 
variables  non  multiplicatrices;  il  est  nécessaire  que  tous  les  produits 
ainsi  obtenus  fassent  partie  des  DR,,  .le  dis  que  cette  condition  est 
suffisante. 

Si  le  produit  d  un  monôme  M  quelconque  par  une  quelconque  de 
ses  variables  non  multiplicatrices  est  contenu  dans  les  I  DR  t.  tout 
multiple  d'un  \l  est  contenu  dans  les  (DR  i. 

La  proposition  est  vraie  lorsque  les  M  sont  des  monômes  à  une 
variable  ./,.  Supposons  que  le  produit  para;,  de  tout  M  où  x{  n'a  pas 
son  exposa  h'  maximum  a  fasse  partie  d'une  classe  DR  :  il  en  résulte  que 
si  x\  (  où  /  a  —  i)  figure  parmi  les  M,  x\  '  figure  aussi  parmi  les  M 
(puisque  les  seuls  DR  qui  ne  soient  pas  des  M  onl  des  exposants  supé- 
rieurs  à  a  >;  si  l>  esl  le  mini  m  uni  des  exposants  de  x{  dans  les  M,  a 
■iJ\hli  •  •  ••  sont  des  monômes  M  ;  tout  monôme  de  de^i .'•  supé- 

rieur ou  égal  à  h  fait  donc  partie  d'une  classe  DR.. 

Admettons  que   la   proposition    soit   vraie   pour   tout    système  de 

monômes  à  n      i  variables  cf,  c, r     .  :  montrons  qu'elle  esl  vraie 

pour  tout  système  de  monômes  M  à  n  variables  <  . .  i   .  . . . ,  xn. 

Considérons  ceux  des  monômes  M  donnés  où  x'„  a  un  exposanl 
déterminé  /  :  M  el  leurs  quotients  par  x] ,'.i),  :  celles  des  variables 
xtJx2:  . . ..  '  n  qui  sont  multiplicatrices  pour  uni  des  monômes  M) 
dans  le  système  donné  M  son!  précisément  celles  de  ces  variables 
qui  sont  multiplicatrices  pour  son  quotient  par  x)  dans  le  système  des 
Qx;  toute  class»  mtienl  donc  les  produits  pai    i     des  monômes 

de  la  classe  correspondant  à  ce  quotienl   Q)    dans   le   système  des 

Qx.    Si  le  produit  d'un  M>  quelconque  par  une  vn  '   v„  ,  non 

multiplicatrice  pour  cet  M>  fail   partie  d'une   i   ass  .  on  voil  que 

le  produit  de  Q>       — ' •  par  une   /,./_. t    ,   non  multiplicatrice 

pour  ce  Q)  dans  le  système  des  Q;  fait  partie  d'une  classe  : 
d'après  la  proposition  admise,  il  en  résulte  que  le  produit  d'un  Q; 
quelconque  par  un  monôme  quelconque  en  .  . . .,  ./•„_,  f;iit  pai  tie 

(')   Nous  emploierons  souvent  dans  ce  qui   >nit   la   notation   M.   ou   M, pour 
désigner    un    monôme   M    particulier;   la   notation  DIL,   DR    pour  désigner  une 
DR  particulière,  etc. 
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d'une   classe     ■),  ;    donc    le    produit   d'un     M,     quelconq  un 

monôme  quelconque  en  xn  x2 <  ,  ,  fait  partie  d1 

Remarquons  que  le  produit  par  un  monôme  quelcoi 

•'.„_,  de  tout  monôme  DR  où  l'exposanl  de   <     n'esl  pas  sui 

valeur  maxima  dans  les   i  M  i   fait   partie  d'une  <  le 

monôme  DR   considéré   est   le   produit   d'un   M    par   un    monôme   où 

peuvent  figurer  ',.'_,.  ...,./•„_,,  mais  non  x  . 

Admettons  que  le  produit  de  tout  monôme  M   par  tout  monôme 
dont  le  degré  en  xn  est  p  fasse  partie  des  non-  allons  démonl 

qu'il  en  est  encore  ainsi  lorsque  ce  deg]  é  es!  :       i . 

Le   produit  d'un  M  par  un   monôme  de  deg]  i    en    i     ; 

d'après  l'hypothèse,    être   considéré   comme    le    produit   d'un 
par  ./.•„ . 

Si  le  degré  en  xn  du  monôme  DR  considéré,  DR,  est  inférieur 
maximum  du  degré  de  xn  dans  les  (M),  ce  monôme  DR  fail  partie 
d'une  classe  où  x„  n'est  pas  variable  multiplicatrice;  soit  M  le  monôme 
auquel  correspond  cette  cla^-c  ;  /  „  \l  «•>(  un  n  de  deg]  >  , m  plus 
égal  à  a;  donc  a?BDR,  qui  esl  égal  au  produit  de:rwM  par  un  monôme 
ne  renfermant  pas  ./•„,  est  encore  un  DR  I  remarque  faite  plus  haul  |.  Si 
le  degré  en  xn  du  monôme  DR  est  supérieur  ou  égal  à  a,  DR  fail  partie 
d'une  classe  où  xn  est  variable  multiplicatrice,  xn3K  fait  partie  de  la 
même  classe. 

Ce  qui  précède  suffil  à  prouver  que  le  produil  de  toul  monôme  du 

système  par  un  monôme  quelconque  en  ./•, .  x , xa  fait  partie  d'une 

classe  DR. 

Si  tons  |cS  produits  obtenus  en   multipliant    un  quelconque 
monômes  M  par  nue  quelconque  de  ses  variables  non  multiplicatrices 
font  partie  des  (dr),   nous  (liions  que  le  système  i  M  I  esl  complet. 
Nous  \  enons  de  démonl  rer  que  : 

/  orst/u'iui  système  de  monômes  i  \1  »  est  complet,  /<>///  mut 
d'un  \l  appartient  à  une  classe  (vu.  )  et  à  une  seule  (propriété  I 

Tous  les  m  m  m  unes  ilu  module  défini  pur  /■     M  se  trouvent  réj 
en  un  nombre  fini  déclasses  vans     lémcnls  communs,  les  monômes 
de  chaque  classe  s'obtenanl  en  multipliant  un  monôme  déterminé  par 
tous  les  monômes  que  l'on  peul  formel  avec  i  ei  Laines  variables  déter- 
minées. 
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î).  Procédé  régulier  pour  obtenir  un  système  complet  base  d'un 
module  donné.  —  Soit  M  '  un  système  quelconque  de  monômes 
donnés;  si  M  '  csl  incomplet,  formons  le  produit  d'un  monôme  M  . 
par  une  quelconque  de  ses  variables  non  multiplicatrices;  adjoignons 
aux  M1  ceux  de  ces  produits  qui  ne  font  pas  partie  des  0R,(1).  Soit 
M  lesystèm-e  ainsi  formé;  si  ce  système  M'2  est  incomplet,  opérons 
sur  lui  comme  nous  avons  opéré  sur  M  '  ,  ...  et  ainsi  de  suite. 

Je  dis  que  cette  série  d'opérations  ne  pourra  se  prolonger  indéfini- 
ment :  autrement  dit,  au  boni  d'un  nombre  fini  d'opérations  on 
obtiendra  ////  système  complet. 

Nous  démontrerons  une  proposition  un  peu  plus  générale.  Soient 
M1,  V  déni  systèmes  quelconques  de  monômes  donnés  <o,  nombre 
fini  :  formons  h-  i>r<><luii  d'un  monôme  M  par  mm  quelconque  de 
ses  variables  non  multiplicatrices  'Ions  M  .  adjoignons  >///  système 
M1  :  i"  tous  ceux  ,!,■  ces  produits  qui  m-  font  pas  partie  des  or  ' 
(classes  des  \l  dans  le  système  M1  >:  2"  ceux  des  monômes  V  </m 
ne  font  pas  partie  des  d]Vl) .  Soienl  /V(P)  cette  opération,  et  M  le 
système  ainsi  obtenu.  Effectuons  sur  M12  l'opération  A(P);  >•  >i t  M  le 
système  obtenu. . ..  Cette  série  d'opérations  0  ne  pourra  se  prolonger 
indéfinimenl  »  ('),  ou,  plus  correctement  : 

Il  existe  un  nombre  entier  \\  tel  que  :  1     M    est  diffèrent  de  M 
quand  i     K  ;  20  M    est  i<lrnii>/u<'  a  M  h  lorsque  1     K. 

La  proposition  ''-1  presque  évidente  pour  les  systèmes  de  monômes 
à  une  variable.  Chaque  système  M  .  P  esl  défini  par  le  système  des 
exposants  de  xK  qui  \  entrent.  ^<.it  a  L'exposant  maximum  dans  M', 
c'est  aussi  l'exposanl  maximum  dans  M  - ',  M    Soit  b  l'exposant 


(l)  Il  peut  se  faire  que  tous  les  P  fassent  partie  des  OR  '  .  mais  qu'ils  ne  fassent 
plus  tous  partie  de>  OR  - .  Prenons  pour  monômes  M  '  les  deux  monômes  x^x^x^ 

:   et   pour   m »me  P  P  est  le  pn  duil  p«i    la  vai  iable 

multiplicatrice  \ 

I.c  sj  stème  M     esl  ici  constitu     pai  donl  les  vai  iabh  - 

multiplicatrices  sont  respeclivemenl      ■  •  ■>  ■■   r,);  P  ne  fail 

partie  d'aucune  classe  011  ' . 

Si  tous  les  P  fonl  partie  des  OR  '  et  si  M  ;  esl  un  syslèmt  compU  1 .  M  esl 
identique  à  M  '  ,  tous  les  P  font  partie  des  OR     qui  ne  sonl   autres  que  les  OR  '  . 
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minimum  dans  (M111,  P);  c'est  l'exposanl   minimum  dans  M    .  d< 

dans  (M,2),  P)  et,  par  suite,  dans  Ml3),   \l    Si   M     est  identique 

à  M  ' ,  M  '  est  identique  à  M  '  quel  que  soil  i.  Supposons  M  différent 
de  \l' ;  M'.  M  .  M'.  ...  sont  caractérisés  chacun  par  un  système 
(Feu tiers  compris  entre  #,  b  (sens  large),  chacun  de  ces  systèmes  com- 
prenant le  précédent;  il  y  a  au  plus  a  —  b  systèmes  M  .  M  .  ... 
différents. 

Admettons  la  proposition  dans  le  cas  des  systèmes  à  n  —  i  variables 
et  démontrons-la  pour  des  systèmes  quelconques  (M  ,  P)  à  n  variables 
',,  ■'■.,,  ...,./•„.  Dans  cette  démonstration,  nous  appellerons,  pour 
abréger,  degré  d'un  monôme,  son  degré  en 

Soit  b  le  minimum  des  degrés  des  M',  on  peut  supposer  i  '  |  qu'il 
n'y  a  pas  de  monôme  P  dont  le  degré  soit  inférieur  à  b.  Le  minimum 
des  degrés  de  M"  est  b  quel  que  soit  i. 

Soit  a  le  maximum  des  degrés  des  (M  ",  P). 

L'opération  A(P)  n'introduit  aucun  monôme  dont  le  degré  soit 
supérieur  à  a.  Le  maximum  des  degrés  des  (M    ,  P)  est  toujoui  s  a  quel 
que  soil /.  Dans  le  système  M    considérons  les  monoin.- M  '  de  degré 
b -h  h  (h  =  o,   i,   2,   ...,  a  —  />);  soient  Qt+/,  les  quotients  par  i 
des  M'b+h. 

Soient  de  même  R,,+/l  les  quotients  des  P  de  degré  b  ■+■  h  par 
■r'y'1  (h  =  o,  f,  2,  . ..,  a  —  b  i.  (  Pour  certaines  valeurs  de  A,  il  peut  se 
faire  qu'il  n'y  ait  pas  de  O,!,/,  ou  de  H/,,/,.) 

Les  monômes  de  degré  l>  que  l'opération  Al  I*  >  adjoint  à  M  sont  : 
i°  ceux  des  produits  des  >    (  )  '  par  leurs  variables  non  multiplicatrices 

(prises  parmi  les xn  x2 xn  ,),qui  ne  font  pas  partie  des  classes 

des  '^o,'  ;  2°  ceux  dr>.  <■  I ! ,,  (jui  ne  font  pas  partie  de  ces  classes.  Par 
suite,  Q"  s'obtient  en  effectuant  sur  o.!  l'opération  \ <  I!  >(/j  [varia- 
bles xn  '•..,,  ...,  ./■„_,  ).  Au  bout  d'un  nom  lue  lini  d'opérations  A  P  . 
on  pourra  affirmer  :  i"  le  système  Qft  est  complet;  •'  tout  I!  Fait 
partie  d'une  classe  ;>,,.  Soil  M10  le  premier  système  obtenu  qui  jouisse 
de  cette  propriété. 

(')  Car  "-i,  en  général,  b  est  le  minimum  des  degi  ^l       P   .  b  esl  le 

mi  ni  m  n  m  des  degrés  des  M    .  et  I  on  opérera  sui  M     comme  on  opère  dans  le  lexte 

pou r  M  '  . 

/  mu.  (/<•  Muth.  is    série),  tome  lu  vnin.    i  '  ' 
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Envisageons  maintenant  parmi  les  systèmes  M"'  et  suivants  un 
système  M"  ayant  les  propriétés  suivantes  (I  )  : 

())'  est  complet;  tout  monôme  H/,  fait  partie  des  M!  ; 

QJm-i  est  complet;  tout  monôme  Rb+{  et  tout  monôme  QJ/  fait  partie 

des  3J,'.  i  : 

• i 

<J    j  est  complet;  tout   monôme    P»     ,  et  tout  monôme   Q  '      ,  fait 

partie  des  3),'  , . 

I  Remarquons  que  QJ/  contient  effectivemenl  des  monômes  puisqu'il 
est  identique  au  système  QJ,°:  des  ;  ropriétés  que  l'on  vient  d'énoncer, 
il  résulte  que  Q^,,  QJ,+„  ...,  QJ,+>.  contiennent  efTectivement  des 
monômes.  > 

Vous  supposerons  de  plus  (11  )  que  : 

Ou  bien  (i,e  hypothèse)  M"  ne  contient  pas  de  monôme  de  degré 
supérieur  à  h  -h  "/.  et  1'  contient  au  moins  un  monôme  n'appartenant 
pas  aux  art1'  ; 

Ou  bien  (2e  hypothèse)  WK  contient  effectivemenl  un  monôme  au 
moins  de   degré   supérieur  à   A       X,    et    l'opération    Ai  I!        ,.  Q 
effectuée  sur  ())'  x+l  lui  adjoint  effeeth  ement  un  monôme  au  moins. 

Si  l'on  excluait  Tune  et  l'autre  de  ces  hypothèses,  il  faudrait  sup- 
poser, ou  bien  que  l'opération  \<  I''  effectuée  sur  M'  reproduit  ce 
système,  et  la  propriété  à  démontrer  se  trouverait  vérifiée  d'elle-même, 
ou  bien  que  le  système  M  .1  les  propriétés  I  I  1  jusqu'à  la  valeur'k+  1 
de  l'indice  :  dans  ce  cas,  on  substituera  /  1  .1  /  dans  I  énoncé  de 
ces  propriétés;  on  raisonnera  à  nouveau  de  même  sur  le  système  M 
envisagé,  appelé  cette  fois  M1'  ;  /  ne  pouvant  en  tout  cas  dépasse] 
a  —  A,  ce  mode  de  raisonnement  ne  pourra  9'employer  qu'un  nombre 
limité  de  fois  et,  ou  bien  la  propriété  .1  démontrer  sera  vérifiée  d'elle- 
même,  ou  bien  on  aura  l'une  ou  l'autre  des  propriétés  supposées <  Il  >. 

Dans  la  première  hypothèse,  d'après  les  propriétés  de  M  ,  les 
monômes  introduits  par  l'opérai  ion    ^(P)  sonl  de  degrés  supérieurs 

à  b     ;     '/.  . 

Dans  la  seconde,  l'opération    \'  I'  1  effectuée  une  ou  plusieurs  fois 

sur  M     donne   des   systèmes    \l      tels  que    Q',,,  Q     , <x>'      -oient 

identiques  à  QJ,X,  Q}*+l Q      ;Q  se  déduira  de  Qï+vn  en  effec- 
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tuant  sur  ce  système  l'opération  A  M  .()  .  Au  bout  d'un  nombre 
fini  d'opérations,  Q£?x+i  sera  identique  à  Q  :  autrement  «lit.  on 
obtiendra  un  système  possédant  les  mêmes  propriétés  I  que  le 
système  primitif,  A  étant  remplacé  par  '/.       i . 

Dans  l'une  et  l'autre  hypothèse,  on  sera  ramené  à  un  système  de  la 
même  forme  que  celui  d'où  l'on  est  parti  i  I  i,  où  soil  /  .  soit  le  degré 
maximum  des  M  a  augmenté  d'une  unité  I  au  moins 

Mais  on  ne  peut  faire  qu'un  nombre  fini  de  pas  de  l'une  quelconque 
des  deux  sortes  que  nous  venons  de  décrire,  puisque  le  degré  maximum 
des  M  ne  peut  dépasser  a,  et  que  X  ne  peut  dépasser  a  —  b. 

Autrement  dit,  au  bout  d'un  nombre  fini  d'opérations,  on  obtiendra 
un  système  M  identique  au  précédent. 

Etant  donné  un  système  de  monômes  quelconque  M,  nous  sommes 
en  possession  à  un  procédé  régulier,  pour  obtenir  uni système  complet 
définissant  le  même  module;  et  par  suite  pour  répartir  tous  les  mo- 
nômes du  module  défini  par  les  M  en  un  nombre  fini  de  classes  sans 
éléments  communs,  les  monômes  de  chaque  classe  s'obtenant  en  mul- 
tipliant un  monôme  déterminé  par  tous  les  monômes  que  l'on  peu! 
former  avec  certaines  variables  déterminées. 

10.  Hauteur  d'un  monôme.  Théorème  faisant  Intervenir  cette 
notion.  —  Revenons  à  un  système  de  monômes  M  différents  quel- 
conques. Posons  la  définition  suivante  :  M  =  ./•*'./•*' (  ...  ./■*  est  dit 
plus  haut  ou  plus  bas  que  M'  =  x^x^l ,  . . . x*  suivant  que  la  premièi  e 
des  différences  aB—  a'a,  a„_ ,  —  &'„_,,  . . .,  a,  —  <x.\  qui  ne  s'annule  pas  esl 
positive  ou  négative  ('  );  la  classe  (D\l)  est  plus  liante  ou  plus  1  asse  que 
la  classe  (OU/)  suivant  que  \l  est  plus  liant  ou  plus  bas  que  \l  . 

Montrons  que  : 

Le  produit  d'un  monôme  d'une  classe  or  par  une  variable  non 

mulliplicalrice  pour  le  monôme  M  auquel  correspond  OTk  I  s  il  appar- 
tient ii  une  l'hisse  on  )  m-  peut  appartenir  qu'à  une  classe  plus  haute 
que  DK  (  et  non  pas  à  la  même  ou  à  une  classe  plus  basse  ). 


(')  Il  est   bien  '-(1111111  que  cette  définition  esl   légitime     H   M  esl  |>l<i-  liaul 
que  M  .  el  M    plus  liiui  que  M  ,  M  esl  plus  haul  que  M  , 
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La  proposition  est  évidente  dans  le  cas  de  monômes  à  une  variable. 
Admettons-la  pour  les  monômes  hn  —  i   variables  et  démontrons-la 

pour  les  monômes  à  n  variables. 

Considérons  le  produit  d'un  monôme  OR  de  la  classe  de  M  par  une 

variable  ./•,■  non  multiplicatrice  (dans  le  s\  stème  M  l  pour  le  monôme  M. 
Si  /  =  //,  la  proposition  est  évidente  puisque  d'une  part  l'exposant  de.  /•„ 

dans  le  produit  considéré  est  supérieur  à  l'exposant  a  de  xn  dans  M,  et 
que  d'autre  part  les  DR  provenant  de  M  et  des  monômes  plus  bas  sont 
au  plus  de  degré  X  en  xn.  Supposons  i  =L  n  et  soit  a  le  degré  en  xn  du 
monôme  considéré  M,  ;  A  peut  être  ici  inférieur  ou  égal  à  a  exposant 
maximum  de  xn  dans  les  (M). 

Si  a  /  //,  M)  a  mêmes  variables  multiplicatrices  dans  (M)  que  son 
quotient  O,  par  ./',  dans  le  système  i  Q3  |  (quotients  par  j'n  de  tous 
les  M  qui  contiennent  x  à  l'exposant  X).  Le  produit  a?,- DR  considéré 
dont  le  degré  en  xn  est  A  <  a  ne  peut  provenir  que  d'un»-  classe  corres- 
pondant à  un  M  de  degré  /  en  >  :  il  ne  peul  donc  faire  partie  d'une 
classe  DR  qu'en  étant  le  produit  par  ./ •',  d'un  monôme  d'une  classe  .>.  du 
système  (),;  il  n'en  e-t  ainsi  que  -i  le  produil  i  -  t. m  partie  d'une 
classe  •),  :  mais  d'après  le  théorème  admis  dans  le  cas  de  //  —  i  variables, 
cette  classe  ^  esl  alors  plus  haute  que  >  :  la  classe  OR,)  correspondante 
'•-i  doue  aussi  plus  haute  que  DR . 

Si  a.  a,  soil  a  -  a  le  degré  en  x  du  monôme  DR  consi- 
déré i  a  o  ),  M,,  un uioinr  donl  il  provienl  .1  pour  variables  multiplica- 
trices, outre  xn,  celles  qui  sont  multiplicatrices  pour  son  quotient  Q 
par  xaH  dans  le  système  des  (Qa)  (quotients  par  1  de  tous  les  M  qui 
contiennent  xn  à  l'exposant  a).  Le  produit  a?/DR  considéré,  dont  le 
degré  en  1    esl     a,  ne  peut  provenir  que  d'une  mdantà 

un  M  de  degré  a  en  x„\  il  ne  peul  donc  faire  partie  d'une  classe  OR 
qu'en  étanl  le  produil  par  /  d'un  monôme  d'une  classe  1  du  sys- 
tème Qa;  il  n'en  est  ainsi  que  si  le  produil  i  1  fail  |  arlie  d  une  classe 
mais  d'après  le  théorème  admis  dan-  le  cas  de  //  —  1  variab  es,  1  ette 
classe  >,,  est  alors  plus  haute  que  ■ .  el  la  classe  Dft  coi  respondante  esl 
plus  haute  «pie  0)\  , 
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Si  le  système  M  est  complet,  on  pourra  affirmer  : 

Tout  produit  d'un  monôme  (rime  classe  DR  par  une  variable  ma, 
muliiplicalrice  pour  h'  monôme  M  auquel  elle  correspond  fait 
partie  d'une  classe  DK  plus  haute  que  DR  (propriété  II). 

On  démontrera  d'une  manière  analogue  la  proposition  suivante,  que 
nous  n'utiliserons  pas  : 

Le  produit  d'un  monôme  M  d'un  système  complet  par  une  vai  iable 
non  multiplicatrice  de  M,  xlf  est  égal  au  produit  d'un  \l  par  des 
variables  multiplicatrices  de  cet  M,  d'indices  inférieurs  à  i. 

On  peut  d'ailleurs  énoncer  une  réciproque  qui  permettrait  de  donner 
une  nouvelle  définition  des  systèmes  complets  : 

Si  le  produit  de  tout  monôme  M  d'un  système  par  une  variable  non 
multiplicatrice  pour  ce  monôme,  xh  est  égal  au  produit  d'un  M  par  des 
variables  d'indices  inférieurs  à  /,  le  système  M  est  complet. 

I  1.  Remarques  diverses.  —  Dans  tout  système  de  monômes  M.  i! 
existe  un  monôme,  et  un  seul,  dont  les  variables  multiplicatrices 
sont  xt,  x.j,  . . . ,  xn\  le  monôme  M  le  plus  haut. 

Un  système  de  monômes  peut  être  complet  pour  un  classement 
déterminé  des  variables  et  ne  pas  l'être  pour  un  autre  classement. 

Un  système  de  monômes  du  premier  ordre  est  toujours  complet 
quel  que  soit  le  classement  adopté;  il  suffit  de  montrer  qu'un  système 

composé  d'un  certain  nombre  dr*  variables  xit  x21 v„  seules,  est 

complet  pour  le  classement  particulier  donné  x{ ,  a  \.    ...  xn. 

En  se  reportant  à  la  définition,  on  voit  que  : 

Les  variables  multiplicatrices  d'un  monôme  xL  du  système  sont  : 
i°  tous  les  xk  où  k<i\  i°  parmi  les  xk  où  k  >>  i  ceux  qui  ne  figurent  pas 
dans  le  système  donné. 

La  classe  correspondant  à  chaque  monôme  xt  a  donc  une  définition 
très  simple. 

Montrons  que  toul  multiple  m  d'un  mono  me  du  système  appartient 

à  une  de  ces  classes. 

Parmi     les    variables    que     contient     m     Ggure    au     moins    un    (les 

monômes  donnés;  soit  //  |(>  plus  grand  des  indices  des  variables  de 
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cette  espèce;  xh  admet  pour  variables  multiplicatrices  toutes  les 
variables  qui  figurent  dan-  le  monôme  donné,  car  ce  monôme  ne  con- 
tient, pas  de  variables  d'indice  supérieur  à  //  figurant  dans  le  système. 

Soit  VI  un  système  de  monômes:  \l ...  M  ,,  —  M,  les  monômes  M 
répartis  d'après  leur  degré  en  ./■„,  b,  b-\-i,  —  a\  Qè,  Qé+n  ...,  Qa  les 
(juolients  des  M,.  M,,  ,,  ...,  M„  respectivement   par   /..  V"1,  ...,xan. 

De  ia  définition  même  d'un  système  complet,  résulte  l'énoncé  sui- 
vant  : 

«  Pour  que  le  système  M  soit  complet,  il  faut  et  il  suffit  que  les  sys- 
tèmes Q ...  Qb  , Q„  (à  //       i  variables  i  soient  complets  et  que  tout 

monôme  Q,  (b   c<C,a)  fasse  partie  d'une  classe  Qc+i.  » 

Montrons  que  le  système  formé  par  tous  les  monômes  d'ordre  (') p 
en  ./,,/.,  ....  r,  est  complet.  Admettons  la  proposition  dans  le 
cas  de  n—  i  variables.  Soient  M  les  monômes  d'ordre  />  au* 
//  variables  x( .  / •_. 

QojQu"-»Q/»   sont    précisément    tous   les   monômes   d'ordre  /<. 

//       i ,  . . .,  o  en  ./  , ,  x , /  „   ,  ;  ils  sont  complets  et  tout  Q,(o   i<Cp) 

l'ait  partie  du  module  Q,  ,,  et  est  par  suite  contenu  dans  une 
classe  ;) ,   ,. 

adoptons  la  définition  de-  mots  plus  haut  el  plus  bas  donnée  au 
n     10. 

Le  système  constitué  par  tous  les  monômes  d'ordre  />  étant  complet 
possè  le  la  propriété  1 1 .  l'n  pari iculier  : 

Le  produit  d'un  monôme  d'ordre  /'  par  nue  variable  '  non  niulli- 
plicalricc  pour  lui  esl  égal  au  produit  d'un  monôme  d'ordre  /'  plus 
Imiii  par  une  va;  table  multiplicatrice  pour  ce  dei  nier. 

\*2.  Etude  du  système  des  monômes  d'ordre  p  i  />  assi  z  grand) 
qui  font  partie  d'un  module  <l<>iinr.  -  Considérons  un  système  de 
monômes  complet  M  (n°  8).  Soit  p  un  enlici  supérieur  ou  égal  à 
['ordre  maximum  des  M . 

Formons  les  monômes  I'  d  or  Ire  />  de  chacune  des  classes  OR.  Ces 
monômes   P  s'obtiennent   en    multipliant   un   monôme   \1   déterminé 

Le  mol  ordre  esl  équivalent  aux  mots  degré  total. 
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d'ordre  p{S p  par  Ions  les  monômes  u.  d'ordre  p  — />,.  en    /    .   /    

xh  <  /-,  ,  x, xk  étanl  les  variables  multiplicati  ices  de  M   . 

Ces   monômes  a    forment  un  système  complet,  à   condition  que 

l'on   y  considère    comme  seules    variables    e,- ,  a   i  icun 

d'eux  a,  de  ce  point  de  vue,  certaines  variables  multiplicatrices;  on 
les  considérera  par  définition  comme  les  variables  multiplicatrici  s  du 
monôme  P  correspondant.  Les  produits  d'un  P  par  tous  les  monômes 
que  l'on  peut  former  avec  ses  variables  multiplicatrices  constituei  ont 
la  sous-classe  de  P.  La  définition  des  mots  plus  haut  et  plus  bas  i  (»  | 
étant  appliquée  aux  monômes  fx,  P,  =  y.,  \I  sei  .1  dil  plus  haul  ou  plus 
bas  queP2=  fx2M  suivant  que  y.,  sera  plus  haut  ou  plus  bas  que 
D'autre  part,  si  deux  monômes  P,  P' proviennenl  de  deux  monômes 
différents  M,  M',  P  sera  dit  plus  haul  ou  plus  basque  P',  suivant 
que  M  sera  plus  haut  ou  plus  bas  que  M  . 

['.  Tout  multiple  d'ordre  supérieur  ou  égala  p  d'un  monôme  M 
appartient  à  une  sous-classe  età  une  seule. 

En  effet,  tout  multiple  d'un   M  appartient  à  une  classe  el  à  une 
seule;  et  tout  monôme  d'ordre  supérieur  ou  égal  a  p  d'une  class< 
appartient  à  une  sous-classe  età  une  seule 

II'.  Le  produit  d'un  monôme  P  quelconque.par  une  variable  non 
multiplicatrice  pour  lui  est  égal  au  produit  d'un  monôme  P  plus 
haut  que  P  par  une  variable  multiplicatrice  pour  P. 

Si  la  variable  non  multiplicatrice  pour  P  est   une  des  variables 
x      ...,  x-    multiplicatrices  pour  le  i\l   d'où   provient    P,  la  pro 
sition  résulte  immédiatement  de  la  remarque  faite  à  la  fin  du  n'    II. 

Si  c'esl  une  variable  non  multiplicatrice  pour  le  \l  d  où  pro- 
vient P,  le  produit  considéré  sera,  d'après  la  propriété  II.  égal  à 
un  ;)IL  provenant  d'un  M  plus  haut  que  M;  ce  3TL,  étant  d'ordre  p  \ . 
sera  le  produil  par  une  variable  multiplicatrice  d  un  I  '  provenanl  de  M . 

Considérons    maintenant    le    système   S    formé   par   tous  les   mo- 
nômes (OR  )  d'ordre  infci  icur  ou  égal  à  p\  gardons  la  définition  ; 
cédente  pour  les  variables  multiplicatrices  des  monômes  d'ordre  p. 
Par  définition,  un  monôme  Otl  d'ordre  inférieur  à  />  n'aura  aucune 
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variable  mulliplicalrice ;  il  constituera  à  lui  seul  sa  sous-classe.  On 
pourra  dire,  pour  l'ensemble  des  sous-classes  correspondant  aux 
monômes  de  S  : 

1".    Tout  multiple  aVun  monôme  M  appartient  à  une  sous-classe 

el  à  une  seule. 

Considérons  le  produit  d'un  DR  d'ordre  j){  inférieur  à//  par  une 
quelconque  des  variables  ./,.  ,/■.,,  ....  a  ■..:  c'est  un  DR,  car  le  sys- 
tème (M)  est  complet;  il  est  d'ordre/?,  -h  i,  inférieur  ou  égal  à  p. 

Etant  donnés  deux  monômes  d»-  S.  d'ordres  différents,  le  monôme 
du  plus  grand  ordre  sera  dit  le  plus  haut.  Rapprochons  cette  défini- 
tion de  celles  que  nous  avons  posées  pour  les  I\  Nous  obtenons  la 
proposition  : 

H".   Le  produit  d'un  monôme  DR  quelconque  d'ordre  inférieur  ou 
égal  à  />  par  une  variable  non  mulliplicalrice  de  DR  est  égal  à  un 
»monome  DU  plus  haut  que  DR,  ou  au  produild'un  monôme  DR  plus 
haut  que  DK  pur  une  variable  mulliplicalrice  <  '  )  de  DR,. 

I.">.     Monômes  complémentaires,     tpplication   nue  moduh 
L  étude  qui  suil  a  pour  objet  final  de  classer  les  monômes  nui  ne  font 
pas pailie  d'un  module  donné. 

Considérons  tout  d'abord  un  système  quelconque  de  monômes  M 

(complet  ou  non  ,.  Soit  x„     une  des  variables  (i       <>.  i n  —  i). 

Q    le  système  des  monômes  obtenus  en  remplaçant  a      ,  a     ._ ' , 

par  l'unité  dans  les  monom«'>  M  :  <x>"  est  l'unique  monôme  i 

(  ihacun   des    monômes    >     >       . .  .  ■  de  Q     .1    pour  variables 

multiplicatrices  dans  Q('  précisément  celles  des  variables  ■    .  •       

■'' n  i'-m  (\ul  sont  multiplicatrices  dans  le  système  M  pour  un  monôme 

de  ce  système  où  xn,  .r     1       ^,  onl  les  exposants  a  .  x  _,,  . . ., 

?■„-,+ {  (d'après  la  définition  des  variables  multiplicatrices,  il  <>l  inutile 
de  spécifier  ce  monôme  d'une  manière  plus  complet 

(')  Les  mois  «  variable  mulliplicalrice  s  onl  dans  cel  énonc  le  sens  qui  a 
été  précisé  pour  les  monômes  d    S 

(-)  On  piiiin  ait  a |> pi- Ici  <>      le  s\  vtr M  lui-même. 
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Considérons  un  quelconque  des  mononies(O)  : 

V       "    '  ii      '  ii     \    ■   ■  ■    '  i,  ,    ■ 

Considérons  l'ensemble   des  exposants  de   xn  ,   dans   ceux  dos  mo- 
nômes M  où  x„,  ./;„_,,  . . . ,  xn_i+l  ont  les  exposants  oc„,  a„_, ,  . . .,  y.H_ 
soit  (3  un  entier  positif  ou  nul  n'appartenantpasà  cet  ensemble  et  infé- 
rieur au  plus  grand  des  nombres  qui  le  composent. 
Posons 


'  tt-l' 


Nous  appellerons  variables  mulliplicalrices  de  \  :  i°  les  va- 
riables a?,,  a?2,  ...,  a?»-t-n  2°  ce^es  des  variables  a?„,  ./•„_,,  ...,  ./•.. 
qui  sont  m ul tiplica trices  pour  l'un  des  M  où  ./•„,  x„  ,,  ...,  a?„_/+, 
entrent  aux  degrés  ocn,  an_n  ...,  a„_,Vl;  et  classe  (afc)  correspondant 
à  N  l'ensemble  de  tous  les  monômes  obtenus  en  faisant  le  produit 
de  N  par  un  monôme  quelconque  formé  avec  ses  variables  multipli- 
catrices. 

(Les  N  correspondant  à  î'  =  o  s'obtiennent  en  donnant  à  xn  les 
divers  exposants  qui  ne  ligurent  pas  comme  exposant  de  xn  dans 
les  M  et  sont  inférieurs  au  plus  grand  de  ces  exposants;  les  variables 
multiplicatrices  d'un  tel  N  sont  xK ,  x2,  •  •  -,  oca  ,.) 

Les  monômes  N  seront  appelés  monômes  complémentaires  des 
un  moines  M.  On  en  verra  plus  loin  la  raison. 

Pour  former  tous  les  N  où  xn  a  un  exposant  donné  a„,  considérons 
tous  les  M  où  ./„  a  cet  exposant;  appelons  M' les  quotients  de  ces  M 
par  ./*';  soient  N'  les  monômes  en  xn  x.2,  ...,  ./,-„_,  complémentaires 
des  M';  les  N  cherchés  sont  les  produits  des  N'  par./*-.  Les  variables 
multiplicatrices  d'un  N  sont  celles  du  monôme  N  correspondant, 
auxquelles  on  adjoint  xn  dans  le  cas  où  a„  est  le  plus  grand  des  expo- 
sants de  xn  dans  les  M  donnés. 

Deux  élusses  différentes  k  n'ont  aucun  élément  commun. 

Soient  y,  y'  les  valeurs  de  l'indice  i  auxquelles  correspondent  les 
deux  monômes  \  qui  définissent  les  classes  considérées  |  /    /  ). 

Si  ces  deux  monômes  \,  \  correspondent  a  un  même  système  de 
valeurs  des  exposants  aft,  a„  ,,...,  a,  t  ,,  les  exposants  de  x  y  sont 
différents,  l'exposant  de  ./■„  ,■  dans  tout  t  provenant  de  \   esl  le  même, 

Journ.de  Mu/h.   is    série   .  t( :  III.         Vnnée  n  '2 
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j.  que  flans  N,;  l'exposant  de  xn_j  dans  un  K  provenant  de  \,  ne  peut 
être  différent  de  l'exposant  de  xn—j  dans  \,  que  si  /">./'  et  s'il  est 
supérieur  au  maximum  des  exposants  de  &•„_/  dans  ceux  des  monômes 
M  où  /„,  /•,/-!?  ••  •■>  •''/,-/   i  onl  l*'s  exposants 

nombre  lui-même  supérieur  à  j. 

Si  les  deux,  monômes  N;,  N;  correspondent  à  des  systèmes  diffé- 
rents des  exposants  :  (a.,  y.n   k„  ;+l);     -y  .  7     , /        ,  1.  les 

résultats  obtenus  en  remplaçant  xn  r  #„_.,_,,  ...,'',  par  l'unité  dans 
deux  mononii'-»   n   provenant  respectivement  de  \T,-,  \  peuvent  être 
considérés  comme  deux   monômes    )  de   deux  classes  différentes  du 
système  ()'    :  ces  résultats  seront  donc  différents,  et  les  deux  mo 
nomes  )ô  seront  a  fortiori  différents. 

On  démontre  de  la  même  manière  que  : 

I  ne  classe  rç  et  une  classe  OU  n'ont  aucun  élément  commun. 

Cette  proposition  peut  d'ailleurs  être  regardée  comme  une  exten- 
sion de  la  précédente  en  considérant  le  monôme  M  comme  un  mo- 
no me  \„. 

V>us  allons  maintenant  démontrer  La  proposition  suivante  : 

f  n  monôme  quelconque  appartient  à  une  classe 

i      0,1 //       1) 

ou  à  une  classe  ou  1  d  après  1  e  qui  précède,  il  n'appartient  d'ailleurs 
qu'à  une  seule  de  ces  classes  .  <  >n  pourra  encore  dire  : 

Un  monôme  quelconque  appartient  à  une  classe  >r  (J,      o,  1 n) 

et  à  une  seule. 

La    proposition   esl   évidente   dans    le  cas  d'un    systè M  à  une 

variable,  admettons-la  pour  n  —  1  variables  et  démontrons-la  pour  //. 

Soit  \  ''/'-,  ,'..  .j?,  un  monôme  quelconque.  Si  X„est  inférieur  au 
maximum  a  des  exposants  de  <  dans  les  M  et  ne  figure  pas  parmi  ces 
exposants,  \  est  évidemment  un  i^0.  Supposons  que  A„  soit  inférieur 
à  a  et  figure  parmi  les  exposants  de  1  dans  les  M;  soit  M  les  quo- 
tients par  '-,'/'  des  monômes  M  où  xn  a  l'exposant  /   ...   K  '  les  classes 
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à  n      1  variables  que  définit  le  système  des  monômes  M  ;a       ...a    fait 
partie  d'une  de  ces  classes  311/ ou  3ï/ provenant  d'un  M   ou  V  particu- 
lier; .r'/'M'  ou  ■/•',  V  est    un   des   monômes    M    ou   \   ayant   mêi 
variables    multiplicatrices   que    M',    \  ;    \    fait   donc    partie    de    la 

classe  .Te,  ou  )b  correspondante. 

Supposons  que  X„  soit  supérieur  ou  égal  à  a  :  soienl  M  le-  quotients 
par  xan  des  monômes  M  où  xn  a  l'exposanl  ":  m/.  ~  les  classes  a  //  —  r 
variables  que  définit  le  système  des  monôme- \l  :  i  il  partie 

«l'une  de  ces  classes  DM,'  ou  .k,'  provenant  d'un  \!  ou  \  particuliei  : 
xan  M  ou  xan  \  est  un  des  mon om  's  \1  ou  \  ayanl  pour  variables  mul- 
tiplicatrices :  1"  celles  de  \l  on  \  :  i°  xn.  \  fait  donc  partie  de  la 
classe  31L,  ou  ^correspondante. 

La  proposition  précédente  justifie  le  nom  de  monômes  complémen- 
taires donné  aux  N . 

Dans  le  cas  où  le  système  M  est  complet,  les  monômes  X  ne 
autres  que  les  monômes  qui  ne  font  pas  partie  du  module  défini  par 
les  M,  puisque  les  011  -ont  précisément  les  monômes  de  ce  module. 

Puisque  nous  avons  un  procédé  régulier  pour  obtenir  une  base 
complète  du  module  défini  par  un  système  M  quelconque,  nous 
avons  par  là  même  un  procédé  régulier  pour  répartir  les  monômes 
(/ni  ne  font  pas  partie  'l'un  module  en  un  nombre  fini  de  classes 
sans  éléments  communs,  chaque  classe  étant  toujours  constituée  par 
les  produits  d'un  monôme  par  tous  les  monômes  formés  avec  cer- 
taines variables  déterminées. 

I  f .  Sombre  des  monômes  d^ordrep  </t/i  font  partie  d  un  module 
ilonnc.  -  Considérons  un  système  quelconque  de  monômes  M  com- 
plet on  non).  Soit  />„  l'ordre  maximum  de  ce-  monômes.  Les  mo- 
nômes N  sont  au  plus  de  l'ordre  p0 —  1.  Soit  p  un  entier  quelconque 
supérieur  ou  égal  à  n0;  le  nombre  des  monômes  311  d'ordre  /'  et  le 
nombre  des  monômes  k  d'ordre  />  sont  des  pol}  nome-  en  />. 

On    .-ail    en    effet    que   le   nombre   de-    monômes,   à    >    variai 
d'ordre  (3,  est  égal  au  polynôme  en  3  : 

>  +  .)(3+2)..  .(£  +  *-.) 
'      '  1.2.  ..(«  —  .) 

Soit  a  l'ordre  d'un  des  monômes  M,  le  n bre  de-  monômes 
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d'ordre  p  de  sa  classe  est,  en  appelant  a  le  nombre  des  variables  mul- 

tiplicatrices  de  M, 

r(a,  p  —  a  i; 

c  est  donc  un  polynôme  en  p:  le  nombre  des  monômes  .'i;  d'ordre  £) 
est  la  somme  d'un  nombre  fini  de  polynômes  en/j;  c'est  aussi  un  poly- 
nôme. Il  en  est  de  même  pour  le  nombre  des  monômes  '"-  d'ordre  p. 
D'ailleurs  la  somme  des  nombres  des  monômes  OR  et  des  monômes  3L 
d'ordre/?  est  le  polynôme  en  p 

\     n.p). 

Retenons  de  ce  qui  précède  la  conséquence  suivante  : 
Le  nombre  des  monômes  d'ordre  p  qui  ne  font  pas  partie  d'un  mo- 
dule donné  est  un  polynôme  en  p  dès  que  p  est  assez  grand. 

I;>.  Remarques  sur  le  développement  en  série  de  Taylor.  — 
Considérons  un  développement  complet  en  série  de  I \i\  lor. 

Supposons,  pour  simplifier  l'écriture,  que  les  valeurs  initiales  des 
variables  soient  toutes  nulles. 

(  'loupons  ensemble  loin  les  termes  renfermant  un  monôme  déter- 
miné :  x\  ' 7;  v*"  et  le  produit  de  ce  monôme  par  tous  ceux  qu'on 

peut  former  avec  certaines  variables  déterminées  c  .  choisies  parmi 
les  /  .  variables  que  nous  pouvons  appeler  variables  mulliplicalrices 
du  monôme  x** #"' ..  .a?*",  les  autres  variables  i  étant  non  mullipli- 
catrices. 

La  portion  de  développemenl  en  série  ainsi  obtenue  constitue  une 
nouvelle  fonction  I   . 

Considérons,  d'autre  part,  la  fonction  <\<>>  c  :  A     i    .   i    i     i 

qu'on  obtient  en  annulant  tous  les  »    dans  l'expression  de  la  dérivée 


âxf  dx*' .  .  .  àx*- 

Je  dis  (jue  l  (  r(,  ./•_,,  .  .  . ,  i  i  esl  égal  au  résultat  obtenu  en  inté- 
granl  \  :  x,  fois  par  rapport  à  a?,;  aa  fois  par  rapport  à  /_....; 
y.„  lois  par  rapport  à  /  .  en  ayant  soin,  à  chaque  quadrature,  de 
prendre  zéro  comme  constante  d'intégration  i  '). 

(')  Intégrer  une  fois  par  rapport  .1  ./•,,  en  prenant  zéro  comme  constante  d'in- 

M  1 
tegration,  un  mon  unir  M  où  a    a  l'exposant  / ,  c'esl  formel   le  monôme  s -■ 
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Lorsqu'on  effectue,   sur  un  monôme  x\l a     .  .  .  i    .    la   dérivation 

0.r*>  ,J.r*.  ...   d.r?/'    S'    *^X*    •   •   ■    '''"     ""eSt   PaS   multiPle  Cle    '  ..    le 

résultat  est  identiquement  nul. 

Si  x)'x\'  .  .  ,x\a  est  le  produit  de  x*yx\  .  .  .  >  ■  par  un  monôme  qui 
contienne  au  moins  une  des  variables  x6,  le  résultat  contient  cette 
variable  en  facteur.  Il  en  résulte  que,  pour  obtenir  la  fonction  V,  on 
peut  se  borner  à  opérer  sur  la  portion  U  du  développenu-nt  de  //. 

Soit 

MOCfl.+p,),  i-/,,      :    i i  /,,,    :    i  X/,,  .  .  .  a.bi 


(x„,-\-  p,)!  (a,,,  4-  p2)!  •  . .  (  y.„h  ,!...a4 

un  terme  quelconque  du  développement  de  l  .  <  >n  a  identiquement 

{l)  dx«<  *r««  .  .  .  àx%»  !_(«„,  +  p,)!  •  •  •  («,,  +  ?/,)!  V  •  •  •  a .    • 

Les  xb  ne  figurent  plus  dans  ce  terme.  On  peut  écrire 

Aut+a1+...    xn\ 

y  =  __i __ . 

On  voit  d'autre  part  comment  on  peut  passer  du  développement 
de  V  au  développement  de  U.  Il  suffit  de  faire  exactement  les  O] 
tions  qui  permettent  de  passer  du  deuxième  membre  de  l'égalité  i 
au  terme  entre  crochets  dans  son  premier  membre.  Ce  qui  justifie 
la  règle  énoncée  plus  haut  (U=laa  , \  |.  Les  développements 
sont  convergents  en  même  temps.  .Ainsi,  la  connaissance  de  la 
fonction  V  est  équivalente  à  celle  de  la  fonction  U. 

Nous  savons  donc  résoudre  le  problème  suivant  : 

Supposons  les  variables  ./,,  ./•_, /     réparties  d  une  manière 

quelconque  en  deux  groupes 

'.,..     . . .,  '    -  ' 

donnons-nous  un  système  d'entiers  xn  y >    l  posil    -  ou  n  i  -    et 

une  loneiion  /'i  r  ,  >■ i     ».  Trouver  toutes  les  fonctions  u  le 

que  Ton  ait,  sur  la  multiplicité  r        c        ...       i 


.  .  dx** 


=/< 
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La  portion  l    du  développement  de  u  sera  entièrement  connue  : 

Les  coefficients  de  tous  les  termes  qui  ne  font  pas  partie  de  U  seront 
arbitraires  l  assujettis  seulement  à  rendre  convergent  le  développement 
total). 

[pplication.       -  Donnons-nous    un    système   quelconque   de   mo- 
nômes M  en  nombre  fini. 

Nous  avons  réparti  tous  les  monômes  en  un  nombre  fini  de  classes 
Oïl,  %>.  sans  éléments  communs:  chacune  de  ce=  classes  étant  ensren- 

7  7 

drée  par  tous  les  produits  d'un  monôme  déterminé  par  tous  les  mo- 
nômes formésavec  certaines  variables  déterminées.  A  une  telle  répar- 
tition correspond  une  répartition  parfaitement  définie  des  termes 
d'une  série  de  Tayloren  un  nombre  fini  de  fonctions  dont  les  dévelop- 
pements en  série  n'ont  aucun  élément  commun,  chacun  de  "es  déve- 
loppements contenant  tous  les  monômes  d'une  classe. 

Soient  x*'xa, c"B  un  quelconque  des  N;  <    ,j    ...    i     sesvariables 

multiplicatrices;   *    .   <    '     les  autres  variables.   Donnons-nous 

,)*,  -a.  X„  ,, 

arbitrairemenl  la  valeur  de  r—z — t—z —  — r^r  sur  x,  = x,,  = ...  =  x,,=  o. 

di  i1  ox?  .  .  ■  ()i,,n  ' 

La  donnée  arbitraire  de  i  ou  tes  ces  fonctions  qu  upposons  cl.  \  «■- 

loppables  en  séries  convergentes,  el  que  pour  abréger  nous  désignons 
par  \  i  / -.,  ).  entraîne  la  connaissance  de  toutes  les  portions  de  dévelop- 
I  emenl  où  entrenl  les  monômes  <  v). 

I lesterait  pour  déterminer  complètement  la  fonction  u développable 
cii  série  convergente  à  définir  les  coefficients  correspondant  au \  i  an  | 
en  ayanl  soin  que  le  développement  total  obtenu  soit  convi  rgent. 

Soienl     i     i       ■  ■•',,    un  quelconque    de-  M  :    i     ,a     '„,.  ses 

variables  multiplicatrices;        ta     i      les  autres  variables.  Si  l'on 

se  donne  la  valeur  de  pour  xf)',  =  xl        ...  -    xb    =  o 

oxat   ox\  ■  ■  ■  <)',,■• 

(développable  en  série  entière  convergente  .  M  »,  la  fonction  u  sera 
entièrement  définie  el  développable  en  série  entière  convergente  dans 
|e  domaine   même  où   le   sont  l'ensemble  des  fonctions  précédentes 

NO„),  \I../V). 
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Ui.  Calcul  inverse  de  la  dérivation.  Position  duproblème.       IV.- 
posons-nous  de  trouver  les  fondions  a  de  //  variables  dont  certaii 
dérivées  D  (en  nombre  lini)  d'ordres  partiels  donné*  soienl  i  . 
des  fonctions  données  des  n  variables  ./:,, ./_,, . . .,  xn.  Une  dérivée  quel- 
conque d'une  D  sera  une  fonction  connue  dos  n  variables.  '  lonsidérons 
en  particulier  celles  des  dérivées  des  1)  que  l'on  doit  adjoindre  aux  h 
pour  obtenir  un  système  complet  :  utilisons  l  '  |  poui    leur  calcul  les 
dérivations  mêmes  qui  oui  été  indiquées  l  n    1)  »;  les  dérivées  D,  d* 
système  complet  sont  des  fonctions  connues   bien   détermim 
variables  xt,.T2,  ...,./„.  Le  problème  proposé  est  donc  équivalent  à 
un  problème  de  même  énoncé,  où  l'on  suppose  «le  plus  que  les  dérn 
d'ordres  partiels  donnés  forment  un  système  complet. 

C'est  cette  nouvelle  forme  d'énoncé  que  nous  adopterons. 

Nous  poserons  aussi  le  même  problème  sou-  une  autre  forme  : 

Soit/?  un  entier  supérieur  ou  égal  à  l'ordre  maximum  du  système 
complet  D,.  Considérons  toutes  les  dérivées  des  D,  donl  l'ordre  ne 
dépasse  pas  p  :  utilisons  ('  )  pour  leur  calcul  les  variables  a  multipli- 
catrices  »  mêmes  qui  les  définissent  à  partir  des  I  >, ,  el  adjoignons  les 
nouvelles  conditions  obtenues  aux  conditions  relatrs  es  aux  D,  ;  on  voit 
que  le  problème  proposé  est  équivalent  à  un  problème  de  même 
énoncé,  où  l'on  suppose  de  plus  que  les  dérivées  d'ordres  pari 
donnés  sont  les  dérivées  d'ordre  inférieur  ou  égal  à  />  d'un  système 
complet  Qd  désignant  un  entier  supérieur  ou  égal  à  l'ordre  maximum 
des  dérivées  qui  constituent  ce  système  complet). 

17.  Etude  du  problème  précédent  (premit  re  forme).  —  (  lonsidérons 

un  système  formé  d'un  nom  lue  lin!  dedérivées  d'une  même  inconnue, 
le  système  des  monômes  correspondants  étant  complet. 

Considérons  maintenant  le  système  d'équations  aux  dérivées   |  ai 
tiellesobtenu  en  égalanl   respectivement  ces  dérivées  à  des  fonctions 
données  f{  x{ ,  x3 xa  );  I  >//       /'. 

(')  Nous  indiquons  ce  mode  de  calcul  uniquemenl  pour  avoir  un  |  rocédé  <!<• 
formation   lu  en   déterminé  :   on  pourra,  en  fait,  opérer  plus  libre m<  n  i .  en  s 
Ireignanl  seulemenl  à  calcule)  une  seule  expression  pour  <  li  s  d»  rivé<  -  P 

que  l'on  veul  faire  figurer  aux  prei rs  m<  mbn  - 


gC)  MAURICE    JA.NET. 

Pour  que  ce  système  soit  possible,  il  est  nécessaire  que  les  fonctions/" 
satisfassent  identiquement  aux  relations  différentielles  correspondant 
aux  relations  (II)  <  n°  10). 

Parmi  les  relations  (II)  considérons  celles  i  II  i,  qui  expriment  que 
le  produit  d'un  monôme  M  par  une  variable  qui  n'est  pas  multiplica- 
trice  pour  lui  appartient  à  une  classe  plus  baute. 

Nous  allons  montrer  que  les  relations  différentielles  (II),,  en  nombre 
lini  ('),  suffisent  pour  que  le  problème  soit  possible,  et  nous  indique- 
rons, lorsqu'elles  sont  vérifiées,  le  degré  de  généralité  de  la  solution 
du  système. 

Dans  chacun  des  deuxièmes  membres  des  équations  données,  annu- 
lons toutes  les  \  ariables  qui  ne  sont  pas  multiplicatrices  pourle  monôme 
correspondant  au  premier  membre.  Nous  obtenons  ainsi  la  valeur  de 
chacune  des  fonctions  Mi  /     m  voir  numéro  précédent). 

Choisissons  arbitrairement  les  fonction-  V  '.)  correspondant  au 
système  complémentaire  des  premiers  membres. 

Je  dis  que  la  fonction  u  bien  déterminée,  que  Ton  peut  formel 
à  l'aide  des  fonctions  M  el  V  satisfait  au  système  des  équations 
données. 

Chaque  expression  1)//  -  /"esl  nulle  lorsque  les  variables  non  mul- 
tiplicatrices   correspondant   à    I)   sont   nulles;   nous  allons   montrer 

que  Du —  f  esl  nulle  partout.  La  proposition  est  exacte  d'elle-mê 

pour  la  plus  haute  des  expressions  I  )//  —  j  puisque,  pour  cri  te  expres- 
sion, toutes  I»'-  variables  sont  multiplicatrices.  Montrons  que  si  elle  est 
exacte  pour  les  k  plus  hautes,  elle  l'est  aussi  pour  les  h  -+- 1  plu-  hautes. 

Remarquons  que  les  expressions  \hi  -  f  satisfonl  aux  mêmes  rela- 
tions i  II  I,  que  les  fonctions  correspondantes  f.  I  crivons  les  relations 
où  figure  au  premier  membre  fa  /.  —  i  )"""'  i  en  comptant  à  partir  du 
haut)  des  expressions  Du  —  /'. 

Les  seconds  membre-  son!  nuls  partout!  propriété  II.  n"  10),  donc, 
les  dérivées  première-  de  Ia(/Î  "    expression  Dm— -y  par  rapport 

à  ses  variables  non  multiplicatrices  son I  identiquement  nulles.  1  >//  —  f 
esl  donc  indépendante  de  ses  variables  non  multiplicatrices,  et  comme 
elle  est  nulle  dr>  que  ces  variables  le  sont,  elle  esl  nulle  partout. 

(  '  i   Réalisées  en  particulier  si  toutes  les  f  sont  nulles 


SYSTEMES    D  EQUATIONS     \  l  V    DERIVEES     PARTIELLES.  97 

l'exemple  : 

=  /• 


/v< 


'y  '    'y  '    ''  '  '.  I  p-,li  —  l, 
m, 
l>  oi  =  r, 

P700=S' 

Pour  que  ce  système  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ail 


Os 


=  r, 


ôr 


ni . 


ôm_  _  .  dl  __dzk 

0x2  ~~  ôx2        ôx\ 


dm  •_  d*h           AL  -()2jL           EL 

ÔX3          ()  1  j                 ÔX3  "                      <y  /  , 

<?A  __  ^  _  '£/. 

W/,  ckr,       &cî 


Une  solution  est  parfaitement  déterminée  par  la  donnée  des  fonctions 

suivantes  : 

du  ()''■// 

dx\  dx\ 

()u 

- — j      . . . ,      .  .  . , 

')  •  , 

01  a 

'       •" 


pour  xx  —  x.i=  o, 


pour  Xi^=X2=  J"3  =  o. 


Voir  le  Tableau  (N),  (6). 

IS.  Elude  du  même  problème  (deuxième  forme  i.        <  lonsidérons 

maintenant  le  système  obtenu  en  égalant  à  certaines  fonctions  donnéi 
toutes  les  dérivées  d'ordre  inférieur  ou  égal  à  />  d'un  53  stème  complel 
( p  désignant   un  entier  supérieur  ou   égal   à    Tordre   maximum  des 
dérivées  de  ce  système  complel). 

Pour  que  ce  système  soit  possible,  il  est  nécessaire  que  les  fonctions^/ 
>aiisfassent  identiquement  aux  relations  différentielles  correspondant 
aux  relations  (II)  (voir  n°  12).  Ces  relations  en  nom  lui-  Gni  suffisent 
pour  que  le  problème  soi I  possible. 

La  démonstration  esl  entièrement  analogue  à  la  précédente. 

Les  fonctions  arbitraires  sont  précisément  les  mêmes  que  pour  le 
système  complet  dont  le  système  actuel  est  dérivé. 


Jour  n  .île  M  ut  li .  (8*  série),  tonii    Cil.        Inn 
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Les  relations  auxquelles  doivent  salis  faire  les  f  sont  ici  toutes  du 
premier  ordre. 

CHAPITRE  II. 

SYSTÈMES    D'ÉQUATIONS    AUX    DÉRIVÉES    PARTIELLES*.     —    MIDI     FORMELLE. 
SYSTÈMES    C0MPLÈTEM1  M    IIS  I  ÉGRABLI  S. 


1 .  Nous  aurons  à  envisager  dans  ce  qui  suit  des  équations  au  sens 
algébrique  du  mot  et  des  équations  aux  dérivées  partielles. 

Min  de  simplifier  le  langage,  nous  les  supposerons  linéaires:  mais 
tout  ce  que  nous  dirons  pourra  s'étendre  à  des  équations  quelconques, 
sous  réserve  des  conditions  de  régularité  habituelle. 

Les  «  combinaisons  »  d'équations  que  nous  considérerons  seront 
toujours  des  combinaisons  linéaires  homogènes  (résultats  obtenus  en 
additionnant  ces  équations  membre  à  membre  après  les  avoir  éven- 
tuellement multipliées pardes  fonctions  des  variables  indépendantes  1. 

Nous  étudierons  certaines  formes  canoniques  de  «  systèmes  d'équa- 
tions aux  dérivées  partielles  »  pour  lesquelles  nous  pourrons  préciser 
les  «  conditions  initiales  ».  que  l'on  peut  se  donner  arbitrairement  pour 
déterminer  une  solution  et  une  seule.  Il  ne  s'agira  dans  cette  étude, 
comme  l'exige  la  généralité  du  problème,  que  de  fonctions  dévelop- 
pables  en  série  de  Taylor. 

Nous  montrons  d'ailleurs  que  Ton  peut  ramener  un  système  quel- 
conque à  une  forme  canonique. 

Les  «  condition-  initiales  »  détermineronl  certaines  portions  de 
développements  en  série  des  fonctions  inconnues,  el  par  suite  certains 
coefficients  de  ces  développements.  Le  système  donné  el  les  équations 
que  Ton  peut  en  déduire  par  dérivations  permettent  de  déduire  des 
«  condition-  initiales  0  par  résolutions  successives  d'équations  ordi- 
naires, tous  les  autres  coefficients  des  développements  chei  chi  s. 

(  )n  conçoit  donc  qu'il  soit  utile  de  classer  les  divers  coefficients  des 
deux,  sortes,  qui  ne  sont  autres,  à  des  facteur-  numériques  près,  que  les 
valeurs  en  un  point  des  dérivées  des  fonctions  inconnues;  pour  sim- 
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plifier  le  langage,  nous  supposerons  souvent  que  ce  point  est  l'origine 
des  coordonnées  (o,  o,  ...,  o). 

2.   Quelques  résultais  simples  relatifs  aux  systèmes  d'équations 

ordiiiai tes.  —  Au  sujet  des  équations  ordinaires,  rappelons  les  pro- 
priétés suivantes  : 

Imaginons  une  infinité  dénombrable  d'inconnues  (  y);  et  supposons 
que  l'on  ait  défini  une  répartition  de  ces  inconnues  en  une  suite  linéaire 
de  classes  C,,  C2, . . .,  CA, . . .,  chacune  des  C  ne  contenant  qu'un  nombre 
fini  des  inconnues  y.  Si  y,  y'  appartiennent  à  deux  classes  différentes, 
C*,  C,,, ,  y  sera  dit  antérieur  ou  postérieur  à  y'  suivanl  que  A- est  infé- 
rieur ou  supérieur  à  /.  '. 

Considérons  une  équation  en  (y),  résolue  par  rapport  à  Tune  des  v. 
et  telle  que  l'inconnue  qui  figure  au  premier  membre  soit  postérieur  e 
à  toutes  les  inconnues  qui  figurent  au  deuxième. 

Considérons  maintenant  un  système  fini  (E)  d'équation-  dont  cha- 
cune possède  les  propriétés  précédentes,  les  premiers  membres  étant 
tous  différents. 

a.  Un  tel  système  (E)  est  formé  d'équations  indépendantes  (son 
rang  est  égalau  nombre  des  équations  qui  y  figurent  ).  Il  est  équivalent 
à  un  système  (E')  dont  les  premiers  membres  sont  respectivement  les 
mêmes  que  ceux  de  E,  sont  postérieurs  à  toutes  les  inconnues  du 
second  membre  correspondant,  etde plus  ne  figurent  dans  aucun  des 
seconds  membres.  Les  (E')  sont  des  combinaisons  des  (E)('). 

(3.  Soit  maintenant  une  équation  quelconque  e;  on  peut  ajoute] 
à  e  une  combinaison  des  équations  (E)  de  manière  que  l'équation 
obtenue  e,  ne  renferme  plus  aucun  des  premiers  membres  <l<'    I 

En  particulier,  ei  peut  ne  renfermer  aucune  des  inconnues  | 

i  '  i  On  pourra  par  exemple  montrer  «pie  si  la  proposition  est  ex  icte,  lorsque 
les  premiers  membres  appartiennent  à  des  classes  d'indice  inférieur  eu  égal  .1  /.. 
elle  l'est  encore  lorsque  les  premiers  membres  appartiennent  à  des  classes  il  in- 
dice inférieur  ou  égal  à  k  -\-  i .  Étant  \  raie  pour  /.       i .  elle  est  générale. 

(2)  On  voit  immédiatement  que  l'on  peut  faire  disparaître  dans  chacun  des 
premiers  membres  <  t  «  -  t.  ru  ajoutant  l'équation  !  correspondant  à  ce  premiei 
memluv.  multipliée  préalablement  par  un  facteur  convenable;  or  les  F  sont  des 
combinaisons  des  I'. 


IOO  MAURICE    JA.NET. 

réduire  à  la  forme  a  =  o,  a  étant  une  constante.  Si  cette  constante  est 
différente  de  zéro,  le  système  (E,  e)  est  impossible.  Si  elle  est  nulle, 
le  système  (E,e)  est  équivalent  au  système  (E). 

."».  ipplication.  —  Les  inconnues  (y)  seront  les  valeurs  en  un 
point  d'une  fonction  u  de  //  variables  et  de  toutes  ses  dérivées.  Si  y, y' 
sont  deux  dérivées  d'ordres  différents  Pip\y  sera  dite  antérieure  ou 
postérieure  à  y'  suivant  que/?  est  inférieur  ou  supérieur  à  p  .  Si  y,  y' 

sont  de  même  ordre,  désignons  par  a,,  a2,  . ..,  an;  a  .  ■/ a„  les 

ordres  de  dérivation  par  rapport  aux  diverses  variables, y  sera  dite 
postérieure  ou  antérieure  à  y'  suivant  que  la  première  des  différences 
a„  —  a„,  aH_,  —  o^.  ,,  ..  .,  a,  — a',  qui  n'est  pas  nulle  est  positive  ou 
négative;  chaque  classe  (1  ne  contient  ici  qu'une  seule  variable. 

Considérons  maintenant  une  équation  au\  dérivées  partielles  en  u, 
(  A  »,  résolue  par  rapport  à  une  dérivée  Dm  et  ne  contenant  dans  son 
second  membre  que  des  dérivées  antérieures  à  celle  qui  figure  au  pre- 
mier membre;  il  en  est  de  même  de  l'équation  qu'on  obtient  en  déri- 
vant une  fois  l'équation  donnée,  par  rapport  à  une  quelconque  des 
variables./1,;  ce  fait  devient  évident  dès  que  1  on  a  fait  la  remarque 
suivante:  soient  y,  y'  deux  dérivées  de  même  ordre;  pour  reconnaître 

si^K  est  antérieur  ou  postérieur  ky'  d'une  part,  ou  si  —  estantérieur 
ou  postérieur  à  y-^  d'autre  part,  mu  a  .1  former  les  mêmes  différences 

<  voir  d'ailleurs  plus  loin  n°  \  i.  I  ,,\  propriété  es!  encore  vraie  pour  une 
dérivée  d'ordre  quelconque  de  l'équation  donnée. 

Adjoignonsà  l'équation  donnée  toutes  les  équations  dém  ées  jusqu'à 
un  certain  ordre. 

On  peut  appliquer  à  ce  système  I  >ù  l'on  considère  les  dérivées 
de  u  comme  autant  d'« inconnues »)  les  propositions  a.  'l>  que  nous 
avons  indiquées  plus  haut  : 

i°On  pourra  le  remplacer  par  un  système  équivalent  ayanl  respec- 
tivement pour  premiers  membres  1)//  et  ses  dérivées,  et  où  les  seconds 
membres  ne  comprendront  ni  Du  ni  aucune  de  ses  dérivées. 

Prenons  pour  conditions  initiales  les  conditions  initiales  mêmes  que 
nous  avons  prises  dans   l'étude  de   l'équation   Dw  =  o;    nous  nous 
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donnons  arbitrairement  un  certain  nombre  fini  de  fonction-  (déve- 
loppables),  d'où  résulte  la  connaissance  en  un  point  de  toutes  [es 
dérivées  autres  que  Du  ou  ses  dérivées.  Elles  permettent,  d'après  ce 
qui  précède,  de  déterminer  entièrement  la  \  aleur  en  ce  poinl  de  I  >  //  et 
de  ses  dérivées  et  par  suite  de  construire  un  développement  en  si 
parfaitement  déterminé  pour  la  fonction  //. 

L'équation  a  au  plus  une  solution  développable  satisfaisant  aux 
conditions  initiales  spécifiées.  Nous  ne  pourrons  affirmer  qu'elle  en  a 
effectivement  une  que  si  nous  pouvons  démontrer  la  convergence  du 
développement  en  série  obtenu.  Admettons  provisoirement  que  cette 
convergence  soit  établie. 

20  Donnons-nous  d'autre  part  une  équation  aux  dérivées  partielles 
quelconque  (a);  soit  p  son  ordre.  Formons  le  système  des  équa- 
tions (E)  déduites  de  (A)  que  nous  venons  de  considérer  au  présent 
paragrapbe  (i°)  en  ayant  soin  de  conduire  les  dérivations  de  manière  a 
obtenir  dans  les  premiers  membres  toutes  les  déi  i\  ées  de  I  >  //  d'oi  dre 
total  inférieur  ou  égal  à  p  ;  et  appliquons  la  remarque  'j  au 
système  (E,  e)  où  (e)  est  l'équation  (a),  considérée  comme  une  ''[na- 
tion ordinaire  par  rapport  aux  diverses  dérivées  qui  \  entrent. 

L'équation  et  obtenue  peut  être  considérée  comme  une  équation 
aux  dérivées  partielles  d'ordre  l^p,  conséquence  du  système  <  I ..  '•  |  |  el 
par  suite  du  système  A,  <z|,  où  ne  figurent  plus  ni  l>  ni  ses  dérivées. 
Seules  peuvent  figurer  les  autres  dérivées  de  u  d'ordre  p\  si  quel- 
qu'une y  figure  effectivement,  les  «  conditions  initiales  relatives  à  I  » 
ne  pourront  plus  être  prises  arbitrairement  (');  si  e{  ne  contient  aucune 
dérivée  de  u,  le  système  (L,  e)  sera  impossible  ou  équivalent  (a  g 
Iniquement)  au  système  E;  dans  ce  dernier  cas,  e  sera  une  combi- 
naison des  E. 

Nous  pourrons  donc  dire  : 

«  Pour  que  la  solution  du  système  (A,  n  t  dépende  des  mêmes 
fonctions  arbitraires  (2),  que  la  solution  de  l'équation  \.  il  faut  et  il 
suffit  que  a  soit  une  combinaison  homogène  des  dérivées  de  \  dont 
Tordre  (en  //  )  est  inférieur  ou  égal  à  celui  de  <i .  » 

('  )   I  oir  plus  loin  (7). 

r-)  Cette  expression  se  trouve  précisée  par  le  texte. 
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Remarque.  —  Remarquons  le  rôle  essentiel  joué  dans  ce  qui  pré- 
cède par  la  propriété  suivante  du  classement  adopté  :  suivant  que  y 

,  .         ,      ,     dy  ,   ■  E.   •         .  df 

esl  antérieur  ou  postérieur  a  y  ,  —  est  antérieur  ou  postérieur  a  - — 

(lette  propriété  appartient  à  tout  classement  où  la  question  de  savoir 
si  y  est  antérieure  ou  postérieure  à  y'  peut  être  tranchée  par  la  seule 
connaissance  des  différences  a„      a„,  an   ,  —  <*'„   ,  a,  —  a,. 

D'après  cela,  on  pourrait  être  tenté  de  modifier  légèrement  la 
convention  que  nous  venons  de  faire  pour  classer  les  dérivées. 

Soient  y,  y'  deux  dérivées  d'ordres  quelconques;  convenons  de 
dire  que  y  est  postérieur  ou  antérieur  à  y ',  suivant  que  y  est  plus  haut 
ou  plus  bas  que  v'  {voir  I,  n°  10).  Tout  ce  qui  précède  subsiste.  Mais 
nous  verrons  qu'avec  la  première  convention  faite,  la  convergence  de 
nos  développements  est  assurée;  elle  ne  /'<  st  plus  avec  ht  nouvelle. 

I  n  exemple  bien  connu  de  ce  fait  est  donné  par  l'équation  y—  =  -?—,; 

il  n'existe  pas  toujours  une  solution  (développable  en  série  entière) 
de  cette  équation  prenant  pour  r,  =  o  une  valeur  I  développable  en 
série  entière)  donnée. 

C'est  pour  cette  raison  que,  dans  tous  les  classements  que  nous 
allons  définir,  si  deux  dérivées  y,  y'  d'une  même  fonction  sont 
d'ordres  différents  p,  p',  y  sera  dite  antérieure  ou  postérieure  h  y 
suivant  que  p  est  inférieur  ou  supérieur  à  p'.  On  verra  au  numéro 
suivant  la  convention  générale  que  nous  adopterons  lorsqu'il  s'agira 
de  plusieurs  fonctions  inconnues,  coiiM'iition  qui  comprendra  la  pré- 
cédente comme  cas  particulier. 

\.  Cotes.  Classement  des  dérivées.  ■  Attachons  à  chacune  des 
variables    indépendantes    et    des    fonctions    inconnues,    s    nombres 

«Mi tiers  (')  qui  seront  appelés  cote  première,  seconde, >."""' 

s""10  de  la  variable  ou  de  la  fonction  inconnue  considérée.  Appelons 
cote  //'""'d'une  dérivée  d'une  fonction  inconnue,  d'ordre  total  r,  la 
somme  des  cotes  A1'""*  de  la  fonction  et  des  r  variables  de  dérivation. 


(i)  Positifs,  négatifs  ou  nuls.  On  pourrait  d'ailleurs  se  borner  à  considérer 
des  nombres  posilifs  ou  nuls;  la  généralité  des  classements  obtenus  serait  la 
même  (voir  III.  3'  lemme)  {cf.  Riquier,  Systèmes,  p.  io,5). 
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Nous  supposerons  toujours  que  les  cotes  premières  des  variables 
indépendantes  sont  truies  égales  à  i.  Les  autres  cotes  des  variables 
indépendantes  et  toutes  celles  des  fonctions  inconnue-  seront  arbi- 
traires. Ces  nombres  étant  choisis,  nous  allons  montrer  comment  ils 
permettent  de  définir  un  classement  des  fonctions  inconnues  et  de 
toutes  leurs  dérivées. 

i°  Soient  j',  y'  deux  dérivées  (ou  fonctions )  quelconque- 
...,  cs,  c'j,  r,,  ...,  c's  leurs  cotes;  y  sera  dite  postérieure  ou  uni.  - 
rieure  à  y'  suivant  que  la   première   des  quantités  <    .   < 

...,  cs  —  c's  qui  n'est  pas  nulle  est  positive  ou  négative;  si  toutes 
quantités  sont  nulles, y  sera  dite  de  même  classe  (',)  que  y.  Il  appa- 
raît immédiatement  que  s\  y  est  postérieure  ky  et  y'  postérieure  à  a  . 
y  est  postérieure  à  y"  (si  le  premier  des  entiers  c,-  c  .  c  — c  qui 
n'est  pas  nul  est  positif,  le  premier  des  entiers  ct —  c\  qui  n'est  pas  nul 
est  aussi  positif).  La  définition  est  donc  légitime. 

2°  Groupons  ensemble  toutes  les  dérivées  qui  ont  même  cote 
première;  les  dérivées  qui  figurent  dans  un  tel  groupe  peinent  être 
d'ordres  différents  ;  mais,  parmi  elles,  celles  qui  sont  relatives  à  une 
fonction  donnée  sont  d'un  ordre  déterminé;  par  suite,  les  dérivées 
qui  ont  une  cote  première  déterminée  sont  en  nombre  fini.  Il  en 
résulte  a  fortiori  que  chaque  classe  ne  renferme  qu'un  nombre  fini 
d'éléments. 

3°  La  cote  première  d'un  élément  quelconque  ne  peut  être  inté- 
rieure à  la  cote  première  minima  a  des  fonctions  inconnues. 

Les  éléments  en  nombre  fini,  qui  ont  pour  cote  première  a,  sont 
antérieurs  à  tous  les  autres.  Il  y  a  donc  ////'-  classe  qui  précède  toutes 
les  autres  (à  savoir  celle  qui  précède  toutes  les  autres  lorsqu'on  se 
borne  à  envisager  les  éléments  en  nombre  fini  de  cote  première  '/ 

En  résumé^  les  dérivées  des  fonctions  inconnues  se  trouvent  répai  - 
ties  en  classes  CnC,,  ...,  C*,  ...  dont  chacune  ne  contient  qu'un 
nombre  fini  d'éléments.  Les  dérivées  appartenant  à  la  classe  «  seront 
appelées,  pour  abréger,  dérivées  de  la  dusse  /, . 

(  '  )  Le  sens  du  nu >i  classe  e>i  donc  tout  différent  il''  celui  qu'il  avail  dans  l<- 
(  ihapitre  I  (7  en  particuliei 
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I  n  tel  classement  possède  en  outre  les  propriétés  fondamentales 
suivantes  : 

a.   Quelle  que  soit  la  dérivée  y,  ~-  est  postérieur  à  r;  en  effet,  la 

cote  première  de  -—  est  supérieure  d'une  unité  à  celle  de  y. 

i      Oy  ,   •  ,   •         ,   <) y' 

l>.   ~-  est  antérieur  ou  postérieur  a  —-  suivant  que  y  est  antérieur 

ou  postérieur  à  y'.  Il  suffit  d'observer  que  l'on  a,  en  désignant  par  c, 
c',  y  les  cotes  de  y,  v',  ./-,  : 

C)  —  c{  =  (ex  4-  '/>.)  —  (c-,  4-  y>  )  (À  =  1  ,  2,   ....  5). 

Considérons  alors  une  équation  auv  dérivées  partielles  (A)  résolue 
par  rapport  à  une  dérivée  y  d'une  fonction  inconnue  et  ne  conte- 
nant dans  son  second  membre  que  des  dérivées  antérieures  à  celle  qui 
figure  au  premier;  il  en  est  de  même  de  l'équation  qu'on  obtient  en 
dérivant  une  fois  l'équation  donnée  par  rapport  à  une  quelconque  des 
variables  xt\  les  éléments  susceptibles  de  figurer  au  deuxième  membre 
de  l'équation  dérivée  sont  :  i°  les  éléments  du  deuxième  membre  de 
l'équation  primitive;  2°  leurs  dérivées  par  rapport  à  ./,.  Les  élé- 
ments i°  sont  antérieurs  à  yt  donc  à  —  (remarque  à).   Les  élé- 

ments  2°  sont  antérieurs  à  -^-  (remarque  h  ). 

ctx,  v  ' 

Toute  équation  obtenue  en  dérivant  l'équation  donnée  un  nombre 
quelconque  de  fois  jouit  encore  de  la  même  propriété  :  toutes  les 
quantités  qui  figurent  au  deuxième  membre  sont  antérieures  au 
premier. 

Supposons  que  i  \>  ne  renferme  qu'une  inconnue;  on  pourra 
répéter  pour  cette  équation  toutes  les  remarques  qui  oui  été  faites  au 
sujet  de  l'équation  (A)  du  n"  5. 

Le  classement  indiqué  au  n°  5  est  d'ailleurs  un  cas  particulier  des 
classements  généi  aux  que  l'on  vienl  de  définir.  Considérons  une  seule 
fonction  inconnue;  attribuons-lui  n  -+-  i  cotes  nulles;  attribuons  à  r,, 

x'o,   vn  des  cotes  2e,    !' (n  +  i)ieBe  nulles,  sauf  la  dernière 

pour  a? n  sauf  l'avant-dernière  pour  ./  , saut  la  deuxième  pour  a   . 

les  cotes  non  nulles  étant  égales  à  i;  le  classement  obtenu  est  précisé- 
ment celui  qui  a  été  utilisé  au  n°  «">. 
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ii.   Forme  canonique  d'un   système  d'équations    uni    dé) 
partielles.  —  Nous  avons  rencontré  jusqu'ici  deux  formes,  particu- 
lièrement simples,  de  «  systèmes  d'équations  aux  dérivées  pai  tielles  ». 

L'une  de  ces  formes,  considérée  au  Chapitre  pré<  dent,  est  obtenue 
quand,  les  premiers  membres  étant  constitués  par  des  dérivées  quel- 
conques différentes  d'une  ou  de  plusieurs  fonctions  inconnues,  les 
deuxièmes  membres  sont  des  fonctions  complètement  connu'-. 

L'autre  de  ces  formes,  considérée  au  paragraphe  précédent.  <'-t 
constituée  par  une  équation  résolue  par  rapport  à  une  dérivée,  et  ne 
renfermant  au  deuxième  membre  que  des  dérivées  antérinn  ■■- au  pre- 
mier (classement  quelconque  répondant  aux  définitions  du  n    '< 

Pour  la  première  forme,  si  après  un  certain  nombre  (  fini  i  de  déi  i- 
vations(dont  nous  avons  indiqué  la  formation  régulière  ),  il  n'apparaît 
aucune  incompatibilité,  le  système  est  réellement  possible,  el  nous 
avons  spécifié  la  nature  des  conditions  initiales  susceptibles  d'être 
prises  arbitrairement  pour  déterminer  une  solution  et  une  seule. 

Pour  la  deuxième  forme,  nous  avons  spécifié  la  nature  des  condi- 
tions initiales  susceptibles  d'être  prises  arbitrairement  pour  déter- 
miner une  solution  et  une  seule,  mais  au  point  de  vue  formel  seule- 
ment; une  question  de  convergence  reste  à  trancher.  Nous  verrons 
plus  loin  que  le  problème  est  alors  réellement  possible. 

Nousallonsconsidérermaintenantunsystèmed'équatioiiM  <  '.  (tel  que: 

a.  Les  premiers  membres  sont  des  dérivées  quelconques,  toutes 
différentes,  d'une  ou  de  plusieurs  fonctions  inconnues. 

h.  Charnue  des  équations  ne  contient  (  '  )  dans  son  second  membre 
que  des  quantités  antérieures  à  son  premier  membre. 

(>.  I  nicité  de  lu  solution  {supposée  l.  —  Nous  avons  vu  comment 
<on  peut  trouver  la  forme  des  «  conditions  initiales  »  qui,  prises  arbi- 
trairement, déterminent,  d'une  manière  unique,  une  Solution  du 
système  obtenu  en  égalant  à  zéro  les  premiers  membres  des  équations 
données.  Montrons  qu'un  système  (C)  a  au  plus  une  solution  l  déve- 
loppable  en  série  entière)  qui  satisfasse  au  système  des  •  conditions 
initiales  »  précédentes. 

i1)  «  Outre  les  variables    '•,,  x cn        Ces  moi-,  seroDl  90us-entendus 

dans  la  suite. 

Jottm.  de  Math.  (8*  série),  I G  [II.  —  A  ni  '  J 
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Parmi  les  dérivées  des  fonctions  inconnues,  distinguons  celles  qui 
sont  dérivées  de  l'un  des  premiers  membres  au  moins  (y  compris  les 
premiers  membres  eux-mêmes),  nous  les  appellerons  dérivées  prin- 
cipales; toutes  les  autres  dérivées  des  inconnues  seront  appelées 
dérivées  paramétriques.  Autrement  dit,  les  dérivées  principales  sont 
celles  qui  font  partie  des  modules  définis  par  les  premiers  membres 
relatifs  à  chacune  des  inconnues;  les  dérivées  paramétriques  sont 
toutes  les  autres.  Les  «  conditions  initiales  »  font  connaître  les  valeurs 
des  dérivées  paramétriques  en  un  point  P0. 

Kn  dérivant  convenablement  une  des  équations  données,  convena- 
blement choisie,  on  peut  obtenir  une  équation  avant  pour  premier 
membre  une  dérivée  principale  quelconque;  le  second  mernbre  ne 
contient  que  des  dérivées  antérieures  au  premier. 

Soienl  /-0  la  classe  maxima  des  premiers  membres  de  (C)  et  /•  un 
entier  quelconque  supérieur  ou  égal  à  k0.  On  pourra  adjoindre  aux 
équations  (C)  un  certain  nombre  de  leurs  dérivées,  de  manière  que  le-- 
équations  du  système  total  obtenu  aient  des  premiers  membres  tous 
distincts,  qui  soient  respectivemenl  toutes  les  dérivées  principales  de 
classe  inférieure  ou  égale  à  /. 

L'application  à  ce  système  de  la  remarque  y.  conduit  évidemment 
à  la  conclusion  suivante  : 

«  On  peut,  par  dérivations  et  combinaisons,  déduire  du  système  I 
une  expression  (au  moins)  d'une  dérivée  principale  quelconque  eu 
fonction  des  dérivées  paramétriques  de  clas».-  inférieure.  »  Mais  les 
conditions  i  ni  lia  les  font  cou  naître  les  valeurs  en  1\  des  dérivées  para- 
métriques; par  suite  les  valeurs  en  I'  de  toutes  les  dérivées  principales 
ne  peuvent  être  choisies  que  d'une  manière,  au  plu».  /..  système  <  <  '.  ) 
a  an  plus  une  solution  (holomorph'' )  qui  satisfasse  aux  conditions 
lui  lia  1rs  indiquées. 

7.  Systèmes  complètement  intégi  ables.  Vous  non-  proposon>  de 
trouver  dans  quel  cas  le  système  a  effectivement  une  solution  pour  des 
valeurs  arbitraires  des  «  conditions  initiales  )  I  '  ((la/orme,  ou,  si  l'on 
veut,  T  «•  économie  »  de  ces  conditions  initiales  est  toujours  supposée 

(')  l\,  étant  lui-même  arbitraire  dans  un  pelii  domaine  n  //  dimensions ; 
nous  avons  le  droit  de  supposer  que  ce  domaine  contient  l'origine. 
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être  celle  même  qui  correspond  au  système  obtenu  en  égalant  .1  zéro 
les  premiers  membres  de  C  ). 

Si,  par  dérivations  et  combinaisons,  on  ne  peul  icune 

relation  entre  les  seules  dérivées  paramétriques  1  et  variables  indépen- 
dantes), on  dira  que  le  système  est  complètement  intégrable.  Mous 
verrons  d'ailleurs  au  Chapitre  suivant  qu'un  syst  mplètement 

intégrable  a  effectivement  une  solution  répond anl  à  des  conditions 
initiales  arbitraires.  Nous  allons  nous  occuper  de  reconnaître  au 
moyen  d'un  nombre  fini  d'opérations  si  un  système  esl  1  omplètement 
intégrable,  et,  lorsqu'il  n'en  sera  pas  ainsi,  d'en  déduire  un  système 
équivalent  complètement  intégrable. 

Considérons  les  diverses  dérivées  d'une  même  inconnue  qui  figurent 
aux  premiers  membres  de  (C):  on  sait  qu'on  peut  leur  adjoindre  un 
certain  nombre  de  leurs  dérivées  de  manière  que  le  système  total  soil 
complet  (Chap.  1,  n°  £)).  Adjoignons  aux  équations  données  les  équa- 
tions obtenues  par  les  dérivations  |  '  |  mêmes  qui  nous  ont  pern  is 
d'obtenir  dans  les  premiers  membres  un  système  complet  M 

Opérons  démène  pour  chacune  des  inconnues.  Nous  obtenons  un 
nouveau  système  C,  qui  est  équivalent  au  >\  stème  primitif,  et  que  1 
pouvons  lui  substituer  dans  l'étude  du  problème  proposé.  1  La  forme 
des  «  conditions  initiales  »  relatives  aux  premiers  membres  n'u  pas 
changé.  | 

Dérivons  chacune  des  équations,  A.,  du  nouveau  s)  stème  par  rappoi  1 
aux  seules  «   variables  multiplicatrices  »  correspondant  au  premier 
membre;  les  premiers  membres  on  des  équations  J  ainsi  obtenues 
reproduisent  sans  omission  ni  répétition  Loutes  les  dérivées  principales 
(propriété  l)(J,  n"  S  ). 

Les  équations  dérivées  des  équations  données  sont  de  deux  espi 
1"  les   I  ;  2"  toutes  les  autres,  que  nous  nommerons    '  .  Il  Bera  com- 
mode d'appeler  classe  d'une  équation   '  ou    1  '  la  classe  même  de  son 
premier  membre. 

(')  Cela  simplement  pour  a\oir  un  procédé  n  on  pourra  en  fait  d 

librement  en  s'astreignanl  simplement  .1  faire  apparaître  aux  premiers  men 
le  système  complet  en  question, 

Vous  compi 11-  dans  les   1   les  équations  du  sys      1 

par  suite  1  el  les  du  s\  stème 
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Considérons  une  équation  a/  quelconque,  soit  k  sa  classe;  appli- 
quons la  remarque  [i  au  système  (E)  constitué  par  toutes  les  équa- 
tions do  de  classe  inférieure  ou  égale  à  A  et  à  l'équation  e  constituée  par 
l'équation  X  considérée,  les  (y)  étant  ici  les  premiers  membres  DR  de 
classe  inférieure  ou  égale  à  k.  On  peut  ajouter  à  A'  une  combinaison 
homogène  des  Â>  (de  classes  inférieures  ou  égales  à  la  classe  de  ju')  de 
manière  que  l'équation  obtenue  &>"  ne  contienne  aucun  3TL.  Si  l'équa- 
tion cl  "  contient  effectivement  une  dérivée  (  '  )  (au  moins),  -V  constitue 
une  relation  que  doivent  vérifier  les  dérivées  (')  paramétriques  des 
inconnues;  mais  alors  le  système  ne  serait  pas  complètement 
intégrable. 

Si  l'équation  se  réduit  à  /  =  o,  /  étant  une  fonction  des  variables 
indépendantes  seules,  le  système  est  certainement  impossible,  à  moins 
que  la  fonction  /  soit  identiquement  nulle,  auquel  cas  &>'  sera  une 
combinaison  homogène  des  d.  de  classes  inférieures  ou  égales  à  /\ 

Ainsi,  pour  que  le  système  soit  complètement  intégrable,  //  est 
nécessaire  que  tout  I  soit  /<//>■  combinaison  homogène  des  I  dont 
la  classe  ne  (I ('passe pas  celle  de  I  Si,  d'ailleurs,  celte  condition  est 
vérifiée,  choisissons  arbitrairement  les  conditions  initiales  autour  de 
l'origine,  et  déterminons  les  valeurs  à  l'origine  des  dérivées  princi- 
pales à  l'aide  des  équations  -l  ;  les  développements  construits  à  l'aide 
des  conditions  initiales  et  de  ces  valeurs  satisfont  formellement  au 
système  proposé;  en  effet,  une  équation  dérivée  quelconque  d'une  des 
équations  données,  étant  une  combinaison  des  équations  ■'  ,  esl  vérifiée 
à  l'origine  par  les  valeurs  données  ou  calculées  des  divers  coefficients 
qui  y  entrent  :  dérivées  paramétriques  et  dérivées  principales. 

Nous  démontrerons  plus  loin  que  les  développements  (a)  sont 
convergents. 

Pour  que  le  système  soit  complètement  intégrable,  il  faut  et  il 
suffit  que  tout  I  soit  combinaison  homogène  des  '  dont  l>i  classe 
ne  dépasse  pas  la  classe  de  -'  . 

Nous  allons  voir  au  n°  8  qu'il  suflit  de  faire  cette  hypothèse  pour 


(')  «  Dérivée  »  e>t   pris   ici  au  sens  large;   les   fonctions   inconnues  qui   ne 
figurent  pas  par  elles-mêmes  dans  les  premiers  membres  sonl  des  «  dérivées 

paramétriques  d'ordre  zéro  ». 
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certains  d/  (en  nombre  fini)  que  nous  préciserons.  Faisons  aupara- 
vant une  remarque  sur  la  forme  des  relations  en  question.  Retran- 
chons de  -1/  celle  des  équations  -1,  qui  a  même  premier  membre; 
l'équation  obtenue  é\"'  ne  contient  que  des  quantités  de  classes  infé- 
rieures à  k.  Supposons  maintenant  que  -1/  soit  combinaison  homogène 
des  -l;  il  en  est  de  môme  de  c/V";  mais  ce  qui  précède  permet  de  pré- 
ciser :  -1  "est  combinaison  homogène  des  cl  de  classes  inférieures  à  k. 
Ainsi,  pour  que  le  système  (S) soi/  complètement  intégrable,  il  faut 
et  il  suffit  que  la  différence  d'une  équation  l  '  quelconque  et  de 
celle  des  équations  •  qui  a  même  premier  membre  soit  combinaison 
homogène  des  équations  -i  de  classes  inférieures  <>  la  classe  de  1  '. 

8.  Conditions,  en  nombre  fini,  pour  qu'un  système  sut/  complète- 
ment inlégrable.  —  Considérons  les  &>'  que  Ton  obtient  en  dérivant 
une  seule  fois  une  équation  du  système  C,.Ces  équations  -1  ',  sont 
en  nombre  fini;  leurs  premiers  membres  sont  les  dérivées  qui  corres- 
pondent respectivement  aux  produits  d'un  «  monôme  »  M  par  cha- 
cune de  ses  variables  non  multiplicatrices.  Je  dis  que  si  les  -1  .  sont 
combinaisons  homogènes  d'équations  '  .  il  <'n  est  dr  menu-  de  tous 
les  A  . 

Si  dans  une  équation  -i  .  I  .  -1  ,  ...  quelconque,  on  retranche  le 
deuxième  membre  du  premier,  on  obtient  une  expression  différen- 
tielle qu'il  sera  commode  de  désigner  par  la  lettre    1,1.    I    qui 

désigne  l'équation  elle-même.  Ce  langage  n'entraînera  pas  de  confu- 
sion à  condition  de  convenir,  une  fois  pour  toutes,  que  lorsqu'on 
parlera   du  premier  membre  ou   du  second  membre  d'une  équa 
tion  ri,  -V,  d.,,  ...,  on  la  supposera  écrite  sous  la  forme  primitive 
(définitions  a,  b,  et  nos  (>,  7  }. 

Il  résulte  de  notre  hypothèse  que  toute  expression  -'  ,  de  classe  >'■ 
est  égale  à  l'expression -I  qui  a  même  «  premiermembre  a  augmentée 
d'une  combinaison  homogène  des  expressions  '  de  classes  il 
Heures àk.  Les  expression  A  satisfont  ainsi  identiquement  (c'est-à- 
dire  quelles  que  soient  les  fonctions  u)  à  un  «cita  m  système  d'équa- 
tions aux  dérivées  partielles  I  Ca  )  que  nous  mm  s  proposons  d'étudi 
Ce  système  (où  l'on  considère  les  A  comme  les  s  fonctions  incon- 
nues») satisfait,  évidemment  à  la  condition  a  du  n'  «5  (les  premiers 
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membres  sont  tous  ici  du  premier  ordre);  je  dis  qu'il  satisfait  à  la 
condition  b  à  condition  d'adopter  un  classement  convenable  pour 
les  fonctions  A  et  leurs  dérivées. 

Adoptons  pour  les  premiers  membres  M  relatifs  à  une  inconnue 
déterminée,  et  pour  les  équations  et  expressions  A  correspondante-,  la 
définition  des  mots  plus  haut  et  plus  bas  (Chap.  I,  n°  10)  et  numé- 
rotons les  équations  A  :  A  '  .  A  - \     en  allant  de  haut  en  bas. 

Attachons  à  chacune  des  variables  indépendantes  et  des  fonc- 
tions A  v  -h  i  cotes  dont  les  s  premières  seront  précisément  les  cotes 
des  variables  indépendantes  et  des  premiers  membres  des  A  (consi- 
dérés comme  dérivées  des  fonctions  u  )  dans  le  système  primitit  I 
La  (.s  -f-  i  )'"""'  cote  sera  o  pour  toutes  les  variables  indépendante- 
pour  toute  fonction  A,  la  (s  —  i  )"ra'  cote  sera  égale  à  Vindice  de  A. 
Grâce  à  ce  choix,  si  une  dérivée  v  quelconque  d'un  A  esl  anté- 
rieure à  une  dérivée  y'  d'un  A  dans  l'ancien  classement,  y  esl 
aussi  antérieur  à  y'  dans  le    nouveau.  Si  deux   dérr  |    I  de 

deux  A,  A'  différents  sont  dans  la  même  classe  (ancien  classement  >, 
y  est  antérieure  ou  postérieure  à  v'  (nouveau  classement  |  suivant 
que  A  est  plus  haut  ou  plus  bas  que   \  . 

Considérons  une  équation  quelconque  du  système    I  I  "  sens  de 

C ancien  classement  elle  contient,  outre  des  y  de  classe  infi  Heure, 
un    v.  que  nous  désignerons  par  y  .  d(    classe  égale  u  celle  de  Vy 
premier  membre ',  que  nousdésignerons  par  \  ,,  mais  on  peut  affirme]  : 
y2  est  une  dérivée  d'un    \  plus  haut  <///<■  b-  A  d'où  dérive  ) 
priété  11,  voir  I.  10  i 

Par  suite,  au  sens  du  nouveau  classement,  chacune  des  équation- 
de  (C2)  ne  renferme  au  second  membre  que  des  quantités  antérieures 
à  celle  qui  figure  au  premier.  Ces  expressions  sont  d'ailleurs  bomi  - 
gènes  ;  en  se  reportant  au  n°  (>,  on  voit  que  toute  dérivée  d'un  A  où  la 
dérivation  est  faite  .m  moins  une  fois  pai  rapport  a  une  \ariablenon 
multiplicatrice  pour  le  M  correspondant  s'exprime  en  fonction  homo- 
gène des  dérivées  des  A  où  la  dérivation  ne  fail  intervenir  <]iio  des 
variables  multiplicatrices  pour  le  M  correspondant.  Ce  qui  revient  a 
dire  :  tout  -1    est  combinaison  homogène  de- 

Réserve  faite  de  la  démonstration  de  convergence,  nous  avons  donc 
démontré  la  proposition  suivante  : 
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Pour  que  le  système  G,  formé  par  les  équations  A  soit  complètement 

intégrable,   il   faut  et  il  suffit  que  les  dérivées  premièi  ■    rf<  s 

expressions  A  par  rapport  à  leurs  variables  non  multiplicatt  i 
soient  identiquement,  c'est-à-dire  quelles  que  soient  les  fonctions 
des  combinaisons  homogènes  des  dérivées  -A   des   \  par  rapport  à 
leurs  variables  multiplicatrices :  les  seules  dérivées    '   qui  peuvent 
intervenir  sont  d'ailleurs  de  classe   au   plus  égale  à  la  classe   de  la 

dérivée  -r—  considérée  (  '  ). 

ï).  Autre  forme  de  la  démonstration  précédente.        Nous  allons 

étendre  ce  qui  précède  au  cas  des  systèmes  C,  non  linéaires,  et  nous  en 
profiterons  pour  présenter  les  résultats  sous  une  forme  légèrement  diffé- 
rente. Soit  A  une  équation  A  particulière  pour  laquelle  les  r  ne  soient 
pas  toutes  variables  multiplicatrices  (2).  Dérivons-la  une  fois  par  rap- 
porta une  variable  .r,  qui  ne  soit  pas  m  (duplicatrice  pour  elle:  le  premier 

membre  obtenu  —  est  égal  au  premier  membre  I  >\l  d'une  équation  i 

déterminée  DA;  l'evpression  — DA  ne  contient  que  les  variai 

indépendantes  et  des  dérivées  de  classes  inférieures  à  la  classe  corn- 

mune  /•  de  — -  et  de  DM.  Cette  expression  peut  donc  être  considi 

comme  une  fonction  des  variables  indépendantes,  des  dérivées  paramé- 
triques de  classes  inférieures  à  /•,  et  des  -1,  de  classes  inférieure- a  /  ;  pour 
que  le  système  soit  complètement  intégrable,  il  est  nécessaii  e  que  cette 
fonction  s'annule  quand  on  y  annule  tous  les  I  ;  car  sans  cela  on  obtien- 
drait une  relation  entre  les  dérivées  paramétriques.  Supposons  donc 

que  les  expressions  y-  — ■  DA  soient  des  fonctions  des  variables  indé- 

(')  Observons  de  plus  ■  | ne  si  les  premiers  membn  s  de  '  sont  d'ordre  i.  <m 
-i  >»>s  seconds  membres  sont  d'ordre  au  plus  <  gai  à  i,  les  seules  '  qui  peuvent 
intervenir  ~"ni  des  dérivées  des  \  d'ordre  (en  \  i.  <  *ii  verra  plus  loin  nne 
application  de  cette  remarque. 

( !)  I  ne  variable  est  dite  multiplicatrice  pour  une  équation  \  li  elle  est 
multiplicatrice  pour  son  premier  membre. 
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pendantes,  des  dérivées  paramétriques  et  des  -1,,  ces  fondions  possé- 
dant la  propriété  de  s'annuler  dès  qu'on  y  annule  tous  les  -t.. 
Appelons  G2  le  système  de  relations  ainsi  obtenu.  Donnons-nous  un 

stème  de  conditions  initiales  arbitraires  pour  les  u  (système  de  con- 
ditions dont  la  forme  est  fixée  par  les  premiers  membres  des  A);  déter- 
minons les  dérivées  principales  (à  l'origine)  des  inconnues  u  par  les 
équations  4;  et  admettons  la  convergence  des  développements  qui  en 
résulteraient;  autrement  dit,  considérons  un  système  de  fonctions  u 
holomorphes  répondant  aux  conditions  initiales  proposées  et  satisfai- 
sant (à  l'origine)  à  toutes  les  équations  X.  Remplaçons  les  dérivées 
paramétriques  des  //  par  leur-  expressions  en  a?n  .r.,  ...,  xn  dans  le 
système  C2;  les  A  peuvent  être  considérées  comme  des  fonctions 
holomorphes  des  xn  x2,  . . .,  xn  qui  satisfont  au  système  <  '.2  quelles  que 
soient  xt,  .r2,  . . .,  xn. 

I  )*;iutre  part,  appelons  xai,  xa  ,  . .  .,.r,l(  les  variables  multiplicatrices, 
xtliixbj,  ....  r  les  variables  non  multiplicatrices  d'une  équation  A 
(dans  le  système  C,).  L'expression  V  -'annule  par  hypothèse  sur 
xb  —  x,H  =  ...  =  &t,k=  o,  puisque  tous  les  -U  sont  nuls  à  l'origine. 

Or  :  i°  le  système  C2  considéré  comme  -\  stème  par  rapport  aux  A 
admet  au  plus  une  solution  holomorphe  telle  que  les  différentes  fonc- 
tion- \  qui  la  constituent  s'annulent  respectivement  sur  les  multipli- 
cités xh  =  xb  =  . . .  =  xbk=  o  correspondantes;  i°  ce  système  admel 
la  solution  o. 

Donc  tous  les  A  sont  nuls  quels  que  soif  ut  ./  , .  ./■ ., vn. 

10.   ('haine  de  systèmes.  Revenons   au  cas  d'un  système  C, 

linéaire.  Si  le  système  C,  est  complètement  întégrablc,  le  système  C5 

relatif  aux  expressions  \  (expressions  '|ue  nous  appellerons  désor- 
mais A  ,  »  ne  contient  plus  explicitement  que  les  x  el  les  A  , .  et  non  plus 
les  u  et  leurs  dérivées  paramétriques;  il  est  linéaire  par  rapport 
aux  \,.  Chaque  relation  C2  peut  s'écrire  en  plaçant  dans  le  premier 

membre  la  quantité —^  seule  (notation  du  paragraphe  précédent)  et 

nous  avons  vu  (8)  que  lorsque  l'on  considère  les  A,  comme  les  incon- 
nues, on  obtient  un  système  C.  satisfaisant  aux  deux  conditions  a 
et  h. 
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a'.  Les  premiers  membres  sont  des  dérivées  premières  toutes  diffé- 
rentes des  inconnues. 

b.  Chaque  second  membre  ne  contient  que  des  dérivée^  antérieures 
au  premier  membre  correspondant. 

Ce  système  (C2)  possède  ainsi  les  propriétés  fondamentales 
tème  (C,),  ses  premiers  membres  relatifs  à  une  inconnue  détermii 
forment  un  système  de  monômes  complet  puisqu'il  eu  est  ainsi  de 
tout  système  de  monômes  du  premier  ordre  (I,   H). 

(C2)  est  complètement  intégrable.  En  effet,  si  par  dérivations  et 
combinaisons  on  pouvait  en  tirer  une  relation  entre  les  dérn 
«  paramétriques  »  des  A,  (relativement  au  S}  sti  me  (  !s  .  on  aurait  par 
là  même  une  relation  entre  des  expressions  d,  ce  qui  c>l  impossible, 
puisque  le  «rang»  de  tout  système  d'expressions  c-lo  est  égal  à  leui 
nombre. 

Au  système  C2  aux  inconnues  A  ,,  on  pourra  appliquer  la  méthode 
même  que  nous  avons  appliquée  à  C,;  le  système  des  conditions  d'in- 
tégrabilité  complète  formera  un  système  C;1  aux  inconnues  A  .  que 
l'on  formera  à  l'aide  des  équations  A2,  comme  on  avait  forn      l 
l'aide  des  équations  A,,  etc. 

La  suite  des  systèmes  que  l'on  forme  ainsi  est  nécessairement 
limitée  et  a  au  plus  //  -+-  1  éléments. 

En  effet,  dans  le  système  C2,  les  premiers  membres  dérivés  d'une 
même  fonction  inconnue  A,  sont  au  plus  au  nombre  de  n  :  dans  le  -\  s- 
tème  C3,  les  premiers  membres  dérivés  d'une  même  fon<  tion  incon- 
nue A.  sont  au  plus  au  nombre  de  n  —  i,  . . .;  dans  le  système  C  ,  (s'il 
existe),  chaque  inconnue  intervient  dans  un  premier  membre  au  plus. 
La  chaine  des  systèmes  s'arrête  donc  au  plus  tard  au  systèmi  ( 
elle  peut  effectivement  ne  s'arrèterqu'au  système  C     ,i  voir  exemple  2 

I  I.  Nouvelle  forme  des  conditions  pour  qu'un  système  soit  com- 
plètement intégrable.  —  La  méthode  précédente  (8  el  9  permet  de 
reconnaître  si  un  système  est  complètement  intégrable. 

II  pourra  n  avoir  avantage  à  opérerd'une  manière  an  peu  différente. 
Soit  />„  la  cote   première  maxima  des  premiers  mbres  de  ( 

Considérons  celles  des  équations  <■  dont  la  cote  première  ne  A<>y, 
pas  un  n bre  p    /v  Les  premiers  membres  qui  sont  relatifs  à  une 

Journ.de   Math    i       série),  i e  Mi  Vnn  *  ' 
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même  inconnue  forment  un  système  de  la  nature  de  ceux  pour  lesquels 
nous  avons  défini  des  variables  multiplicatrices  (I,  n°  12). 

Désignons  par  B  les  équations  considérées,  par  ui>  les  équations 
obtenues  en  les  dérivant  par  rapport  à  leurs  variables  multiplicatrices 
seules,  m/  les  autres  équations  que  Ton  peut  en  déduire  par  dériva- 
lions;  affectons  i)b  ou  ilb'  de  l'indice  i  lorsque  cette  équation  a  été 
déduite  d'une  équation  B  par  une  seule  dérivation. 

On  voit,  comme  précédemment,  que  : 

Pour  que  le  système  donné  soit  complètement  intégrable,  il  faut 
que  tout  w\>\  soit  combinaison  homogène  des  iib,  et  des  B,  et  d  une 
manière  plus  précise  ; 

Pour  que  le  système  donné  soit  complètement  intégrable,  il  faut  : 

i"  Oue  la  différence  de  tout  m/,  provenant  d'une  équation  B  de  cote 
première  p  et  de  l'équation  îib,  qui  a  même  premier  membre  soil  com- 
binaison homogène  des  ifb,  (de  classes  inférieures  à  la  classe  commune 
de  jft>î,îib,)  et  des  B  ; 

2°  Oue  la  différence  de  tout  ub',  provenant  d'une  équation  B  de  cote 
première  p{  <  p  et  de  l'équation  B  qui  a  même  premier  membre  soit 
combinaison  boinogène  des  B  de  classes  inférieures  à  la  classe  com- 
mune de  ub',,  B  (et  par  suite  de  cote>  premières     pt  +- 1). 

On  voit  comme  précédemment  que  ces  conditions sonl  suffisantes. 

Dire  que  ces  conditions  sont  réalisées,  c'est  dire  que  les  expres- 
sions \  '  i  B  satisl  Mit  identiquement  (  quels  que  soient  1<^  u  i  à  un  cer- 
tain système  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
dont  les  premiers  membres  sont  ton-  différents.  Ce  système  possède 
lu  propriété  l>.  Il  suffit  pour  le  voir  d'attacher  à  chacune  des  variables 
indépendantes  et  des  B  s  -+- 1  cotes  choisies  de  la  manière  suivante  : 
les  s  premières  seront  celles  des  variables  et  des  premiers  membres 
des  B  (considérés  comme  dérivées  des  u)  dans  le  système  primitif  C; 
la  (s  -h  [)i,"'<  sera  o  pour  chaque  variable,  elle  sera  égale  au  numéro 
d'ordre  du  premier  membre  de  B  lorsqu'on  numérote  tous  les  pre- 
miers membres  relatifs  à  une  même  inconnue  u  en  allant  de  haut  en 


(')  <  in  m  me   précédemment,    nous    désignons    pai    <  cpressio.i    l>    l'expression 
obtenue  eu  retranchant  le  second  membre  du  premier  dans  /  •    uation  I!. 


I  I  I 
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bas  (I,  n°  12).  On  voit  alors  immédiatement,  en  se  reportant  à  la 
démonstration  du  n"  8  (IIj  et  à  la  propriété  II  I.  12  ,  que  chaque 
second  membre  du  système  en  B  considéré.  C2,  ne  contient  que  des 
quantités  antérieures  au  premier  membre.  Toute  équation  i  esl  aloi  - 
une  combinaison  homogène  des  ob  et  le  système  pi  imitif  est  complète- 
ment intégrable. 

Supposons  que  le  système  donné  B  soit  linéaire  et  complètement 
intégrable.  Les  B  satisfont  au  système  ( 

On  voit,  comme  au  n°  10,  que  ce  système  C,  esl  complètement 
intégrable.  //  est,  de  plus,  du  premier  ordre .  Mais  alors  le  nouveau 
système  C:|  que  l'on  en  déduira  comme  précédemment  (n"  10  i  sera 

aussi  du  premier  ordre  (  '  ).  Tous  les  systèmes  de  la  chaîne  <  .  .  I 

seront  du  premier  ordre. 


12.  Réduction  d'un  système  quelconque  à  une  forme  canonique, 
complètement  intégrable.  —  Tout  système  d'équations  aux  dérivées 
partielles  peut  se  ramener,  par  résolutions  et  dérivations,  à  un  s\  stème 
équivalent,  possédant  les  propriétés  a,  b  <■! ,  de  plus,  complète- 
ment intégrable. 

Adoptons  pour  les  fonctions  et  les  variables  un  système  de  cotes  tel 
que  chacune  des  classes  qui  en  résultent  ne  contienne  qu'un  élé- 
ment; c'est  ce  qui  aura  lieu,  par  exemple,  pour  le  système  de  cotes 
suivant  : 


// 

V 

IV 

■''l 

.r2 

0 

o 

11 

1 

i 

1 
o 

o 

I 

> 

II 

o 

11 

0 

II 

0 

II 

1 

(( 

11 

II 

II 

1 

(1 
0 

1) 

(1 

0 

1 

0 

Les  cotes  3e,   V  ,•••>("  -+-  2)l,'",u  de  w,  r,  w >■  .  ...  étanl  nulles, 

sauf  la  cote  (/;  -h  3  —  /)"""  de  ./•,  qui  est  égale  à  i.  A.utremen1  dit,  les 


(  '  )  Voir  note  de  la  fin  du  n°  8. 
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dérivées  sont  rangées  d'après  leur  ordre,  puis  dans  chaque  ordre 
d'après  la  fonction  d'où  elles  proviennent  ;  puis  pour  les  dérivées  d'un 
ordre  déterminé  d'une  fonction  déterminée  dans  l'ordre  adopté  plus 
haut  (n°  5). 

Etant  donné  un  système  quelconque  de  p  équations,  on  pourra  tou- 
jours par  simples  combinaisons  en  déduire  un  système  équivalent  de 
p  équations  possédant  les  deux  propriétés  a  et  1>  :  soit  cl  la  dérivée  de  la 
classe  la  pln>  élevée  qui  entre  dans  le  s\  stème  des  p  équations  données; 
résolvons  par  rapport  à  d l'une  des  équations  qui  la  contient,  substi- 
tuons l'expression  obtenue  dans  le  système  restant  :  nous  obtenons  un 
>\  stème  de  p  —  i  équations  ne  contenant  que  des  équations  de  classes 
inférieures  à  d  :  si  donc  la  proposition  est  vraie  pour/)—  1  équations, 
elle  Test  aussi  pour  p  ;  étant  vraie  pour  une  équation,  elle  est  générale. 

D'un  système  mis  sous  la  forme  (C)  jouissant  des  propriétés  a,  />. 
on  pourra  tirer  une  forme  (C,)  où  les  premiers  membres  constituent 
le  système  complet  déduit  dos  premiers  membres  de  < .  :  de  cette  forme 
(C,)  on  déduit  les  «  conditions  d'intégrabilité  »  qui  ne  contiennent  pas 
de  dérivées  des  premiers  membres  de  l  '.  :  ces  «  conditions  »,  consi- 
dérées seules,  seront  résolues  (')  de  manière  .1  satisfaire  aux  condi- 
tions a,  b,  puis  seront  adjointes  au  systèm  C).  On  obtiendra  ainsi 
un  système  ((  V ),  formé  au  total  des  équations  (C)  el  des  ■■  conditions 
d'intégrabilité  »  :  ce  système  satisfail  aussi  aux  conditions  <y,  A. 

Soil  Dl'opération  qui  permel  de  passer  de  (<  I  .    .   Je  dis  que 

cette  opération  ne  peut  s'effectuer  qu'un  nombre  limité  de  fois.  En 
.■Ile! .  les  s)  sternes  des  premiers  membres  S,  S',...  des  systèmes  C,  C', ... 
sonl  tels  que  chacun  d'eux  contient  :  1"  tous  les  mono  un'-  du  système 
précédent;  2"  d'autres  monômes  dont  aucun  n'est  multiple  des 
monômes  du  sj  stème  pi  écédent. 

I  ne  telle  suite  est  nécessairement  finie  (I,  2  , 

La  démonstration    précédente  fournit   un    procédé    régulier  pour 


('  )  Dans  ce  genre  <!•'  raisonnements,  il  esl   sous-entendu  que  1  * ►  1  »  se  pla< 
voisinage  d'un  système  de  valeurs  (des  variables  indépenda    tes  et  des  dérivées 
des  premières  classes)  pour  lequel  toutes  les  résolutions  successives  supposé*  - 
dans   li'   texte  sonl  possibles   conformément   à  la  théorie  générale  des  fonctions 
un  plicites. 
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déduire  (')  d'un  système  quelconque  donné  un  système  équivalent 
possédant  les  propriétés  «,  />,  et  complètement  intégrable. 

Une  modification  évidente  de  cette  démonstration  fournit  immé- 
diatement le  théorème  de  M.  Tresse  : 

«  Des  équations  aux  dérivées  partielles(à  unnombrefini  d'in<.>M 
peuvent  toujours   être  considérées  comme  des  combinaisons   (ait 
briques  et  différentielles)  d'un  nombre  fini  d'entre  «  •  1 1  «  *  s .  » 

15.  Résultats  relatifs  <m.r  systèmes  d<'  formes  algébriques.  — 
Les  remarques  qui  ont  été  laites  dans  les  paragraphes  précédente 
conduisent  à  des  conséquences  algébriques  intéressantes  sur  lesquelles 
nous  allons  donner  quelques  indications. 

Pour  abréger  le  langage,  nous  appellerons  «  forme  différentielle  » 

(en  u)  correspondant  à  une  forme  algébrique  en  ./, ,  x , r   donnée; 

le  résultat  que  l'on  obtient  lorsque,  dans  cette  dernière,  on  sub- 
stitue à  chaque  monôme  x\xœ** . . . x*n  la  dérivée  correspondante 
de  u,  p.ÂX  %a\  lorsqu'on  dérive  une  forme  différentielle,  on  en  obtient 
une  nouvelle,  qui  n'est  autre  que  la  forme  différentielle  correspon- 
dant au  produit  de  la  forme  algébrique  primitive  par  le  monôme 
correspondant  à  la  dérivation  considérée. 

Nous  obtiendrons  des  résultats  relatifs  à  un  système  de  formes 
algébriques  en  appliquant  nos  méthodes  générales  au  système  obtenu 
en  égalant  à  zéro  les  formes  différentielles  (en  u)  correspondantes. 
Traitons  un  tel  système  (où  la  seule  inconnue  est  u)  ;  et  tout  d'abord, 
cherchons  à  le  ramener  à  une  forme  canonique  complètement  inté- 
grable (n°  12;  :  nous  adjoignons  pour  cela  au  système  donné,  résolu 
convenablement,  certaines  formes,  résolues  convenablement,  el  qous 
supposons  que  les  premiers  membres  du  système  total  formé  \ 
constituent  un  sj  ^tème  complet;  les  équations  \  dérivées  par  rapport 
à  leurs  variables  multiplicatrices  ont  été  appelées  I  :  le  rang  de  tout 
système  d'équations  '  esl  égal  à  leur  nombre.  <  >i\  lorsqu'on  forme 
les  «  conditions  d'intégrabilité  »,  on  est  amené  à  rechercher  si  certaines 
formes  différentielles  |  déduites  du  > n  s i  «'•  i n « >  par  des  procédés  indiq 

(*)  Sauf  rencontre  d'incompatibilité  (relation  non  identique  entre  I»'-  seules 
variables  a:)  mettant  en  évidence  V impossibilité  du  système, 
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sont,  ou  non  combinaisons  d'équations  -1  :  il  suffira  ici,  d'après  les 
remarques  qui  viennent  d'être  faites,  de  reconnaître  si  une  telle  forme 
est  combinaison  à  coefficients  constants  d'équations  -1  de  son  ordre; 
lorsqu'il  n'en  est  pas  ainsi,  on  est  amené  à  adjoindre  au  système 
primitif  une  combinaison  à  coefficients  constants  de  cette  forme 
et  d'équations  A  de  son  ordre,  c'est-à-dire  une  nouvelle  forme 
différentielle. 

Le  système  canonique  complètement  inté^rable  A ,,  que  l'on  obtient, 
est  composé  uniquement  de  formes  différentielles  en  u. 

Soit  p0  l'ordre  maximum  de  ces  formes;  et  p^  /?„.  Considérons, 
comme  au  n°  11,  les  équations  '  ,  d'ordre  inférieur  ou  égal  à  p, 
équations  que  nous  appelons  B;  les  expressions  B  sont  ici  des  forints 
différentielles.  En  utilisant  toujours  les  mêmes  remarques,  nous 
obtenons  les  résultats  suivants  : 

i°  Toute  dérivée  d'une  expression  B  d'ordre pt  inférieur  à  p  est  une 
combinaison  linéaire  à  coefficients  constants  des  B  d'ordre/?,  -t-  i. 

2°  Les  expressions  13  d'ordre  />  satisfont  identiquement  (c'est-à- 
dire  quel  que  soit  u)  à  un  système  G,  d'équations  aux  dérivées 
partiellesdu  premier  ordre,  linéaire-,  à  coefficients  constants,  el  sans 
nulles  termes  que  les  termes  du  premier  ordre  par  rapport  aux  l>. 

(  le  système  est  d'ailleurs  complètement  intégrable. 

Ecrivons  les  identités  qui  expriment  ce  fait  ;  il  <ippar.iit  immédiate- 
ment qu'elles  se  présentent  sous  la  forme  d'un  système  linéaire  du 
premier  ordre,  à  coefficients  constants  et  sans  autres  termes  que  les 
termes  du  premier  ordre. 

Les  systèmes  Cs,  <  ...  dont  nous  avons  expliqué  la  formation 
au  n"  Il  ont  tous  les  propriétés  qui  viennent  d'être  spécifiées 
pour  C.  (20). 

lîevenons  aux  formes  algébriques  (  '  )  B  d'oi  dre  p  :  BM  B,,  . . . ,  lî 
Comment   peut-on  obtenir  tous  les  systèmes  de  formes  algébriques 
\ , ,  Y, Y  i  tels  que  l'on  ail  i  quels  que  soient  c,,  a   i    i 

\,  B,  —  \ .  I'.,  \       B       —  o. 

(')  Il  est  commode,  dans  les  i  -  où  aucune  confusion  n'est  .i  craindre,  de 
désigner  la  forme  algébrique  et  la  forme  différentielle  correspondante  par  la 
même  lettre.  Nous  adoptons  cette  convention 
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Chaque  équation  du  système  C2  peut  s'écrire  symboliquement 
comme  l'équation  (i);  chacune  de  ces  équations  fournit,  en  somme, 
un  système  de  solutions  du  premier  ordre  de  l'équation  précédente  : 

il  suffit  d'y  remplacer  chaque  symbole  de  dérivation  -r    -par  la  vai  table 

correspondante  xt.  Soit 

F  '        F(1)  F  '  I  v  - —  i  ,,, 

une  telle  solution  (x).  Aucune  de  ces  solutions  n'est  «  combinaison  •< 
des  autres.  Le  système  C.  étant  complètement  intégrable,  toute  autre 
solution  du  premier  ordre  est  combinaison  linéaire  à  coefficients 
constants  des  solutions  précédentes;  toute  «   solution  du  ... 

ordre  »  se  déduit  régulièrement  des  solutions 

F  '      r  '  i  !  ■         i  ç  —  i   2         ///  -'  i 

grâce  à  la  définition  des  variables  multiplicatrices. 

Cherchons  maintenant  à  obtenir  tous  les  systèmes  de  formes 

\  ,      .         X  2     ,         .   .   .  ,         \ 

tels  que  l'on  ait,  quels  que  soient  ce,,  x2,  . . . ,  xn  et  quels  que  soient 
les  paramètres  3, 

(a)  \/  |  I  ,',  ^,  hF2V(32-h...  +  F^    ,  %nv  | 


\J  !   |   P[ln      (3,     :-  !','„      (3,-H...H-  T„!  i   ,„        J,„       |=0 

[ce  qui  pourrait  encore  s'écrire  sous  forme  de  ///  '  équations,  en  égalant 
à  zéro  les  coefficients  de  (3,,  (32,  .. .,  3,„    |. 

Chaque   équation    du    système   C3   peut  s'écrire  symboliquement 
comme  l'équation  (2);  chacune  de  ces  équations  fournit  une  solution 
du  premier  ordre  de  l'équation  précédente,  il  suffit,  comme  pn 
demment,  de  remplacer  chaque  symbole  de  dérivation  parla  variable 
correspondante.  Soit 

I   ,    .       I''/  .       ...,      I  .  [S        I      I m   ''  | 

une  telle  solution.  Aucune  «le  ces  solutions  n'est   combinaison   des 


(  ')  Cf>  Hilbert,    Math.  Annale/1^  t.  XXX\  I,  1890    p.   190, 
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autres.  Le  système  C3  étant  complètement  intégrable,  toute  autre 
solution  du  premier  ordre  est  combinaison  linéaire  à  coefficients 
constants  des  solutions  précédentes;  toute  solution  de  2e,  3e,  •  •  •  ordre 
se  déduit  régulièrement  des  solutions 


!',;•     l'V  •     . .  .,     Iv  [s=i.  2,  . 


, 


grâce  à  la  définition  des  variables  multiplicatrices. 

On  pourra  poser,  relativement  aux  formes  F  - ,  un  problème 
analogue  à  celui  que  l'on  a  posé  pour  les  1  [équation  (2)]....  La 
chaîne  de  systèmes  ainsi  formée  s'arrête  nécessairement  (et  comprend 
n  chaînons  au  plus). 

Le  problème  que  nous  venons  de  traiter  pour  le  système  des 
formes  13  d'ordre  />  est  le  problème  que  s'est  posé  M.  Hilbert  pour 
un  système  de  formes  quelconques.  Mais  nous  arrivons  ici  à  un 
résultat  plus  précis  que  le  résultat  général. 

Pour  le  système  des  formes  I>  d'ordre  p.  les  solutions  fonda- 
mentales des  systèmes  successifs  de  Hilbert  sont  toutes  constitu 
par  des  formes  linéaires . 

Il  est  d'ailleurs  à  remarquer  qu'un  module  l  '  )  quelconque  de 
formes  peut  toujours  être  considéré  comme  constitué  par  l'adjonction 
d'un  nombre  fini  de  formes  (de  degré  <"  p  I  à  un  module  défini  par 
un  s\  stème  I). 

On  pourra  énoncer  la  proposition  suivant»'  : 

«  Soit  un  module  quelconque  de  formes  algébriques;  on  sail  que 
toutes  les  formes  d'ordre p  du  module  sonl  des  combinaisons  linéaires 
à  coefficients  constants  d'un  nombre  fini  d'entre  elles  linéairement 
indépendantes  Fn  F2,  .  . . ,  F,„o  . 


(')  On  dit  qu'un  système  de  formes  constitue  un   1 Iule  -1   louie  combi- 
naison linéaire  des  fuîmes  de  ce  système  fut  partie  du  système,  en  entendant 

ici,   par   combinaison    linéaire    des    formes    I    .    !•'_. F*,  toute  forme    du 

type  "/,!■',   ;   /   l\,  + . . .  -+-  À/,  Y, .   où   les  /    sont   des   formes  en    /,.   /. 

Les  théories  développées  dans  les  paragraphes  précédents  donnent  un  procédé 
régulier  pour  obtenir  une  fois  et  une  seule  lois  toutes  les  formes  d'un  module 
donné. 
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»  Si  p  est  assez  grand  : 

»   i"  Tout  système  de  formes  \(.  \, \      solution  de  l'équa- 
tion 

X,F,+  X3F2  +  ...+  X/ï     I        -o 

est  combinaison  de  m-    solutions  indépendantes,  dont   chacune   esl 
constituée  par  des  formes  linéaires 

Ff,V,     l\V,     I  [s  =  1,2,  . ..,  m<*  |. 

»  20  Tout  système  de  formes  \ ,' ,  Y,1  ,  ...,  \  '  solution  du 
système 

\,'  i,;    i  Y'  FiS  +  ••■-  v     '  «       [<  =  «,a ™ 

est  combinaison  de  /// 3    solutions  indépendantes,  dont  chacun.'   esl 
constituée  par  des  formes  linéaires 

iv  •     "Y-     ...,    iv;   ,       [*  =  i,  a,  ...,« 

»  3°  Tout  système  Y;,  \.;  ,  ...,  \  ;    solution  du  système 

V  l  ,i       V-  I  .-  -K..+-  \  l  i        =o 
est  combinaison,  etc.    » 

I  \ .  Sombre  /(/>  ».  <  >n  a  vu  au  n"  14  (ï)  que  le  nombre  des 
monômes  d'ordre  p  qui  n'appartiennent  pas  à  un  module  donné  esl  un 
polynôme  en  p,  y(p),  dès  que  p  est  assez  grand.  Soit  M  nu  système 
complet  définissant  ce  module;  soit  A  le  nombre  maximum  des  variables 
multiplicatrices  des  monômes  \(l,  13);  p.  le  nombre  des  N  qui  onl 
X  variables  multiplicatrices;  on  voit  immédiatement  que  le  terme  de 
plus  haut  degré  de  '/(p)  est 

'  rrôr 

Si  les  dérivées  de  //  correspondant  aux  monômes  M  sonl  les  pre- 
miers membres  d'un  système  canonique  complètement  intégrable 
seule  inconnue  //,  y  (  p)  représente  le  nombre  maximum  des  variables 
des  «  fonctions  initiales  a   delà  solution,  ■>  le  nombre  des  fonctions 
initiales  à  /   variables.   Or  lorsqu'on  fait  un  changement  quelconque 

Jour  n .  de  Math    (8*  série),  tome  III.  —  A  nn<S<    i  ' 
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de  variables  indépendantes,  le  polynôme  y(p)  ne  change  pas  i  '  >;  le 

nombre  maximum  X  des  variables  des  fonctions  initiales  et  le  nombre  [x 
de  ces  fonctions  qui  contiennent  X  variables  sont  donc  invariants  par 
tout  changement  de  variable-. 

Plaçons-nous  dans  le  cas  considéré  au  n°  15  et  parlons  seulement 
de  formes  algébriques  :  yj^p)  est  le  nombre  des  conditions  indépen- 
dantes auxquelles  on  doit  assujettir  une  forme  d'ordre/;'//  assez  grand) 
pour  que  cette  forme  fasse  partie  du  module  envisagé.  Le  polynôme 
y  ( p)  est  en  relation  étroite  avec  la  multiplicité  algébrique  dont  les 
équations  s'obtiennenl  en  égalant  à  zéro  les  formes  de  ce  module.  \ous 
nous  bornerons  à  la  remarque  suivante. 

I  lilbert  énonce  sans  démonstration  la  règle  suivante  :  «  Le  nombre  u. 
est  le  degré  de  la  multiplicité  algébrique  à  X  —  1  dimensions  définie 
par  le  système  précédent.  » 

Pour  nue  cet  énoncé  soit  général,  il  y  aurait  lieu  de  définir  les  degi  es 

1  o  c 

de   multiplicité  des  solutions  de  certain-  systèmes  singuliers. 

A  ce  point  de  vue,  il  y  aurait  lieu  de  dire,  par  exemple,  que,  dans 
l'espace  à  deux  dimensions  i  coordonnées  homogènes  '.'.'',  le 
système  d'équations 

/,  -O 

définit  une  multiplicité  de  dimension  o  el  d  ordre  3  :   trois  points 

confondus  en 

=  o, 


cil  \nti;i    III. 

SYSTÈMES    I) 'ÉQUATION  S     M\    DÉRIVÉES    PARTIELLES.  GÉNÉRALISATION 

DES  RÉSULTATS  PRÉCÉDENTS.  DÉMONSTRATION    Dl     CONVERGENCE. 

I.    Forme  canonique  étudiée.       Avant  de  passer  à  la  démonstra- 
tion de  la  convergence  des  développements  en  série  obtenus  pour  les 

(')    Nous  laissons  de  côté  dans  le  présenl  exposé  la  démonstration  détaillée 

de  ce  point. 
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intégrales,    nous   indiquerons   quelques   généralisations   de   ce   qui 
précède. 

Considérons  un  système  d'un  nombre  fini  d'équations  que  : 

a.  Les  premiers  membres  sont  des  dérivées  quelconques  toutes 
différentes  d'une  ou  plusieurs  inconnue-. 

&(.  Chacune  des  équations  ne  contient  dans  son  second  membre 
que  des  quantités  de  cote  première  au  plus  égale  à  celle  du  premi 

Autrement  dit,  le  nouveau  système  donné  diffère  du  système 
donné  que  l'on  envisageait  précédemment  en  ceci  que  cha  >nd 

membre  peut  contenir  des  dérivées  qui  ne  sont  ni  .ml 
térieures  au  premier  membre,  ou  même  des  dérivées  postérieui 
celui-ci;  mais  la  cote  première  de  ces  dérivées  (plus  simplement  leur 
ordre  s'il  n'y  a  qu'une  inconnue)  doit  ne  pas  dépasser  la  cote  prem 
du  premier  membre. 

La  définition  ne  suppose  même  pas  qu'il  ail  été  fail  de  convention 
particulière  pour  le  classement  des  dérivées;  elle  suppose  seulemenl 
l'attribution  d'une  cote  première  à  chacune  des  fonction»  inconnues 
(si  les  cotes  premières  des  inconnues  son!  égales,  le  mot  cote  première 
dans  A,  peut  être  remplacé  par  le  mot  ordre). 

I  )e  plus,  nous  ne  supposerons  plus,  même  dans  le  langage,  que  les 
équations  sont  linéaires.  11  est  commode,  pour  éviter  les  redites,  de 
faire  dès  maintenant  cette  au  ire  généralisation. 

Si  Ton  dérive  une  fois,  pai  rapport  à  une  quelconque  des  variables, 
nue  quelconque  des  équations  données,  l'équation  obtenue  ne  contient 
dans  son  second  membre  que  des  quantités  de  cote  première  au  plus 
égale  à  celle  du  premier. 

Formons  comme  précédemment  le  système  i  V)  obtenu  en  adjoi- 
gnant aux  équations  données  celles  qu'on  en  déduit  par  les  dériva- 
tions mêmes  qui  nous  permettent  de  déduire  des  premier»  membi  - 
un  système  complet  de  dérivées  (')  (pour  chacune  des  fonctions 
inconnue»  |. 

Celles  des  déri\  ées,  d'ordre  quelconque,  de  \  que  l'on  peut  former 
en  utilisant  comme  variables  de  dérivations  les  seules     variab  es  mul- 


(')   Nom-   nous  assujettissons  à  ne  formel  qu'une  équ  ni  un    |" 

membre  détermi  né 
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tiplicatrices  »  du  premier  membre  de  A  constitueront  un  ensemble 
d'équations  ci  correspondant  à  A. 

Les  équations -i  ainsi  obtenues  (en  y  comprenant  toujours  les  A) 
ont  encore  ici  des  premiers  membres  tous  distincts. 

( iroupons  ici  toutes  les  équations  -l  de  cote  première  (')  déter- 
minée :  il  n'y  en  a  qu'un  nombre  fini.  Soient  o  la  cote  première  minima 
des  premiers  membres  du  système  donné;  A  la  cote  première  maxima 
des  A. 

Considérons  les  systèmes  formés  par  les  équations  -1  de  cote  pre- 
mière o,  o  -f-  i,  .. .,  A,  A  -h  i  ;  le  dernier  système  est  formé  d'équa- 
tions linéaires  par  rapport  aux  dérivées  de  cote  première  A  +  i  qui  y 
entrent. 

Le  système  total  ainsi  obtenu  satisfait  encore  aux  deux  propriétés  a 
et  A, .  C'est  sur  lui  que  nous  raisonnerons  dans  la  suite. 

iï.  Position  du  problème.  —  Les  conditions  initiales  que  nous 
nous  imposerons  seront  encore  les  conditions  initiales  «  relatives  aux 
premiers  membres  ».  Au  sujet  de  ces  conditions  et  des  équations  pro- 
posées elles-mêmes,  nous  aurons  à  faire,  outre  certaines  réserves  de 
régularité,  certaines  réserves  d'inégalité  que  nous  préciserons  dans  la 
suite.  D'ailleurs,  dans  le  cas  où  les  condition-  a  et  b  seront  réa- 
lisées (2),  les  réserves  d'inégalité  disparaîtront,  et  la  proposition  que 
nous-avions  en  vue  dans  les  paragraphes  précédent-  appai  aîtra  comme 
un  cas  particulier  de  celle  que  non-  obtiendrons. 

Donnons-nous  un  «  système  de  conditions  initiales  relatives  aux  pre- 
miers membres  »  et  considérons  les  valeurs  à  l'origine  qui  en  résultent 

pour  les  dérivées  paramétriques  de  cote  première  o,  §-f-i A 

(dérivées  en  nombre  fini).  Substituons  ces  valeurs  dans  les  équa- 
tions x  de  cote  première  o,  o  +  i,  ....  A  et  supposons  que  les  équa- 
tions obtenues  (où  l'on  fait  ',  =  x2  =  . .  .=  x„=  o)  soient  alors  véri- 
fiées pour  un  certain  système  de  valeurs  numériques  attribuées  aux 


(*)  Nous  appellerons  pour  abrégei  cole  première  <\  une  ..  (  u  a  t  ion  la  cote  pre- 
mière de  son  «  premier  membre  »  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  cote  première 
maxima  de9  termes  qui  \  entrent. 

(2)     Et  non  pas  seulement  a  et  l>{. 
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dérivées  principales  de  cote  première  o,  o-f-i,  ....  A  (dérivées  qui 
sont  en  nombre  Uni),  de  sorte  que  tous  les  seconds  membres  soient 
réguliers  au  voisinage  des  valeurs  que  nous  venons  de  considérer  pour 
les  variables  qui  y  figurent. 

Soient  maintenant./-.,,  /    i  .  :  /■   .  '    ....,.#■    les  variables  mul- 

tiplicatrices  et  non  multiplicatrices  d'une  équatiou  de  cote  pre- 
mière A  -+- 1. 

Il  est  naturel  de  se  poser  le  problème  suivant  :  ï  a-t-il  un  sj  stème 
de  fonctions  u  régulier  au  voisinage  de  l'origine  satisfaisant  .  i  aux 
conditions  initiales  précédentes;  2°  aux  équations  .  .   . .      A  à 

l'origine;  3°  à  chacune  des  équations  -Ia-m  sur  la  multiplicité  corres- 
pondante xbi  —  xbi  =  . . .  =  xbk  =  o  ('  ). 

Nous  substituerons  au  problème  proposé  un  problème  analogue  où 
les  données  initiales  seront  identiquement  nulles  ainsi  que  les  valeurs 
à  l'origine  des  dérivées  principales  de  cote  première  au  plus  égale  à  A. 
Soit  U  la  portion  de  développement  de  l'inconnue  u  dont  la  connais- 
sance résulte  des  conditions  initiales  données  I  autremenl  dit,  la  por- 
tion de  développement  où  apparaissent  dans  les  coefficient-  les  dé]  i 
paramétriques  de  u).  Soit  axy  a  la  valeur  numérique  (à  l'origine) 
de  la  dérivée  principale  de  u  (de  cote  première  au  plus  égale 
a  A  )  pXl<x     y„.  Nous  poserons 


«  =  a'+U+  ^ 


le  signe  I  étant  étendu  à  toutes  les  dérivées  principales  de  cote  pre- 
mière    A.  Il  est  évident  que  pour  que  u  satisfasse  :  i  '  aux  conditions 

initiales  proposées;  2°  aux  conditions 

\  l'y.,  y.    ,.a„  )o 

il  faut  et  il  suffit  ipic  a  satisfasse  :  i"  aux  condition-  initiales  de  même 
forme  où   toutes  les   fonctions  données  sont   identiquement  nul 

aux  conditions 

o      (/->,      Xn       <h  5    ,  , 

i  '  |  Celles  des  fonctions  inconnues  du  système  primitif  qui  ne  figuraient  dans 
aucun    premier    membre   doivent,  d'après    cela  """'   des 

données  dans  le  nouveau  probli  me  pi 
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Dans  les  équations  (dU)  de  cote  première  A  -h  i .  substituons  aux  // 
leurs  expressions  en  fonction  des  u  .  Faisons  passer  aux  deuxièmes 
membres  les  termes  connus  ;  nous  obtenons  un  nouveau  système  de 
même  forme  hï>a+i-  A  tout  système  de  fondions  (u)  satisfaisant  aux 
conditions  imposées  correspond  un  système  de  tond  ions  //' .  satisfai- 
sant aux  conditions  analogues  relativement  au  système  uI>a.  ■  les 
«  conditions  initiales  »  étant  toutes  identiquement  nulles  :  les  dérivées 
paramétriques  de  u',  relatives  ausystème  nï>^  .,,  sont  en  eilet  de  deux 
sortes  :  elles  s'obtiennent  à  partir  do  u  par  les  dérivations  qui.  appli- 
quées aux  u,  donneraient  relativement  au  premier  système,  soil  des 
dérivées  paramétriques,  soit  les  dérivées  principales  de  cote  première 
inférieure  ou  égale  à  A  ;  en  se  reportant  à  ce  qui  précède,  on  voit  que 
les  «  dérivées  paramétriques  »  de  m7,  relatives  au  système  i&a-mj  s0,lt 
toutes  nulles. 

La  question  posée  est  équivalente  a  celle-ci  (en  appelant  //  les  nou- 
velles inconnues)  :  )  a-t-il  un  système  de  fonctions  u,  règulièn  s  au 
voisinage  de  l'origine,  dont  les  conditions  initiales  (prises  relati- 
vement au  système  iib^  ,  )  soient  identiquement  nulles  et  qui  satis- 
fassent à  chacune  des  équations  i>'.>A  i  sur  la  multiplicité  correspon- 
dante xbi  =  xb=  ...  =  xbk  =  o  ? 

Nous  indiquerons  des  cas  trè  raux  où  l'on  peut  affirmer  que  ce 

problème  a  une  solution  et  une  seule 

.">.  Nous  sommes  amené  à  poser  le  problème  suivant  : 

«  Soit  un  système  (S)  d'équations  ayanl  les  propriétés  suivantes  : 

»  a2.  Les  premiers  membres  sonl  des  dérivées  d  une  ou  plusieurs 

inconnue-:  les  premiers  membres  dérivées  d'une  même  inconnue  sonl 

tous  différents,  tous  de  même  ordre  p,  el  forment  un  système  dérivé 

d' un  système  complet. 

»  b.x.  Les  seconds  membres  sont  linéaires  par  rapport  à  l'en- 
semble des  dérivées  d'ordre  pt  de  un  p.2  de  w2,  ...:  les  coefficients  L 
de  ces  dérivées  el  le  terme  I!  qui  en  est  indépendant  ne  contiennent, 
outre  les  variables  indépendantes,  que  des  dérivées  de  u{  d  ordi  e  infé- 
rieur à  pn  de  u.,  d'ordre  inférieur  à  />, d  sont  bolomorplies  au 

voisinage   du    système    de    valeurs    Z(;ro    attribuées    à    ces    diverses 
quantités. 
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»  La  propriété  a.,  permet  de  définir  pour  chaque  équation  un 
tème  de  variables  multiplicatrices  ;  cherchons  à  sal  isfaire  à  cel  te  équa- 
tion sur  la  multiplicité  dont  L'équation   s'obtienl   en  égalant  à  / 
toutes  les   variables  ri"n  multiplicatrices  I  multiplicité  associée  à 
Véqualiori).  ("est  le  système  de  condition-  ainsi  obtenues  que  nous 
appellerons  dorénavant  u!>. 

»  Le  système  des  premiers  membres  définit  la  forme  des  conditions 
1  inhales  prises  pour  les  // ;  égalons  à  zéro  les  diverses  fonctions 
initiales. 

»  Indiquer  des  cas  où  le  problème  ainsi  posé  a  une  solution  et  nn<- 

seule.     » 

Considérons  un  système  (S')  ne  différant  du  >\  stème  I  S  i  précédent 
que  par  les  «  coefficients  »  des  seconds  membres  :  supposons  que 
chacun  des  L' ou  IV  soit  majorante  )  pour  le  L  ou  l!  correspondant  : 
et  de  plus  que,  dans  tout  R',  les  coefficients  des  termes  où  n'inter- 
viennent que  les  variables  indépendantes  ./,.  x2 /,  soient  tous 

positifs  au  sens  shiei . 

Nous  dirons  alors,  pour  abréger,  que  (S  )  est  majorant  pour  |  S 

Soit  nï>'  le  système  de  conditions  correspondant  à  I  S  *  comme  »n. 
correspond  à  S. 

Supposons  que  l'on  puisse  satisfaire  à  nii  par  un  système  de  fonc- 
tions u  dont  les  développements  aient  leurs  coefficients  tous  positifs. 

Je  disque  le  système  ii'..  a  une  solution  et  une  seule  dont  les  «  valeurs 
initiales  »  sont  nulles. 

La  démonstration  repose  essentiellement  sur  le  lemme  d'algèbi  e 
que  voici  : 

Soient  : 

.  /.  =  N 

(.)  \       V\     \        \ 

11*  "        '■    '•  N 


(')  Dans  mi  1/  («m  lî  1  Loul  coefficient  d'une  quantité  quelconque       ou  déri- 
vée de  cote  première       P)  est  supérieur  (ou  égal)  à  la  valeur  absolue  du  ci 
cient  correspondant  dans  le  L  (ou  l>    correspondant. 

(2)   I  bir  en  annexe  la  démonstration  de  ce  lemra 
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deux  systèmes  de  \  équations  linéaires  à  N  inconnue-  \.  \  .  Si  le 
système  (i )'  est  vérifié  pour  un  système  de  valeurs  positives  pour  les 
A',  X',  Y'  (le  mot  positif  étant  pris  au  sens  strict  pour  tous  les  ï  .  et 
par  suite  pour  tous  les  \   i,  et  si  Ton  a 

I  Cl  iA;,,      |y,|   \ 

le  système  (i),  où  les  X  sont  considérées  comme  les  inconnues,  a  une 
solution  et  une  seule,  et  celte  solution  satisfait  aux  inégalités 

|X,|    \- 

Il  est  commode,  pour  abréger  le  langage,  d'attribuer  de  nouveau 
aux  fonctions  inconnues  des  «  cotes  premières  »  cn  c2,  ...  telles  que 

/>  ...=  P; 

P  étant  un  entier  arbitraire,  choisi  une  fois  pour  toutes. 
\dmettons  l'existence  d'une  solution  du  système  ifc. 

Le  système  (S)  donné  où  l'on  fait  xx  =  x2  —  ...=xa  =  o  constitue 
un  système  d'équations  ordinaires  iiï»p  auquel  doivent  satisfaire  les 
valeurs  numériques,  à  l'origine  des  coordonnées,  <1<">  dérivées  de  cote 
première  inférieure  ou  égale  à  I'  des  fonctions  inconnu»'-. 

Le  système  obtenu  «m  dérivant  chaque  équation  i  S  I  par  rapport  à 
ses  variables  multiplicatrices,  l'ordre  total  de  dérivation  /  étanl 
donné,  puis  en  faisant  x{  =  x2  =  ...  =xn  =  o  clans  le  résultat,  cons 
titue  un  système  d'équations  ordinaires  ift»P  auquel  doivent  satisfaire 
les  valeurs  uumériques  à  l'origine  des  dérivées,  de  cote  première  infé- 
rieure ou  égale  à  P      / .  des  fonctions  inconnues  solution  de 

Tout  ce  que  l'on  s  ienl  de  dire  sur  le  système  ut>  se  répète  mot  pour 
mot  pour  le  système  ift  à  condition  de  remplacer  dans  ce  qui  précède 
S.  m,,,,  »!'.,,,  j  par  S'ji&i . 

itb'  étant  e liée tive ment  vérifié  par  un  système  de  fonctions  //.  les  sys- 
tèmes ordinaire-  ,  \  =  o,  i,  -  >nl  effectivement  vérifiés  par 
certains  systèmes  de  nombres,  les  valeurs  numériques  initiales  des 
dérivées  de  cote  première  inférieure  ou  égale  à  P  H  /  i /.  o,  i. 
Chacun  des  systèmes  ainsi  obtenus  ubj,  /  o,  i,  2,...)  peut  tenir 
successivement  le  rôle  du  système  1  du  lemme  ci-dessus:  les  \' 
seront  les  dérivées  principales  d'ordre  P  -+-  X  ;  les  A'  seront  des  fonc- 
tions des  dérivées  de  cote  première  intérieure  à  P  ;  dans  les  ï  '  pour- 
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ront  figurer,  outre  des  dérivées  de  cote  première  inférieure  à  P       /. 
les  dérivées  paramétriques  d'ordre  I'    •-/.:  un  ^    ne  peut  se  rédu 
à  zéro  puisqu'il  contient,  outre  des  termes  positifs  (sens  large   .   le 
terme  constant  d'un  II'  ou  la  valeur  à  l'origine  d'une  dérivée  d'un  R  . 

nombres  positifs  (sens  stricl  >. 

Comparons  au  système  ("1',,  (coefficients  A  .\  :  dérivées  princi- 
pales de  cote  première  I'  :  \ ,,  )  le  système  (ni.,,  obtenu  en  annulant 
dans  iiî,p  toutes  les  dérivées  paramétriques  qui  \  entrent. 

Les  coefficients  A  M,  \0  de  ce  système  sont  td>  (jue  |A0 1     \   .   ^        ^    . 

Le  système  (ii!>pJ  aura  une  solution  i  \    |  et  une  seule  cl  l'on 
|\J    \   .   Ainsi  le  système  nï>P  où  l'on  remplace  les  dérivées  paramé- 
triques par  o  a  une  solution  et  une  seule  ;  toutes  les  déi  ivées  de  cote 
première  au  plus  égale  à  I*  des  inconnues  ont  des  valeurs  absolues 
inférieures  aux  dérivées  correspondantes  de  la  solution  de  il'./. 

Admettons  que  les  systèmes  (iil»P),  (uVh   iii.p+-A)  obtenus  en 

remplaçant  respectivement  dans  (ubp  ),  (-\il>P  ,) — ,  (  iiî>P  ,  |  les  variables 
et  les  dérivées  paramétriques  par  o,  les  dérivées  principales  auti  es  que 
les  premiers  membres  par  leurs  valeurs  tirées  des  systèmes  précédents 
aient  chacun  une  solution  et  une  seule,  et  que  les  nombres  qui  consti- 
tuent cette  solution  soient  respectivement  inférieurs  en  valeur  absolue 
aux  dérivées  principales  correspondantes  de  la  solution  de  iii.'  dont 
nous  supposons  l'existence. 

Soit  (h!),,+-/.-m)  Ie  système  obtenu  en  remplaçant  dans  l    ' ,  In- 

variables et  les  dérivées  paramétriques  par  o,  et  les  dérivées  princi- 
pales de  cote  première  inférieure  ou  égale  à  l'-f-A  par  leurs  valeurs 
tirées  des  (i',p),  0>1MJ,  ...,  (»'->,.,>)• 

Soient  A, ,,,  \,  ,  les  coefficients  de  ce  système  où  les  inconnues 
X)   |    sont    les    dérivées    principales  de    cote    première    l}  i  ; 

A, . ,,   Y)  ,  les  coefficients  du  système    iil>'P  aux  inconnues  \ 

Les  Y)  [  sont  positifs  au  sens  strict.  D'autre  part,  chaque    \  .    .   ^ 

est  inférieur  au  A,    .  V   ,  correspondant.  Donc     ',  aunesolu- 

tion  et  une  seule  (Xx+))  et  les  V  ,  satisfont  aux  inégalités  |X         \ 

Là  démonstration  précédente  suffit  à  prouver  que  le  système  u 
effectivement  une  solution  et  une  seule  donl  les  valeurs  initiales  son! 
nulles:   1"  les  coefficients  des  développements  des   Inconnues  - 

Journ,  de  Math.  (8*  scri<  i,  lome   III.        \  '  , 
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déterminés  d'une  manière  unique:  i°  les  développements  sont  con- 
vergents puisque  les  valeurs  absolues  de  ces  coefficients  sont  respecti- 
vement intérieures  aux  coefficients  de  certaines  séries  convergentes 
(constituant  la  solution  supposée  du  système  HJ.'  .  <  les  développe- 
ments satisfont  d'ailleurs  évidemment  au  système  i«>. 

\.   La  question  posée  au  début  du  n"  .">  est  ramenée  à  la  suivante  : 

liant  donné  un  système  (S  ayant  les  propriétés  <i  .  h.,  indiquer 
des  cas  où  I  on  peut  former  un  système  (  S' i  majorant  tel  que  i«>'  soit 
vérifié  par  un  système  de  fonctions  u  (Joui  les  développements  aient 
leurs  coefficients  tous  positif  s . 

Nous  supposerons  que  des  cotes  aient  été  attribuées  aux  fonctions 
et  aux  variables  |  II,  i):  il  en  résulte,  comme  il  a  été  expliqué,  un 
certain  classement  des  dérivées  des  inconnues. 

Les  coefficients  (LetR)  du  système  S  admettent  une  majorante 

commune  de  la  forme  — — ,  où  M  représente  un  nombre  positif  et  /  le 

quotient  par  le  nombre  positif  r  de  la  somme  de  toutes  les  variab 
indépendantes  et  de  toutes  les  dérivées  de  col»-  première  inférieure 
à    P.   Soit  s  l'expression  obtenue   en   remplaçant,  dans   l'expression 
algébrique  de /,  x{  -h  x,  4- . . .       c    par  £,./;,  ...-+-:    i    :  si 

les:  sont  des  nombres  supérieurs  à  i.  -  esl  encore  une  majorante 
pour  les  L  et  l\.    -      -  où  M,  est  un  nombre  quelconqui    supérieui 

à  M  est  encore  une  majorante  pour  ton>  les  I ..  1!  :  supposons  que  l'on 
sacbe  de  plus  que  la  valeur  absolue  du  terme  constant  d'une  fonc- 
tion 1.  particulière  esl  inférieure  à  M..,  «<  M,,  on  pourra  prendre  pour 
majorante  de  cette  fonction  L  : 

V'  M      M  M       -(M.-M 

i  —  s  i  —  s 

Telle  est  la  forme  des  majorantes  que  l'on  utilisera  :  les  :  seront 
eboisis  d'une  manière  unique  pour  tous  les  termes  de  tontes  les 
équations  .  les  M  ,.  \l    pourront  varier  d'un  terme  à  l'autre. 

Sans  nous  préoct  uper  des  conditions  d'inégalité  auxquelles  doivent 
satisfaire  les  M,  nous  allons  tout  d'abord  choisir  leurs  expressions  en 
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fonction  d'un  certain  nombre  de  paramètres  (les  ;;'....:/....: 
[A, ...  ;  p,. . .)  de  manière  que  I  S'  i  et  par  suite  aienl  i  ei  tainement 
une  solution  à  coefficients  tous  positifs. 

Puis  nous  nous  proposerons  de  choisir  les  parami 
de  manière  que  (S')  soit  majorant  pour  le  sys  -      lonné;  i 

verrons  que  ce  choix  est  possible  moyennant  quelqu  iné- 

galité »  :    les  termes  constants  des  coefficients  relatifs  aux    d 
«  non  antérieures»   au  premier  membre  correspondant  doivent  être 
assez  petits  en  valeur  absolue.  La  proposition  générale  que  nous  avons 
en  vue  sera  dès  lors  démontrée. 

;>.   Soit  N  le  nombre  des  fonctions  inconnues  (//',// J  ,  ...,//' 
ce    qui   revient  au   même,    le   nombre   des   fonctions    Mont   quelque 
dérivée    figure    dans    un    premier    membre    (voir  note   du  n°  2    : 
>,,,,  a,,,,  s,,  _,  2  i  Y'-f-  N  i  nombres  posi tifs  provisoirement  arbitrain  - 

(!,*=       1,2,...,    \, 

Soit  II,  le  nombre  des  dérivées  de  cote  première  I'  (ou,  ce  qui 
revient    au   même,    d'ordre  pt)  de   la   l'onction//    .  Soil   u  un 

des  premiers  membres.  Le  coefficient  R.'  de  l'équation  correspon- 
dante sera 

__! n .  ■'    ta 

p, 


Dans  la  même  équation,  le  coefficient  1/  de  u  .  sera 

1 

i  — .s-      R7~  n 

Nous  obtenons  un  système  aux  dérivées  partielles  i  >'  >  bien  défini, 
à  la  valeur  numérique  près  des  constantes  ;.  '_.  >..  ia,  p. 

Cherchons  à  satisfaire  .i  ce  système  par  un  système  de  fonctions 


:  i 


où  les  l    désignent  des  Ion,  lions  d'une  seule  variable 
(  )n  \  <>ii  immédiatement  que  Ion  ,i 

1 
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en  désignant  par  i  '     la  dérivée  d'ordre  a,       /_       ...       / ,  de 

la  fonction  l  ,. 

v  devient  une  certaine  expression  en  \.  1   .  I    .... 

s,  =  X   hÇ,Ul+ÇïUa-j-...+  ÇxUs 

:      :  i         :  i  :  i  .... 

Les  équations  dont  les  premiers  membres  sont  des  dérivées  d'une 
fonction  déterminée  u'  conduisent  toute>  à  la  même  équation 


(0 


1  Ï(^T—    '       -^ 


Les  N  fonctions  U  doivent  satisfaire  au  système  des  N  équations 
différentielles    ordinaires    obtenues    en    faisant    dans    la    précédente 

Si  le  déterminant 

t  — /.,,      —  "/.,.. 

'  '       '' 


—  a.n, 


i  —  /  x\ 


est  différent  de  zéro,   le  système   précédent   définit   les  I        comme 
fonctions  boloinorpbes  de   \  «'t   des  dérivées  il  ordre  inférieur  à  p.. 

/>,,...,  py  (ou  de  cote  première  inférieure  à  P)  des  I   ,.l     1  s 

(au  voisinage  du  système  de  valeurs  o,  o,  . . . ,  o)  :  il  ,i  une  solution 
et  une  seule  s'annulant  ainsi  que  ces  dérivées  pour  \  :  o.  i  Connais- 
sant les  valeurs  pour  \  o  des  dérivées  de  cote  première  P. 
P  i,  ....  P  -  i  des  I  .  ce  système  dérivé  P'  -  P  fois  permet 
d'avoir  la  valeur  pour  X  o  des  dérh  ées  de  cote  premièi  e  P'. 
Les  équations    i     s'écrivent  em 

il  V  ,     i 


Supposons  que  les  N  inégalités  suivantes  soient  vérifiées  tau  gens 
strict) ; 


i    i 
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Le  déterminant  D  est  alors  certainement  différent  de  o  (voir  le  m  me  II   . 

Les  valeurs  initiales  des  U/    satisfont  au  s)  stème 

'  V/      i 

La  solution  de  ce  système  est  donnée  par  <l  -  formules 

où  les  X'«  sont  positifs  (  lemme  II  ).  Les  p  étant  positifs,  on  en  conclut 
que  les  valeurs  initiales  des  dérivées  de  cote  première  I'  des  I  sont 
positives  (sens  large  i. 

Je  dis  qu'il  en  est  de  même  des  valeurs  initiales  des  dérivées  de 
cote  première  P'  (  P'  quelconque  >>  P).  Admettons  qu'il  en  suit  ainsi 
pour  les  dérivées   de   cote  première   inférieure    ou   <_  I" —  i. 

Dérivons  les  équations  (2)  P  —  P  fois;  les  deuxièmes  membres 
obtenus  sont  des  polynômes  relativement  à  \.  aux  I  et  à  leurs 
dérivées;  les  coefficients  de  ces  polynômes  sont  tous  po>iti!">:  d*,iutre 
part,  les  coefficients  des  dérivées  de  cote  première  I''  sont  précisémenl 
les  coefficients  des  dérivées  de  cote  première  P  dans  l'équation 
Les  valeurs  initiales  des  dérivées  de  cote  première  P'  sont  donc 
données  par  un  système  de  la  forme 

1  1    '•   "         V  )       1       '"-' 

où  les  p't  désignent  des  quantités  positives  1  résultats  de  la  substitution 
de  quantités  positives  dans  des  polynômes  à  coefficients  positifs  I  - 
valeurs  sont  donc  toutes  positivi 

Si  donc  les  a,:  satisfont  aux  inégalités 

•  m  pourra  affirmer  crut  la  lyitemi  B1  b  uns  lolution  d  roefficienti  I 
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positifs  (sens  largo),  la  solution 

ÊiU/U,  #,  +  £,#, +  ...  +  £„.£„)        (i-i,2 \ 

i>.  i°  Fixons  les  valeurs  positives  (sens  strict  )  des  a  de  manière 
que  les  M  inégalités 

soient  vérifiées  i  au  sens  strict  i. 

2°  Parmi  les  \J  distinguons  les  coefficients  des  dérivées  antérieures 
au  premier  membre  correspondant.  Pour  les  systèmes  d'indices 
i,  /•  ;  a, ,  a,,  . . . ,  an;  3, ,  (3,,  . . . ,  3„  qui  leur  correspondent,  fixons  les 
quantités  ;,,  ;, \n ;  1',,  £2J  ....  "_'v  de  manière  que  l'on  ait 


i . 


(I)  :,.  i, 

"/   ,  '  :a„ 

(H)  M 

Il  -      ■ 

'  '  '*  - 1  -■■>    '  ' 

ou  encore 


Mil 

Ce  choix  est  possible  d'après  le  lemme  III  voir  ce  lemme  en 
annexe  |. 

1°  Soit  i\  /i'î  a',,  a a  :>.>  V  le  système  d'indices  cor- 
respondant à  un  autre  L  ;  nous  fixerons  '  i  positif  sens  large)  de 
manière  que  Ton  ait 


/  u  ;a:' 

- 


M. 


11/. 

•'  "i    ■ 

4°  Fixons  encore  les  s,-  de  manière   [ue  l'on  ait 

x,';a  \i 

/(-/-,    .  _.    •  •  •   - ,,         "  • 

Ces  choix  étant  faits,  lesR  sont  majorants  pour  les  R  correspondants; 
les  L'  de  première  espèce  (2"  )  soûl  majorants  pour  les  (L)  correspon- 
dants-, car  dès  que 

'      >•//.  ;/!?■;;■■.. -. 
I-*  "/.   :*#■£?*... 
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est  majorant  pour  une  fonction,  il  en  est  de     >   m<    de 

i  —  s        II*        ÇAcP«?P  .  .  Il 

Il  en  est  de  même  pour  les  L'  de  deuxième  espèce  (3°  .  à  condition 
que  le  terme  constant  du  L  <jui  correspond  au  système  d'indices  i  .  /  : 

y.r  k'2,  . ..,  x'n  :  'j,.  [3 ,  'j„  x  >//  inférieur,  en  valeur  absolut  .  à 


H/. 

7.  Conclusion.  -      Nous  venons  de  démontrer  aux   uos  '■'*   et  <>  les 
divers  points  annoncés  au  n°  \. 

Nous  en  retiendrons  particulièrement  la  conséquence  suivante  : 

«  Soit  un  système  (C)  satisfaisant  aux  conditions  a,  l>  |  voir  II.  •»  . 
Donnons-nous  arbitrairement  un  système  de  fonctions  |  kolomorp/u  s 
autour  de  ./•",  a?", . . .,  a?"  )  pour  les  «  fonctions  initiales  »  (dont  la  forme 
est  délinie  par  les  premiers  membres)  (  I,  W  et  17  i.  Supposons  que  les 
valeurs  à  l'origine  qui  en  résultent  pour  les  dérivées  susceptibles  de 
figurer  dans  les  deuxièmes  membres  forment  des  systèmes  de  \alem  - 
ordinaires  pour  ces  deuxièmes  membres.  Supposons  enfin  que  le  s\  s 
tème  soit  complètement  intégrablc  (  ce  dont  on  s'assurera  par  le  pro- 
cédé indiqué  au  n°9,  II).  Il  existe  un  système  de  fonctions  liolomorpln  - 
autour  de  ./ •',', ./ ■',', . . .,  a?°,  et  un  seul,  qui  satisfait  au  système  <  < .  )  et  aux 
conditions  initiales  choisies.  » 


Trois  lemmes  d'Algèbre.    . 

I.('  )SoientA,  l>,...,  C  des  quantités  positives  ou  nulles.  Suppo- 
sons qu'il  existe  un  système  de  nombres  positifs  i  sens  strict  \\i\. 
X,  U,  \  ,  W  tels  '///'■  Von  ait 

\       \ \       BY+CZ       i 
(  I  )  M       \  \      l  ;  \      i    /      \ 

I  /.       \  \      \\  \      I    /      vv. 


i  ( '/'.  Riqi  u  i;.  Sj  v/<  nu  v,  p,    
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Soir///  a,  h. .  ...  c",  //,  r.  u-,  afes  quantités  dont  les  valeurs  absolues 
sonl  respectivement  inférieures  i  o«  égales  )  à  A,  I>. . . .,  C",  U,  V,W. 
i"  />'  système  d'équations  en  a •.  r.  r  : 

./-'//-Ai  C'5  +  «, 

(  i  )  y  —  a'  ./•  -+-  //  v    :-  c'  c  H-  c. 

'    c        r/ "./■   r-  b"  y  +  r "  ;  -;-  u-, 

a  une  solution  ; 

2°   //  n'en  a  qu'une  :  x,  y,  z  ; 

3°  On  r/,  pour  cette  solution,  les  inégalités 

1*1 -v      Irl   v,      |^|   / 

Remarquons  lout  d'abord  que,  si  Ton  prouve  la  première  des  propo- 
sitions précédentes,  on  aura  prouvé  par  là  même  que  le  système  (i), 
où  les  et,  b, . . .,  c"  conservent  la  même  signification  et  où  //.  r.  u 
désignent  des  nombres  quelconques,  a  une  solution  et  une  seule, 
autrement  ditque  «  son  déterminant  »  sera  difierentdezér<>.  Si.  en  effet, 
le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  est  nul,  on  sait,  d'après 

la  théorie  des  systèmes  linéaires,  que  le  système  (i)  (  où  a,  b 

gardent  des  valeurs  déterminées  )  n'est  possible  que  si  u,  v,  \v  sonl  assu- 
jettis à  des  conditions  d^ègalilê;  or  renoncé  n'assujettit  //,  r,  u  qu'a 
des  conditions  d'inégalité  : ces  quantités  peuvent  être  choisies  indé- 
pendamment l'une  de  l'autre,  de  manière  seulement  que|//|,  |»'|,|^'j 
soient  inférieurs  à  U,  \  .  V\  .  quantités  toutes  trois  essentiellement 
positives. 

Il  nous  suffira  donc  de  prouver  les  propositions  r  el   »°. 

Posons  : 


,11, 


(ill)  \  \   \  li   V        ■    <     /  \  .). 

1   /.,       \  \  i;  ï  C"Z  V\ 

Montrons  que  lorsque  n  tend  vers  l'infini,  \  .  \  .  /„  tendent  en 
croissant  (sens  large  )  vers  des  limites  :.  r ,  -':  il  résultera  (Tailleurs  de 
là  et  des  formules  (\\l)  que  <:.  y),  -,  satisfait  au  système  I  I   . 


i  \,  =u, 

1  ï     \ 

\           \    \ 

r.  ) 

'     / 

" 

M        \  \ 

1  /.       \  \ 

13   \ 

1    / 

V 

W\ 

'    / 

VN 

systèmes  d'équations  aux  dérivées  paiitielles.  i  '<~ 

i"  Xn     -Xw_,,  Yn—  Y,.M  Z„ — Zn    ,  sont  positifs  ou  nuls.  Le  fait 
est  exact  pour  /*  =  2,  car  ces  quantités  sont  alors 

AI    +.  BV  +  CW,         V'U  +  B'V  +  C'W,         \   1        l;  \       C'W. 

D'autre  part,  les  égalités  (IV)  déduites  des  équations  (III  )  écrites 
pour  les  valeurs  n  et  // — ■  1. 

X„-Xn_1=A.  (X/(_,  — XR_2)  +  B  (Y,,-,      Y^O-hCCZ,,-,      L 

d\  l        Y,(-Y7,_,=  ,Y7\;/    ,-X,,  0   hB'(Yy  î  l      /        -Z„_, 

'   Z„      Z„   ,  -   V"(X„   ,      \„   ï)  +  B"(Y/i    ,      Y„    ..,       I      /       -Z 

montrent  que,  s'il  est  vrai  pour  la  valeur  // —  1  de  L'indice,  il  est  encore 
vrai  pour  la  valeur  n.  Le  fait  est  général  :  Xn,  ï  „,  X„  ne  décroissent 
jamais,  quand  //,  augmente. 

20  X  —  Xre,  Y  —  ï  „,  Z  —  Z„  sont  positifs  ou  nuls. 

Le  fait  est  exact  pour  Ai  =  1,  les  quantités  considérées  sont   alors 

"LX  +  BY  +  CZ,         \\       B'Y  +  C'Z,         \\       BM       '/. 
D'autre  part,  les  égalités,  déduites  de  (I)  et  (Il  I  1, 

X-X„  =  A  (X-X^-O-hB  (Y-Y^-O+G  (Z-Z,,-,), 
ï  -Y„=A'(X-Xw_1)H-B'(Y-Y„_1)-t-C'(Z-Z/1 
Z  -Z„       \  (X-X„_i)h-B"0  -Y„_.)      C'(Z      /. 

prouvent  que  s'il  est  vrai  pour  la  valeur/*—  1  de  l'indice,  il  est  vrai 
pour  la  valeur  n.  Le  fait  est  général  :  \„,  Y„,  Z„  ne  dépassent  pas 
X,Y,Z. 

Des  remarques  précédentes  résulte  iinmédiatement  la  conclusion  : 
X„,  Yn,  Zn  tendent  (  en  croissant)  vers  des  limites  ;,  /,.  '1  qui  sont  au 
plus  égales  respectivement  à  \,  Y,  Z,  et  qui,  comme  V  ï  .  X.  forment 
un  système  de  solutions  de  1  I  >. 

Posons  maintenant 

p,      //. 


I      '  N  "      '         I  h     '  "■ 

(:5)  '       "  '         b'yn  i-t-  c zn ., 

■        a   <  .       ■    l   1  .  1      ■    .  .1  . 

Journ.  de  Math    ,s   série),  1 c  III.  \i 1 ' ,N> 
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Montrons  que  Ton  a 

Le  fait  est  exact  pour  n  =  2;  il  se  réduit  au  suivant  : 

a  11  +  b  v  -  < ■  ..        \   I        B  \    hCW, 
a  //   •   h  , ■   .  ,■  m        \   l        i:  \       C'W, 

a"u  +  b"t>  +c'tv       \   I     t-B  \    •    '•  W  • 
Mais  on  a 

■'■„         Xn-\  —  a    (Xn-.i  —  JCn-t)  ii    '    Vn-\—yn     ï)     ■     ''    '   ' n -.  ~  'n 

yn      yH-l  =  a'(asH-l      xn   ,)    •  ■/<      1  >„_  ,)  +  c  '<  zn    ,  —  .-„ 

Si  donc  le  fait  est  exact  pour  la  valeur  n  —  1  de  l'indice  on  a 

!•*■«—  *„   ,       \     \„   ,—  V  B  (Y„_,—  Y„_,        '      /        -Z 

|/«  —  J'«-.l     *     \  \  B'(Y„_,       ï  C    /  /.,.  ,), 

|  3„-  S„    :        \     \„    :       V  B"(Y„_,  — Y„  1       /  / 

M  lis  ces  deuxièmes  membres  de  ces  inégalités  sont  égaux,  d'après 
(IV  ),  à  \„  —  \„   ,,  Y„ —  Y~,,_,,  Z    —  /.   .,.  Le  fait  est  donc  général. 

La  série,  r,  -+-  (./:..  —  .#•,)  -+-...+  (xn  —  xn  ,  )  -+-  . ..  est  convergente; 
l;i  valeur  absolu*'  de  sa  somme  est  au  plus  égale  à  :. 

Ainsi  ./■„,  r„,  zn  tendent  vers  des  limites  c,  v,  s  telles  que  1  :. 
|y|  rn  \-s\  '-'.  D'après  (3),  ces  limites  forment  un  système  solution 
de(i  >. 

La  proposition  i°  est  donc  démontrée. 

Comme  nou>>  l'avons  remarqué  au  début,  il  résulte  de  là  <jue  le  déter- 
minant des  coefficients  des  inconnues  dans  (  1  >  est  différent  de  zéro, 
on  voit  qu'il  en  est  de  même  du  déterminant  correspondant  de  <  I  ),  en 
donnanl  aux  a,  A,  ...  les  valeurs  A.  B,  . . .;  (I)  n'a  qu'une  solution  : 
:.  y],  Z  n'est  autre  que  X,  ^  ,  /. 

La  proposition  est  donc  entièrement  démontrée. 

Nous  avons  obtenu  en  même  temps  un  théorème  plus  général  que 
l'on  peut  énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Soient  A,-,  des  nombres  positifs  <  ou  nuls  w  aik  des  nombres  quel- 

conques  tels  que  \aih  |     A,7,  : 
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i"  Si  le  système  d'inégalités 
(0  .'  Xi—  2  ^*x*>°i 

prises  au  sens  strict,  est  résoluble  en  nombres  \  positifs  i  '  ».  le  déter- 
minant du  système  de  formes  linéaires 


i.    \ 
i. 


i— 2"''  ■'''■ 


est  différent  de  zéro. 

20  Les  \  désignant  un  syslcmt  particulier  de  solutions  positives 
du  système  <  i  ),  appelons  \  ,  la  quantité  positive 

i,  =  \ 

v,  ûfe.s  nombres  quelconques  tels  que    y(\     \  h  la  solution  du  système 

d'équations 

i.    \ 

*<— 2*'** 

satisfait  aux  inégalités 


1*7  |      \, 


1 1.  Nous  avons  utilisé  la  proposition  suivante  : 

Soient  A,/,  n"-  nombres  positifs  (  ou  unis  )  tels  que  Von  ait 

i,    ,, 

yA/A.<i         (i       r,  a,  . . .,  n). 

i.    i 

Le  .■  ysteme  d'équations  en  x 


i  '     On  voi|  i  iii  î  1 1  »  -  ■  i  î  .i  i  •-  r  1 1  «  *  1 1 1  qu'il  n'est  pas  nécessaire  d'ajouter  ici  i  pu  sens 

rjci 
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(où  les  y  sont  arbitraires)  admet  une  solution  et  une  seule;  celle 
solution  est  donnée  par  les  formules 

I,      n 

ar/=2  Bu.yA., 

i.  =  i 

où  les  \\  sont  positifs  (ou  nuls). 

dette  proposition  apparaîtra  comme  un  cas  particulier  d'une  pro- 
position plus  générale. 

Considérons  le  système  d'équations  en  •',  v,  r  : 

,    x  —  a  ■>-■  ■+-  b  y  -:-  es    ■    u . 

(  i)  y  =  a'  X  -4-  b'  y  -4-  c'  ~  -+-  «'• 

'    z  —   a    i         b"  |         *     :    h  ir, 

où  a,  A,  . . .,  c  ,  w,  p,  w  sont  des  nombres  quelconques  tels  que 
\a\  +  \b\  +  \c\,     |«'|  +  |//|--|r'|(     |a"|4-|*"|  +  KI 

È 

soient  <1  i  ;  soit  k  le  plus  grand  de  ces  trois  nombres. 

Soit    /•,,  yt1  z{  un  système  de  valeurs  initiales  quelconque  pour 
,r,  y,  z.  lisons 

i    '         "    '  ■    i  l-  ''  '  n    i      c  .-„_,  +  » 

(   2)  •  "'    '  „      ,  &     I  N      I       -  '■    =/.      1+1' 

"     >        :         b"  y,  :  Il 

(  )u  tire  de  là 

./•„  -  ./  ,    ,      a  (xH.  i  —  a  A.... 

y  h    ■  jn-i-    "     '  •      --  '  h  (  x  ■   I—  ïn  !  ■ ,  \—  :■„ 

:■„  —  S„  -,-«"<  *«■  i  — ->V  :>)  -h  &"(  V„-,—  J,,-j)  -r-  C"|  C,,-,—  C„_ 

Soit  o„  le  plus  grand  des  trois  nombres 

-  ■'■„    i  |,     |  v„—  r„_,  |.     |  :■„  —  :„_,  |. 
Des  égalités  précédentes,  on  lire  : 

|^„— a?„   ■  !-HM  +|c|]3„   ,    /■  5 

et  deux  inégalités  analogues  pour 

|  >•„--.)•„..,  |,     |  :H  -    »„_,    : 
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d'où 

Les  séries 

7i+  (jk-2   •  ji)  +...+  0'»  —  /«  i)     •  •  •• 

-,     -  (-2  C,)  +...+  (    "„  -    5„     ,)+... 

sont  donc  absolument  convergentes;  soient  ./■.  r.  s  leurs  sommes. 
D'après  (2),  x9y,z  est  solution  du  système  <  1).  Le  système  <  1  m'a 
d'ailleurs  qu'une  solution  puisque  w,  r,  w  ne  sont  assujetties  à  aucune 
restriction.  Nous  avons  obtenu  la  solution  du  système. 

Supposons  a,  /;,  ...,  c"  positifs  et  fixes.  Partons  du  système  de 
valeurs  x{  ==  o,  y,  =  0,  r,  =  o;  quels  que  soient  //.  p,  w  positifs,  les 
valeurs  ./•„,  y„,  z„  sont  positives;  les  équations  (2  )  montrent  en  effel 
que  ce  fait  est  vrai  pour  //  =  2  et  que  s'il  est  vrai  pour  la  valeur  n  — .1 
de  l'indice,  il  l'est  aussi  pour  la  valeur  //.  Les  valeurs  / .  \  .  3  sont 
donc  positives.  En  particulier,  en  faisant  u=  1,  v  =  ir  =  o,  on  voil 
(jue  les  coefficients  de  //,  dans  les  expressions  de  .r.  \  .  :  sonl  tous 
trois  positifs;  il  en  est  de  même  des  coefficients  de  p,  h  . 

Nous  avons  donc  obtenu  la  proposition  générale  : 

Soient  aik  ir  nombres  quelconques  tels  que 

I.      n 

^K/  |<i  (*       >•    • n), 

1.     1 

h-  déterminant  A  du  système  de  formes  linéaires 

I.  :    n 

.r,  —  N^  a    \ 

/,  =  1 

est  différent  de  zéro;  supposons  les  aih  réels;  le  délcrminanl  A  ctanl 
une  fonction  continue  des  a,,   et  le  domaine  ou  va  rie  ni  les  a     étanl 
d'un  seul  tenant,  on  peut  affirmer  que  A  garde  un  signe  constant; 
signe  est  d'ailleurs  le  signe  -'■- ,  qu'il  a  lorsque  les  a  ,  s'annulent. 

Si  tous  les  "lk  sonl  de  plus  positifs  t  le&  m  -  1  l>  - 

et  n-\  colonnes  du  déterminant  A  sont  eux  ■■•■ 
cette  dernière  phrase,  positif  doit  ôlre  pris  qu  Boni 
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III.  KlanL  donnes  un  système  de  monômes  quelconques  en 
./■,,  x,,  ...,  ./■„  en  nombre  fini  et  un  nombre  positif  quelconque  A. 

on  peut  trouver  un  nombre  /'„  et  des  fonctions  de  i.  i n  —  i 

variables  /', ,  /'.,, /',    ,  tels  que  si  Von  ri  à  la  fois 

:  >/«  i(-ri-  ^s 

A'  rapport  de  chacun  des  monômes  à  tout  monôme  du  système  plus 

bus  une  Im  est  supérieur  à  A. 

La  proposition  est  évidente  lorsque  n  -  i .  Admettons-la  lorsque  le 
nombre  des  variables  est  égal  à  n  —  i ,  el  démontrons-la  pour  //. 

Considérons  le  système  partiel  foi  nie  par  tous  ceux  des  monômes 

donnés  où  l'exposant  de  xn  csl  /  :  soienl  /     .  /     /  '  .  le  nombre  el 

1rs  fonctions  telles  que  les  inégalités 

entraînent  la  conséquence  que  le  rapport  de  chacun  des  monômes  à  tout 
monôme  du  système  partiel  plus  bas  que  lui  soil  supérieur  à  A.  Cela 
é  tant  fait  pour  chacunedes  valeurs  de  X,  appelons  jf„  leplus  grand  desy  : 
/ ',  i  /  ,  i  une  fonction  plus  grande  que  tous  les  _/','  |  c,);  _/'_.  (xn  ./•_.  i  une 

fonction  plus  grande  que  tous  IcsyV  (#,,  f2),  •  •  •  '■  i       •  >  ,  •  '  : < 

une    fonction   plus   grande  que  tous   les   /      (.ru  t., x     ,);    les 

inégalités 

entraînent  celle  conséquence  :  le  rapporl  de  chacun  des  monomi  s  du 
système  à  chacun  de  ceux,  plus  bas  que  lui,  où  x    a  le  même  exposant, 
esl  supérieur  à  A.  Exprimons  maintenant  que  le  rapj  01 1  de  cha 
monôme    du  système  à    tout  monôme  contenant  x„   à   un  exposant 
inférieur  est  supérieur  à   A;  nous  obtenons  un  certain  nombre  fini 

d'inégalités  de  la  forme  a*,,  >oi  cn x.± .  on  appellera  / 

x.,,...,x„  ,)  une  fonction  plus  grande  que  lou    leso;   /'../, /     , 

satisfont  à  toutes  les  conditions  de  l'i 

Corollaire.  liant  donnés  un  système  quelconque  de  monômes 
en  ./•,,./•_,,... ,  ./•,,  en  nombre  fini  et  un  nombre  positif  V,  on  peut  choisir 

pour  les  .r  un  svslème  de  valeurs,  loules  plus  grandes  que    i.   tel  nuC 
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le  rapport  de  chacun  des  monômes  à  chacun  des  monômes  |  lu-  I  as 
soit  supérieur  à  A. 

H  suffit  de  choisir  pour  a?,  un  nombre  supérieur  ù  i  ci /'„.  poura\,un 
nombre  supérieur  à  i  cl  _/',  l  x{  ),  pour  x3  un  nombre  supérii  m  .1  1  cl 
/'/.)',  ,  x,  1,  etc. 

Le  théorème  précédent  s'applique  encore  lorsqu'on  entend  pai 
monôme  une  expression  de  la  forme  x*  x\  ...  /^  où  les  a  s« >  1 1 1  des 
entiers  positifs,  négatifs  ou  nuls. 

[ppllcalion.  —  Considérons  un  système  de  variables  et  de  fonctions 
auxquelles  des  cotes  ont  été  attribuées  suivant  les  indications  donn 
au  Chapitre  II  (  n°  ï  >.  On  peut  (')  sans  changer  le  classement  substi- 
tuer aux  cotes  données  des  cotes  toutes  positives;  il  nous  suffira  de  sup- 
poser que  les  cotes  des  variables  indépendantes  sont  positives. 

Faisons  correspondre  aux  variables  et  aux  fonctions  des  nombres 

positifs  ;,,;.., \n%  £,,  t2i...f  Cxi  à  'a  dérivée  //,  „    „    le  monôme 

Cfc^t'^2*  •  •  •  £"";  adoptons  pour  ces  monômes  les  ternies  mêmes  (cotes, 
classes,  etc.)  qui  ont  été  adoptés  pour  les  dérivées  correspondantes; 
considérons,  pour  fixer  les  idées,  le  système  I  des  monômes  de 

(  '  )  Soient  DM.  l),o,  .  .  .  ,  I  >,\   les  cotes  premières   des  fou  cl  ion  s  ult  u  > "\. 

Ajoutons  à  chacune  des  cotes  / .'''""'s  des  variables  (/       2,  ■  '*, s)  un  m< 

nombre  entier  a;  tel  que  les  sommes  obtenues  soient  toutes  positives;  ajoutons  à 
la  cote  /."""'di'  U/i  le  nombre  !>,,<//• 

Les  résultats  obtenu»  forment  un  système  de  cotes  qui  définit  le  même  classi  - 
meut  que  le  classement  primitif.  Les  cotes  premières  n'onl  pasebanj;  :  consi- 
dérons donc  deux  quantités  qui  aient  mêmes  1  oies  premièi 


1/ 

On  a 

I-,,   -    y,        /..  +  .  .  .-H  y.„       1\ 

Les  cotes  À'''1"1'"  de  ces  deux  quanti  lés  on!  augmenté  resp  >  tivemenl  de 

h,  a)      1  x,   1-  y ■  ■    y    \a\       D,    ./ 

c  est-à-dire  de  valeurs  égales. 

Il  c^i  d'ailleurs  évidenl  qu'en  ajoutant  un  même  nombre  ù  toutes  I 
toutes  les  fonctions,  on  ne  change  pas  le  classement.  On    pourrait  donc 
changer  le  classement  ren  Ire  toutes  tes  cot<  s  positives. 
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première  P  et  donnons-nous  un  nombre  positif  A  :  on  peut  trouver  \  '  | 
////  système  de  nombres  ;.  'Ç,  l  :  •  i  |  tel  que  le  rapport  de  chacun 
des  monômes  de  -  à  chacun  des  monômes  antérieurs  du  même 
système  -  soit  supérieur  à  A. 

Soient C2i,  C,,,  ...,  Csi  les  cotes  1%  3e,  ...,  sième  de  ./',(/—  i,  2, ...,  n)\ 
I  ),/,,  l):t,0  ...,  Dv/l  les  cotes  2e,  3e,  ...,siimc  de  uA(k  =  1,  2, ...,  N)  et 
soient  02,  0.,,  ...,0s.ç  —  1  nouvelles  variables. 


l'osons 
(  >n  aura 


-I yj'    y-|        •    •   •     <$      )  ■:/. J2        ' :,        ■    •    •     JS       ' 

'-,  ;'■)■■  :<*  :a  •"  .ji     -ji     ■       ;'        n  x,c„+a,<  x„c,„ 

=  og.©s- . . .  of- 

en  appelant  C2,Cn  ...,  C,  les  cotes  2e,  3e,  ...,  .v"me  de  ^^g  ...g-. 

Les  monômes  du  système  Ise  répartissent  comme  on  l'a  vu  en  classes. 
Nous  voyons  ici  que  tous  les  monômes  tx  d'une  même  classe  sont  égaux 
au  même  monôme  u.  en  Û2, 0,  el  que  de  plus  un  monôme  a  est  pos- 
térieur ou  antérieur  à  [/.'  suivant  que  le  monôme  en  0  correspondant 
à  a.  est  plus  haut  ou  plus  bas  (pie  le  monôme  en  0  correspondant  à  y. 
(à  condition  toutefois  de  ranger  les  0  dan^  1  nuire  inverse  (2)  des 
indices  0,s,  0s_n  . ...  0  ,  ». 

On  choisira  successivement  0o  hs  ,,  ...,6,  d'après  les  indications  du 
corollaire  précédent.  Le  rapport  de  chacun  d<>>  monômes  de  I  à 
chacun  des  monômes  antérieurs  du  même  système  sera  supérieur  à  A  ; 
les  0  étant  supérieurs  à  1  et  les  cotes  des  variables  indépendantes  étant 
positives,  les  i,  sont  aussi  supérieurs  à  1  puisque  l'on  a 

- 


(  ')  Cf.  Riquier.  Sj  ï/<  mes,  p. 

(-  )   Voir  la  définition  (Chapitre  I,  n"  10). 


SYSTÈMES    D'ÉQUATIONS     \l\     DERIVEES    PARTIELLES.  1 4  5 


CHAPITRE  l\. 

EXEMPLES. 

Exemple  I.  —  Soit  le  système  aux  dérivées  partielles  à  une  fonction 
inconnue  a  de  cinq  variables  indépendantes  xn  /  .  i  }a  ,  xt  jlitenu 
en  égalant  à  zéro  les  expressions 

A  =/>l3—  Pli 
B   =Pl<>—/>23 

Q=pis  —  pti  /       _     QUi 

X  D  =  p33-pi6         \Pik      dxtdxk 
E  =  pu—pt 

nous  considérons  />l:!, />,,,/',  ,,  />,,,  />,•,,  />,,  comme  tenant  le  rôle  de 
premiers  membres  (voir  II,  ii  et  8). 

i"  Adoptons  pour  les  variables  l'ordre  x7.  x  vt. 

Les  variables  multiplicatrices  sont  respectivement  : 

Pour  xxx3 '  ..   /  ,.   / 

ï)         X  i  i2/ /  .• l  •   *'  l 

»  X\XS '    ...     •'';,■     .'l 

w         -3?  3 ■  '  ' 

"      X3X$ r...    i '  .    i  , 

n      ^4 '-j  •    ' 

Les  monômes  correspondant  aux  premiers  membres  forment  un 
système  de  monômes  complet  1  I,  8)  (relativement  au  classement 

./.,  a -.,,  .'  ..   r,  ).  On  vérifie,  en  ell'et,  que  les  produits  de    1  x\ 

par  ./;,  sont  égaux  aux   produits  de   vtxa  pai  par 

par  xÂ.  Les  identités 

x3x,,  x  .r-,  -  a?J  > 
puis 

•''1  •'',  > 

Journ.  de  Math    l  tome  111.        lnn<  e  1  '  9 
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OC  \  ^o  ^*  ***  \  —  OC  \  30  ^  ^s  OC  ^ 


achèvent  de  prouver  que  l'on   a   bien   là   un   système   de   monômes 
complet. 

2°  Les  équations  données  satisfont  à  la  condition  b  (II,  «>)  si  l'on 

adopte  les  cotes  suivantes  pour  les  variables  ./.,,/    .  i    .  i  ,,  a     : 


I 

I 

1 
1 

1 
I 

I 

0 

0 

1 

o 

o 

Cotes  premières i 

»       secondes 2 

»       troisièmes i 


qui  donnent  le  classement  suivant  pour   les  dérivées  du  deuxième 
ordre  : 


Pu 


P$s 

Pli 

Pu 

Pkk 

P.5 

Pr, 

Pu 

Pu 

Pis 

Pu 

Pu 

Pu 


(la  classe  croissant  lorsqu'on  lit  la  ligne  précédente  de  gauche  à 
droite).  C'est  ainsi  que  pta  est  postérieure  à  p2.,,  p{  4  à  p2.n  etc. 

3°  Le  système  donné  est  donc  un  sj  stème  C,  I  II.  7). 

Ce  système  C,  est  complètement  intégrable.  Pour  le  reconnaître, 
nous  sommes  amené  (II,  8)  à  former  les  expressions 


D.-A,. 

\\-Vu 

E,-  V 

B,       \ 

F,-B4, 

\ 

I     -l>,. 

\- 

où  l'indice  i  désigne  la  dérivation  par  rapporl  à  i  . 

On  constate  que  ces  expressions  sont  égales  identiquement  (c'est-à- 
dire  quelle  que  soit  la  fonction  //  )  aux  expressions  suivantes  : 


—  B2  —  C,, 

-D,      1 

-c„ 

-D,-C„ 

—  A,4-  1 

—  1 

B  . 

-I7,, 

ce  qui  suffit,  comme  nous  l'avons  vu  (n°  8),  à  prouver  que  le  système 
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proposé  a  une  solution  répondant  à  un  système  de  conditions  initiales 
arbitraires  du  type  même  de  celles  qui  conviennent  au  S)  stème  obtenu 
en  égalant  à  zéro  les  premiers  membres  seuls 

Nous  précisons  ces  conditions  dans  le  paragraphe  suivant  (  \     . 

4°  Les  monômes  qui  ne  font  pas  partie  du  module  défini  par 
les  M  se  répartissent  en  un  nombre  fini  de  classes  i  ( voir  I,  n°9); 
chacune  de  ces  classes  est  engendrée  par  les  produit-  d'un  monôme  \ 
par  tous  les  monômes  formés  avec  certaines  variables  (variables  multi- 
plicatrices  pour  ce  monôme  N);  en  appliquant  la  méthode  générale 
indiquée  au  n°  9  (I),  on  ne  trouve  dans  le  cas  présent  aucun  Dt0,  ni 
Les  x  sont  les  produits  de  : 

cc\x^ x'I       =  i        par  les  monômes  en     jc.2. 

■  l    .  .  i        i  ^*^4  ^  'î 

■  I      .       f  I  -      ■     du  J  ''  -  *     ^  • 

JC  j  X  3  JC  >  OC  -  —  OC  j  W 

On  pourra  se  donner  arbitrairement  {voir  I,  n"  15)  les  \alcursde 


et  la  valeur  de 


du        du 
u,     - — ,      - —  sur         x,-=x,=  xk 

OX;  <)  1 


Ou 


o. 


Le  système  proposé  aura  une  solution  et  une  seule  répondant  à  1  es 
conditions  (démonstration  de  convergence  :  III  >. 

5°  Considérons  maintenant  A,  B,  C,  D,  E,  V  comme  six  fom 

quelconques  de  r,,  a?2,  ./ ;.,,  x .,  ./;   et  posons 

/  asD.-CAa-Bj-C,), 

b,     k,_(a;-C2). 
,        I  ,         l;,        \        I 
d      I         il».  •    B 
e  =  l  !  .       D        l 

/       B        (A»-D        l 

\        I 

'■I 


(2) 
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(Lorsque  A.  I!,  (.,  I),  E,  F  représentent  les  expressions     i 
d,  e,  /',  g-,  //  sont  nulles.) 

Considérons  le  système  aux  dérivées  partielles  obtenu  en  égalant 
à  zéro  les  expressions  a,  b,  c,d,e,  f,  g,  h\  D,,  E  I  .1  .1  ,  B3,(  .<  , 
tenant  le  rôle  de  «  premiers  membres  »  (II,  5  el  H  ). 

\"  Ces  premiers  membres  forment  pour  chacune  des  inconnu-'- un 
système  de  monômes  complet;  2°  chaque  second  membre  ne  contient 
que  des  quantités  antérieures  au  premier  membre  correspondant  si 
l'on  choisit  convenablement  les  cotes  des  variables  et  des  inconnues 
(voir  II,  8);  3°  ce  système  est  complètement  intégrable  II.  I<>  , 
On  le  vérifie,  d'ailleurs,  par  le  procédé  même  qui  a  montre  qu'il  en 
était  ainsi  pour  le  système  primitif  obtenu  en  égalant  les 
<z,  A,  c,  d,  e,  f,  g,  h  étant  définies  par  i  i  >,  on  a,  quelles  que  soient 
les  fonctions  A,  l!.  < ..  I  >.  E,  F,  les  identités  suivant 

/'  +   / 

/',     - 

Si  maintenant,  on  égal<  les  expressions 

j 
(3) 

A.—  »- 

où  r/,  A.  c,  <7,  '\  /,  :,',  //  représentent  non  plus  les  expressions 
mais  huit  fonctions  inconnues  quelconques,   on  obtient   un  système 
dont  les  «  premiers  membres  -  '/,,  et,  //,  sont  des  inconm 

toutes  différentes,  chaque  équation  ne  contenant  dans  son  a  second 
membre  »  que  des  dérivées  antérieures  à  son  •■  premiei  membre 
le  système  est  complètement  intégrab  on  ne  peut  plus  écrire 

d'identité  comme  dans  les  deux  systèmes  em  édemment; 

la  chaîne  (II,  VI  >  est  interrompue     on  peut  dire  encore  :  les  trois 
expressions  (  3  )  sont  indépendant 

Remarque.  —  En  remplaçant  dan  par  le  produit   '    i   .  on 

obtient  un  système  de  formes  algébriques;  on  retrouve  pai  la  présente 
étude    les    résultats    donne-   pai    M.    Hilbert   au   sujet   de   ce   même 


systèmes   d'équations    m  \    dérivées   partielli 

système  de  formes  (Mai h.    /////..  t.  XXXVI,  ]  0         de  plus, 

ici   :    i"   un   moyen   régulier  pour   former    les  systèmes 

2°   une  explication   du   l'ait  que  ces  divers   systèmes   son!    tous  du 

premier  ordre. 


Exemple   IF.   —    Soit    le    système   à    une   fonction   inconnue   u  de 

n  variables  indépendantes  a;,,  ./•_ '„  obtenu  i  zéro 

les  //  expressions 


(0 


du  <)f 

A, ■  = u-f- 


où  /"  est  une  fonction  connue  des  n  variables 

T  .  ,  du      du  du  , 

i°  Les  premiers  membres  - — >  -j — >  —  correspondent  à  un 

système  de  monômes  complet    ',.   /. >    .  I  conds 

membres  »  ne  contiennent    nécessairement   que  des  quantités  anté- 
rieures aux  «  premiers   >.   —   3°  Le  système  est  complètement  inté- 

grable.  Les  «  variables  multiplicatrices  »  de  A„  seront   i 

1  »  H—  M     ■  '     I    '       '    -• '    u  —  M     C  IC  . 

Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  n=  \.  Les  identités  qui 
expriment  que  le  système  est  complètement  intégrable  s'obtiennent 
sous  la  forme  at  —  o,  a.,  =  o,  a3  =  o,  a4  =  o,  a t  =  o,  a0  =  o,  en  dési 
gnant  par  an a2i  . ..,  aa  les  expressions  suivantes  : 

(dk,       àf 
\7 


V  Vi 

(dAy 

—     \ 

da  . 

rJA, 

<)\, 

El    y 

dA  df 


dx 


-EL    \     I 


-M.  A 
dxt 

dx,       dx. 


Nous  gardons  à  dessein  cette  forme  dissj  métrique 
<  ionsidérons  maintenant  le  système  aux  dérivées  partielles  obtenu 
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a.     > 


a4  = 


en  égalant  les  a  à  zéro,  les  A  étant  non  plus  les  expressions  (i),  mais 
des  fonctions  inconnues  quelconques.  Les  identités  qui  expriment  que 
le  système  ainsi  obtenu  est  complètement  intégrable  s'obtiennent  sous 
la  forme  a,  =  o,  a2  =  o,  a3  =  o,  a4  =  o,  en  désignant  par  a,,  a,,  a8,  y., 
les  expressions  suivantes  : 

V^3  ^3        /  \^î  ^2       7  \^1  <**!       7 

d^l  —  ÈLa  \      (da*        df  a  Wf  —        ^  fl 

d^4  d~C4       V  \^2  '^r2       V  V^l  ÔXxah 

dx,      dxk*J     [àx,      dx,ai)  +  \d~x~i~d~7la" 

Xâx,,        àx.t      )       \ox3        ûx3     J       \dx,        0  vt      / 

Le  système  aux  dérivées  partielles  obtenu  en  regarda///  main/ruant 
les  a  comme  six  fonctions  inconnues  quelconques  dans  les  équations 
a,  =  o,  y.,,  —  o,  a3=o,  a.  =  o  est  encore  complètement  intégrable. 
L'identité  unique  qui  exprime  ce  fait  est 

JU_/^i  _  ^/ a  \     fdak       df  a  \  [  /<?«»       o>/      \     /<?«,       c>/      \_ 
~~\<te4        dxK    '/      \dr,       dr,  '  r{       ^x,    '/      \^r3       dx3    iJ~ 

Remarques.  —  i°  On  traiterait  exactement  de  la  même  manière  le 
cas  de  n  variables  n  >  l\. 

i°  On  voit  que,  dans  le  présent  exemple,  il  \  a  effectivement  n  sys- 
tèmes successifs.  (Cf.  Hilbert,  Math.  Ann.,  t.  \\\\  I.  p.  5o5.) 

D'ailleurs  le  système  d'équations  obtenu  en  égalant  à  zéro  les 
dérivées  premières  el  secondes  d'une  fonction  inconnue  répond  .'■ 
toutes  les  conditions  posées;  en  le  traitant  de  la  même  manière,  on 
aura  n  -+-  i  systèmes  successifs. 

Exemple  III.  —   Posons  : 

\       /    i  -+  (<?  -+-  a')pi3-+  an  /> 
B  =/>,,-+-  fl/v,  -+-  bpn-+-  abpiiy 
C  =  pti+(b-h  b')p„-{-  bb'pzs, 

où  a,  /;,  a',  b'  sont  des  fonctions   données  de  a?,,  x,,  xa   et    où  pih 

représente  la  dérivée  -r — ; — dune  fonction  inconnue  u. 
r  axi  axk 
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Le  système  (p,n p^p™)  est  complet  si  l'on  range  les  variables 
dans  l'ordre  x31  x2,  &t. 

Les  dérivées  pit,  p12,  p22  sont  postérieures  aux  autres  dérivées  du 
second  ordre  de  u  si  Ton  attribue  à  xK ,  x2,  x3  les  cotes  secondes  i ,  i ,  o. 

Supposons  que  l'on  ait 

ôa         ,    do  db  db 

b  -r—  =  o, h  a  - —  zr  o , 


dx.2  <)j  -,  dxx  dx3 

ôa  ,  ôa  db  01 

dxr  dx3  ~  dx2  âx 


On  a,  quelle  que  soit  u(x,,  x2,  a?3),  en  se  bornant  aux  cas  où  i°nî  <> 
ni  b  n'est  une  constante,  2°  a,  b,  a',  b',  sont  des  constantes, 

—       b'2-L—(Ê}L       a'—\- 
dx2  àx3       \dxt  dx3) 

dU  dH       /  dC         t  dC\ 

dx2  dx3       yOxi  dx3J 

Le  système  A  =  o,  B  =  o,  G  =  o  est  «  complètement  intégrable  »  ; 
donnons-nous   arbitrairement   sur   x,  =  x.>  =  o  des  valeurs  (holo- 

morphes)  pour  u,  -j — ,  -r— ;  le  système  a  une  solution(holomorphe)  et 

une  seule  satisfaisant  à  ces  conditions. 

Les  conditions  d'intégrabilité  complète  sont  réalisées  en  particulier 
quand  a  =  b  =  a'  =  b'  =  o  ;  dans  ce  cas  le  système  ne  peut  par  aucun 
changement  de  variables  indépendantes  être  ramené  à  la  «  forme 
canonique»  donnée  comme  générale  par  M.  Delassus.  Les  méthodes 
présentes  n'offrent  pas  de  cas  exceptionnels  de  ce  genre. 
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Sur  un   cas 
de   diffraction   des   images    <l<-^   astres  circulaire. 

P\n  Maurice  Hamy. 


J  ;n  abordé,  dans  un   Mémoire  antérieur     '  .  l'étude  «I  un    pro- 
blèmede  diffraction  astronomique  <|ui  -  énonce  il<'  la  façon  suivant*  : 

I  h  astre  circulaire  uniformément  éclairé,  <l  ■  diamèl 
laire  2e,  <!<•  l'ordre  de  grandeur  de  celui  du  Soleil,  étant  observé 
;m  Foyer  <l  une  lunette  diaphragmée  par  une  fente  rectilierne  •  1  •  - 
largeur  a  e1  <l<-  longueur  h.  trouver  la  valeur  de  l'intensité  lumi- 
neuse, l<-  long  de  l'axe  de  symétrie  <l<-  l'image  parallèle  au  grand 
cùi<'-  de  la  fente,  dans  une  direction  faisanl  l'angle©,  avec  la  droite 
allanl  de  I  observateur  au  centre  de  I  astre. 

Mes  recherches,  sur  ce  sujet,  poursuivies  en  supposanl  lu  largeur  a 
très  faible,  en  raison  des  simplifications  que  cette  nypoth 
introduil  dans  les  raisonnements  e1  les  calculs,  demandaient  i  être 
étendues  an  <;i->  où  la  fente  possède  une  largeur  finie.  Le  présenl 
Mémoire  ;i  pour  objel  <l  Indiquer  les  premii  rs  résultats  auxquels  je 
suis  parvenu,  en  considérant  la  question  dans  toute  sa  généralité. 

L'Introduction  es1  consacrée  ;'i  des  remarques  concernant  l'appli- 
cation de  diverses  formules  résultanl  de  théorie  -  générales, expos» 
dans  mon   Mémoire  sur  l'approximation  des   fonctions    de  grands 
nombres. 

I);ins  le  paragraphe  I.  je  donne  I  expression,  sous   forme  <l  inté- 
grale double,  de  I  intensité  lumineuse,  !«•  long  >!<•  I  ;i\''  de  svmétrie 
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défini  ci-dessus,  dans  la  direction  o.  Cette  intégrale  se  décompose 
en  trois  autres,  successivement  étudiées,  en  vue  de  leur  calcul 
numérique,  aux  paragraphes  11,  111,  1\.  <  m  es1  conduil  à  intro- 
duire les   paramètres 

t.  h  sin  s  tt«  sin  : 


qui  jouent  un  rôle  capital  dans  la  théorie  /  étanl  la  longueur 
d'onde  des  radiations  admises  dans  l'œil,  après  leur  passage  à  tra- 
vers un  écran  monochromatique  convenable. 

Les  formules,  résumées  au  paragraphe  V,  conviennenl  pour 
déterminer  la  valeur  de  l'intensité,  extérieuremenl  ou  intérieure- 
ment au  bord  géométrique  de  l'image  de  l'astre  bord  que  l'on 
observerait  au  foyer  de  la  lunette  s'il  n'y  avail  pas  de  diffraction  . 
sauf  dans  le  voisinage  immédiat  de  ce  bord  ou  sur  le  bord  lui- 
même.  Des  expressions  analytiques,  applicables  à  cette  dernière 
hypothèse  et  qui  se  raccordenl  aux  premières,  à  distance  conve- 
nable du  bord  géométrique,  sont  obtenues  au  paragraphe  \  I. 

La  question  de  beaucoup  la  plus  importante  à  élucider,  comme 
application  des  théories  développées  dans  la  premiè  e  Partie  du 
Mémoire,  es!  celle  de  la  répartition  de  la  lumière  au  voisinage  du 
bord  géométrique,  le  long  de  l'axe  de  symétrie  donl  il  a  été  question 
ci-dessus.  On  y  parvient  en  étudianl  l'intensité  relative 

I 

1  désignant  l'intensité  absolue,  en  un  poinl  voisin  du  bord  géomé- 
trique, et  l„  l'intensité  absolue  au  bord  géométrique  lui-même. 
On  esi  amené  à  prendre  comme  variable  indépendante,  pour  effec- 
tuer les  calculs  numériques,  le  produit  x  =  im  i  i  )•  Il  arrive 

sine         / 

(§  Vil)  «pie  la  variation  de  y,  dans  le  voisinage  immédial  du  bord 
géométrique  e1  quand  on  se  déplace  le  long  de  l'axe  de  symétrie 

2  » 

déjà    défini,    es1    maximum    lorsque       = -•    La    courbe   représen- 

tative  de  y  possède  alors,  au  point  correspondant  au  bord  géo- 
métrique,   une    tangente   inclinée    au    maximum    sur    la    direction 
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négative  de  l'axe  des  abscisses.  Si  <\<>w<\  par  suite  de  l'existence 
<l<-  la  diffraction,  la  lumière  ne  peul  en  aui  nettem< 

limitée  au  bord  géométrique  de  I  imag<  .  pa    i  on       quand  on  pa 
(I  un   poinl    intérieur  au  disque  ;'i   un   poinl    ext<        i  \ . »i- 1 n- 

I  un  de  I  autre  e1  à  distance  fixe  de  ce  bord,  la  chute  de  l'intens 

relative  w  es1  ;hin-.i  élevée  cjue  possible  lorsque  ■    I  .<■  !>• 

métrique  <!<•  i  image  est,  en  conséquence,  le  mi  >i\  défini  |>"--il>l'-, 
lorsque  ce1 1  e  condil  ion  es1   ^;i  I  isfai  i  e. 

En    raison    de    relie    circonstance,    i  étude    de    la    fonction    >/. 
pour  •  .i  reçu.  ;m  paragraphe  \  ili.  des  développements  i 

étendus,    qui  on1    nécessité   des  calculs    numé  iques   considérable  . 

Les   résultats  on1    été   représentés   graphiquement   pai  un< irbe, 

'Mi  prenanl  comme  abscisse  l<    rapporl  \        _•    La  variable  :.   i 

tive  pour  les  points  de  i  image  extérieurs  au  bi  cl  géométrique, 
nulle  sur  ce  bord  e1  négative  pou  les  points  inté  îeurs,  prend  la 
valeur  i.  lorsqu  on  -  éloigne  de  ce  bord  à   une  distance   ans  i 

égale  au  pouvoir  séparateur  ,  d'une  lunette  d'ouvertu  e  circu- 
laire,  de  diamètre  égal  à  la  longueur  de  l;i  fente.  I  ne  courbe  unique 
convienl     pratiquement    à    toutes    les  longueu  -  de    fente,  en    p 

I I  ;  1 1 1 1  ce   pouvoir  s  é  p  a  i  a  t  e  u  r  comme  unité  il  abscisse. 

La  condition  as  iuiettîl  la  largeur  de  la  f<  nte-à  ne  pas  dépa  - 

///  ' 

ser  quelques   millimètre  .  en  sorte  que  sa  longueu     peul   atteint 
l<  diamètre  même  <i<   l'objectif.  En  conséquence,  il  était  naturel  de 
comparer  I  asped  «lu  contour  de  I  image,  con  aux  exl  éra 

de  I  axe  de  symétrie  di  ïgé  dans  le  sens  •!<•  la  longueur  de  la  fente, 
;'i  I  ;  i  v  |  m  •  «  •  i   1 1 1 1  cont oui  '  I  «    I  image  fournie  pa    !  obi  i  1 1 1  u til i 
sa  surface  totale.  Ur  il  arrive  que  cet  aspecl  est  plus  favo  ablc  aux 
mesures,  dan     la   premii    e  hypot  hè?  e  qui    dan     la        imd<      \ 
ce  ciu  ii  Fau1  entendre  par  là.   Le  cale  il   montre  que  I  intensité  ne 
subil  aucune  discontinuité,  pa;   plus  dans  un  ca    qu 
quand   on    i  avi     e   le   bo  d    géométrique  de   i  il  Seulement, 

comme  cette  intensité  varie  avec  un<  rapidité  xl  ème,  dans  le 
voisinage  immédial  de  ce  bord,  I  observateui  >  I  illusion  que 
l'image  de  l'a  ti    est  trrmiiu     pa    unconti  qunl  il  oonviflnl 
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d'appliquer  la  dénomination  de  bord  optique.  Il  n'y  a  là  qu  une 
impression  purement  physiologique  tenant  à  l'imperfection  de  la 
vision.  Cependant,  bien  qu'il  ne  soit  pas  susceptible  de  définition 
physique,  c'est  néanmoins  Je  bord  optique  qui  fait  l'objel  des  pointés 
exécutés  par  l'observateur,  dans  toutes  les  recherches  nécessitant 
des  mesures  de  position  à  effectuer  sur  l'astre.  <  mi  conçoil  que  la 
concordance  des  pointés  .est  liée  à  la  netteté  d'asped  du  boi'd 
optique.  Eh  bien  !  il  arrive  que  ce  bord  illusoire  es1  plus  tranché, 
lorsque  l'objectif  est  diaphragmé  par  la  fente  que  lorsqu  il  es1 
utilise  avec  sa  surface  entière. 

Les  théories  développées  dans  le  présent  Mémoire  on1  été  pour- 
suivies en  regardant  l'éclat  intrinsèque  de  la  surface  de  l'astre 
comme  uniforme.  Elles  ne  s'appliquent  pas.  par  suite,  exactement 
au  Soleil  dont  l'éclat  décroît  nettemenl  du  centre  au  bord.  Mais 
les  moyens  analytiques  mis  en  œuA  ne  possèdenl  la  souplesse  voulue 
pour  permettre  d'aborder  directement  e1  traiter  à  fond  la  question 
delà  diffraction  solaire  par  une  fente  rectangulaire,  en  tenant 
compte  des  variations  d'éclal  du  centre  au  bord.  Au  surplus,  si  la 
lunette  d'observation  est  d'ouverture  suffisamment  grande,  des 
considérations  physiques  permettenl  de  prévoir  que  les  conclusions 
énoncées  ci-dessus,  au  sujel  de  I  asped  du  bord  optique,  ne  peuvenl 
être  sensiblement  altérées.  Comme  pour  un  astre  donl  l<  disque 
présente  un  aspect  uniforme,  on  a  intérêt,  dans  le  cas  du  Soleil,  à 
faire  emploi  d'une  lunette  de  large  ouverture,  diaphragmée  par 
une  lente  afin  d'accroître  la  netteté  du  bord  optique.  L'intercala- 
tion  de  la  l'ente,  dans  le  trajet  des  rayons,  a  d'ailleurs  pour  effel 
d'éliminer,  presque  en  totalité,  l'introduction  de  la  chaleur,  dans 
l'instrument  d'observation,  chaleur  dont  l'admission  sérail  into- 
lérable, en  faisant  intervenir  la  surface  entière  d'un  grand 
objectif  dans  la  formation  de  I  image.  En  raison  de  smi  impor- 
tance, l'étude  détaillée  de  la  question  Fera  l'objel  d'un  Mémoire 
spécial. 

Le   paragraphe    IX   et    dernier  est    consacré   a    l'étude  des    pro- 
priétés générales  des  courbes  d'intensité. correspondant   au  cas  où 

Je  rapport         est    différeni    de     >  sans    dépasser   la   valeur    n>.    (  )n 

III  2  ' 

pourrait      étendre     sans     grand      peine     les     résultats     jusqu'à     la 
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valeur   -  =  [5;  mais,  passé  ce  nombre,  le?   calculs  deviendi 

rapidemenl  inabordables.  Il  faul  alors  attaquei  le  problème  par 
(I  ;mi  res  voies,  sur  le  détail  desquelles  je  n'ai  pas  cru  devoir  insister 
pour  le  niMinciii . 

INTROD1  CTION. 

I  <•  présenl  travail  repose  sur  des  formules  résultant  de  théories 
générales,  exposées  dans  mon  Mémoire  sur  l'approximation  des 
fonctions  de  grands  nombres  '  .  Ces  formules  ayanl  été  établies 
antérieurement  -  .  \r  me  bornerai  à  les  rappeler  ici  en  \  joignant 
les  explications    indispensables  à    leur  application. 

E  désignant  la  base  des  logarithmes  népériens  el  /'  un  nombre 
positif  élevé,  considérons  l'intégrale 


.1,       f/(u)E>       >,lu. 


prise   le  long  <l  un  chemin   A  M I  >    fig.  i  .  « 1 1 1 < -  I  cm   ne   peut    défor- 

I     !..       I. 

A 


mer,  jusqu  à   le  faire   coïncider  avec   le   segmei  i    de    droili     \l> 
joignanl  ses  extrémités,  sans  rencontrer  un  point  singulier  u 
<l<"  f(u),  (I  ordonnée  inférieure  à  celles  de    \  el   dr  B,  el   dai 
voisinage  duquel 

(i  lu  .  I  i:    :  ,/       -■  .  |. 

p  n'étant  pu    un  entier  positif.  Supposons  qu<    lu  ehe- 

minanl  le  long  «In  contour  \\H>.  tourne  dans  le  sens  direct,  uutou 
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du  point  c  et  que  l'on  puisse  tracer  un  contour  tel  qu  e  A.cB,  passant 
par  le  point  c,  dont  tous  les  points  ont  i\r>  ordonnées  supérieures 
à  celle  de  c,  et  qui  serait  équivalent  au  contour  A  M I ï .  si  u,  ==  c 
n'était  pas  un  point  singulier  de  f(u  .  Dans  ces  conditions  on  peul 

écrire 


(2) 


r(-(3) 


p£v'-'  Ent» 


/n'^1 


B.-M  - 


B, 


le  produit  par  Ar  des  termes  uégligés  entre  crochets  restanl  lini 
lorsque  n  augmente  indéfiniment .  I  >ans  cet  te  formule,  le  symbole  I" 
représente  la  fonction  eulérienne  de  seconde  espèce. 

Elle  suppose  essentiellement  «pie  la  détermination  «In  binôme 
(u — cf  qui  figure  dans  le  développement  de  /  u  es1  réelle  e1 
positive,  au  point  M  du  contour  donné  où  u       i  es1   réel  el   positif. 

En  second  lieu,  considérons  l'intégrale 

.1,       j  f  u    I.    ""^du, 
prise  le  long  du  contour  A  Ml  >    fig.  ï  .  parcouru  dans  le  sens  direct. 


autour  du  point  singulier  u  c  de  f(u  .  dans  le  voisinage  duquel 
cet  i  c  fonction  es1  supposée  développable  sous  la  forme  i  .  admet- 
tons que  l'ordonnée  de  esoil  supérieure  à  celle  des  exl  rémi  tés  A  e1  15 
du  contour,  el  qu'en  le  déformant,  pour  le  faire  coïncider  avec  le 
segment  de  droite  A.B,  on  rencontre  nécessairement  le  poinl  u  c. 
Quand  on  peut  tracer  un  chemin  Â.cB  passanl  pai  c,  donl  tous 
les  points  possèdent  des  ordonnées  inférieures  à  celle  de  c,  et  qui 
sérail   équivalent   au  contour  AMI),  si  la   valeur  u  =  c  n'était    pas 
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un  j)oin(  singulier  de  /  u  .  on  a 


i  •  , 


i    "  > 

-  F7 —  à     '  sTT~ 


B.-v^TtL 


■]• 


l<"   produil    par  //2  des   termes  ;  égligés  entre  i  rochetfl  restanl    fini 
lorsque  //  augmente  indéfiniment. 

Cette    formule  suppose   essentiellement    que   les   coefficients  du 
développement     i     on1    été    calculés    de    façon    que    la    déti 
nation  du  binôme     u      <■  ■'  <jui  \    figure  soil   réelle  e1   positive  au 
poinl  M  du  contour,  où  u       o  es1   réel  e1   positif. 

Les  formules  (2  e1  |  !  sonl  toujours  valables  lorsque,  (ï  étanl  fixe, 
u  croîl  indéfiniment.  Mais  elles  ne  sonl  applicables,  pour  le  calcul 
approché  des  intégrales  correspondant  à  des  valeurs  de  />  élevées 
mais  finies,  que  si  (3  es1  petil  par  rapporl  à  n. 

Nous  aurons,  dans  la  suite,  à  Faire  usage  des  propriétés  principales 
de  la  fonction  eulérienne  de  seconde  espèce  I"  qui  a  poui  valeur 
le  produil  <i<">  a  1  premiers  nombres,  lorsque  a  es1  un  entier 
positii  • 

a  l'i  a         I    a       i  i, 

"   l"i  a)  \    1       a)  — 


-m  -'/ 


V(a)  r    a  \  I '    ■ 


L'image  d'un  astre  circulaire,  au  foyer  <l  une  lunette  < l « •  1 1 1 
l'objectif  esl  diaphragma  par  une  ouverture  rectangulaire, 
possède  nécessairemenl  deux  axes  de  symétrie,  orientés  1  »  -  •  1  ;  1 M  •  ■  — 
lemenl  à  ses  pâtés.  I>;m^  un  précédenl  Mémoire  '  »  j  ai  obtenu 
l'expression   générale  de  I  intensité  lumineuse    I.   le  long  de  I  axe 
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parallèle  à  la  longueur  de  la  fente.  Cette  expression  dont  j'ai 
calculé  la  valeur, dans  le  cas  particulier  où  la  largeur  de  la  fente  es1 
de  dimension  évanouissante,  nous  servira  de  poim  de  dépari  dans 
les  présentes  recherches,  pour  compléter  les  résultats  obtenus 
antérieurement. 

Appelons  h  la  longueur  de  la  fente,  <i  sa  largeur,  i  le  demi-dia- 
mètre angulaire  de  l'astre,  /.  la  longueur  d'onde  des  radial  nuis 
admises  dans  l'œil  de  l'observateur.  Désignons  enfin  par  z,  la  dis- 
tance angulaire,  au  centre,  d'un  poinl  de  I  image  choisi  sur  l'axe 
de  symétrie  parallèle  au  grand  côté  de  la  fente  i  l  par  AJ  une  cons- 
tante proportionnelle  à  l'éclat  intrinsèque  de  la  surface  de  l'astre. 
Posant 

-<i  ^in  £  si  no 


on    a 

ou 

(5) 

(m     faisant 


r.  h  s  i  1 1  : 


I         \   a  7/    k 


I        i>m-/i    K 


<  > 


\  7 


r.  '  si ii- c 


.•I 


I 


i  ii  ///  '  // 


///  (  ii  —  y.  ) 


2     . _  r  + 

\  i        ir  du  I 


- 1 1 1  n  :  \    i 


//- 


//  :  \   i  —  // : 


dz. 


Cette  expression  étant  une  fonction  paire  de  x,  nous  l'étudicrons 

en  supposant  a  ^>  o,  dans  la  suite  de  ce  Mémoire. 
On  peut  tneitre  K  s.ms  la  forme  suivante  : 


(G) 


K=i 


m  (  « 


du 


i  mii  //  ;    i 

'       ";      J 


dz. 


i  intégrale    /    élanl   prise,  dans  le  sens  direct,  l<    long  d'un  contour 

fermé  (.  contenant  le  segment  de  l'axe  des  abscisses,  limité  parles 
points  u=  itu  =  -\  i:  l<-  sens  du  radical  \  i  ir  élanl  défini, 
«i  autre  pari,  par  la  condition  d'être  puremenl  imaginaire  positif, 
au  point  où  le  contour  C.  rencontre  la  partie  positive  de  l'axe  «lis 
abscisses. 
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La  légitimité  de  cette  transformation  s'aperçoit  aisément  : 
considérant  le  double  lacel    fig.  î  .  embrassanl  le  segmenl  indiqué 

h:     ;. 


:ts 


de  l'axe  des  abscisses,  e1  remarquant  que  l'élémenl  différentiel  de 
l'ini  égrale   /  reprend  sa  valeur  quand  la  variable  ".  après  avoir  décrit 

ce  lacel  en  entier,  revienl  au  point  de  départ;  20  en  observanl  que 
les  paiiics  de  l'intégrale3  prises  le  long  il»--,  circonférences  infiniment 
petites, décrites  autour  de-  points  u  =  +  1  f't  u=  1.  sonl  aulles; 
'>"  en  s'appuyanl  sur  ce  que  \i  —  u1  es1  réel  positif ,  le  long  de  la 
branche  rectiligne  inférieure  du  lacet,e1  réel  négatif ,  sur  la  branche 
rectiligne  supérieure,  par  suite  des  changements  de  détermination 
quand  la  variable  décrit   les  circonférences. 

L'élémenl  différentiel  étant  holomorphe,  dans  le  voisinage  'lu 
j  ioi  ni,  u  —  a,  le  cou  tour  C  peut .  à  volonté,  être  assujetti  ;•  renfer- 
mer «m  non  le  pomi  //  y..  La  première  hypothèse  esl  celle  qui 
permel  de  conduire  les  calculs  de  la  façon  la  plus  symétrique;  c'esl 
celle  (fuc  nous  adopterons  dans  ce  «pu  va  suivre. 

I  )r  la  formule  (6)  on  déduit 

<-»•*  -./ii„',i  ^jQ^y* 


/*cosa  min  —  x)   ,     , ,v  '          sin  n  : 
I (tu  I  

h        («  —  «)*  .'     . 


I 

pu,  en  intégrant  par  parties  la  première  intégrale  el  remar- 
quant «pu-  la  partie  intégrée  es1  nulle,  comme  reprenanl  -.1  valeur 
lorsque  la  variable  '/.  après  avoir  décril  le  contour  C  en  entier. 
revienl  au  point  de  dépari  : 


|/M 


»n»K 


t  '  COS  I  m  \  1/ 


Journ.  de   \f<itli    <  x*  lérie   .  tome  III 


sinn  \   1  —  //-  //  i/a 

\   '  I    \    ' 

;  ,     y  '         sinflsy/i       "I 


V  un 
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Il  convient,  pour  faciliter  le  calcul  de  l'intégrale  double,  figurant 
dans  cette  expression  de  K,  de  modifier  le  chemin  d'intégration  de 
la  variable  z  qui  actuellement  se  confond  av<  c  le  segment  de  Taxe 
des  abscisses,  limité  par  les  points  z  =  t  et  z  =  -  i,  tracé  dans 
le  plan  de  ce1 1 e  variable. 

Décrivons  de  l'origine  du  plan  des  z,  comme  centre,  une  demi- 
circonférence  <  >.  de  rayon  infiniment  petit,  du  côté  des  ordonnées 

positives.  La  fonction  sous  le  signe    /    étanl   holomorphe  dans  toul 

le  plan,  on  peut  remplacer,  dans  le  chemin  d'intégration,  le  dia- 
mètre de  cette  circonférence  par  la  courbe  elle-même,  appelons  y 
le  contour  d'intégration  ainsi  obtenu    fig.  ]  .  On  a  alors 


\  m  -  n  "  K 


i     ,  •  I  •'/-""  " 
•  .  ( 


> 1 1 1  //  \  i       n- 


\  i  —  ii- 

!         •  \7imi  n    x     i     fè—imi  "    x 


(fil 


\'  I  " 


a)- 


\  ' 


//    <///   I 


- 1 1 1  //  z  \  i  —  ii- 


:  s   i        ir 


riz, 


Mans  ce  qui  va  suivre  nous  supposerons  que  n  e1  m  sonl  deux 
nombres  élevés  ;  mais  nous  aurons  à  distinguer  le  cas  où  n  es1  petit, 
par  rapporl  à  m,  de  celui  où  n,  toul  en  étanl  inférieui  à  m,  es1  une 
quantité  du  même  ordre  de  grandeur  que  m.  Il  \  a  lieu,  suivanl 
que  l'on  se  place  dans  l'une  ou  l'autre  hypothèse,  de  partir  de  la 
première  ou  de  la  seconde  des  expressions  suivantes  de  l\.  que  l'on 
obtiém  en  remplaçant,  dans  la  formule  précédenl  e,  le  carré  du  sinus 
en  fonction  du  cosinus  de  Tare  double  : 


i  -       ï  m  -  n  '  \\ 


fe 


n  /lu 


\   r     i      E'W 

2    !    n  —   y 


n  ilu 


(.        n)- 


rfc 


e1 
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I  il  (In  I       ,  '         I  I  I 


8)     4m2/i2k  —  —  /  -  / 


(,- 


(  «  -  a  ) 


\  i  —  n- 

I      .    E1    "     '     *     •-   E    '-'""     ai  r///  ,     I  .     ■     ■  I. 


H 


|  h        y.  i' 


/ 


f/j. 


V'i  —  h-  ■  ■ 


l);ins  toutes  ces  intégrales,  le  contour  d'intégration  *.  renferme 
les  points  singuliers  tt=-J-i5  u  —  i  e1  le  pôle  u  x,  con\me 
nous  I  avons  spéci  fié  |>lus  haul . 


II. 


/  '      i  u  du 

i   v|  i  (  |.    de    I.  IN  I  l.i.U  Ml       /    - 

'..  //  —  y. 


(■-«' 


Nous  allons   établir   que   celle   intégrale   esl    nulle.    Les    points 
ù  =  a  et  u  =  ±  î  étanl  intérieurs  au  contour  il  intégration,  on  peul 

le  dilater,  en  effet,  de  lelle  sorte  crue    ■   et       soienl  inférieui 

i  <>ii  I  le  long  de  ce  chemin.  I  );m^  ces  conditions,  élémenl  différentiel 
esl  développîible  en  série  convergente  procédant,  suivanl  'es  puis- 
sances de     i  ei   le  terme   de  degré  moindre  a   pour  exposanl    !.    \ 

u  6  II 

chaque  terme  du  développement  correspond,  par  suite,  une  inté- 
grale nulle  :  I  intégrale  à  évaluer  esl  donc  elle-même  identicruemenl 
nulle. 

Ce  résultai  peul  être  confirmé  comme  il  suil  : 
ï°  a  =  i.        L  intégrale  indéfinie  u  pour  valeur 


,  '     i  u  du  i  I        u 


Chacune  des   fonctions,  écrites  dans  le  second  membre)  reprend, 
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sa  valeur  quand  la  variable  u,  après  avoir  décril  le  contour  C  en 
eulier,  revient  au  point  de  départ.  L'intégral»-  proposée  es1  doue 
nulle,  pour  a  =  i. 

2°a<   i.  -  -  Dans  celte  hypothèse,  l'intégrale  indéfinie  peut 
s'écrire. 


//  il  u  t  i       \  i 


y  ,,^       (a «r\i/i i/2       i  —  y     a  —  y 


(i_a«)i         (//  — a)v'i  —  ii- 

- — j  [L(i  —  ux  +  y  '  —  y-'\  '  ~  " ')       L(«— «)]■ 

(i-a2)^ 

Pour  les  mêmes  raisons  que  ci-dessus,  les  variations  des  deux 
premiers  termes  du  second  membre  le  long  du  contour  C  sont 
nulles.  La  variation  de  L  [u- —  a)  es1  égale  à  'iir.  puisque  le  point  u  =  a 
est  intérieur  au  contour  C.  <  >n  a  donc 


Ï.t. 


u  il* 


*  (i-«2)2 


,  |  2  i-  -    [L(i  —  ua.  -+-  \  i  —  cf.-  \  i  —  u  -  '  |,    , 


Pour  trouver  facilemenl  la  valeur  du  logarithme,  il  convicnl 
de  prendre,  comme  contour  C,  le  lacet  double  embrassanl  lesegmenl 
de  Taxe  des  x,  limité  par  les  points  u  -  i  et  u  i.  en  défor- 

mant   infinimenl    peu    les    branches    confondues    avec    l'axe    des 
abscisses,  dans   le  voisinage   du    point    u        y.   qui    es1    un    pôle   <!<■ 

l'élément  différentiel.  La  détermination  du  radical  \  c  — u-  es1  d'ail- 


--.  G  F    ...    E 


'^.y     ï*v!i 


leurs  définie  par  la  condition  que  \  i        a-  es1   réel  e1  positif  le  long 
de  la  branche  ÀB  du  lacd . 

Dans  ces  condition-  on  voil   que  la  Fonction 


i  —  u  y.    )    ^   i    —  y1  \  i 

est  essentiellement  réelle,  positive  el  non  nulle  le  long  dr  la  blanche 
AB  du  lacet.  On  peut  donc  partir  d'un  point  de  cette  branche  avec 


CAS    DE    DIFFRACTION    DES-  IMAGES    Dl  i  '  >  ) 

là  valeur  arithmétique  <iu  logarithme  el  rempli 
férence  décrite  «lu  poinl   oc  par  son  diamètre. 

La  partie  de  l'intégrale,  prise  le  long  de  la  cir<  onférence  dé< 
autour  du   poinl   '/.  =  -:   i.  es1   infinimenl    petite;  mais  en  suivanl 
ce  trajet,  '•■.*  variable  ayanl   tourné  de    -~  autou    d'un   poinl   sin- 
gulier de  \  i       u-,  ce  radical  change  de  signe,  en  soi  te  que  l*on  doil 
partir  du  poinl  I).  sur  la  branche  DE,  avec  la  valeur  réelle  el 
i  ive  de  \  i       u2.  <  h  la  Fonction 


l  —  h  y.        \   i         j ."'  \   i         h- 

s  annule  pour  u  x.  Le  poinl  n  y.  es1  «lune  un  poinl  singulier 
du  logarithme.  Il  es1  du  reste  facile  <l<-  voir  qu'à  la  valeur  u  y. 
correspond  un  minimum  de  i;i  fonction;  elle  es1  donc  positive 
pour  tous  les  points  de  l'axe  des  abscisses  il  afïïxe  compris  entre 
—  i  et  -f-  i,  sauf  pour  la  valeur  "  */  pour  laquelle  elle  esl  uulle. 
Le  long  d"  DE,  le  logarithme  conserve  un  >ens  arithmétique. 
Cherchons  sa  variation,  le  long  de  la  demi-circonféi  en<  e  infinimenl 
petite,  décrite  sur  EF  comme  diamètre.  On  a,  dans  le  voisina^ 
poinl  u  =•  a, 

•i  —  //  y.  —  \J  i        y    \  i 

(  a  —  y.  )"-  [  i  -\   -'  rie  entière  ayanl  u       j  en  fa<  l<  urj. 


•    i 

<)  1 1    cil     (  I  (  '  (  1 1 1 1 1 
|.(  i       ua       \  i       y  \  i       u  ■  I     u       x)       Fonction  holoinorpiie  d<    u       j 

Quand  la  variable  décril    la   demi-circonférence  de  diamètre  l.l  . 


dans   le  sens  de   l'intégration,    I.   i       ua       \  i  \  i       "■' 

donc  de   ••/-.  Cette  foncti !Sl    donc   égale   à    •    ~  au    mente   •!>• 

sa  valeur  arithmétique  le  long  de  FG.  La  variation  du  logarithme, 
|<>   long  de  la   circonférence  décrite  autour  du   |  »  «  ■  1 1 1 1    u  i    esl 

i  1 1 1  i  1 1  i  1 1 1  •  ■  1 1 1   petite;  1 1 1  ;  1 1  >  le  i  ;  i  •  1 1  <  •  1 1  change  de  signe  i  i une  uns, 

en  sorte  que  la  fonction  i       ua       \  i  \  i  end  su  valeur 

de  dépari    i       ua-f-v']  \  '       "*■  'r  long  de  lu  branche  \B  du 

lacet. 
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De  ce  qui  précède  il  résulte  que 

[  \A  i  —  uy.  -+-  y  i —  y-  \  i  —  «2)Jt  —  2/~- 

L'intégrale  proposée   /  est  donc  encore  nulle  quand  x<[  i. 

Je 
3°  Etudions  enfin  le  cas  oùx>  i  • 

Il   convient    fout    d'abord    de    décomposer   l'intégrale    en    deux 
parties,  en  déformant  le  contour  comme  il  '-si  indiqué  figure  6. 

Fis.  '>. 


La   première  partie  se    rapporte  au   lacel    FGK   embrassanl    le 
pôle  u  =  a.  Le  radical  \i       u-  étanl  puremenl  imaginaire  positif , 

pour  u=  a,  le  résidu  de  la  fonction  sous  le  signe   /  •  relatil  à  ce  pôle, 
est,  en  conséquence,  —  •  La  partie  de  l'intégrale,  prise  le  long 


(«2-i)2 
du  lacel ,  a  donc  pour  valeur 

<9)  f- 


Par  siul  e 


(a*-i 

i  ii  il ii  •  -j 


(i  — //2)'J  (<JCS  —  l 


' 


(','    représentant    le   chemin    KLF,    dans    lequel   les   points    K   cl    V 
sont  supposés  confondus. 

L'intégrale   indéfinie  de  la  fonction  sous  !<•  signe   /    pour  ot]>  i 
peut  s'écrire 

I  //  l/ll 


,  1  u  ■—  y. 


(•-«*)' 


i         \   i - —  n- 


{u-«)sji  —  ««      «*-i    "—  «       (a,     . 


/'  y.  —  i 
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Aux   deux   premiers   termes   du   second    membre   correspondent 
des  parties  nulles  pour  l'intégrale  /   :  il  reste 


JÇ         I  //  (In  cf. 


arc  sin 


Pour  évaluer  le  second  me  m  hic.  nous  prendrons,  comme  contou 
le  lacel  double  embrassant  les  points  u  =  -j   i  èl  >/  i    fie.  - 


Fig-  7. 


<~\* 


?S~\ 


Lorsque  Utcîroît  de       i  à  4-1,  — ■ croîl  de       i  à      [.Convenons 

de  partir,  sur  le  contour,  d'un  point  de  AI»  avec  la  détermination 

de  l'arc  sin  comprise  entre       -  h   4-— • 

Les  valeurs  u  =  i  et  u  =  -  i  sonl  des  points  singuliers  de  l'arc  sin, 
intérieurs  an  contour  d'intégration.  (  m  trouve  d'ailleurs  facilement 
dans  le  voisinage  du  poinl  u        i.  sur  AB, 


m  u  i     arc  ->in 


[  i  -+-  série  entière  de  i  —  //  contenant 
i  —  u  en  facteu  i 


-  /2(a-i-i) 

et,  dans  le  voisinant'  du  poinl   U  =  -      i,  sur  AB, 


i  1 1     arc  —  i  »  » 


-  !      /  —  I  )     , 

ht/-  l'  " 


[i-t-série  entière  <1  e    i   •    //    contenant 

i      //  .'ii  Facteur  I. 


(  mi  voit,  à  l'aide  de  tes  développements,  qu  en  partanl  d'un  poinl 
i\i>  la  branche  AB,  sur  le  contour  C,  e1  marchant  dans  le  sens  direct, 

la  fonction  arc  sin  a  augmenté  de    •  ~  en  revenanl  au  i  >  <  »  1 1 1 1 

y.  —  //  ' 

de  départ.  En  effet,  quand  on  \;i  du  point  I  >  au  point  D,  en  suivant 
la  circonférence  décrite  autour  de  "        ■   i.   \  i       u  se  change  <'n 
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— -y/i —  u  ;  en  sorte  que  la  valeur  delà  fonction  en  1)  est,  d'après 
le  développement   (10), 


.     u  y.  —  i 
77  —  arc  si n  — 


l'arc  sin  ayant  la  détermination  définie  I»-  long  de  AU. 

Suivant  le  chemin  DE,  on  arrive  en  E  avec  la  valeur  que  prend 
cette  différence,  da'ns  laquelle  l'arc  sin  a  la  détermination  bien 
définie  qu'il  possède  en  A.  Considérons  maintenant  le  dévelop- 
pement (ii).  Quand  on  décrit  la  circonférence  avant  pour  centre 
le  point  u  =  — i,  de  façon  à  passer  du  poinl  Eau  poinl  A.  il  mon1 1  e 

que  la  fonction  arcsin — '- se   change  en     -- —  arcsin-       — , 

y  —  u  x  —  // 

l'arc  sin  étant  pris  toujours  avec  la  détermination  définie  le  long 
de  AB.   fl  s'ensuit  que  l'on  arrive  en  A  avec  la  valeur 

.     u  y.  —  i 
■  -    -    arc  -m ■> 


u  étant  l'afïixe  de  A.  Parcouranl  ensuite  AH.  un  revient  en  15  avec 

la   valeur    -±-  -f  arc  sin  -       — :    u    étanl    l'afïixe  de  B.    La   fonction 

a  —  i 

arcsin  a  donc  bien  augmenté  de  2-  quand  la  variable,  après  avoir 
suivi  le  lacet  en  entier,  revienl  au  point  de  départ. 

De  ce  qui   précède  il  résulte   que    l'intégrale    /     a   pour  valeur 

a  T    V  '  1 

2~ j-  L  intégrale  proposée  es1  donc  encore  nulle,  pour  a  >  1, 

(y.°-—iy 
d'après  la   formule  (9). 

Eu  résumé,  l'intégrale 


(■>)  f- 


1  u  il  u 


y 

i     a*  y 


quelle  que  suit  la  valeur  attribuée  à  7. 
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III. 

Le  calcul  de  l'intégrale  suivants  qui  figure  dans  l'expression  (n 

de  K 

i  i       >  i— »"■ 


ii.;,  .1      f—L-—  -udu 


pour  n  très  grand,  peul  se  ramener  à  celui  d'intégrales  telles  que 
celles    qui    <>ni     été    considérées   dans    I  Introduction    du    pn 
Mémoire. 

Nous  ;ill(ins  changer  <l<-  variable  <l  intégration  en  posanl 


la  nouvelle  intégrale  devant,être  prise  le  long  du  contoui   s- 

pondanl  du  contour  C.  Voyons  d'abord  quel  es1  ce  contoui  co 
pondanl  e1  dans  quel  sens  il  es1  décril  par  la  variable. 

Partons  du  poinl  où  le  contour  C  rencontre  la  partie  |H>-iii\<- 
de  l'axe  des  abscisses.  /  ;i  alors  une  valeur  puremenl  imaginaire 
positive,  comme  <»n  l'a  spécifié  <mi  écrivanl  la  Formule 

Le  poinl   correspondant  esl  donc  placé  sur  l'axe  des  ordonnées 

posil  i\<  S,  da  lis  li'  |)liili  des  /. 

Quand  u  muI  le  contour  C,  jusqu  à  I  ;i\<'  des  ordonnées,  dans  le 

plan  des  u,]  argumenl  <!<■  \  i       u3  augmente  de     el  ce  radical  devient 

réel  négatif  e1  inférieure  [,sur  l'axe  des  ordonnées.  Le  poinl  / 
décrit  donc,  dans  !<■  plan  des  /.  dans  le  sens  direct,  un  arc  de  courbe 
partant  d'un  point  de  l'axe  des  ordonnées  positives  el  coupant 
l'axe  '!<••>  abscisses  négatives  en  un  poinl  donl  I  abscisseesl  inférieur 
à         i  . 

Quand  //  suil  le  contour  C,  depuis  I  ;i\<-  des  ordonnées  positives 
jusqu  à  l'axe  «les  abscisses  négatives,  la  variable  .'  continuée  !•  i  pire, 
dans  si  ni  plan,  un  arc  correspondant,  dans  l<  sens  direct,  el  ut  teint 
l'axe  des  ordonnées  négatives,  quand  il  passe  au  point  du  contoui  C 
rencontrant  l'axe  des  abscisses  négatives,  dans  le  plan  <!<•  ". 
I ,,i   variable  u  continuant   à   cheminer  sui  le  contour  C,  le  point  / 

Journ,  de   Math    (8    lérie      tome  m    —   ^nn< 
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al  loi  i  il  l'axe  des  abscisses  positives,  du  plan  des  /.  à  une  distance  de 
l'origine  supérieure  à  i,  quand  u  traverse,  dans  son  plan,  l'axe 
des  ordonnées  négatives.  Enfin,  le  poinl  /  revienl  au  poinl  de  départ, 
après  avoir  décril  un  contour  fermé  enveloppant  l'origine  et  les 
points  t  =  ]  e1  t  =  —  i,  quand  le  point  //  revienl  lui-même  au  poinl 
de  dépari .  sur  !<■  roui  our  C. 

Le  nouveau  chemin  d'intégration,  dans  le  plan  des  /.  (pif  nous 
désignerons  par  1).  es1  donc  Fermé  H  renferme  les  points  t  =  —  i, 
t  =  o,  t  =  ï. 

De  t  =  y/i- —  u2  on  I  ire 


V  i— 1\ 


;'i  condition  de  donner  au  radical  une  détermination  convenable.  Or 
nous  avons  vu  que  le  poinl  du  contour  I).  situé  sur  l'axe  <\>'-* 
abscisses  positives,  correspond  au  poinl  '/  du  contour  C  situé  sur 
l'axe  des  ordonnées  négatives  du  plan  de-  //.  En  posant 


«  =  —  \  a  —  t-, 


nous  devons  dune  prendre  la  détei  mination  du  radical  qui  es1  pure- 
rnrni  imaginaire  positive,  au  poinl  où  le  contour  I)  rencontre 
l'axe  de-  abscisses  positives.  •  e  détail  réglé,  effectuons  le  change- 
ment de  variable,  dans  I  intégrale  proposée    i  I  .  Elle  devienl 


(  1 4  )  .1  =  /  -  -+-  /  - 


K-  2""         dt 


Pour  calculer  cette  somme,  plusieurs  cas  sonl  à  considérer. 

i°  o  <C  a  <C  '  •  '  •■'  contour  d'intégration  I  >  renferme  deux  points 
singuliers  algébriques  t=  [,  t=  J-i,  <-i  trois  pôles  /  —  o, 
i=       \  i       a2,   t  =  -f~  \  i       y2  de  l'élémenl  différentiel. 

On  voit,  de  suite,  qu'il  y  a   une  distinction    nécessaire  à  établir 

entre  ces   Mois   pôles.   Si   Ton   fail    tendre,  vers   l'orig la  partie 

supérieure  ou  la  partie  inférieure  du  contour,  l'élémenl  différentiel, 
pour  les  points  «pu  s'approchenl  de  la  valeur  /  <».  tend  à  devenir 
infini  dans  l'un  e1  l'autre  cas.  Or  il  n'en  va  pas  de  même  pour  1rs 
deux  autres  pôles.  Le  radical  \  i  /2  étant  puremenl  imaginaire 
positif  au  point  A  (fig.  8)  d'intersection  du  contour  avec  l'axe  des 
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abscisses  positives,  si  l'on  la  il  tendre  la  branche  infé  ieu  e  du  contour 
correspondant    aux   ordonnées   uégatives,   vers   l'axe  des  absciss 
\  i       i-  tend  à  devenir  réel  e1  positif  le  long  de  la  nouvelle  branche 
inférieure,    pour   les   abscisses    comprises    entre        i    e1     -i    el    à 

Fig.  8. 


prendre  la  valeur  a  pour  t  ±  \  i  y.1.  La  somme  y.  \  \  i-  tend 
donc  vers  la  valeur  finie  non  nulle  2<x3  lorsque  t  se  rapproche  de 
points.  La  conclusion  à  tirer  de  là  es1  que  les  points  t  =  ±  \  i  y.J 
ne  son  i  pas  des  pôles,  pour  la  branche  inférieure  du  contoui  I». 
(*n  peut  donc  quand  on  déforme  celle  branche,  lui  faire  franchir 
l'un  ou  I  autre  de  ces  points  ou  huis  les  deux.  s;ms  qu'il  en  résuite 
aucune  erreur.  Mais  les  choses  -e  passenl  toul  différemment  p  iu 
la  branche  supérieure  du  contour,  correspondant  aux  ordonnées 
positives.  Le  radical  \  i  /-  tend  alors  a  devenir  réel  e1  négatil 
pour  ies  valeur:  de  i  appartenant  à  la  branche  mobile,  à  mesure 
qu'elle  se  rapproche  davantage  de  Taxe  des  abscisses  entre  /  -  i 
cl  /  =  -f-i.  Le  radical  \i  t2  tend  alors  vers  x,  pour  les  valeurs 
de  i  qui  tendenl  vers  ±\\  y?,  el  la  somme  y.  \\  t-  tend 
vers  zéro,  il  s'ensuil  que  les  points  /  -  ±  \  i  x2  sonl  des  pôles 
véritables,  pour  la  partie  supérieure  <ln  contour  I).  e1  qu'on  n'a 
pas  le  droit  de  les  franchir,  quand  on  es1  amené  à  déformer  cette 
branche.  Niai--  allons  immédiatement  faire  application  de  ces 
remarques. 

Considérons  d  abord   la   première  intégrale.  Un   peul    remplacer 
le  chemin  d  intégration    I)   par  le  chemin   marqué   ligure  y.   L'in- 
tégrale à  évaluer  se    ■amené  à  la  somme  de  trois  autres  que  nous 
désignerons   par   ies   chemins   suivis    par   la    variable,   écrits  entr< 
parent  hèses.  <  m  a 


(.5) 


K-'"' 


cil 


\|a  (JDI  I  I   \   . 
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L'intégrale  (EFA)  se  rapporte  au  pôle  t=o  e1  se  .aïeule  immé- 
diatement. Les  valeurs  asymptotiques  des  deux  autres,  pour  n 
très  giand,  s'obtiennent  comme  on  va  le  voir,  en  se  tondant  sur 

Fig.  9. 

. î 


v_> 


les  résultats  établis  dans  mon  Mémoire  sur  l'approximation  des 
fonctions  de  grands  nombres,  rappelés  au  commencement  du 
présent  travail. 

Le  résidu  de  la  fond  ion 


y.  +-\  \       1 


2  V- 


pour  le  pôle  /      o,  es1  égal  à  -     — •  Il  en  résulte 


(.6) 


VBI 


1" 


y         1 


Pour  évaluer  l'intégrale  UBC  .  il  faul  au  préalable  calculer  le 
développement  de t  —„•>  dans  le  voisinage  du  poinl  singu- 
lier t  --  1,  *-n  excluanl  les  puissances  entières  positives  <\<>  1  —  /. 
On  peut  écrire 


y. -h  v/i  —  /'-  ''       y  ' 


y.  y  y 

h  fond  ion  holomorphe  de  1  -  -  t"- 

\  1  ~~r-  '        ■<      /■       1 1  - 
77T-     '   ' ; H  - 

'    !  y. 

•    fond  ion  holomoi  plie, 


se' 


ou 


-+-  \/i  —  t 


i  I 


1  -(t  —  ty- 

Tt=~  V2 ZT~ 


-y-  -  8  , 
1  -+-  '    ,    .,      (  1  —  l)  -+- 
\y- 


fonction  holomorphe  «le  (1  —  /) 
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Dans  cette  formule,  fi  —  t)  a  une  valeur  puremenl  imaginaire 
positivé,  au  point  où  le  contour  I)  rencontre  l'axe  des  abscisses 
positives.  Étant  données  les  applications  qu<  nous  aurons  à  Faire  'li- 
ce développement,  il  convienl  >l<'  I  écrire 


(•7) 


a  -+-  y/ 1  —  t  - 


.  ;-(<  —  ■)- 
1  V  2 ZT— 


k-j} 


\l-  i 


fonction  holomorplie  de  t  —  i, 


le  binôme   /       i     ayanl  une  valeur  réelle  positive,  pour  [es  valeurs 
réelles  de  t  supérieures  à  i . 

On  Irouvr  de  inriiif.  dans  le  voisinage  du  poin!  t  =  —  i, 


/  a  '  i  i  '  ■+-  '  )2  I         7  y"  ^-'  8  /  . 

(■8)      — i=pT>=    ^<i—^r-\l^h^r{t+x) 

a  ■+-  y  i  —  t    '  J-         I-  ' 


le  binôme  (l  -    ij    ayanl  une  valeur  réelle  positive  pour  les  valeurs 
réelles  de  /  supérieures  à      -  i. 

Pour  avoir  la  valeur  asymptotique  de  l'intégrale  (CDE  .   il  n  y 
a  plus  qu'à  appliquer  la  formule  (2),  rappelée  dans  l'Introduction, 

en  partant  du  développement  (17  •  Le  sens  de  l'intégrati îtanl 

direct,  par  rapport  au  point  l  =  1,  011  trouve 


(19)  (\BC)  =  \/w- 


T  )    r      r- 

E  4  >  \sji       ■3v/,2(7a»H   8     1 


(271)' 


IV 


il)  y  • 


l'a  ri  a  ni  de  la  même  formule  e1  <  1 1 1  développemenl    1  's  .  on  obtient 
de   même 


(20)  (CDE)      \- 


\  \   <          .  i  v  2  1  -  a        s      1 
—     i-    i-/  — ï ^j— 5 


I  les  formules  (i5)  (16)  (kj)  (20)  on  déduil 


(*.) 


X 


E''2"' 


<tf* 


a  -I-  v/i  —  /'-'    ' 


x        1 


osUn       V) 


- 1 1 1  ;    •  ■ 

3(7«a      8)       \ 
iti  // 
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le  produit  par  n-  des  termes  négligés,  entre  crochets,  restanl  Uni 
lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

Cette  formule  suppose  d'ailleurs  essentiellemenl  que  a  n'esl  pas 
nul.  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ce  cas  particulier. 

Nous  avons  maintenant  à  considérer  l'intégrale 


Jn 


\  ' 


_  dl 

T*  t- 


<jui  est  le  second  terme  de  la  somme    i  i  . 

Il  convient,  pour  calculer  cette  intégrale,  de  déformer  le  con- 
tour Dde  la  figure  (8), de  façon  à  faire  passer  sa  branche  supérieure 
presque  en  entier  au-dessous  de  l'axe  des  abscisses.  Cette  défor- 
mation es1  gênée,  en  vertu  de  la  remarque  faite  au  commencement 
<le  ce  paragraphe,  par  les  deux  points  singuliers  algébriques  t  i 

t  =  +  i,  et  par  les  trois  pôles  /       o,  t  =        \i        a-./  y]      a*. 


Fia.    .. 


■• 


Q  Q  Q 


\ 


D 


C'est  une  conséquence  de  ce  que  I"  radical  N  |  .  /-  ,  .|  réel  négatif 
aux  point  s  d'intersection  de  ladite  branche  avec  I  axe  des  abscisses, 
eut  iv  les  abscisses        [  e1     :   i . 

Le  chemin  d'intégration   D',  tracé    ligun    co,  esl    équivalent   au 

COIll  OUI'     1  ). 

I  ,e>  trois  intégrales  partielles,  prises  le  long  i\<-^  lacets,  on1   pour 
somme  le  produil    par  2ir.  de    la   somme  des  résidus  relatifs  aux 
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trois  pôle-  :  c'est-à-dire 

l.  I 


(m 


/       *— i        i/i  — a2 


>~"    -\,    -JL 


.   -i n  2  n  \   i    —  y- 


(l-   y 

Faisant   maintenait    abstraction  des  lacets,   le  contour  d'inté- 
gration se  réduit  à  celui  qui  est  représenté  figure   i  i  :  L'intég 
à  évaluer  se  ramène  donc  à  la  somme 

i  n  r. 


\-  ~i.i2«\/i  —  y-        \l;<;         CGA), 

(i  —  a»)' 

A  ci  C  étant  deux  points  quelconques   pris  sur  lés  branches  infé 
neures  du  contour  (flg.  n.. 

.G  B 


Www  évaluer    \l>(.\  il  Fau1  encore  partir  du  développenn  n\    i  ~ 
ei  appliquer  [a  formule     $),  donnée  dans  l'Introduction, 


—  lltn  i      /—  — 

(ABC       ^ 

y-  [6  y  fl 

1 


B 


le  produil   par  //2  des   termes  négligés  entre  crochets   restant  fini 
lorsque  n  augmente  indéfiniment . 

Pour  évaluer  l'intégrale  (CGA  .  il  faul  remarquer  que  le  radical 
\  i  t-  a  maintenant  une  valeur  réelle  négative,  au  point  E  où 
le  contour  rencontre  le  segmenl  i  .1  1  de  I  axe  des  abscisses. 
Nous  devons  donc  partir  du  développement,  suivanl  les  puissant 


de  t  +  l.  de 
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jT—ë  ? 


où  sji-     t2  es1  réel  et   positif  au  point   E.  On  trouve 
i  ,-(/-+-  n'-  T         7  a2 -+-8    , 


y  —  \ 


t-\-iY  désignant  la  détermination  réelle  e1  positive  au  point   E. 
Partanl  du  développement     >  .  on  trouve 


(CGA)  =  v^  — 


(o.riy 


y."- 


,3^(7**^8) 
i6a*  n 


le  produil  par  //-  des   termes  négligés  entre  crochets   restanl    fini 
lorsque  n  augmente  indéfiniment.  On  a  donc,  pour  o  <  y.       i , 


(r 


X 


I'.-" 


i/ 


x  4-  v/i  —  t 

y         i 


ï  T- 


-I  11     '  //   \     I  7- 


O"*2)2 


\    ~ 


[_cos(  ■'■"      ;  ! 


3   7^+8) 


m  |  -  //         -  j 


]<>  produil    |>ar  /':  des    termes   négligés   entre  crochets  restanl    fini 
h usi| m-  //  augmen i e  indéfiniment. 

■2°  a>i.  -  Dans  cette  hypothèse,  \  i  a2  es1  imaginaire.  La 
somme  oc-f-  \/i  —  t2  possède  deux  racines  imaginaires  i  ±  i  \  y.2  i 
situées,  dans  le  plan,  sur  l'axe  des  ordonnées.  On  peul  toujours 
supposer  ces  racines  intérieures  au  contour  !>.  En  effel  :  i"  dans 
le  plan  de  la  variable  u,  le  contoui  C  peul  être  amené  à  rencon- 
trer l'axe  des  abscisses,  en  deux  points  d'abscisses  égales  e1  i\r 
signes  contraires,  supérieures  à  i  en  valeurs  absolues;  ■"  à  deux 
valeurs  réelles  égales  e1  de  signes  contraires  d.  u,  supérieures 
à  i  en  valeurs  absolues,  correspondent  deux  valeurs  purement 
imaginaires  de  /.  égales  et  de  signes  contraires,  don!  le  module 
croît    en   même   temps   que  |//|.    Les  valeurs  de  /   correepondanl 
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aux  points  de  rencontre   du  contour  C.  avec  l'axe   des  absciss 
•I"    plan   des  u.    oui,    en    conséquence,    un    module    supérieur    au 
module  de  t=±iyfû:- — i  qui  correspond  à  u       x,  le  poinl  il       y. 
étanl   compris  entre  le  poinl   u       \    el    le   poinl    où   le  contou 
rencontre  la    partie  positive  de   l'axe  des  absci — . 

Le  chemin  d'intégration  D,  le  long  duquel  sonl  prises  les  inté- 
grales figuranl  dans  la  somme  i)  .  occupe  donc  la  situation 
indiquée    (fig.    \i  .     par     papporl     aux      points     singuliers 

Fig.    i  • 


y-       i . 


briques     t  =  +  i,  t  =  -     i     el     aux     pôles     t  =  o,    /         \ 
t  =*-    /  \  y.2      i    de    l'élémenl    différentiel. 

[1  importe  d'observer  que  les  valeurs  t       dbiya2      i  n'annulenl 

la  ^(tmme  a-j--  \  i       t2  que  si 


est  négal  H'.  Or,  ;ni  poinl  d'intersection  de  l'axe  des  ordonnées  avec 
la  branche  inférieure  du  contour,  le  radical  \  i  t2  es1  essentielle- 
menl  réel  e1  positif,  l : 1 1 1  < ï î r-  qu'il  es1  réel  e1  négatif  au  point  d'inte  - 
section  avec  la  branche  supérieure.  Ce  n'esl  donc  que  pour  la 
branche    supérieure   <ln   contour   I)  que  les  point-  t  N  >  -' 

doivenl   être  considérés  comme  des   pôles.  Dans  les  dél lations 

de  ce  contour,  on  peul  impunémenl  les  laisser  traverser  la  branche 
inférieure,    mais    non    lu    branche   supérieure   qui  correspond   aux 

ordonnées     positl  ves. 

Evaluons  d'abord  l;i  première  des  intégrales  de  la  somme 
\   cet    effet,  marquons,   sur   l'axe   des   ordon  es  deux   points 

/  *  /  \  a2  [.  Nous  pouvons  déformer  le  cont oui  Ds  comme  il  es! 
indiqué  [fig.  i  S),  en  non-  appuyant  sur  les  remarques  précédentes, 

Jourrt  de  \fti(/t    (8»  série     i i  111         \n  '  ' 


i78 

On  peul  écrire 
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— -  =  (ABC)  +  (CDK     h(EFA). 

.  S,  y.  ■+-  \  i  —  &   L~ 

L  intégrale  (EFA),  relative  au  pôle  /  =  o,  a  pour  valeur  le  pro- 
duil  de  2/- par  le  résidu  de  l'élémenl  différentiel,  relatif  à  ce  pôle. 

lu.   .3. 
C 


I  enanl  compte  de  ce  que  le  lacel  EFA  pro>  ienl  de  l'extension  d'un 
iragmenl  de  la  branche  inférieure  du  contour  de  la  figure  \±.  I»' 
radical  \\  i2  se  réduil  à  -|-]  pour  t  =  o.  Il  en  résulte,  comme 
lorsque  y  esl   inférieur  à   i , 

2  n  i  \  n  - 

/         i  y        \ 


(RFA         >/- 


Quanl  aux  intégrales  (ABC    e1    CDE),  elles  s'obtiennent  exacte- 
ment coin  me.  dans  le  cas  où  x  esl  inférieur  à  i     (i  g.  <  i  .  Leur  somme 
s  obtient,  en  ajoutanl  membre   à  membre  les  formulés     [g   e1 
<  )n  a  donc 


(23)    I 


i-;-"' 


n  y-  4-  vi  —  /' 


i  /<  -         v  ~ 


y.  -+- 1 


-  :-»>  + 8)  ""('"" 

-ï +    J 


le  produil    par  ra2  des  tenn.es  négligés  entre  crochets   restanl    fini 
lorsque  n  augmente  indéfiniment . 

La  seconde  intégrale  de  la  somme  i  i  s'évalue  en  déformajrl  le 
contour  de  la  figure  i  j.  comme  il  esl  indiqué  (fig.  i'i'-r"  tenanl 
compte  de  ce  que  les  points  /  -  ■  ±  i  \  a2      i   sonl    des  pôles,  pour 
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les  parties  «lu  nouveau  contour  qui  proviennenl  <l<-  l'extension  «l<-  la 
branche  supérieure  du  contour  de  la  figure 
On  a 

r V--'lil       di 

J-o  «  +  \Ji  —  t*  L* 

PQA  VBi  CE]  l  G  ..III.  I.\l  MNP 

La  sommi  des  i  rois  i  n  I  ésrra  les 

CEI  G11L        (MNP 

a  pour  valeur  le  produil  de  :ii~  par  la  somme  d<  -  résidus  de  l'élé- 


€ 


ML    G  F 


iiniii    différentiel    relatifs    aux    trois    pôles    i  i  \  y."      :.  / 

«i    /  i  \  y-      i .   Tenanl    compte   de   ce   que    le  radical  \  i       t- 

csi  maintenanl  réel  el  négatil  pour  les  points  de  I  axe  des  ordon- 
nées balayés  par  la  partie  supérieure  du  contour  de  la  ligure  i  •. 
penda  ni  sa  dé  forma  i  ion,  on  a 


(CEI  «.m.        \i\r 


i  ni        j  \  l  I 

y.  —  i  H 

■   -  i       | 


i  i 

*-' 

(hiani  à  la  somme  des  autres  intégrale 

i  \|;<  i  »,         i  \i         P<  »\  . 

on  p e u  1  supposer,  pour  I  évaluer,  que  les  points  (  .  I  .  G ,  I  .  \  I .  I ' 
sitni  confondus,  <<■  qui  revienl  à  Faire  partit  les  trois  lacets  <l  un 
même  poinl  du  contoui   déformé.  On  esl  a  nené  à  une  ques- 


iSo 


MALlilCi;     ll\Mï 


tion  déjà  traitée, dans  le  cas  <>ù  y.  es1  inférieur  à   r,en  partant  de  la 
figure   i  i .  Finalemenl .  <m  a 


(24)        / 


p-tatt  M 


(«!-I)5 


'  "        y  ) 


sin  (  in  —  y  ) 


i6a3 


le    produil    par   ri1  des    termes    négligés  dans    1<'   dernier   crochet 
restanl    l'un  lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

!°   Le  cas  correspondanl  à  a       i   peu!   être   traité   directement. 
J\l;ns  on  arrive  au  même  résull  at,  pour  la  valeur  de  la  somme  (i4)j 
'■n  faisanl   tendre  oc  \  ers  i  dans  l'une  ou  l'autre  des  expressions  de 
cette  somme,  pour  y  <^  i  ou  a  ^>  î. 
En  résumé,  l'intégrale 


f 


K'-"v'  |     '-'"vi  ■■»■    ,,,!,, 


Il  S- 

(  I- 

s  exprime  il  c  la  Fa  ç  on  suivante,  pour  n  t  r  è    gr  a  n  !  : 

i  "  <>  <  a  <  i  [  formules     t3;,     i  i  .     ■  i   .     ■  •      : 


(25) 


.         8/i  ~         ,       sin2«  i/i       ^ 

J         — H   ,;:  a — 

a-  —  i 

(i  —a-)- 


—  LC0T"     ;      — iïï^-     — t, h    J 


en  exccplaul   la  valeur  '/       o. 

2°  a  >  i   [formules     i3),     i  i  .     •  '•  .     •  i 

,6      .1        g™ 


2  r.y. 


I 


I       >'**-' 


(*»-l)s 


flLC0S<  !"+4J-h-    ; 


7.-  // 


i)  s,nl  "'  +  7; 


i 
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3°  a  =  i.  Les  formules  iV-    e1   (26    se  réduisenl  l'une  e1  l'autre 
à  la  sui\  an1  e  : 


(27)   J=-4/l7I 


\>i- 


Sk 


[/  sinl 


4°   Pour  a      o.  mi  trouve,  comme  uous  allons  l'établir,  que 


(28)     .1=  -8/.-  +  4V/- 


\/n[C05{2n-^)        ^Sin|    "'        i)  + 


(25  1 


Dans  toutes  ces  formules,  !<■  produil   par  ri1  des  termes 
t'iihc  croclicis  ri-ir  lini  lorsque  n  augmente  indéfiniment. 
Il  convient,   pour  appliquer  les  formules    ••">    e1      16  .  de  p< 

y  =  — ,  '        -  m  { y.  —  1  ). 

Les  formules  {16    e1    26    peuvenl  alors  s'écrire 

J  v  n 


i6«V*™    v^^Y2h-— ^ 

'  /// 


-+- 


, ,.,' 


■Sa-  v  *//*  /i2 


-  i  11  1  /  —  2  v  .r  [  2  H )    I 

2/71  v/-av*(a+£   I 

!    ■■•"    i     -*W-   -^ — - 


1-+-  M 


I     \  .  |  \ 


2  /// 


8a2  \  >  ///  '' 


I 


OS     2/1H      ,  • ^- 

I  II 


y/»»*(»+  . 


1 


iba5 


An    bord   géométrique  solaire,   on   a    1       o.    Les   formules 

ci  | '■•('/'  se  réduisenl  alors  I  une  e1  I  autre  à  la  suivante: 


I  Ù  II  '   \      '  ~.  III 


6 


8/1    v 


1 


1  ///    v 


.     1  1 
;os     1  « 

'  1  16  n 


i8: 
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Les  formules  ('25')  et  (26')  correspondent,  la  première  à  ,r  <  o 
et  la  seconde  à  x  >  o.  Elles  supposenl  />  un  nombre  élevé  et  a 
non  voisin  de  zéro.  La  formule  (2V,  ne  peut  donc  pas  être  appli- 
quée au  centre  du  Soleil,  poinl  du  disque  pour  lequel  x  =  —  ■iu\. 
Il  faut  alors  faire  usage  de  la  formule  (28  que  nous  allons  établir 
ci-dessous,  et   qui   peut  se  mettre  sons  la  forme 


(38') 


16  n-  \A 


s/ivm        'inTy/2v 


cos  l  1  n  —  —  ) 


Pour  a  =  o,  l'intégrale  proposée  devient,  après  le  changement 
de  variable  e1  de  contour  qui  a  conduil  à  la  formule    1  j  . 


rlïtnit                        •      p— 2«i7 
, dt+  /       ' ■ 
„  t-  \   1  —  /2            J»  /'-  s  I         l: 


V 1 — t'1   étant    purement    imaginaire   positif,    pour   /   réel   <i    supé- 
rieur à  1. 
La  fonction 


t2\  1  —  t1 


possède  le  pôle  /       o,  affecté  du  résidu  ini.  L'intégrale  correspon- 
dante se  décompose  en  une  somme  des  trois  suivantes,  après  avoir 


Fig.  i5. 
—  E 


T 


& 


T 


déformé  le  contour  comme  I  indique  la   figure  1  >  : 

(  U3C)   :   (CDE)   •   1 .  I  I  \ 

(  )n  a  immédiat  ement 
(■>-9)  «  ^BC)       -  ',/'-: 

(CDE)  s'obtient  en  appliquant   la  formule  (2)  de  Pïntrodu»  tii  1  .  en 


CAS    DE    DIFFRACTION     DES    [MAGES    DES     ISTRES     CIRCULAIRKS.         |83 

partanl  du  développement 

:  i  \  2 


l  '  \   \—fl 


(*— i)    * 


i 


-■ 


dans  lequel  le  binôme  [i       i        es1  réel  el  positif,  pour  les    valeui 
de  '  réelles  supérieures  à   i.  ('n  obtienl  ainsi 


"■■ 


(CD!   ,      v     "l 


\ 


L  intégrale     l.l    \     s'obtient   en  appliquant   la  même  formule  el 
partanl  «lu  développemen i 


/Ai     -/ 


—  I—  (  t  +  i  )    -' 


i 


dans  lequel  le  binôme    i        i)  *  a  une  valeur  réelle  positive,  pour 
/  réel  e1  su  périeur  à         i .  <  >n  arrive  à 


(EFA)    Jïl  '■[,.,  a      . 


L  intégrale    /  s'obtienl   en   donnanl    au   contour    l>  la 


;  77=? 


forme  indiquée  sur  la  figure  [6.  Elle  se  décompose  en  une  somme  de 

trois  au1  res 

i  \r.<  i  i  \       ,  CD]    . 

Dans  le  cas  actuel,  pour  parvenir  aux  points  où  le  contour  rcn- 


^ 


B 


contre  I  ;i\>   des  abscisses, près  de  I  origine,  il  faut   tourner  de    lit 
autour  iln  point  /  i,  en  partant   des  points  analogues  de   la 

figure  i  i,  en  sorte  que  la  détermination  du   radical  \  \       t*t  consi- 
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déréc  dans  le  cas  de  la  figure  i5,  a  changé  de  signe  cl  il  en  es1  de 

même  au  poinl  II  d'intersection  du  contour  avec  ]  axe  des  abscisses. 

r 
[je  résidu  relatif  au  pôle  /  =  o  de  I;1.  fonction  sous  le  signe   j    est 

•  i. 
donc  encore  ■■///.  comme  tout  à  l'heure,  el  i  on  ;i 

(34)  (ABC)       -  \-n. 

L'intégrale    (EFD     s'obtienl    en    appliquanl    la    formule  { 3    de 
l'Introduction,  «mi  partanl  du  développement  (3o  .  ci   I  en  trouve 


(35)  (EFD)=|/îl  | 


i6« 


Quanl  à  l'intégrale  (CDE  .  on  la  calcule  eu  partanl  du  dévelop- 
pement '>■->;.  changé  de  signe,  vu  le  <  hangemenl  «le  détermination 
du  radical.  On  arrive,  en  appliquanl   la   même  formule     i  .  à 


(36) 


(CDE) 


\>y  II 


Les  Formules    29  ,  (3i),     »3)  e1     »4),     !5),     >6   donnenl 

r  E  -"-"" ,11       r  i-:-"--' di 
Jnf2\,/i—t-     •  „  /'\  1  —  t* 


=  —  j  n  n  ■+■  2 

Il  était,  du  reste,  facile  de  voir,  a  priori,  que  ces  intégrales  sonl 
égales,  en  changeanl  '  en  /  dans  la  première  el  observanl  que 
^  1  -  t2  est  alors  réel  e1  négatif  sui  le  segn  en1  de  l'axe  des  abscisses 
compris  cuire  lès  valeurs  /  i  el  /  1.  quand  la  variable  / 

y  arrive  du  côté  des  ordonnées  négatives. 

On  pari   de  là  pour  écrire  I  expression    28  . 


IV. 
\<iiis  nous  proposons  maintenant  d  évaluer  I  intégrale 

r  \-J:  n(n-a.)  _+.   \?-  i-a)  (fu  y',  COS2/13  \J  l  —  W 


37>     L=f» 


u  —  y.y 


\ 


du        r  l 

!   II      ■ 


dz. 
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Nous  admettrons,  dans  le  présenl  Mémoire,  que  n,  tout  en  étanl 
grand,  es1  1res  petil  par  rapport  à  m.  On  verra,  dans  la  suite,  ce 
qu  il  faul  entendre  par  là. 

'"  y        i.         Il  convienl   d'évaluer  toul   d'abord  l'intégrale  I  ■ 

(  )r  on   ;i 

/>=* 

I  —  COS2/J  "M-  //-'  vi  ,       '    " 

--- z=2ui-1 


/»  =  « 


1  .2  .  .  .   >  /> 


Le  chemin  d'intégration  y,  dans  le  plan  <l<;  la  variable  z,  étant 

Fie.  n. 


.yv 


celui  représenté  sur  la  figure  i  7.  on  tire  <!<'  la, 


r- 


Cos2  11  z  \J \  —  n- 


P  =  < 


dz       ■  V 


(—  1  )/'*-«    (i  — 
1.  •>....  •«/'     2/^       1 


<  )n  peut  donc  «'•  < ■  1  •  i  1  e 

C  I'-2""   "     '  ,        /'  I  —  COS2«Jl 

/  =  rf«  /  j-ÎL 

. '):  in  —  1  y- \/ 1  -    n' 


rf- 


=  2 


/•    I 


■>  l>       I     1 .2. .  .2 


■f{— 


n'2 


1  du. 


Fig.   18. 

-•—G 


L'intégrale  placée  sou--  le  signe  ^    peul  >\  ailleurs  se  mettre  sous 
la  forme 


/■    , 


joui  n.  </<■  Math.  ( 8«  série),  tome  III  Ino 


f<*. 


'I 


i<S6  m  au  m  ci;   hamy. 

En  donnant   an  contour  C  la    forme  indiquée  sur  la  figure  i8, 


ou  a 


f  (j — £) — .  FJ imu  du  _  (  N  | .,  |  | ,  x 

jc   (  "  —  '  y- 

Les  intégrales  désignées,  dans  le  second  membre,  par  !<  s  chemins 
suivis  par  la  variable,  écrits  entre  parenthèses,  peuvenl  être 
évaluées  en  appliquant  la  formule  (2)  donnée  dans  l'Introduction. 
Il  faut  partir,  à  ce1  efîel .  des  développements  de  la  fonction 

1 
(  i  -  a-  {    - 

dans  le  voisinage  des  points  it==  1  et  u             1.     1       "J  étant 

alors  puremenl    imaginaire   positif,  sur  le  contour,  pour  '/  réel  eï 

supérieur  à  -    [,  e1  réel  e1    positif   pour    u   supérieur   à  1.  <  ni 
trouve,  dans  le  voisinage  de  u  =  1, 


(ï<>: 


h  —  «*) 

(H  -II"' 


=  ( 


I  _  5  «  r         

-iV'+'/Z      Un  1  :"       Mu-   2^~'  (" 


14- 


le  binôme  (u  —  -]  étanl  réel  e1  positif,  sur   I  axe  des  abscisses, 

pour  u  supérieur  à  1.  On  a  d  autre  part,  dans  le  voisinage  de  u  =       i  , 


('.") 


(  1  —  u1 


1      ■>,  ■ 

M  -+-   l) 


(  U  —  I  ) 

Pari anl  du  développement      ji  1    on  i  rou \  e 


O.p  D 


(ABC)      l'.': 


(- 


'(/>  • 


r(-„  +  !) 


1     h  J 


l  .,..._,,,  ip  —  3) 


1  a  /// 


l  1  disant  ensuite  le  développement  1  ;  ,  on  constate  que  l'inté- 
grale (CDA  est  de  l'ordre  du  produil  (ABC)  x — j,  c'est-à-dire  de 
Tordre  de  grandeur  de  l'erreur  admise  sur  (ABC).  On  a  doue  situ- 
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plcment  comme  valeur  de  l'intégrale 


i. 


•  - 


r|   .„  +    , 


/■      , 


-I-  l 


(  2  />  —  i  )  (  .>  /;  —  ■  i  ) 

i  u  m 


e1  l'expression  de  l'intégrale  (38    devient,  en  admettant  u      erreu 
rela  i  ive  de  I  ordre  de  — => 


ni- 


—    2  /< 
p  =  l 


Ml  I 


-I) 

a p  —  i     ...  )      i  .  -  .  .  .■>.  p 

\  (   -p  + 


i       I 
— î     '+'- 


/>  —  ')(  a  /' 
1 6  m 


<Hi 


/' 


,.'!/'■ 


y..''    '        I 
P  ~ 


87c  ni     >    - 

/»=>  M  -  P 


'(an) 

1   1  '' 

m 

1.2... 

■»/' 

'/'      '  '  '  '/' 


lônj 


I  )i    on  ;i 


n    , 


1 


{-!>+  -  P  +  j  +  ■)  ... 

'"-r(îJ 

i— iy-*i.3...(a/>— 5) 


ou 


r(    -/;  +  ^=(-.  r(2/?-3)(a/,-.) 

i ..;  . .   \p      i) 


en  résulte 


:(-,    : 


\   (—  />  +    '-)(■.»/;—  l).  I  ....  .    .f.  I  |       ■ 


L'expression  de  I  intégrale  vient,  en  conséquence, 


n*V 


(  i  '  )     3a  v/n  m     ^  — T7 

N  —  (2JJ         l  !/J  •!•.../• 


lu  m 


I 


/'      i 


A.près  avoir  déformé  l<   contour  C  comme  I  indique  la  fi    u 
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ou  trouve  d'une  façon  analogue  l'expression  asymptotique  de  l'in- 
tégrale 


(43 


i 


C  \  —  cos2  nz\  i  —  u1 
-  du  f — 


dz. 


La  partie  fournie  par  le  point  singulier  u  i  es1   négligeable 


Fig.   19. 


C 


devanl    celle  que  donne  la  considération   du    point   u-  1.   du 

tnomenl  où  l'erreur  relative  admise  >ur  le  résultai  es1  de  l'ordre 
de  —  •  La  valeur  de  l'inl  égrale  s'obtienl  en  changeant  i  en       1  dans 

/n- 

l'expression  (42).  On  en  déduit 

,r-  p  ' 

I  Àf      -    l~      V  "'     

^  (2p—  lY(2/t—  6)     1  .    •.  .  ./' 


;■: 


/-    ■ 

COS  I  //  —      1 — ï -  -m    /■ 

I»)/// 


'  -  ■■]■ 


le  produil  par  m2  des  termes   négligés   cuire   crochets   restanl   lim 
lorsque  m  augmente  indéfiniment.  On  |>cu  1  aussi  écrire 


1    p  ' 


p    ' 


X      COS/; h  -ni  /< 

?. 


(\U\     L  =  3?. n   v  ■>.  -m   >  -  — — 

w'  x  ^  (2/u       1  )-r.?/'  —  3i    1.  '-  ■  •  /' 

1  >. /<        i)     ■/'         ;  I  ~ 

— - — - C<>~/'  sinp-      -i- 

ibm 

Cette  Formule  est,  en  principe,  valable  pour  toute  valeur  *\>' 

Mais  elle  11'esi   pratiquement  applicable  <|iie  lorsque        ne  dépasse 

jias  l'ordre  de  grandeur  de  i5  unités. 

Nous  verrons,   dans   un   autre   Mémoire,  commenl    la   question 
doit  être  traitée,  dans  I  hypothèse  contraire. 


m 
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2°  a<  i.        Le  poinl    u  =  x  es1  un  pôle  de  la  fond 
sous  le  signe    j  ,  intérieur  au  contour  d'intégratio  sidérons 

d'abord   l'intégrale 


/  '  I  '■         fin        Ç  i       cos  \nz  x/i       u     , 

'   \->)  /    ; -,  -=    I    r-2 dz. 

■',     "  —  *)*  s'i—u'J-:  s* 

On  peul  donner  au  contour  C  la  forme  indiquée  sur  la  h_ 


D 


fc 


L         B 


et  la  décomposer  en  une  somme  de  trois  autres 

I  15  i  f=(FLA  VBD  hl  l    . 

•  c 

Pour  avoir   l'intégrale     II. A  .   relative  au   lacel    décril    autour 
du  point  u  —  oc,  il  faul   calculer  le  résidu  de  la   fonction    sous   le 

signe   /  .  pour  le  pôle  u       x.  Il  ;i  pour  valeur 

!  mi                  y              ,  '  i       cos  •  n  s  \  <        /     , 
K  =  \       — dz 

h  '       y         0       *        I  ' 


—  '  n r  I 

I  —  «    .  ' 


(l 
y.         /"sina/is  yi        y 


■/; 


ou,  «ui   intégranl    par  parties  !«•   second   term< 


R         '"        / 

V     I 


•  i  — ,-,,.  .  fi  -  ^    | 


\   i 


i        i    |    ii>~  >.  /(  \   i 


(  )n  ;i,  par  suite, 

<  i7) 


0 

i  I  \         ■  •    I  ; . 
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Pour  calculer  les  intégrales  (ABD    e1     DEF  .  ii  convienl  de  rem- 

1  fcO(r>'2HZ\J\ U1     ,  1/1  1 

placer    / ^ —     —az  par  son  développement  obtenu  a  propos 

de  la  formule     >8),  ce  qui  don  ne 


(  18 )  f l:' ri du  f  — ;q»";>--^!  ,h 

J  (a  —  x)~\Ji —  a1 


(-i)i'-  '    (  •  nyi>     r{i  —  n-) 


p=i 


2  p  —  1     1  . 2 .  .  .  2/?  J       (u  —  y.) 


f       (fi  —  y.Y2 


l'intégrale  placée  dans  le  second  membre  étant  pris»;  suivanl  le 
chemin  ABD  ou   DEF.  Ecrivant 

1  I 

!  évaluation  de  I  intégrale,  écrite  dans  le  second  niembre3  s'obtienl 
en  appliquant  la  formule  2  de  I  Introduction,  en  partant  du  déve- 
loppement 


(5o 


(\-lt)   ,    =  /(-,,/-  -if 

(«  —  y-)2  (1- 


h(^--T^) 


(  U  —  ] 


dont  le  champ  de  convergence,  autoui  du  poinl  u  t,  diminue  à 
mesure  que  */  se  rapproche  de  la  valeur  1  el  devienl  nul  lorsque  y 
atteinl  la  valeur  1.  Les  résultats  auxquel  nous  allons  parvenir,  en 
part  a  ni  de  la  formule  i  o  .  ne  s  e  r  o  ni  donc  v.  ;  1 1 : 1 1  >  I  1  ■  -  que  si  y.  n  est 
pus  trop  voisin  de  1 . 

L'intégrale    f      se  calcule   de   même,  en   parlant   du    développe- 


ment 


(5, 


(1  —  n1) 


(f,~y.r-  (1 


;(«-M 


\p        1 


"  '    ■  ! 


Dans    ces    formules,    le     binôme     u        1  es1    réel   e1    po  itif 

pour  //  réel  el  supérieur  à  1 .  <  t   le  binôme  (u  -  -I  e1  positif, 

pour  u  réel  e1  supérieur  à        1 . 
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(  In  obi  ienl 

■  •'l'""    ;  ïl 

(ABD)       >K     ^y  {-)t-±- 

p    i 

I  I  —  »         I  /// 

le  produil   par  m?  des  termes  négligés  entre  crochets   restanl    uni 

pour  m   inlini. 
On  trouve  de  la  même  manière 

p=  *  — «I  imii  +  a  '  |  - 

(53)         (»K'-)-»i/'^2(ïf)'t.Ln»/.-)r("Ao 


X 


r,_  (ït=i  __2_)îf±i,-+...i. 

1  |  !  +  «/         I'" 


Additionnanl   membre  à   membre  les  trois   Eormules      r  . 
et  (53),  on  obtient  finalement  la  valeur  de  l'intégrale    i5  . 
L'expression  de  l'intégrale 


(»«  J|;  t^77  7r^yr i5 dz 

s'obtient  par  des  considérations  analogues,  en  donnanl   au  con- 
tour C  la  forme  représentée  (ftg.  21).  Mais  il  Fau1  tenir  compte  de 


C 

fD 

( 

L 

71 

r> 

-/ 

\ 

\ 

• 

■ 

c 

i. 

la  circonstance  que  \  i  u*  a  maintenanl  une  valeur  réelle  et 
négative,  aux  points  où  le  contour  rencontre  l'axe  des  abscisses, 
en1  re  les  valeurs  u  =       1  e1  '/  [.Cela  tienl  à  ce  que  la  valeur 

de  \  1  u2.  sur  l'axe  des  abscisses,  pour  u  •  i.  es1  puremenl  ima- 
ginaire |tosii  ive. 

Dans  le  cas  actuel,  le  résidu  11'  analogue  à  11.  pour  le  pôle  u 


'!)' 


MAURICE     II  \.\n  . 


s'obtienl  donc  en  changeant  m  en     -m  el  \i     -y.-  en        \i        x- 
dans  l'expression     \6)  de  l«.  ce  qui  conduil  à  l'égalité 


(55)  R  +  R--ii    rt-cotinz^-a'j; 

\  i        7-  • 

(  )n  a,  en  conséquence, 

r  R"'-'"  ""*!        du         r  1  —  cos  2  //  ;  v  1  —  1/* 

. '    ("-«)*  \ï^ J,  _         ~^~ 
>/-!;'      i  RAB)  •     1  IDE 


dz 


L'intégrale  EAB  s'obtienl  en  partanl  du  développemenl  (48), 
après  changemenl  de  1  en  —  i,  e1  en  appliquanl  la  formule  (3)  de 
l' lui  rodud  ion  au  dé\  eloppemenl 

L'intégrale  (CDE  s'évalue  par  la  même  Formule,  en  parlant 
du  développemenl     5 1     changé   le  signe,  c'est-à-dire 


•  1 

—  "-)  ■>.  p  \  /'  —  1 

k  —  ocy-  (1  +  x)1  ,  i 


( 


à  condition   de   regarder   le    binôme     u      1  comme  positiJ    iu 

poinl   I)  du  contour    fig.  21   .  où  "  es1   céel  e1  supérieur  à    —  1.   Il 
faut,  en  effet,  tourner  de        2-,  autour  du  poinl   u  1.  pour 

passer  du  poinl   E  de  la  figure  20,  auquel  correspond  le  développe- 
ment    "ii  .  au  poinl   l>  de  la  figure  .•  1 .  en  déformanl  le  contour  de 
la  figure  20,  |><>ur  I  amener  à  coïncider  avec  le  contour  de  la  fîgui 
(  >  1 1  i  iiiu\  e 

_/»=  «  /|  ■>>„   I       X 

v^  I 


(•>: 


RAB)  =  2 


^ 


m  J    11     -a  )-'  ■/'       il'/'       1 


x     1 


iip  — 1  •         \p 

\        4  1  —  et)     !x 


!  P  I    . 

I  -h.  . 


(58) 


«2    /'       R'L 


\»> 


coi  .^nASl-f        , 

y   m  ^  \m  )    (1  ^a)*(2/?— 1 


>r(^4-o 


<      H 


'/'        ' 


'/<        1 


!        y  '       \  m 
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Des  formules     \5),     ]'.'  .  ",-  ■       •  .    53    d'une  pari  i 
(58)  d'autre  part,  on   tire   finalement,  en  tenanl  compte  de  la  for- 
mule (55  .  la  valeur  de  I ..  pour  a  <  [,  à  savon 


.                Smr.      i"i — co< inz\  i       x1   , 
I  .,.,,     L  — /  -  — — ï-_      _rf- 


i      ,/][*!  y  _      U  / 

-  y    //*  m   ^   (  2  /;  —  i  )  r 

/'  =  ' 
[a«(i  —  «)+  l>        ])'- 


(  />   •    i 


cos 


■'/' 


-( 


2  />  —  l 


i  m  4 

X  sin      >  ///  (i  - 


«+  W 


-(    )  + 


I  un  terme  qui  s'obtient  en  changeant  a  en      x  dans  le  terme  ci  dessus, 

!c  produil  par  m2  des  termes  négligés  dans  les  grandes  parenthi 
restanl  fini  lorsque  m  augmente  indéfiniment.  Cette  formule  n'esl 
d'ailleurs  valable  que  si  y.  n'esl  pas  trop  voisin  de  i .  pour  le  motif 
invoqué  à  propos  de  l'établissemenl  de  la  formule  (5o  .  Elle  ne  peul 
être  appliquée  que  si  Le  produil  m(i--a)  es1  suffisamment  élevé. 
La  formule  (5g)  ne  devanl  ê1  re  emploj  ée  que  pour  x  >  o,  on  voit 
que  si  l'on  considère  une  valeur  de  x  non  voisine  de  i .  le  terme  non 

rciii  e1  celui  qui  le  précède  sont   tous  deux  d'ordre      -  par  rapporl 

à  celui  qui  dépend  de  I  intégrale   /  •  Si  1  on  considère, au  contraire, 

une  valeur  de  oc  assez  voisine  de  i,  le  terme  non  écril  es1  négli- 
geable par  rapporl  à  celui  donl  on  le  déduil  par  le  changement 
de  a  en  a.  Pour  ces  motifs,  il  n  y  a  pas  lieu  de  tenir  compte  de 
ce  terme  non  écrit.  Nous  en  ferons  abstraction  dans  ce  qui  va 
suivre.  Posant,  comme  nous  I  avons  déjà  fail . 

v,         i  m  (a  —  i 


la  formule  i  '»•)    peul  se  mettre  sous  la  Forme  suivante,  en  ne  rcte 

Journ.  de    Math,  i  tome  III.        ^nn 
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nanl  que  les  ternies  principaux  : 
L 


(5g' 


39.  f)2  sJit.m 


•'. 


«/,  -av*(a+™)3' 

I      r„  ,      .        ,        \Yros.r  4- Zsiii./  1 

•7 L  COS./'  —  \    -lD.r — ; r  (        )-{-..-, 

\x-  t  ' 


les  termes  négligés  contenanl  en  facteur  —  > ou  -    e1  U,  \  .  W,  /.. 

représentant  les  séries 

-       .      - 

v     x   cos  /'      --  sin  p  — 

p  =  «    cos  /'        —  sin  /j  — 

V^  2  ' 

\        :    >     -  -^r— 

—    (  2 


■  /(   .i>r(/j 


2  p  -+-  I  V 


^    2  p  I 


P      I 


/'       ' 


I       p  ,  '       ■ 


>lll  /'  - 


"/'-, 


z=2 


9.  p  -+-  I  v'' 


/'-  -I 


2/J  —  1     Vi  p  -+-  I  ) 


COSJD  -lll  /' 


4°  A.u  centre  de  l'image,  on  a  ■/  1  1  »m.  [1  en  résulte 

I,  1  /  '  r  —  cos  \/^mv  z 

= V/9.T-7»     /  — ; (/; 

3  !/l*\  27T w  2  .      ,  i'"v:' 


\ÙIII 


[}  C0S2  \    sin  '  ///  1 


ou,  d'après  la  formule    65),  que  nous  .liions  établir, 


32  //'-'  \  2  r/// 


\  2  7i  m 


1  sin  2  ymv 


,N,„v        »mv  , 


[6/n 


|  I    cos  >.  111       Vsin2/w]  -+- . . .. 
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ce  qui  peu!  s'écrire,  en  tenanl  compte  de  l'identité  n  =  \  vm, 

L  s/t. 


(59") 


3  2  //  J\  2  -.m  2  sJl'J 


— H  des  tei  mes  i  onl  enanl        en 

IL  ,,, 


"] 


Pour  clore  la  question,"  nous  allons  nous  occuper  di 
suivante,  prise  le  long  du  chemin  y,  représenté  figure  i  _.  e1 
es1  supposé  positif, 


(6o) 


fl  —  cosr/;  .  i  —  cosy 


<|ui  se  calcule  de  deux  manières  différentes,  suivanl   que  q  esl   ou 
non  un  nombre  élcs  é. 

Si  q  ne  dépasse  pas  quelques  unités,  le  développement    in  s 
du  cosinus,  figuranl  dans  l'élémenl  différentiel,  conduil  à  l'expres- 
sion suivante  : 


(6i 


J.  7  :  '  *d  2/;  -\-  \    i  .  >..  .  . 


' 


<  mi  pourrait,  du    este,  obtenir  des  expressions  plus  avant; 
mi  poinl  de  vue  du  calcul  numérique,  lorsque  q  dépasse   !. 

Lorsque  q  a  une  valeur  un  peu  élevée,  il  es1  toul  indique   li   fairi 
usage  d  un  développement  semi-converg<  ni  que  nous  allons  établir. 
du  momenl  où  I  mi  s  en  tienl   à  un  degré  <l  app  oximation  conve- 
nable. 

<  Mi  a  d  abord,  ap  è  •  une  in1  égi  al  Ion  p  ies . 


... 


' 


i  —  cos</ 


ilz  \  cos  '/       7  f 


()n  obtienl  d  ailleurs,  à  I  aide  de  deux  intégrations   pai    pa 

successives,   l'expression   suivante  : 


il:  «...y  •  ■»!  il//  / 

7  '  V  ' 
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dont  on  tire  <l<-  proche  en  proche 

1.2  I  .  I  .  3 . 4 


63 


Ç  %\x\q 


dz  = —   —  cosr/ 
9 


■  !  1 1  y 


1.2.3 


■+-(-0' 


+  ( 


i.2...(2/>-i-2)    /-sinyj 


,      I  .  2  .  .  .  2  I)  1 
1.2.  .  .(ip  +  I> 

y~v 


En  vue  d'exprimer  l'intégrale  entranl  dans  le  second   membre, 
considérons  l'intégrale  auxiliaire 


C  cosaz    , 

I      ■>      ,  "-■ 


Si  lim  développe  le  cosinus  en  série  e1  que  l'on  intègre,  on 
obtienl  une  série  de  termes  tous  réels,  à  l'exception  d'un  seul, 
qui  a  pour  valeur 

g  /  '  dz 


(-0 


p+i 


y      dZ  ,       .  ffV+* 

/      -  -   l)''/~ " 

,p  +  2)J       Z  l  ......    •/.  2 


1.2.  .  .(   '  I  .   !.  .  ,i    •/. 

I!  s  ensuil  que  l'intégrale  réelle  f    _..,    ~  dz  es1   le  coefïicienl   de  i 

dans  la  somme 

<f-i  ,  "  E"'z 


(-i)/'-»/ 


1   ■  /' 


rfc. 


E   désignanl    la    base  des    logarithmes    népériens.    On    peul    donc 
Miel  i  r<    la  formule  (63    sous  la  forme 


(64)    j'-^.h- 


COSfJ 


1.2  I  • 


r 

i .  i.3 


r 


..  +  (— i 


1.2.'.  .2/3 
._j_  (_  ,)/' L 

i  .  •  '  /-       i 

)'' T~ 

r' 


r  désignanl  le  coellicient   de  \       >  dans  I  expressi  m 

r  VJi 

1    z1^ 


[.2...J    ■/.      'J^lf^l 


,,■!• 


- 


Or,  si   l'on   remplace,  dans  le  plan  de   la   variable  z,  le  chemin 
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d'intégration   v  [fig-    [7;    l);"'   ':'    demi-circonférence   de   rayon   r, 
tracée  du  côté  des  ordonnées  positives,  or  peul  écrire    ' 


f 


/-       un  l 


z1'' 


i  désignant  I  affixe  d'un  poinl  de  cette  demi-circonférence  el  •j.  un 
facteur  de  module  inférieur  à  i.  Mais,  q  étanl  positif,  E  esl  au 
plus  égal  à  i,  puisque  la  partie  imaginaire  de  :  a'esl  p  itive. 

Il  s  «'iisini  que  cette  intégrale  ;i  un  module  inférieur  à ir  e1  par  suite 


/< 


i.2...(2/?  +  a) 


,!,,-  : 


( en  valeur  absolue 


Si  donc  le  second  membre  de  cette  inégalité  es1  inférieui  à  là 
limite  de  l'erreur  admise  dans  les  approximations,  on  pourra 
négliger  r  dans  la  formule  (64).  Il  convienl  d'ailleurs  de  choisir  p 
de  façon  que  2  p  -f-  2  soil  le  plus  près  possible  de  q  toul  en  lui 
étanl   inférieur. 

A  la  formule  64)  correspond,  d'après  la  relation  62  ,  l'expression 
approchée  suivante  : 


(65; 


1    r  \~cosqz  t.        1  1  f  1  .  >.  ,  ,    1  .  -.  .  .  '/■ 

/  '     il-  h  -  cos<7     — -— ...   h(  —  i)',M- 

VT         7~2  2        7         7         7LvJ  '/*" 

.    .     r      [.2.3 

5111  7        I h.   .    . 

7  L  7" 

■  >■  .  .(2/>-4-  l)  1 
7V  J 


avec  une  erreur  inférieure  en  valeur  absolue  à 

-    I  .9.  ..(■>./>     r      i) 


1     Ki;i    1  donnée   l'intégrale  I        /   /  :    1/:  prise  le  long  d    in  c     mil     \  \  .  on 


Fie 


sait,  en  effet,   que  Ton  a    I       parcAA'/  tanl    l'affixe  d'un   [>oiul    de    \V 

el  [j  1  n   f  teteur  de  mo  Iule  plus  pel  i    que   1 . 
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D'après  la   formule  (61),   l'intégrale  (60    es1    mille   pour  7 
elle    a    d'ailleurs     pour    valeur    -     pour    q  —  ce.    d'après    la    for*- 

muJe  (t)o).  ba  dérivée  par  rapport  a  7.  savoir  2 ; — -1  est  positive. 

C'est    donc    une    fonction    croissante    de    </.    La    dérivée   seconde 

7-111  7         3  ''ose/  —  2  ,    •        ,  •  ;  /     •  , 

2 — - —      ;i  une  première  série  <le  racines  <i       2  /<-.  k étant 

7  ' 

un  eut  ici1  et  une  seconde  série  comprise  entre  ik~-\   -  et  ±k-  —  — ? 

/.  étant  nu  moins  égal  à  1.  L'intégrale  60  .  en  grandissant  de  0 
à  7û,  lorsque  </  croîl  «le  zéro  à  l'infini,  éprouve  <l>mc  une  infinité 
d'inflexions.  En  conséquence,  cette  intégrale  augmente  en  passant 
par  une  infinité  de  sinuosités. 

3°  Nous  avons   encore  à   calculer  l'intégrale   L,  dans  le  cas  où 
a">i.  Considérons  d'abord  l'intésrrale 


rE^  du        ,'i 


COS2  11  :  \   i 


(h, 


le  contour  (.  étant  toujours  échu  qui  a  été   défini   a   propos  de   la 

Fie. 


formule  (6  .   Déformons  ce  chemin,  conm  >■  ii  csl   indiqué 
On  a 


' 


I  I  \  \i:|.  hi  I 


L  intégrale  I  I  \  a  pou  valeur  i<-  produil  de  217:  par  le  résidu 
de  i'élénienl  différentiel  relatif  au  pôle  //  a.  Le  radical  \  1  >r 
(tant  purem<  ni  imaginaire  positif,  pour  //  y.  ce  résidu  se  déduil 
de  la  formule  (/|6)  en  y  remplaçant  N  ~  y-  .,,•..■  /  x  7-  1  e1  en 
exprimant  le  cosinus  par  des  exponentielle  s. 
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<  )ii  I  imii \  e 


<<: 


H 


S/y."---  .  J 


I—    -   <   |.M«  va      î         | 


(  )n  en  déduil 

(68) 


(  7} 


-  (—2       l."v  I 


I  I .  \  1       ■  /  -  l  ; . 


Le  calcul  de  la  somme    AJBD)   •  ^DEF     s'effectue   exactement 
connue  dans  le  cas  où  v.  es1   inférieur  à   i .  Cette  -mu un.'  s'obtient' 
en  additionnanl  les  formules  [Si]  e1     53  .  Il  en  résulte  pour  l'inté- 
grale (66   la  valeur 

3I1CR    I   ai/IyV^V— il 

V»l^       "'         (I— a)*(3/J         ' 


tmil      a 


I 


I.     (to_- Î-) 

I  I  — «/ 


2         ,  2  />  -f-  I    . 


I  "' 


I  ."in!  égrale 


i 

2  y   «/  —  \  m  j    (i  +  a)!(3/»-  1)  !*(/> 

1—      -!——  -  )-!- 1  -f.  . 

1  1  -h  a        im 


i  j^tj  ^=tJ, ? /;- 

quand  ot  es1  supérieur  à  i,  s'obtienl  en  déformant  le  contour  d  inté 

Fig.  >i. 

D  «■ 


gration,  comme  il  <isi  indiqué    fig       1  ,  On  a 


/       . 1  ;  i«  C  D I  1  \ 1  ■ 

■  1 


2O0 
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L'intégrale  (BLC),  relative  au  pôle  u  =  a,  es1  égale  au  produit 
de  2  ir.  par  le  résidu  R'  de  l'élément  différentiel  relatif  à  ce  pôl<  . 
Or  comme  \i  —  u2  a  la  même  valeur  que  dans  le  cas  examiné 
tout  à  l'heure,  à  propos  de  l'intégrale  {66  .  ce  résidu  II'  s'obtienl 
simplement  en  changeant  m  en  m  dans  la  formule  67  .  [lest 
donc  donné  par  la  formule 


(71) 

et  l'on  a 
(72) 


R  Hr   IV 


[_a  +  E«*' 


(a*-i)~* 


(BLC)       2/ttR'. 


La  somme  des  deux  autres  intégrales  CDE)  EAB  s'évalue 
exactemenl  comme  lorsque  x  es1  inférieur  à  1.  On  a,  en  consé- 
quence, 

/>-*         ^  ,[2,,,  i_a  -+-(  /■  *î  |  5  | 

,73)     (CDE,  +  (EAB,=       y^2(sr)    u' 


X 


a)s(a/>  —  1    I 

/  2  y»  ■ —  t  2      \z/)  +  i 

L1_\4~~  T^ 

/Ë  V     ":  /' 

y    ///  ^  ' ni        (  1  -r  2  />  —  1    I 

[n-(—  '''       ' 


i.- 'I2'"  '  '  a   '  "'  '  ;  '  7  I 


I  H-  5: 


/  -+- 


En  résumé,  lorsque  a  >  1 ,  la  valeur  de  l'intégrale  L,  déduite  des 
formules    66),  (67),  (68),    69),    70),    71),   72),    73    es1   la  suivante  : 


(:'.)    ^ 


\-y. 


(a'  — ,)» 


-  [  K'-"v 'a'J-'-h  R-2« •**-' 2 


/—       > "      '  (  ■ 

1  —  a)2  Y     ///   ///  A  (2/j  —  1  1  I \  /' 

p  --1 

2m  (1  —  a)  -+-  (  p   ■    -)- 


( 
x  \  ( 


os    1 


••*yr>  -+-  1     ■>/-       1 


2  m  (  1  —  y.) 


p 


r^n 


I  »l     \      I  1  —  a 

un  ternie  qui  se  déduit  du  précédeftl  en  changeant  y  en        a 
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Cette   expression   n'esl    d'ailleurs   pratiquement   applicable  <pi'* 
si  a  diffère  assez  de  i.  pour  que  le  produil  m    i       y.    ;iii  une  \ ;i  1< •  « i > 
élevée.  Comme  dans  le  cas  où  oc  <  i.  le  dernier  terme  non 
csi  négligeable  vis-à-vis  du  précédent. 

Posant,  comme  nous  i  avons  déjà  fait. 


m 


•  m     y         i  /  . 


la   formule     ~i     devient,  <-n   ne  retenanl    que  les   termes   les  plus 
imporl  an1  s, 

.-(,  +  . 


■:'. 


\'"-[  '  + 


'    \ 

>  m 


'•  !  n'1  \    •  -  m 


i  / 

-  ; — -,  |  W  <•"■  '        Zsîna  — r(     )  -f-.  . ., 

i  / J  /  • 


les  termes  négligés  contenanl  en  facteur  —   — ou  --- ;   I  .  \  .  \\ 

./■•        m  I  ///- 

e1   /.  représentai  d'ailleurs  les  séries  définies  à  propos  de  la  for- 
mule (  5ç/). 


V. 


m  M  m  f    ni  s    PORM1  LES    ivniniiM    l\ 


///,//,  oc  é1  a  ut  les  paramètres  définis  par  les  formules  i  el  l\  l'inté 
grale  <|in  figure  dans  I  expression  (5  de  I  intensité  I.  les  formule 
suivantes  donnenl  la  valeur  de  l\.  avec  une  faible  erreui  relative 
dans  différenl  es  hj  po1  hèses. 

jourii   de  Math.  (8*  -  ri<  i    Lomi   III.         \nn 


•lO'.l 

Posons  : 


(75) 


/ 
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x — r; Ico»/;-    -t-sino  — 

t\p-\ 


-=- cos  p !-  si  n  p  -     , 

(  2p  —  l)  1  (p  -+-  I)  >  2    ' 


z  =  y       zp  +  i 


s. =2 

;>  =  1 

...  %7  ip  -+-  I      y   W 

W  =r    >  _— _  ,C0Sp-      -  sut  /?  —  I  , 

-^  2p  —  1    T(/)  -+- 1) 

p=l 

fn'-M'   ' 

2  /?  H-  I      \  /« 


cosp^  —  sinp  7  )(')' 


p=i 


.  cosp 1-  sin  /;  — 


Les  sommes  de  ces  séries  sonl  Inscrites  dans  le  Tableau  suivant, 
pour  diverses  valeurs  du  rapport  —  : 


m  S0 

o,oo — I  , oooo 

oi i  ,0006 

02 I  ,OOI  I 

o3  i ,0017 

c>4 1 ,0022 

o5  1 ,0028 

oG  1 ,oo33 

07 1  ,  00.I9 

08 1  ,on/|5 

09  1 ,oo5o 

10  1 ,oo56 

20  1,0112 

3o  1 ,0169 

40  1 ,0226 


u. 

\ . 

w 

/. 

1 . "OOO 

—  1 ,0000 

— 3 ,000 

'< 1 

0,99X3 

1 ,0017 

;  ,008 

2,992 

0,9966 

1 ,oo33 

3,017 

2,983 

0,9950 

1 ,oo5o 

3," 

2,975 

0,9933 

1 ,0066 

3  ,o33 

2,967 

0,9916 

1 ,0 

3,0',. 

o,9899 

1 .0099 

3.. 

2,950 

0,9882 

1,011.") 

3,o> 

2,941 

0,9864 

1  .  <>i3i 

3 ,  066 

2,932 

°,9lS<" 

1 , 0 1  i  7 

3,073 

2,923 

0 ,9830 

1 ,oi63 

3,o8o 

•  .  ,  i  '■ 

0,9654 

1 ,0320 

3,i58 

2,824 

°»9-'»7  ' 

1,0469 

3,228 

2 ,730 

1  ,9  'S  ! 

1 ,0610 

3,2g  '< 

2,633 

(')   La  série  V  est  identique  à  la  série  TS;  définie  par  les  formules  (86)  pour  s=o. 
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DO  .  .  . 

60.  .  . 

70... 

80... 
0,90  .  .  . 
I , OO  .  .  . 
2 , OO  .  .  . 
3,00  ..  . 
'|  .OO  .  .  . 
5,O0  •  •  ■ 
'  i  ,  '  >o  .  .  . 

7,00. . . 

8,00 .'. . 

Cj,  On  .  .  . 
IO,00  .  .  . 


I  )';i  1  h      [1      ! 


s.. 
,o34i 

.(/,",  s 

•"'"7 
.  0576 
,  n85 
.  i8i  ; 

-ïi; 
!o78 

.  J88o 
,5444 


0,8894 

0 , 86g  - 

o,  Ï910 

0,398  ! 

O,  1 v'"t 

0,1 ',88 
0,1391 

o,  1 ig  I 
o, 1019 


1  .<<-  ,  , 

1,1193 

1  .  1  -..  1 
1 , 1 3 1 5 

I  .  I  •  i  !  O 
0,791   ' 


\\  . 

/ 

. 

. 

1 

- 

— .. 

. 

1  71 . 

' 

, 

(76) 


►rmules    -  .    1  -.•  .    t3    e1     I7  .  on  a 
w*K  .1  l. 


l'.ni  an1  de  ce1 1  e  expi  i   sion  e1  posant 


(77) 


y  =  — »  '        im(«-i), 

m 


on  a   : 

i"   Pour   v.  <^  1   e1  non  voisin  de  zéro  ou  a  on  voisin  de 

—  2  ///.  d'à  près  les  formu  h  >);, 


(78 


K 


\f*itm        \f2vl  XL         .       , 


(, 

>  m 


"\ 


j 


\ 

\  I 

\ 


204 

en  posant 
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(78 


W 

1 

" 

Z 

1 

L 

+ 

X 

■+- 

,x- 

( 

) 

cos.r  — 

S  - 

-    -  — 
.r 

./•- 

(      ) 

sin  x 

(s(y; 


des  termes  néglisreables  contenant  en  facteur -1  —    on 


s"  '  y/Wm 
'2°  Pour  a  >  j    ou  a;  }>  o,  d'après  les  formules  (26'  .     ~  1'  . 


/«2  K 

(79)    —p 


- 


v  - 


2  \   '2  77  III 


\    2/  /'  (  2   H 

\  2  /// 


V    .«(.- 


'  \/*'J-r[2  +  û;) 


///  étant   considérable,   le   rapporl  peut   être  petit,   tnême 

1  •  10m        '  ■ 

quand  x  es1  assez  élevé.   Les  formules    78    e1     7g    prennenl  alors 
une   forme   plus    avantageuse,    pour    le    calcul    numérique,   en  les 

développant   suivanl    les    puissances    de       >    la    décroissance    des 

termes  étant  rapide.  Tenant  compte  de  la  relation  (62),  on  trouve, 
pour  a  <  1  ou  x  <  o, 

1  ' — 7 — 

1-   cos  y  —  (\vxz 


(80) 


2  y/27://'      y/ 2  v  '  '  ' 

./■ 
0  //' 


sin  y         1  v./ 

y  —   1  ' 


I  1         Cns  y  —  ^  v . 

'•  ■  •     1         y  —  1  '  '  -  ■' 


dz 


1  —  eo- \         |VJ 


1  -in  y         (VJ 

'    '  = 


-  a 


y/-  1 


S  —  1  '  '    ) 


I   >N  lli' 


1  sin\  —  ,  v .i-  ; — 

— ;     8  +  9       .       , cos  y/-   ,  w 

sin  y  '|  v./' 


\  l  -  ' 


•    -111  y  |  v  ./•  —  o 


cl ,  pour  a  ">  1  ou  X  ^>  o, 


i*K 


2  y/2  71  m        \  2  y  |  '■' 


1  -+- 


ti  /// 


cos  y/—  4 va:  I 
y'^W 

'  —  1  I 

—=  I.    -  •' 

y    jVtf 


t  étant  donné  par  la  formule  (78'  . 
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3°   D'après  les  formules    ■>.-'  ,  (44)»  (7  ma,  pour  x      1 

ou  x       o,  c'est-à-dire  au  bord  géométrique  de  l'im 


(81)         , =      - 


■-'.  v    !  71  /" 


N/// 


\ 


•   de^  Lei  mes  1  onlenant 


N//      \ 


1"   Enfin,  pour  a  =  o  ou  x  =       2  m.  c'est-à-dire  au  centre  de 
I  image,  011  a  d'après  les  formules     >8'    el     5  /    . 

ni  '  l\  v   ~      /  I  ,  l  , 

■s  -        ■ — —    —  =  — —=.  I- des  termes*   1 1 1 1  e  n  a  n  I 

2  \    1  ~  III  1  \*  2  v      .  n  '" 


VI. 


Les  formules    78    e1  (79    se  eomposenl  chacune  de  deux  pari 
l'une  connue  exactemenl  en  termes  finis,  el  provenanl  des  résidus 
relatifs  aux  |  ôles  des  éléments  différentiels  des  intégrales  qui  inter- 
viennent dans  le  calcul  de  K  :  la  seconde  ~ .  fournie  |>;o  des  développe- 
ments asymptotiques,  applicables  seulement  lorsque  1  a  une  vali 
suffisamment    élevée,  esl   connue  avec   une   faib  ur  relative 

et,  par   suit»  .   avec  m  e  i  rreur  absolue   négligeabh  ,  t  él    ni 
petit,  comme  on  le  verra.  On  suppose,  par  ailleurs,  la  largeui 

la  fente  suffisante  pour  que soil    totalement 

^  n    \  1  -.  m 
Il  reste  à   trouver  une  expression  de   K,  applicable  au 

n'esl  pas  un  nombre  élevé,  en  tenanl  compte  de  1  ■  que  m  el  n  sont 

grands.   Reportons-nous,  à   cel   effet,  à  la   formule    ~  .  Nous  avons 

démontré     12    que  la   première  intégrale  esl   identiquement  nulle. 

I  /intégrale 

il'  1 


.1 


1 


a  été  calculée  au  paragraphe  III.  Le    exprès 
26  .  sonl  valables  lorsque  x  tend  vers  1  el  ne  tomb     I  en  d< 
que  pour  x  très  petit. 
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Il  faut,  au  contraire,  calculer  une  nouvelle  expression  de  la 
troisième  intégrale  L,  valable  pour  a  voisin  de  i.  A  cri  effet,  nous 
allons  la  développer  suivant  les  puissances  ascendantes  de  a  —  i. 

Nous  avons,  en  conséquence,  à  chercher  la  valeur,  pour  oc  =  i,  de 
la  dérivée  d'ordre  s,  par  rapport  à  oc,  de  l'intégrale  double  <[ui  ligure 
dans  Ja  formule  (7)  et  que  l'on  peut  met  Ire  sous  la  forme 

I  —  COS2  n  1 

L=  / du  —9 dt. 


Remarquant  que  la  dérivée,  par  rapport  à  y.,  de  la  fraction 
dépendant  de  u  —  a.  sous  le  premier  signe  f  .  es1  égale  e1  de  signe 
contraire  à  sa  dérivée  par  rapporl  à  //.  il  vienl 

dL  rd    &w-<*    .    I      -""'-'•  f^~"*\ —  cos2/i/   . 

-—   = —   / du    I  (II. 

da  Jc  au  (u  — a)1  .'   ^^  l* 

Intégrant  par  parties  e1  remarquant  que  la  partie  intégrée  es1 
jiulle,  comme  reprenant  sa  valeur  quand  la  variable,  après  avoir 
dêcril  le  contour  en  entier,  revienl  au  point  de  départ,  on  tire  de  là 

d\.        ,    |-;'2'»"-a  +  [r-/2/»»-«         ,/     />»'        |       cos2«/   , 

-J-—         ; ; du     t     /  î dl- 

da      J{  (u  -     y.  duj    4,  1- 

Cette  expression  se  généralise  de  proche  en  proche  el  l'on  a 
r/*L        y'I  '■"■■'   *    ■    E-i2«""-a    ,      d*     rs  ,~",i  —  n-  \nt   , 

._—    —     / - du   -—     I  ; dt. 

dy:        Jc  («  —  «)*  du\'  / 

l'aisanl    a  =  1   e1    développanl    cos  ini  <■.  tte    formule 

devien  1 


w      u?L.    -1  ' 


—  I         '/'  '•/'   —   ! 


/' 


K'-"      '        I  /.- 

X   / 1         u1  ' 

[u —  i)2  f/W 


il  s'agil  de  trouver  la  valeur  asymptotique  de  l'intégrale,  pour 
j>  fixe  el  ///  l  iès  grand.  Comme  dans  les  applications  que  nous  ferons 
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des  résultats,  on  n'aura  à  prendre  qu'un  nombr<  nt  de  te 

dans  la  série,  p  doil  être  regardé  comme  très  petit,  pai  rappoii  à  m 
qui  est  considérable,  par  hypothèse.  C'esl  ce  qui  \  a  nous  permettre 
d'appliquer  !»-s  formules  (2]  e1     i  . 

Les  points  singuliers  <l<?  l'élémeni  différentiel  sont  les  points 
u  =  -f-  1  et  a  =  -  1 .  Leur  considération  conduil  à  appliquer  les 
formules  1  2    e1     ;    aux  dé\  eloppements  de 

(1  —  u-)      », 


(U  I  l  '     il  II 

en  suivant  une  voie  absolument  semblable  à  i  elle  qui  a  été  adoptée 
pour  arriver  à  la  formule  (44)-  On  a  d'abord,  en  différentianl  le 
développement     40), 

(85)  '*<,_„.)'     ' 

(//  —  i)i  du<K 

I     /'    •    "  ) 

=  (-i)"W     A-.-— 

r^  +  î-* 

x[,  ^-, 


2  p  —  2  .v  -I-  1 


le  binôme  (u       1  étant    réel   e1    positif,   pour  u  réel  el  supé- 

rieur à    1 . 

On  obtiendrait  le  développement  de  la  même  fonction,  dans  le 
voisinage  du  point  w  =  -  1.  en  partant  de  la  formule  p  .  Mais 
on  n'a  pas  à  en  faire  usage,  du  moment  où  l'on  admet,  sur  la  valeur 
de  l'intégrale  à  calculer,  une  erreur  relative  »l«-  l'ordre  de  — .  •   Cett< 

particularité  s'est   <l<\jà   présentée  <mi  établissant    la   formule     11  . 
Tous  calculs  faits,  la  formule   84    devienl 

1    ■ 
.— j  "  ip  —  1 


Yd*L\  v^      (-in)"-'' 

kdâ'Jz-i  ~  ^  r2/>  — 1  " 


x 


H (- MM  (    l> 

\p  —  is       1       16/w 
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elle  peut  d'ailleurs  être  modifiée  en  tenant  compte  des  propriétés 
de  la  fonction  T,  rappelées  dans  l'Introduction,  et  qui  permettent 
d'écrire 

) 


,  '  \)(   p 


in  (P  —  s+  '-)- 


H 


i  >.  />  —  ■->.  s  —  3  )  (  ■».  />—■>.. s  —  !  i  ^  (  —  i  )'' 


r  /> 


\  -  - 


Pesa  ni 


»'''•/'   '   '  T{p-hi) 

cos(/>  —  s) 1-  sin   /> 


.  //  -'    /'    ' 


t.=  2 


(  >.p  —  i  )  |   >/<  '  v        3)      '/'  '  »         i  '  l'(  p  -+-  I  ) 


/>  =  ] 


•  )///  m 


on  arrive  finalement  à  l'expression 

(87)        (  '  '  \   ■  -///    •  m  1  //-    S, 

(  )n  a  en  conséquence,  «Tapirs  la  formule    76 

i»'-k  '  ,       y  [?./// (y.       1)]*  ["g 

>^  ir.in       i6«2  \/%T.in  ~*        '    s       0       l 


ii>///  ///- 


.1  s'exprimant,  suivanl  les  cas,  par  les  Formules  ■  ■  ou  (26), 
valables  lorsque  a  tend  vers  t.  Tenant  compte  des  formules  (77); 
1 2  ">'    e1  (26'),  on  obtient,  pour  y.  <  1  ou  #<o, 


(88 


rl\ 


^  " 


■\  ■'■-">         v  ■>■,.,(    -  —    ) 

.>  /// 


Y fi 


-Mi  t  !VJl  2  H 


(5-t-l 


il»///  ///- 
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et,  pour  a  ^>  i  ou  x^>  o, 


(88') 


'  \   2  -.lit 


oc 

\    '  j  /■  I  2  H 

2  /// 


/  X  \  \:     V  |  \ 


-2r(^Ty[s'+î5^T«-,-^'(  >"♦     ]■ 


en    négligeant   des   termes   en  .  qui  sonl  complètemen-1 

insensibles   dans   les   conditions   où    nous   aurons   à    appliquer   ces 
formules  (  a  voisin  de  i  et  —  =  -  )• 


VII 


Les  formules  établies  dans  les  pages  qui  précèdenl  permettenl 
d'étudier  les  variations  de  l'intensité  en  fonction  de  x,  en  prenanl 
comme  unité  l'intensité  I,(  au  bord  géométrique,  c'est-à-dire  au 
bord  qui  limiterait  nettement  le  contour  de  l'image,  sans  l'existence 
de  la  diffraction. 

C'est  là  de  beaucoup  la  question  la  plus  importante  à  élucider, 
parce  qu'elle  se  rapporte  à  la  répartition  complexe  de  la  lumière 
au  voisinage  du  bord  géométrique.  L'aspeçl  d'une  région  restreinte 
d'une  surface  éclairée  dépend,  en  effet,  non  pas  des  variations  de 
l'intensité  absolue  à  l'intérieur,  mais  de  celles  d<-  l'intensité 
relative,  par  rapporl  à  l'intensité  localisée  en  un  point  particulier 
choisi  dans  cette  région.  En  posanl 

i 

on  a,  d'après  la  formule     i  . 

(89)  1       ,''  • 

Jomn.  de  Math,  i  s-  série),  tome  lu  \  11       19 


2IO 


mai  iîici;    hamv 


KB  étant  donné  par  la  formule  (81)  et  K,  suivant  les  circonstances, 
par  l'une  des  formules  (78),  (79),  (82)  ou  (88 

D'après  la  formule  (81),  la  formule  (8g    peul  s'écrire 


(89' 


6        i6w  \    7Jy'~  ,V^J7, 


Il  convient,  pour  étudier  y,  d(r  calculer  huit  d'abord  les  dérivées 

d  y         d*  Y 

—  et  -7^  pour  x  =  o.  A  <■<•!  effet,   il  faut   partir  des  formules    (89') 


et  (88).  Négligeant  les  termes  en  —  qui  sont  très  petits,  en  raison 
de  la  grandeur  de  m,  la  formule  (89'    devienl 


(9°  1  -V- 


v  >-■>  v  \/r. 


,sj,- 


-I  11  \  1  V  X 


2s«i 


c 


T(*  +  i)' 


S   étanl  défini,  en  fonction  du  rapporl  v  —  — »  par  la  formule    86  , 
Développanl  le  second  membre  <'n  série,  il  vienl 


vir 


^ïj'iï+v  ife 


On  arriverail   d'ailleurs  au   même  résultai    <-u   partanl   de  l'ex- 
pression (26')  de  .1  au  lieu  de  (V/  . 

(  )n  l  ire  <!•'  là 


(90 


I        j  V/27TV  idy  ,         — 7  V        "     '  Vc 

1  *     1  1 

/  v   '-vW'j  ^  s(s       1      jyj  v 


Il  en  résulte,  pour  .r,  =  o, 


I  ;    » 
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Les  valeurs  de  S„  e1  de  S,,  en  fonction  du  rapport  y  =  — ,  sonl 
données  dans  le  Tableau  suivanl  : 


m 

- 

s,. 

tu 

- 

s 

/</ 

- 

- 

O  ,  O  I  .  . 

—  1 ,0006 

0,33167 

(.,  1   .   .   . 

—  1 . 00 56 

<>.  ii 656 

1 — 

0,02  .  . 

1 ,001 1 

o,33ooo 

0,2. . . 

r ,  0 1 12 

0,29956 

• 

— 0 ,0171  i 

o,o3 .  . 

I ,O01 7 

o,3?x;> 

0,3... 

1 ,0169 

0,28232 

3 

o ,  o ', .  . 

I ,0022 

o,326ti5 

M.',... 

1 ,0226 

0,26'!X(, 

'1 

•  '  m  ; 

o,o5. . 

I ,0028 

0,32497 

>>.■>.     .    . 

1 ,0283 

0 , 2  \  7  1  s 

- 

- 

0,06. . 

1 ,oo33 

0,32329 

<>   ,(i.     .     . 

1 ,o34i 

0,22922 

6 

1  .  1 1  1  ->  '1 

0,07. . 

1,0039 

o,32i6i 

"•:■  •  • 

1,0399 

0,  - 1 109 

0,08.  . 

1 ,0111  ') 

0,31993 

0,8... 

1 ,o458 

0, 19269 

8 

■  1880 

-•- 

0,09.  . 

1 ,  o<  5o 

o,3i824 

0,9. 

1 ,05 1  7 

0,17406 

0,10.. 

—  1 ,oo56 

0 , 3 1 656 

i,d... 

—  l  ,<>.>>> 

o,  i5 

10 — 

—  ' 

Posant 


on  a 

(  ,3  1 


c  \   27TV 

0+       6 

oc       v  '"    :      * 
1  o 


'  dx  )  ,._,      3  0 


S  et  -  sonl  fournis  par  les  l'al>l<  s  suivantes 


0 

02.  . 

l> 

o3.  . 

(  ) 

..',.. 

(  ) 

11").  . 

1  ) 

..6.. 

0 

,07.. 

1) 

08.  . 

1) 

,09.  . 

1 1 

o'.. 

-0,9.5878 
1 1 , 1 1  '1  "  •  ■  > 
0,9293] 
0,91866 
II ,  90936 
Il ,  9009  I 
0,89337 
h  ,  886  'i  1 
0,8796g 
-0,87347 


0  ;8o 

O, 

1  . 

0  5 1 7 

O, 

1 

o6i3 

0, 

i  . 

0  .s., 

1 1 

1  ■ 

<>-.">>. 

11 

■  > . 

0806 

1 1 

6. 

M  S  ')    . 

0 

/  ■ 

«  >S«  )    '< 

0 

s 

0  g  3  0 

0 

9 

. ,  |  .  . 

I 

0. 

,,87347 

0,824  S5 

.11-1 

...  78805 

•  '  T" 

h , 75s  ;  , 

,i3i4 

0,73290 

",;i"i" 

0,69039 

0,67  m  1 

,  1  168 

o,6  •  »  >5 

.'•■■, 

--, 

.Ih.' 

• 

-1,119a 

0 

J    • 

"   ) 

■ 

0 

7    ■- 

- 

- 

■ 

■ 

: 

Il  ressort  de  l'ensemble  '!<•  ces  nombres  que  y  esl   une  Fonction 
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décroissante  de  a-,  dans  le  voisinage  de  x  =  o,  (  y-  )     étant  négatif. 

Cette  dérivée  prend  d'ailleurs  sa  plus  grande  valeur  absolue  pour 

i 
v  —  -• 

2 

Telle  est  donc  la  condition  pour  que  l'intensité  décroisse  k>  plus 
rapidement  possible,  dans  le  voisinage  immédial  de  x=o,  c'est- 
à-dire  dans  le  voisinage  immédiat  du  bord  géométrique  de  l'image, 
quand  on  passe  de  l'intérieur  à  l'extérieur  de  ce  bord. 

D'autre  part,  d'après  les  formules  (89),  (82),  (81),  le  rapport  de 
l'intensité  centrale  I0  de  l'image  à  l'intensité  ll;  au  bord  géomé- 
trique a  pour  valeur  approchée,  n  élanl  él<  vé, 

In  .  ~\  ~ 


'B  ■<  v  -v-^-"'lv     . 


avec  une  erreur  relative  de  I  ordre  de  grandeur  de  -  •  Cette  expre  - 

11  ' 

sion  permel  de  calculer -p-  Elle  conduil  aux  résultats  suivants,  ce 

M: 
f  •  1  ,l~ 

tond  i'»n  du    rapport   v  =  —  : 
1  '  m 

h..  '    .  '    . 

v.  Iu  v.  1„  /.  I 

0,01 26  0,1 7.1  I ! ,  1 

n  . n  < 1  5  o,  ■>. 5,3  ■ • .  ' . 

0,0.) 12  o,3 | ,G  ■ .  "> 

0,0.'| Il  n,  ', ',.1  | , 

"•":> 'i-7  o,5 i,8  i      ■.  1 

0,06 <s ,9  o,G G     • .  ■ 

<  1 . 1  >  7 8,3  '  1 .  - .  ! .  i  7 ' .  - 

o,o3 7,11  0,8 s      


0,09 ~-:>  0,9 


9- 


Le  second  membre  <lc  la  formule  y  1  csl  une  fonction  continue 
de  x.  M  s  ensuii  que  I  intensité  lumineuse  varie  d'une  façon  continue, 
dans  le  voisinage  du  bord  géométrique,  et  non  brusquement. 
L'image,  au  foyer  d'une  lunette,  par  suite  de  la  diffraction,  n'esl 
doue  pas  limitée  par  un  boni  nettemenl  I  ranché.  Cependant,  comme 
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hi  variation  de  l'intensité  es1  extrêmemenl  rapide,  quand  on 
traverse  le  bord  géométrique,  la  chute  considérable  de  lumière, 
de  I  intérieur  ;i  l'extérieur  <l<-  ce  bord,  donne  à  l'observateur  l'im- 
pression de  l'existence  d'un  bord  véritable,  d'ailleurs  mal  défini 
;m  poini  de  vm  physique  <-i  auquel  il  es1  naturel  de  donner  le  nom 
<l<-  bord  optique. 

On  vient  de  voir  que  la,  courbe  figuranl  les  variations  de  y  possi 
;iii  poini  correspondant  an  bord  géométrique,  une  tangente  inclinée 

au  maximum  sur  la  partie  négative  <l<-  l'axe  des  abscisses,  lorsque 

«2        i      .,  .  ,  ..  ..... 

—  =  -■    J  ar  suite,  quand  on  passe  <l  un  poini  intérieur  ;i  un  point 

extérieur  au  bord  géométrique,  tous  deux  immédiatement  voisins 
ci  ;i  distances  fixes  de  ce  bord,  la  chute  de  I  intensité  relativi 

aussi  él<  vée  que  possible  lorsque  —  —  -•  <  )n  peul  donc  dire  que  le 

bord  géométrique  <!<■  l'image  es1  défini  le  mieux  possible,  lorsque  la 
largeur  de  la  fent<     ai  isfail  à  ce1  te  égalité. 

En  conséquence,  non--  nous  proposons  il  étudier  ;i  fond,  dan 

iiiii  \n  suivre,  les  variations   de   '/.   dans   I  nvpothèse  où  —  j 

i  •  i  /// 

Nous  nous  bornerons  à  fournir  ensuite  de  simples  indications  sur 

les   courbes    figuranl    ces    variations,  quand    —    possède    d  autr< 

valeurs. 

Les  formules  qui  on1  fourni  les  résultats,  inscrits  dans  les  rableaux 
ci-dessus,  supposent  essentiellement  //  suffisamment  élevé.  En  consé- 
quence, les  nombres  correspondant  aux  plus  faibles  valeurs  de  v 
n  ont  de  sens  précis  que  si  la  longueur  de  la  fente  esl  assez  grande 
pour  qu'il  en  suit  ainsi.  A  cet  égard,  à  côté  de  termes  contenant 
— j  en  facteur,  nous  avons  négligé,  dans  les  formules      8),  bo), 

s,,'  .    si  .    88  .    88'  .  des  termes  de  l'ordre  de  quand 

on  les  considère  en  dehors  du   voisinage  du  centre  de  I  ima   i      ' 
rapporl  ne  dépasse  pas  —  -   lorsque  v  >  v,,  v,  ayant  la  valeui 

v,      [(i 
D'après  la  première  formule     i  .  les  valeurs  di  pondant 
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à  diverses  valeurs  de  la  longueur  h  de  Ja  fente,   à    s  =  i6'   et    à 
),  =  o'J-,5,  sont  Jes  suivantes  : 

h. 
m 
2,5o <>.  •     | 

i ,  5o <>."', 

i  ,00. .    o,o4 

0,80 <>.<<] 

0,60 o,o4 

O,  4O 0,00 

o ,  3o o ,  o5 

o,jo o,o5 

o.  10 0.0'i 

VIII. 

//'-       1 

ÉTUDE    DKS     VARIATIONS    DE    I     POUR  -• 

J  m 

Dans  n~  qui  v;i  suivre,  uous  adopterons,  comme  valeur  approchée 
du  demi-diamèl  re  solaire,  le  nombre  1  =  16'  e1  admettrons  que  les 
rayons,  admis  dans  l'œil  de  l'observateur,  on1  pour  longueur  d'onde 

\   =,   ()!J;5. 

D'après  les  formules     1  .  les  valeurs  correspondantes  de  m,  n  e1 
de  la  largeur  de  la  fente,  m  fonction  de  sa  longueur,  sonl  donni 
dans  le  Tableau  suivant,  auquel  on  a  j » > i  1 1 1  le  rapporl  p  par  lequel 
il  faul  multiplier  la  surface  de  la  fente,  pour  avoir  celle  du  cercle  il»' 
diamèl  re  égal  à  la  \<  mgueui  de  la  fi  nte. 

Largeur 
Longueur  <i 

h  .le  de 

de  la  renie.  m .  n- .  //.  la  renie,     la  fenic. 

m  mm  cm' 

■ 73108,18  36554, 09  '{M»'})  '».■'>  1       |l,;    ■  '.»...; 

1 ,5o |386  1 . mi  •  1  m  ;  • .  i'1  1  'is  .  1  o  .              -  •  . ,  ...... 

1  ,oo 29243,27  1  'i'>  •  1  .  ' i  1  120,92  i ,  i3        .'1 1  .  ■  189,9 

0,80. .....  ''''■'»  1 ,62  m  697  , 3 1  108    1  ■ 

0,60 175  J5 ,96  ms  19,2  1  17 .  I 

0  ,4o I  l')<»7  .   >  I  "''I-  i  ,61  I  "  .  1  120, 1 

o,3o 8772,98  1  1  • .  '•>  6, x       io4,o 

0,20 "is  48,10  3        1 ,85  3,7         S  i  ,9 

0,10 292  i,33         1  'l'i  ■ .  1  -  i4       1  .  >  1  i,3        6  ■ .  1 
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D'après  les  nombres  inscrits  dans  le  Tableau   situé  en   tête  du 

paragraphe  V,  on  a,  pour  v  =  —  =-i 


—  b0       —g—  =  o,j6a  90, 

v  •  ^v//v=°',,,,Si;- 

Le  premier  membre  de  l'équation  (89/  .  pour  v  '•  se  réduit 
donc  a  (0,7^290-  *  \y.  En  négligeant  le  terme  en  -,  on 
commet  sur  y,  d'après   le   Tableau   ci-dessus,   une  erreur  relative 

inférieure  à  7-^ >   et  par  suite  tout  à   fait   insensible.   Nous  oarti- 

48000  r  1 

rons,  en  conséquence,  dans  ce  qui  va  suivre,  de  la  relation 

(94)  o,7.3?.9oy  = — -=, 

2  \> ir.in 

K  s* obtenant,  suivant   les  cas,  en  faisan!  v=-  dans  les  Formules 

(78),{79)ou(8o),(8o')ou.(88),(88'). 

Nous  nous  proposons  d'appliquer  cette  formule,  pour  calculer 
les  valeurs  de  y  correspondant  à  différentes  valeurs  de  v.  à  0,001 
près.  Il  y  a  plusieurs  cas  à  considérer. 

i°  La  déterminai  ion  des  valeurs  de  //,  dans  le  voisinage  du  boi  d 
géométrique,  c'est-à-dire  pour  des  valeurs  modérées  de  x  ne  dépas- 
sant pas  i5  en  valeur  absolue,  s'obtienl   en   faisanl  v  dan-  les 

relations  (88),  (88')  et  (9/1  .  Il  convient,  en  vue  «le  simplifier  les 
calculs  numériques,  de  développer  les  deux  premières  par  rapport 

aux  puissances  du  rappori  — -  qui  y  figure  de  différentes  manières, 

et  de  se  limiter  au  terme  en  -•   La  Quantité  négligée  oui  devienl 

de   beaucoup  la   plus   importante,  quand    c  atteint    i5  en   valeur 
absolue,  se  trouve  dans  le  développement  du  second  membre  de 

la  formule  (88'):  c'esl  le  terme  en      .  contenant    lv      en  facteur, 


2I() 

savoir 
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\  r.E^x 


y      9  +  \  •>./■  ■-    u  ). 


Cette  expression  est  minimum,  pour  x  =  2,i5  5....  entre  #=  o  et 
a;=i5.  Sa  plus  grande  valeur  absolue  correspond  à  #  —  [5  e1  à  la 
plus  petite  valeur  4e  m  inscrite  dans  le  Tableau  en  tête  du  para- 
graphe \  III.  savoir  ://?  i=  2|)2  i.  i  i.  Or  on  trouve  qu'elle  ne  dépass< 
pas  o,oooo38,  quantité  totalemenl  négligeable,  vu  Tordre  d'approxi- 
mation dont  on  a  besoin,  e1  qui  devienl  bien  plus  petite  encore, 
quand  on  se  sert  d'une  lunette  d'ouverture  supérieure  om,io  à 
laquelle  correspond  la  valeur  de  ///  inl  rod  uite  dans  le  calcul  ci-dessus. 

Le  développement  des  formules  (ÙÙ),  (88')  et  (8g'),  effectuées 
comme  on  vient  de  le  dire,  conduisent  aux  expressions  suivantes, 
pour  x  <[  o  : 


(95) 


(s. 


& 


6 


/ 


0,732  90 y 


>  1 


sin  \ 


1 6  m 


S 


Vs, 


ru 


sin  \ 

~7 


l 


!    r 


COS  \ 


V  T        *' 


e1 .  pour  x  >  o, 


(9(1) 


0,73290  i 

\  ~  I  I  v 


I      A' 


•2  y/ 2  .Z 


Zs'i 


' 


1 
1  '1  m 


\" 


I-   ■       E   v^        |  1  ■■       1 


2  \l?  ./• 


'   )       Vï        * 


S,   ci    Ta    représentanl    les   séries  définies    par   les   formules    (,86), 

-.    .  n-         I 

en  y  taisant    v  =  —  =  -• 
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(-•■s   relations   donnent   naturellemenl    y      i.    pour    i 
à-dire  au  boni  géométrique,  quand  on  néglige  l<   terme  en   -=—  oui 

11  |6/7I       ' 

est    alors    absolumenl    insensible,    On     verra    du    reste    que 

termes  en  —  .-■    sont   négligeables  pour  toutes  les  valeurs  de    i  oui 

ne  dépassenl  pas  e5.  en  valeur  absolue,  c'est-à-dire  entre  les  limites 
(I  emploi  des   formules    q5)  el     96  . 

i°  Au  delà  de  \%\  =  c5,  on  doit  pratiquemenl  renoncera  employé] 
les  formules  <p)  et  (96),  en  raison  de  la  complication  des  calculs 
numériques  qu'elles  entraîneraient.  Il  convienl  alors  de  partir  <lr- 
formules  (78)  ('1(79),  dont  l'approximation  es1  d'autanl  meilleure 
que|#|  est  plus  grand.  Or  elles  fournissenl  déjà,  pour|#|  1 5,  comme 
on  le  verra  plus  loin,  exactemenl  1rs  mêmes  résultats  que  les  for- 
mules (95)  et  (96  .  Considérons  d'abord  le  cas  où  x  <[        1  5.  Posanl 


-  v/— ■''[  '■  -+-  — 
V  "" 


i.  ■"•"*•  •    -        ;.  »56 

1  ,  '  I"  -  )  COS.r    :-  (    l  ,  |O0  -111    C 


in  y 

17 


0,732  90                                                I  I ■' 
et    négligeant^  dans  la   formule    78  .  le   terme - — 

■  m  I    -    — -"■  \ 
'■"> 

qui    introduil     dans    u    un     appoinl     inférieur     à    ; même 

L  "*  '    '  [0 1 

lorsque  m  reçoil   la   plus   faible  valeur  inscrite  dans  le  Tableau  du 
paragraphe  VIII,  q  étanl  supérieure  5,  on  abtienl 


I  <)■"»')      y      2, 418  ii 


,  si,,,,        ,   r 

•i  >i 


1     ci.-Y 


I: 


Cette  formule  se  raccorde  «I  ailleurs  exactemenl  avec  la  formule 
pour  x=  1  ).  himlis  (|ii(\  pour  cette  valeur,  la  formule 
donne//       3,33oo,  la  formule  (95'    fournit!/  199.  Les  résultats 

s'accordenl    à   0,000 ]   près,  tandis  que  l'approximation  demandée 
rsi  de  « »,<>( »  1 . 

Les  variations  du  terme  très  petil  u  provoquent   des  sinuosités 
de  période  •.>-,  dans  l;i  courbe  représentative  de  >i.  qui  vont  rajude- 

Journ.de  Math,  (8    série),  tome  III,         \r 
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ment  en  s'amortissant  quand  x  diminue  à  partir  de  — -  io.  Le  terme 
principal  qui  dépend  de  la  fonction 


17/  \         '  /       s11"/ 

T  7 


:/ 


I  COS<y 


croîl    avec    <j.    C'est,    par    conséquent,    une    fonction    décroissante 
de  x  pour  x  <C        i  '•  On  a,  en  effet,  les  inégalités 


Pi  g  i  --  sino 


cos<y         i       cos*5f 


V 


> 


pour  g  >  3. 


Or  7  est  déjà  supérieur  à    5  pour  .*■  =  -      i  •. 
D'autre  part, 


l;"(7)- 


i  ».    .  i       cosfl        sino       2(1       coso) 

-1117        l) —      -  : 1 1 1  '/ 

7'         '  '/'  7  ' 


Or,  en  s'appuyanl  sur  ce  que  l'équation  q3  '><r  6^  +  12  =  0  a 
deux  racines  réelles  positives,  l'une  comprise  entn  1  et  -,  e1  la  seconde 

enl  re  3  e1    |.  on  trouve  que  K  désignanl  un  entier  positif  quelconque 
supérieur  à  [,  on  a 

F'(aKir)<o,  I        >\\-  n,  I       •  K  -       - 

L^équation  Y"  (q)  =  0  a  donc  deux  séries  de  racines  positives 
auxquelles  correspondent  des  points  d'inflexion  pour  y.  La  courbe 
représentant  y  possède  donc,  pour  x<^o,  une  infinité  de  sinuosités 
plus  espacées  que  celles  provenanl  du  terme  u,  q  croissanl  beaucoup 
moins  rapidement  que  x.  Ces  sinuosités  sonl  d'ailleurs  de  faible 
amplitude  e1  exigeraient,  pour  être  mises  graphiquement  en  évi- 
dence, l'emploi  d'une  échelle  d'ordonnées  fortemenl  surélevées 
par  rapporl  à  celle  des  abscisses.  Mais  leur  existence  exerce  une 
influence  très  nette  sur  l'allure  des  valeurs  numériques  de  //.  résu- 
mées dans  un  Tableau  inséré  plus  loin. 

La  formule  (65    donne  l'expression  approchée  suivante: 

1    /        1       cosqz    .         -        1  >  1  6  \    . 

-    /  — ; CIZ  =  —         -         —cosn         —      1 )  si  11  '/■ 

' .  7  -"  2        g        f/J  g-  </'- 

d  autant   plus  exacte  que  q  es1    plus  grand.   Elle  conduit  pour  y  à 
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la   formule 
(95")  y      2,41841 


7 


7  -        —.  /  -'"7 

7"  7  J 


d  autanl  meilleure  que  7  es1    plu-  élevé  el  qui  peul  être  emploi 
avec  une  sécurité   parfaite,   pour  x  <        •<<-. 

(-  es1  (•<-  (pu  résulte  de  la  comparaison  des  valeurs  de  y  obtenues 

(ai  paiiani  des  formules    0,5'   ri    1, ","  .  pour  diverses  valeurs  de 


Foi  111 11 1  •  s 


<>- 1 

—  87: ;. 

—1071 '•  1  '  M 

—  I2  7Ï ''  .  i<'"»i 

— 1/4-.. 3,  ."»'•-  1 

—  in- 1,54 16 

1 8  71 i 

071 


; . |656 


L'exactitude  des  nombres  tournis  pour  la  formule  approchée 
pour  x  <  -     20  tt,  dépasse  certainemenl    0,001,   limite   à    laquelle 
s  arrête  i  approximal  ion  demandée. 

Ces  formules  on1  été  utilisées,  pour  obtenir  les  valeurs  de  y 
correspondant  à  des  valeurs  de  x,  échelonnées  entre  i5  el 
Mu»  7:.  Pour  simplifier  1rs  opérations,  l'ensemble  de  te  ...  -  dé- 
pendant <le  7  ;i  été  calculé  comme  il  uit.  <  mi  a  d'abord  calculé 
ces  termes  en  prenanl  7  -  \  '2.1.  comme  -1  m  étail  infini,  «  est- 
à-dire   coiniic   si    la    longueur  de   fente  étail   infinie.  La  véritable 

valeur  <l<-  q  pouvanl  s  écrire  7       \  on  a  ensuite  in- 

terpolé entre  les  nombres  obtenus,  pour  a  von  les  \  ileurs  correspon- 
dant   à   (\       \        '\.   en    faisanl    \        1    -7 —    Or,    en    procédant 

ainsi,  on  arrive  à  ce  résultai  intéressant  que  !  étions  .1  appli- 

quer aux    nombres   obtenus,  en  supposant    la    fente   de   longueui 
infinie,  ne  dépassenl   pas  0,00 1   à  0,002,  même  I"   >que  la  fente 
une  longueur  descendant   à  om,io.   Les  corrections  sonl   d'ailleurs 
nulle-,  pour  des  fentes  de  longui  un  dépassant  om,  !o.  Il  n  )  a  d 
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pratiquemenl  pas  lieu  de  tenir  compte  de  ces  corrections.  Il  en  ré- 
sulte que  la  courbe  figurant  les  variations  dey,  pour  mo-  <<  #<o, 
es1  pratiquement  Ja  même  pour  toutes  les  longueurs  de  fente  supé- 
rieures à  om,io.  Nous  avons  déjà  dit,  en  effet,  que  cette  circons- 
tance se  présente  aussi  lorsque  x  est  compris  entre  o  e1  i  i.  Elle 
existe  également,  comme  on  va  le  voir,  pour  x  >  o.  Mais  il  convienl 
d'ajouter  qu'il  n'en  serait  plus  toul  à  l'ail  de  même,  si  l'approxi- 
mation demandée  pour?/,  au  lieu  d'atteindre  0,001,  était  poussée 
jusqu'à  o.ooo  i . 

Pour  les  valeurs  positives  de  x  supérieures  à  i  5,  il  convient,  pour 

calculer^,  de  partir  des  relations    gl\    e1     79    en  y  Faisant  ''=-' 
Pour  la  même  raison  que  toul  à  l'heure,  en  posan! 


\  " 


2  /// 


celle  relation  peul  se  ramener,  en  négligeai 
à  la  forme  simple 

9fi 


ii ii  I erme  insensible, 


j        a,4i84i^[i         — 

•j  ayanl  la  même  signification  que  dans  la  formuli 

La  courbe  représenl  a  ni  y  possède  des  sinuosités  «pu  s  amortissent 
rapidement,  à  cause  de  la  présence  du  terme  u  dans  le  second 
membre.  Leur  période  es1  égale  à  ~.  Les  sinuosités  de  la  seconde 
catégorie,  donl  il  a  été  question  toul  à  I  heure,  n  existeni  plus  dans 
le  cas  actuel. 

La    formule    (96')    s'accorde    exactement    avec    la    formule    (96 
pour ./         1  j.  'l'on les  deux  fournissent,  pour  y,  la  valeur  y       0,066  \: 
L'accord  se  manifeste  jusqu  à  0,0001,  tandis  <pi  il  eûl  >ullil  d  une 
approximat  ion   ;il  teignant   0.00 1 . 

La  formule  (96'    peul  être  remplacée  par  la  suivante  : 


(96  i 


I        ! ,  4 1 8  4  ' 

V 


négligeant    le  terme  en   — —   inférieur  à    i  x  to  '    pour   x        1  ». 
Par  ailleurs,  on   peul   remplacer,  dans  l'expression  de  //.  q  par 
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Q  =  \  2X]  on  ii.  en  effel . 

f=Q('  :■:„ 

Pour  x  <^  i  no-.         es1   inférieur  à —,  même  pour  la  plus  petite 

0/7J  "  iii 

valeur  2924,33,  de  m  inscrite  dans  le  Tableau  du  paragraphe  \  III. 
il        sonl   dune  développables   en    séries    très    convergent 

q  q 

l'on  a 

4u    ',    u,    •       • 


q*  '  q)        Q  Qy        16/M 

Cette  expression  montre  que,  dans  le  cas  le  plus  défavorable 
où  ///       2924,33,  l'erreur  commise  sur  //.  en  remplaçant  </  par  Q, 

11  .il  Icinl    pas 

1         joooo 

q  augmentanl  avec  #  et  étant  supérieur  à  i,  poui  1  i5,  la  for- 
mule (96  montre  qui  y  esl  une  fonction  décroissante  de  r,  au  delà 
de  cette  valeur,  toul  au  moins  quand  on  fail  abstraction  «lu  terme 
I  rès  petil  u  qui  s'amortil  rapidemenl  lorsque  a  augmente. 

Les  formules    g  5),  (g5'),  (;  (5     et  onl  été   mises 

en  nombre,  en  taisanl  usage  tantôl  de  logarithmes,  tantôl  d'une 
machine  à  calculer,  à  onze  colonnes,  permettanl  il  obtenir  des  résul- 
tats avec  un  grand  nombre  de  chiffres  exacts.  C  esl  par  le  second 
moyen  qu'onl  été  trouvées  les  sommes  des  séries  >r  el  I  .  avec 
luiii  chiffres  significatifs  donl  le  dernier  seul  comporte  une  incer- 
titude de  i  à  2  unités.  Cette  approximation  étail  nécessaire  afin  de 

■ 

pouvoir  calculer  la  série  S      ^  S  .  etlasérie  I        >  T.ï 

1  é*       T(s  •+-  I  —         I 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  moindres  que  1  i  en  valeurs  absolues. 

Il  arrive,  en  effet,  que  quelques  termes  de  ces  dernières  séries, 
assez  grands  pour  certaines  valeurs  de  v,  s<  détruisent  presque 
totalement.  Ce  sonl  seulemenl  les  dernières  décimales,  figurant 
dans  ces  termes,  «pu  apportenl  des  appoints  aux  sommes  Sel  I. 
En  raison  de  la  longueur  el  de  la  complication  des  calculs,  toutes 
les  opérations  on1  été  exécutées  deux  fois  <l  une  façon  ind< 
dante.  Leur  exactitude  ;i  ainsi  été  contrôlée  avec  certitude. 

Les  Tableaux  numériques  suivants  fournissent  les  principaux 
résultats   «lu   calcul  : 
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I  aleurs  des  fonctions  S,  pour 


y 

—    (  ip     -  I  )  (  2D  —  25  — 
P-i 

s. 

<> —  i  ,ov>.8  ;  1 1  > 

I -t-O.7  \J   \~'\     >  >> 

'.- — 0,047  i7  '  S)79 

» —  H.  il  ;  <    ||    »   Sun 

i -  h.  m  ;  i  >  "i  i  >  j 

> —<>.(([  I     I    M     >>7 

'> — o. (inii  h  i  ;  i)  '  ")  i 

7 il .  on")  li  I  (i  S  »ii    '< 

S -   ii.nii'l    \  i  j    >V>    i 

<» -4-().  no  i    >7  ")   \~\   I 

ii —  o. oo  '  »  i  <j  7<> 5  i 

I H.  I  II  '    '       'Ml    S'il      | 

' -i  i  .  i  h  i  I     'i  |S    i>()  S 

i -o,ooi  607  {8 \  i 

\ — 1>  ,001    I  i<)  S(i  >   I 

1 i> .  1  n>  I     'ni    'li  j  (i 

*' 11 s  7  ".  ;- 

7 1-0,000  <i  >7  1  i  »  8tj 

S lu)  <  Sun  o  J 

'.i —o. min  7  ji|  {77  \- 


sin  1  /'        s)  — 


3)  (2/?       -s       1    I'  /-      , 


11- 
111 


s.  S   . 

'o 0,000  56 1  yoi  90 

'i —h.  oui»  (ii  l  h  !  j  »n) 

'  ' — H.  000  jfi  î  S7  i  o  j 

'  ! 0.000  5 10  7'3o  »8 

>  \ -n. 000  i'iii  •  '• 

>  > -— (I  .  (K)(l     i    I  >    I  1   >  "1     •    '< 

'ii —  o  .non  !  i  i   >7  !  \\) 

'~ — 0,000  370  >  >  J  lii 

•>.8 —  o .  non  'S7  (i  h  1   1 1 

>\\ ". ; .,,  s  >  ",  S7 

ii  1 h. 1  •  h  1 1 11 1  •  1  i 

>l K.nno    »Si  >  (17  1  sii 

i  ' -^-i> •  "  '  [38  6i 

i> 0                                  '  '  I     I      il' 

i  i — 1 1 1  '  1  ")  i  1 s  11 

il II. '  '1  1  '  il  "  1  '  >s 

ii' ■  '  ' .  '  H 11 1  1  7  1  i'  "  1  is 

17 -f-0,000  iç)(>  878  8-J! 

iS i> .  nui)   I    ,1.    ji  1  ,  .  .S 

il) H.  m  H  '     I  77     !  I 

i  I  ' I  '  .  I  II  »  I     I    i   I       '  ~  v      '    ' 


Somme  de  lu   séi  it    S 
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- 


1  .s  I  : 


I     pou 


1  . 


./'. 


S". 


(' —  I  .o>S 

I I     "I  ' 

1  .  '  >7 1  .  i">(i 

' — 1  .  ')()() 

i —1  .S'il, 

i I  .()•>.  ■) 

y '.  ilis 

li 

7 '.ii' 

8 

{) '..418 

(> —    ■>  .     I    Ml 

' —  ■».  i;i 

•>■ -■  i'i" 

'; —•>.,  ios 

î — ' .  M»  > 


1  ) - 1 .  i  >  >  s 

1 

> 

i -- o  .  *>S  ') 

i — II.  "17  ' 

li -ii.  li  >(  | 

7 

S —  11    -,• 

'i —•'.  7*  i 

m 0,84  j 

M -H     M  I    . 

1  ' — o 

1  : —  r  .us  ; 

1  i 1.177 

I   > I  ,•»-«! 
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•I  • 
'  I 
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I  aleurs  des  fonctions  T    pour 


'      '■  Cd-'/i  s  •  -in    /■ 


*à       \\(,J        S 


/■      i 


lï'/'     »)'     'M'1/'      0 


'/■ 


i 


" — i  .<>;  1  ;  1 7 

1 — I .  j  i  i  68(5 

' n .  ;  1 1 1  I  7  "> 

) 0,090  990 

\ I  I  .     I     H  1    I  I   j  I  1 

> M     1  11  1  1     I  I  i   1 

'1 1 1   1 1  ,1 1  1 1 1   , 

7 — o,ooï  i<>  i 

8 n .  1 1 'i  1  ii  >  | 

'.) n.  'm  ;  SI  in 

i'< tt,oi'i  i  ;  1 

Il <>.  IMI  '     77>| 

17 O  .  0O8     "M  p 

l! 11  .  ni  1  1  i  il,  < 

1  i 0,1 

I  ") II. s  I 

l() — 11.  Il"  I    ,  ',  ■ 

17 11  .m n   '  17 

iN o,oo3  \!\\ 


ni, 

I  I 

;-i 

1171 1 

7  '"s 
894 

SI, I, 

•Il  i 

i„i: 

I  ')  '  I 
I  II  il  I 

si  ; 

71 1  > 

S  |l, 

n.  ; 

an 


"> . 

- 1  . 

>  ;. 

'i- 
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16. 

I  -  , 

••1. 
lo  . 

II  . 

•  • 

'  1  • 

; ., 
16. 
I7. 
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; 

1-7 

•  1 1  7 
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0,001 

11.  III  II 

îii   ' 
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.;.  11 

Somme  de  la  st  1  ie    I 
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I  n  leurs  de  la  fonction 


f^h  + 


E^> 


./•. 


(i..rY 

/  • 

o —n.  idii  l>7 

i —  o ,  1 8  \  \\ 

■> — o.  mu  i    il) 

! — <>.  '  '  i   i  ) 

\ i  p .  ■>  j  7  "i  i 

"> — o.  >7  >  87 

li o,3oo  56 

7 -o,  i '!o  S  | 

s — <» . 

9 — o,3 

o 0,439  37 

1 — 0,  182  1  7 

■> — 0,  V'S  711 

'i — 1>.  "i7<i  5 1 

\ —  o,63463 

") — o.i»  1 1  {6 


Valeurs  de 


,  os  \ 


dz. 


-HO, 

t-«>. 

-f-O, 

1 1 . 

Il  - 

s- 

»iiii    >S 

180  ;- 

'66    m 

—  1  ï-.... . 

Il,- 

1  J7  10 

[8r 

.... 

1  >'i  5  5 

/ 

u 

u  rs 

1 
>  1 

de  la 

fonction 

(- 

—  n.  HK»i,7 

—  n.  I  "mi  -S 

,- 

— 0.  1    i-    '1  "■ 

— 0. [36  1 i 

>i.  1  '  >  m  > 

, 

0,111    18 

— n .  1  (  .i  1  1 1  1 

fi   . 

—  0.. 

—  0,08   '     M 

—  8 

O,0 

—  o,o(>7  »  i 

— 10.  . 
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o  "1  "1  1  i 

1  < .  . 

— 1 1 . 1 1 1 1 1 11  i 

— n .  n  i  1  i  1 

1  1  .  . 

— n .  n  i  >  8  i 

—  ii.. 

n. n  i —  > 

(.  - 

—  u.  n  ■>-  1  1 

— o.ni  7  S7 

u. n 1 1     il 

M.- 

—  O.OIO    "il 

—  0,00g  ()» 

n,oo8  (i  . 

Valeurs  du  terme  u  figurant  dans  h  s  formules     90         g5         96         96 


il.. . 
1 7 . . 
is. . 

ii-. 

Sr. 


i"  : 


I(i~. 

|S-. 


.Sn. 


n .  m  m  | 
—  0.001  1 
— u,ooi6 

1 1 i 

n  0007 
1  1  .  1  n  11  1  | 
o, 000 i 
u .  m  m  » 

u  1 

1 1 . 1  n  m  1 

n 1 

0,0001 

0,0001 

■  11 11  n  1 


1 
1  1 

—  s  - 

—  III 

— 1> 

—  I  i 

ll.T- 

—  l8- 

»ll 

'    I 

—  >.8n 


.  nu  >  > 



1(1 

.  1  11  n  1  J 

.  1 11111  1 
.  1  11  11  1  > 
.111111I 
.  1 11  il  1 1 

.  1  11  11  1  | 
I 
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Coefficients  de         —. —  dans  les  for mut  et 


i  <  »  /// 


—  i  ' 7-  >i                                    <> 

—  '  î 8,'ïo                                  i 

11 y-  "<7 

— 12 ni.iii                             ; 

—  h 11,59                            \ 


I   !  .  ïfi 




-  9 1  ;.  io  fi 0,01 

-  X [3,79  7 - 

1  >.y<>  8 ••  . 


—  •'• 1  ''■i'\  9. 


> .  »" 


5 ''•'.)!  10 —    ', .  7 1 

1 ii,8o  1  1 

—  ! t|.Sd  1  < ,>     ,  ! 

—  >■ s  ■  7  '  '  ; 1  ■ . .  ;, , 

—  1 7-  '  »  '  i -  -  1  '.77 

1  » —  '  ' 

D'après  ce  dernier  Tableau  e1  celui  inscril  en  tête  du  para- 
graphe VIII,  les  termes  en  — —  des  formules  g5  e1  96  fournis- 
sent, pour  y,  des  appoints  inférieurs  à  un  demi-millième,  même 
dans  le  cas  le  plus  défavorable  correspondant  à  une  fente  de  om,io 
de  longueur  et  à  \x\  —  i5.  Ils  sont  donc  toujours  négligeables. 

Les  formules  (92)  donnent,  pour  v  =  —  =  ->  d'après  le  Tableau 
des  valeurs  de  la  fonction  S,., 


(97) 


Ces  formules  mon l  reni  que  y  es1  une  fonction  décroissante  de  c, 
dans  le  voisinage  de  x  =  o,  e1  que  la  concavité  de  la  courbe  esl 
alors  tournée  vers  les  //  pus  il  ives.  Le  rayon  de  courbure,  pour  c  o, 
esi  d'ailleurs  égal  à  20,0417  unités  graphiques.  En  raison  de  sa 
grandeur,  il  y  a  lieu  de  penser  cpie  la  courbe  représentant  y  possède 
un  point  d'inflexion,  correspondant  à  une  abscisse  de  valeur  peu 

élevée.    (  )r.    en    sulisl  1 1  11a  n  I    les    valeurs   X  1    e1    3  \    ilans 

,  ,     •       ,  ,.  d  '  1  ri  \ 

la  série    ni  |   lournissaul on   trouve,   pour  v  : 

VJ    '  (h  '  /// 

Pour  x  =  -     1 . 

'/'  1 
(>,->•  go  '    ;  0,000  no  b: 

d  1 

Joui  i\.  de   Math     s*  lérù  |    tome  lit.        Vnnée  19  -'l 
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Pour  X  —  —  2, 

..  d2  V 

O,  7  .■>•■!  g02  -y—;    =  —   0,027    [9O    I  ■ 

La  dérivée  seconde  -=-^  a  clone  une  racine,  comprise  entre  x  =  —  1 

et  x=-  2,  donl  la  valeur  se  trouve  par  interpolation.  On  arrive, 
tous  calculs  faits,  aux  valeurs  suivante-  des  coordonnées  du  point 
d'inflexion  ci  du  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  ce  poinl  : 

(98)      x  —  - -i  .  2 270. . ..         y  —  1  .4<m-'«-  •  •  •  -,  o/|i566.... 


11- 
111 


tir 
I  ah  urs  de   1  . 


1  .                         y.  .1  .                           v.  x.                            y. 

—  iooit 3,69g  — 12 >.■-''  17 0,067 

—  -  ()(')- ; .  69g  —  1 1 ! ,  '  1  '!  lH 0,055 

—  ()>- i.lxjS  — [n >-M)7  *'~ "."M 

—  88ir 3,69(1  —  9 i,i  s- 0,0^2 

—  84it 3,692  —  8 i  ol  m- o,o34 

—  8otc 3,688  -  7 '.'(S  i  1  '~ 0,029 

71",- [,682  -  6 '-s7>  '  i  ~ 

->- S, 676  —    *> '-,7'6  16" 0,022 

- 3,671  —    1 -  18* 0,01g .. 

—  64it 3,667  —  3 '.1S7  "»  — 0,0176 

60  tï 3,665  —  2 r,8i2  >\~ 0,01 48 

—  .  r> — 3,664  —  1.227....  i-iitiC)          ,s~ 0,0127 

—  ',■>- [,663  —   1 1  .  1""  >  •  ~ 0,0112 

—  {8ir.......  I  ■» 1.000  I6~ 0,0100 

—  {47t 3,65i  1 o,65g  {<>  — 

—  in- 3,637  2 < > .  î  1 1>  \\— 0,0082 

— -   36 n i.ii'n  ! o  J8 iï ... 111,711 

—  \)T. 3,6o'i  i <>~ 0,0070 

■  s  — 3 .  597  ï o,  1  5 î  'ii\ ~ o ,oo65 

—  >\— 3,592  'i o,i45  imit- 0,0061 

—  <i>— 3, 58 1  7 ni  fi  1  - n  " 

—  jst: 3,566  8 0,120  - 0,00.54 

—  iii- 3,542  ;i o,  io3  ~>~ o,oo5i 

—  1  \  t. 3,507  1  < > 0,090  _ 0,0048 

\  >  - 1,466  11 o,o83  s"~ o, fi 

—  i<i- 3,42.4  12 0,080  84it o,oo44 

—  s- ;.;<u  13 0,077  ~ 0,0042 

6ir. i.Ki'i  1  î 0,072  - n.iiiijn 

—  1  "1 ;    ;  ,,.  1  ", 0,066  n o,oo3g 

- .  1  j ; .  1 1  ;  1  * > 0,061  1  nu— 0,0037 

1  ; 3,3oo 


dy  ,    ,. 

(  '  1   Inflexion  :  -j—  =  —  o,  1 1  i-. 

dy 
(  '-)   Bord  géométrique  :  -f-  =  —  o,  0770. 
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Il  convient,   pour  représente]    graphiquement    les   variations  de 
l'intensité   relative  y,   en    partant    des    nombres    inscrits   dans   les 
Tableaux    ci-dessus,    de    changer    de    variable    indépendant* 
posant 


(99 


/ 


e1  de  prendre  \  comme  abscisse.  L'avantage  résultant  de  ce  chan- 
gement consiste  <mi  ce  que  l'unité  d'abscisse  possède  alors  une 
signification  physique  simple.  Elle  représente  le  pouvoii  sépara- 
teur de  la  lunette  d'observation  utilisée  avec  ui iverture  i 

laire  de  diamètre  égal  à  la  longueur  de  la  fente.  C'esl  ce  <|ui  résulte 
•  les  formules  (77    e1     i    qui  donnen I 

\  ■=.  -r-(sincp        Slll  :  \  {  '        ;  '  '  !' 

cos  1  étanl  pratiquement  égal  à  i .  on  voil  que  :  varie  de  i  lorsque 
la  très  faible  distance  angulaire  s       ;  au  bord  géométrique  varie 

de    >  c'est-à-dire  d'une  quantité  égale  au  pouvoii  séparateur  d'une 

lunette  non  diaphragmée  donl  l'objectif  ;i  pour  diamètre  la  lon- 
gueur //  de  la  fente. 

Les  valeurs  de  \  i  orrespondanl  aux  valeurs  de  .r,  considérées  dans 
les  Tableaux  numériques  ci-dessus,  sonl  les  suivantes  : 


1 

1 1 1 

i 1 

'■"7 ' 

< c 

i 1 

i < 

> 1 

(i . 

7 i 

s 1 

'i i 

lu 1 


Ml  H   I 

I     ■'! 

m  i 
.    ilS 

il  7  7 
79<i 

1  1  i 

» _  \ 

»«>  1 

ijin 

,,.„, 


1  1 

[j 

ifi 

1  - 

1  s 

(  1  — 









1  s  - 

I 


2  28 


MAUHICE     !I\MY. 


L'identité  ~  =  i~  -j-  permet    de  calculer  la  dérivée  de  y,  par 
rapport  à   c,  connaissant   -a   dérivée   de  y,  par  rapport   à   x.  Aux 


dy  _ 


dy 


valeurs  (97Ï  et  (98)  de  -j-  =     —  0,3776,  pour  x  =  o,  et  ^f-  =         o,  i  1  57, 
pour    a;  =  --1,227,     correspondenl     donc    -p  =  -    2,0720,    pour 

ç  =■-  o,  et  -p- =  —  2,6]  17.  pour   ;  =  -    o,ig5.   La  dérivée  seconde 

d-  rN 
(  — -  )  a  de    niéinc    pour    valeur   d.oIm,,,;-    x    , -'•    -  2,4o56.    On 

de     /  ;    -   ,. 

en  conelul   que  le  rayon  de  courbure  au  point   (ç  =  o,  î/=i)  de  la 
courbe  a  pour  valeur  7,09.  La  courbe  en  trait  plein  ijig.  iS)  repré- 


Pig.     . 

1* 

asymptote 


3\ 


sente  les  variations  de  l'intensité  relative  y,  quand  :  varie  entre  —  3 
et  +3,  l'intensité  au  bord  géométrique  étanl  prise  comme  unité. 
Sur  l;i  même  ligure,  est  tracée,  en  trail  pointillé,  une  courbe  repré- 
sentant les  variations  d'intensité,  au  voisinage  du  bord  géomé- 
trique solaire,  dans  le  cas  d'une  lunette  d'ouverture  circulaire  de 
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diamètre  égal  à  la  longueur  <l<-  la  fente.  Cette  courbe  a  été  ti\ 
en  prenanl   comme  poinl   de  départ   la  Table  de  Struve    '  .  Cette 
Table  ayanl  été  dressée,  en  prenanl  l'intensité  au  bord  géométrique 

égale  ;i  -,  ions  les  nombres   doivenl  être  doublés  quand  on  prend 

cette  intensité  pour  unité,  comme  nous  l'avons  fait.  vdoptanl 
comme   argumenl    la    variable   ':.    définie    ci-dessus,    au    lieu    de 

~-  ç  £  employé  dans  la  Table  de  Struve,  on  a  les  valeurs  sui- 
vantes pour  l'intensité  relative,  quand  on  prend  comme  unité 
l'intensi  té  au  bord  géomél  rique  : 

lui.  nsité  I  ntcnsiti  Intei 

;•  relative.  ?.  relative  :. 

"."<»<> [,0000  "•'.)>> u.l'lm  l.'il" 

0,0637 0,892a  '>oig 'M  m;  i-'iri 

0,127 0,7868  1  .  oS  > 0.11(1'  '  "  ;7 

0,191 o,6856  1 .  1  |f> (M  1  )S  '.mm (...' 

0,255 0,5910  1  .  »  i<> o,  1 1  mi  |  1 .  1 1, , 

o,3i8 '>.'<'  1  i  '  1  .  >-  ; n. .s 

o, 382 n.  j  «il  j  1  .  ;  ;- n.  1  n  1  <  1 

<• .  i  i'i o,3586  1  .  jn  1 1  > .  <  > >  1  *  .s  < .  js  ; .  1 . . . 

0,509 n .  iiius  i,164 0.091  fi  'i 

".  17  > o,«53o  1     .  'S o,o86fi  '  •  7  »7 

o,63" ii.'iji'i  1     .m' 0.0820  65 ".,•',',', 

0,700 n.  I S  '| li  1    1,  ,  , 0  «j  , , 

0,764 11.  ni  'n  1 ,719 11.(17  1  s  !.  1  » ,.  .,  1 1  ■ 

o, 828 1 1 .  1  j  ii  1  1 ,783 1 1 . < >7< iii  1 1 . 1 1  ji ii  1 

<>.!■>! n n.  1  ;  i>  1  1 .  >  jn 0,0678 

Les  valeurs  il*-  I  intensité,  [mur  le-  valeurs  négatives  de  :. 
s'obtiennenl  en  retranchanl  de  2  les  nombres  delà  Table  corres- 
pondant ;m\  \  aleurs  absolues  de  :. 

Sur  la  figure  2  >.  la  même  unité  graphique  ;i  été  adoptée  pour  les 
ordonnées  ci  !<•->  abscisses.  La  figure  26  a  été  tracée  en  prenant, 
pour  1rs  ordonnées,  une  unité  graphique  1I1  \  fois  supérieure  1  celle 
des  abscisses  <•!  en  considéranl  seulemenl  I'--  variations  de  l'inten- 
sité relative,  pour  ;  positif,  c'est-à-dire  à  l'extérieur  du  bord  géo- 
métrique.  Cette   ûgure   me1    en   évidence  des  sinuosités   invisibles 


\  \  nui  .    Traité  d    I  '"''    stellairi  .  i .   [,  p.    Lj, 


Fis.   26, 
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sur  la   figui  e  i  y.   I  ,;i   courbe  <-n   1  rail    plein  ■>■  rapj 
et    la     courbe     en     pointillé    à    une   ouverture    circul;  dia- 

mètre égal  ;'i  la  longueur  de  la  Fente,  comme  dans  le  cas  de  la 
figure  2  "'. 

La  courbe  <l<-  la  figure  •  ».  comme  on  l'a  déjà  dit,  esl  pratique- 
ment indépendante  <!<•  la  longueur  <l<-  la  fente.  Cette  longueur 
m  mi <-i  \  ii-iii    que  dans   la   signification   de  l'unité  de  l'échelh 

abscisses  qui  représente  le  pouvoir  séparateur  — : —  d'une  lunette 

/  -m  1 

(I  ouverture  circulaire  de  diamètre  égal  à  la  longueur  de  la  fente. 

D'ailleurs,  la  condition  -  assujettissant   la  largeur  de  la  fente 

m 

à  ne  pas  dépasser  quelques  millimètres  voit  le  Tableau  numérique 
en    tête   du    paragraphe    \  III  .    on    peul    prendre    pratiquement, 

comme  longueur  de  la  fente,  le  diamètre  mêi le  l'objectif  de  la 

kinette.   I.  unité  d'abscisse  correspond  alors  .1   1"  pour  une  lunette 

de  om,io  d'ouverture,  à  o",5   pour  une  lunette  de  0 

pour  une    lunette  de   om,5o,   à  o",]    pour  une    lunette   de   1 

à    <>'/,o/i    pour    une  ouverture   de  2m,5o,    etc.,    dans    le   cas   où  la 

longueur    d'onde    des    radiations,    admises    dans    l'œil,    a    pour 

valeur  X       <>'.>. 

La  figure  25  me1  en  pleine  évidence  le  fail  que  l'intensité  lumi- 
neuse, dans  le  voisinage  immédial  du  bord  géométrique  qui 
correspond  à  l'abscisse  :  o,  varie  plus  rapidement,  lorsque 
l'accès  <lc  la  lumière,  dans  la  lunette  «I  observation,  esl  limité  par 
la  tente,  <|u  en  employant  I  instrument  avec  une  ouverture  circu- 
laire de  diamètre  égal  à  la  longueui  de  la  fente.  En  passant  de 
l'abscisse    :  =  -     [à    l'abscisse  1.   l'intensité   esl    en   elTet 

réduite  dans   le   rapporl       •  dans   le    premier    cas,   tandis   quelle 

diminue  dans  le  rapporl      1  dans  le  second.  Le  bord  optique,  ni 

1  i 

vable  dans  h  lunette,  <,s-i  donc  plus  nettemenl  tranché,  en  dia- 
phragmant l'objectif  par  la  fente,  qu  en  utilisant  sa  surface  entière. 
Ce  bord  v''  prête  en  conséquence  .1  des  points  plus  précis,  dans 
le  premier  cas  que  dans  le  second. 

Le  bord  optique  n'étanl  pas  susceptible  de  définition  physique, 
on  peut  se  demander  sut  quel  poinl  de  l'imuge  I  observât» 
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ses  pointés  micrométriques.  La  réponse  exacte  à  cette  question 
ne  peul  être  fournie  que  par  l'expérience  e1  l'on  peut  concevoir, 
dans  ce  but,  dc>  dispositifs  a | > l <s  à  fournir  des  données 
répondant  aux  besoins  des  observations.  Cependant,  il  est 
admissible,  a  priori,  que  l'observateur  doive  avoir  une  tendance 
à  fixer  son  attention  sur  la  région  du  bord  optique  où  le  contraste 
es1  maximum.  Ce  point,  on  va  l'établir,  es1  situé  extérieurement 
au  bord  géométrique,  à  une  très  faible  distance  angulaire  de  ce 
bord.  Or  le  maximum  est  plus  grand  en  faisan!  usage  de  la  fente 
qu'en  utilisant  la  surface  entière  de  l'objectif;  de  plus,  quand  on  se 
déplace  normalement  au  boni  géométrique,  les  variations  du  con- 
traste, autour  <lii  maximum,  sont  plus  élevées  dans  le  premier  cas 
que  dans  le  second.  L'observateur,  s'il  est  porté  à  pointer  le  point 
de  contraste  maximum,  fera  donc  les  mesures  les  plus  concordantes 
dans  la  première  hypothèse.  La  supériorité  de  l'emploi  de  la  fente 
se  manifeste  ainsi  une  fois  de  plus.  Nous  nous  proposons  d'établir 
ces  propriétés,  après  avoir  défini  le  contraste  en  un  point. 

Par  suite  des  imperfections  de  l'œil,  les  détails  ;i  la  surface  d'un 
objet  éclairé  ne  s'a perçoh  en i  que  s'ils  se  présentent  sous  un  angle 
supérieur  à  une  certaine  limite  7.  probablement  «le  l'ordre  de 
grandeur  de  2'  à  '>'  ci  variable  suivanl  l'observateur.  Tel  détail, 
invisible  à  l'œil  un.  devient  d'ailleurs  observable,  quand  mu  le 
grossit  avec  un  instrument  d'optique,  <\>-  telle  sorte  que  son  dia- 
mètre angulaire  G*,,  multiplié  par  le  grossissement   G,  atteigne  ou 

dépasse  7.  (  h,,  petite  surface    lui euse  qui  se  \"it  sous  l'angle  7, 

impressionne  l'œil,  non  par  l'intensité  de  ^<m  éclairemenl  en  ici 
on  Ici  point,  mais  par  la  quantité  globale  de  lumière  qu'il  en 
reçoit,  l'observateur  ne  distinguant  aucun  détail  à  l'intérieur  <\<- 
la  surface.  Cette  remarque  permel  de  définir  numériquement  le 
contraste  lumineux  en  un  poini  M  d'une  surface  donl  l'éclaire- 
ment,  supposé  continu,  n'est  pas  uniforme. 

Considérons  la  courbe  (.  joignant  le  point  M  aux  points 
voisins  de  la  surface,  de  même  intensité  que  M.  Prenons  sur  C 
deux  points  A  cl  I).  encadranl  le  poini  M  à  la  distance  angu- 
laire ->  el  menons,  en  ces  points,  les  normales   \     \.3,  B,  B2,  limitées 
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aux  courbes  C,  e1  G2  parallèles  à  la  courbe  C  e1  tracées,  de  p 
d'autre  de  cette  courbe,  à  la  distancé  an  gui  a       :    Soienl  Q    la  quan- 
tité de  lumière,  renie  par  l'œil,  émananl  du  petil  rectangle  BB    \    \ 
e1    Q2   la  quantité  analogue  relative  au   rectangle   BB    K2  A.  S 


( 

'  i 

C 

C 

A, 

A 

j 

\z 

u 

Nj 

\ 

M 

posant,   pour  fixer  les  idées,  Q,  >  Q.J3  nous  appellerons  contraste 
lumineu \   <- r i    \l    le   ra pporl    a 

Cette  définition  suppose  que  l'œil  distingue  séparément  l'une* 
cl  l'autre  petite  surface.  Or  c'esl  bien  ce  qui  se  produit,  puisque 
leur  ensemble,  dans  la  direction  de  la  variation  de  l'intensité,  esl 
vu  sous  l'angle  2  ct,  tandis  que  la  limite  de  séparation  es1  7.  D'ap 
cette  définition,  le  contraste,  supérieur  à  i .  es1  d'autanl  plus  grand 
que  l'une  des  surfaces  es1  plus  lumineuse  par  rapporl  à  l'autre. 
Le  rapporl  p  prend  d'ailleurs  la  valeur  1.  lorsque  l'éclairemenl 
de  la  surface,  autour  du  poinl  considéré  M.  esl  uniforme. 

En  raison  de  la  petitesse  de  7.  on  peul   regarder  les  deux  petits 
rectangles   A  B  l>,  A,,   A  B  l>,  \,  comme  rectilignes  pour  calculer 

l'expression  a  nalj  i  ique  du  rapporl   M  • 

Soient  N  un  poinl  du  premier  rectangle,  placé  .1  la  distance  : 
de  AI),  cl  I,  l'intensité  lumineuse  «-n  ce  point,  intensité  qui  esl  la 
même  toul  le  long  <l  une  parallèle  à  Ali.  puisque  \l>  esl  une  courbe 
d'égale  intensité  e1  que  les  courbés  voisines,  <!«•  même  nature, 
peuvent  être  regardées  comme  parallèles  à  la  première,  dans  la  ti 
petite  surface  du   rectangle     '  .   I  ne  bande  de  la  surface  du   rec- 


(')  Si  l'on  for.nail   quelque  objection  sur  ce  point,  elle  ne  poui 
l'applicati  in    qui    sera    faite    plus   I  iin    au    bord   de   l'aslre.  Les      iurb< 

intensité  sont,  dans  ce  cas,  ti semenl   parallèles,  puis  m<-  nor  u.il>-s  ,, 

de  syméliie  de  l'image  le  I •  ■  1  > ■  ^  duquel  porti 


Journ    (/>•   Wath    i  s"  série  .  Lune-  lll  \i 
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tangle,  parallèle  à  AB,  et  d'épaisseur  dz,  envoie  à  l'observateur 
une  quantité  de  lumière  proportionnelle  à  sa  surface  et  à  l'inten- 
sité  1 1  en  N,  savoir 

rfQ,;     Hffliob. 

Il  désignant  une  constante. 

La  quantité  de  lumière   perçue   par  l'observateur, -émananl   du 
rectangle  toul  en1  ier,  es1  donc 


0,=  ll7/     l,dz. 


(  )n  a  de  même 


Q,=  Il  7  I 

n        II  7/     Uds, 


i  100) 


Si,  ;m  lien  de  regarder  un  objel   directement   à   l'œil,  on   l'exa- 
mine avec  un  instrument  d'optique  possédant  un  grossissement  Gs 

le  pins  petil  détail  visible  possède  un  diamètre  t,  =  tt*  C'esl  dune  7, 
qui  joue  alors  le  rôle  >lc  7.  dans  les  formules  qui  précèdent. 

Partant  de  la  formule    i<">  .  on  a  calculé  le  contraste  p,  dans  I»' 
voisinage   du    bord    géométrique   de    l'image,    en    supposant    l'œil 

armé  d'un  grossissement  (1  ici  que  l'angle  7,       —  soil  égal  à  divers 

multiples  fractionnaires  <>.  »;  [,o;  [,5;  ■?.<»  du  pouvoir  sépara- 
teur de  la  lunette  employée  à  pleine  ouverture,  Ce  calcul  a  été  l'ail  : 
i°  dans  le  cas  où  la  lunette  es1  employée  a  pleine  ouverture; 
20  dans  le  cas  où  «'Ile  est  diaphragmée  par  une  fente  de  longueur 
égale  au  diamètre  de  l'objectif  ci  de  largeur  définie  par  la  rela- 
tion —  —  -•    I .es   uombres   obtenus,    dans  ce  dernier  cas,  se  rap- 

portent  aux  points  de  l'image  placés  le  long  (Je  l'axe  de  symétrie 
parallèle  au  grand  côté  de  la  fente. 

Les  intégrales  figurant  dans  l'expression  (100    •\\i  rapporl  p  -oui 
égales,  dans  l'un  e1  l'autre  cas  mentionnés  ci-dessus,  aux  aires  des 
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courbes  tracées    figure  25   h    comp  ritre  l'or  don 

pondanl  à  l'abscisse  <ln  poinl  où  l'on  cherche  à  obtenir  le  rapport  :. 

<vi    les  ordonnées  situées  de  pari   el   d'autre  à   la  distance  ~  . 

La  première  colonne  des  Tableaux  ci-dessous  contienl  les  ab- 
scisses (le  pouvoir  séparateur  de  la  lunette  esl  pris  comme  unité 
(I  abscisse),  comptées  à  partir  du  bord  géométrique,  des  pointa  où 
le  rapport  p  a  été  calculé. 

Ouverture  circulaire.   Valeurs  di  p. 

Absciss  t,  =  O.ô.       7,  =  [,0. 

—  <>.  I 1  .  ■  »  S  1  .    li| 

11.11 "'    .      '      i  \        I   H, 

~ O,     I '    .      I     .  \    .    ~l\ 

'  > .  ' i ,  8  \  »    i  > 

"  .     i Il"  (i  .  Ol) 

<».  i ! .  "|  G, (il 

<  1  .    I >  .  '  !  ';  I  i  .  S  7 

o,(j I.i  (i,8i 

i  > .  - ». ,  8  ï  (  i .  \  \ 

<>•* '-il  i.H'i 

"M '   "  i  ■    i  ' 


1,5. 

item  i 

i-;1' 

},()•< 

-.h  i 

i: 

i  .1    . ■  omél 1 1 

i>.iii 

-  H8 

s-;i 

ii,iî 

lo.   i  ". 

In.Sj 

In.  S, 

i  i  ,()•) 

II),   i'I 

S),  «il 

i),  ii. 

i  i .  i  >  i 

Feule  l  I      I  aleurs  de 

m 


Vbscissc.             s       il.:,.  <jl       |,0         n  ,,,.■- 

—  1 1 .  i < .  i  i<  i  >  •  "  i                 7  •  »  H 

n.D '■'.)'  •   '"                                      i  i  .  i'i            Bord    gcoiiiëli  iquo 

0,1 i  .    !   i  I.     -1,                         ion,                         I    i  .    I  S 

i..    ' i  .  li  i  ~  .    \~                       I   I   .    "I                       I    i 

o,'î ; . 7<i  7,81)            i  < .  -  >            iii   >  > 

o.  i I  .i'i  7  .  s  i               '  '  •  7"              17.'"! 

" .  "1 '< ,  1  7  i                 1  ■».,<>  1 

n.  (i ■  1  > .  1  ■  ■  i" 

11.- »    1  1  » ,  8 1               1  1     '■  -               l  (  i 

n  .  S 1  .  7I1 

1 1 . 1 1 I     p  '  I    I  ' 

-M  .  o 1  .  i  1  1,1                                        n 

L'examen  <!<•  ces  lableaux  mel  en  évidence  le  Fait   cjue  le  con* 
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traste  passe  par  un  maximum,  dans  le  voisinage  du  bord  géomé- 
trique, quand  un  se  déplace  uormalemenl  ;'i  ce  bord,  quelle  que  soil 
Ja  valeur  de  g\,  c'est-à-dire  quel  que  soil  le  grossissement  avec 
lequel  ou  observe  les  images  dans  le  plan  focal.  Le  contraste  maxi- 
mum correspondant  à  l'ouverture  circulaire,  pour  uni-  valeur  d.-  7.. 
es1  d'ailleurs  inférieur  au  contraste  maximum  relatif  à  la  fente, 
pour  la  même  valeur  de  a,.  De  plu-,  le-  variations  «lu  contraste, 
de  pari  cl  d  autre  du  maximum,  sonl  plus  rapides  dans  la  seconde 
hypothèse  (pie  dans  la  première.  Le  l'ail  saule  immédiatement  aux 
yeux,  en  considérant  les  courbes  construites,  dan-  l'un  et  l'autre 
cas.  en  prenant  ;  comme  abscisse  ci  portant  les  valeurs  du  con- 
traste en  ordonnées.  Le-  propriétés  -oui  bien  celle-  dont  il  a  déjà 
été  quesl  ion   plus   hau  I  . 

Les  théories  e1  le-  calculs  développés,  dans  le  présenl  Mémoire. 
supposenl  l'éclal  intrinsèque  de  l'astre  uniforme  en  chaque  point 
de  sa  surface.  <  )n  ne  peut,  en  conséquence,  les  appliquer  en 
toute  rigueur  au  Soleil  donl  l'éclal  décroîl  nettemenl  du  centre 
au  bord.  Les  moyens  analytiques  employés  se  prêtenl  il  ailleurs, 
moyennant  certains  développements,  à  l'étude  de  la  diffrac- 
tion des  images  de  i<-\  astre  par  une  tenir,  en  tenanl  compte 
des  variations  il  celai  du  disque,  du  centre  au  bord.  Laissanl  cette 

question  de  côté  pour  le  momenl     '  .  je  me  bornerai  à  1 trer    ici 

que  les  ordonnées  des  courbes  d  intensité,  c ispondanl  aux  points 

intérieurs  au  disque  solaire,  s'obtiennenl  approximativemenl  en 
multipliant  les  ordonnées,  calculer-  dan  I  hypothèse  d  un  celai 
intrinsèque  uniforme,  pai  les  valeurs  variables  de  ce1  éclal  le  long 
du  rayon  solaire,  rapporté  à  celui  de  la  périphérie,  1  n  chacun  des 
points  auxquels  correspondent  ces  ordonnées.  C'esl  *■>■  qui  résulte 
de  considérations  physiques,  fondées  sur  les  effets  connu-  i\r  la 
diffraction  d  une  onde  plane  limitée  par  une  ouverture  circulaire, 
de  diamètre  //.  ou  par  une  fente  rectangulaire,  de  largeur  a  e1  de 
longueur  //. 

I)ans  la   première    hypothèse,    les   ondes   diffractées  fournissent, 

(')  Ce  iravail,  déjà  commencé,   demandeia   Leauciup  de  temps,  en  raison  des 
développements  cl   des  calculs  numériques    très    labi  rieux  qu  il   comporte. 
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au  loyer  d'un  objectif  de  diamètre  A.  une  image  de  largeur  ai 

Iaire  j>   dans  laquelle  se  trouvé  concentrée  la  presque  totalité  de 

l'énergie  lumineuse  incidente,  entourée  d'anneaux  beaucoup  plus 
Faibles,  d  intensités  rapidement  décroissantes  <-i  esp;  ilai- 

remenl  de  .  ■    Il  s'ensuil  que  *i  l'on  regarde  l'image  solaire,  au  fo 

<l  un   objectif,  comme   la   résultante  des   images  il''  ses  différents 
| >' » 1 1 1 1  s.   l'intensité   eu   un    poinl    M   «le   l'image,   en  ni    une 

faible  erreur  relative,   provienl   de  l'énergie  lumineuse  émise   ; 
l<'  poinl   l}  de  la  surface  «  I  «  *  l'astre  donl   M  es1  l'image  géométrique, 
augmentée   d'appoints   originaires   d'une  petite  région   de   I  'asl 
avoisinant  le  poinl    I'  e1   comprise  (Uni-  un  cercle  de  rayon  angu- 
laire montanl  a  un  multiple  de  -  par  quelques  unités  seulement. 

Cette  région  es1  d'autanl  moindre  que  l'objectif  esl  de  plus 
grande  largeur,  cl  son  éelal  intrinsèque  moyen  diffère  m 
sairemenl  liés  peu  de  l'éclal  intrinsèque  en  I*.  L'intensité  en  M 
es1  dune  sensiblemenl  la  même  que  si  toul  I'-  disque  avait 
pour  éclat  intrinsèque  celui  qui  existe  en  I*.  L'erreur  relative 
commise  es1  d'autanl    moindre  que  l<-  rayon  •!  ■  Pobjectil  esl  plus 


grand 


Lorsque  l'objectif  esl  diaphragmé  par  la  fente,  nu  raisonnement 
analogue  est  applicable  pour  les  points  de  l'image  disposés  le  ' 
de  Taxe  de  symétrie  parallèle  au  -rus  de  la  longueur  de  la  lente. 
Il  \  a  cependanl  une  différence.  I  ne  onde  plane,  limitée  par  une 
fente  de  longueur  //  ri  de  largeur  a.  fournil  au  foyer  d  uni-  lunette 
uni-  image  dans  laquelle  la  lumière  diffractée  esl  concenl 
presque  en  totalité,  non  plus  en  un  point,  mai-  dans  une  bande  cen- 
trale, de  largeur  angulaire  ,   e1  <\<-  longueur  angulaire     •  entou 

d'anneaux  ovales  d  intensités  décroissantes  devenant    rapidement 
insensibles.    Les  espaces   obscurs   séparanl    les  anneaux    successifs 

soûl   d'ailleurs   au\    distances    angulaires  •••  «in 

//       //       a 

dans   \r  -eus  de  la   longueur  de  la   fente,   cl   aux  distance*    an 

laires     •  2     •    >    ■  ■■•  dans  le  -rus  perpendiculaire.    Dans  le  cas  «nu 

</       //       h 
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nous  occupe,  j  es1  le  pouvoir  séparateu  '  d  un  objectif  <le  diamètre  h 
égal    à    la    longueur  de   la    fente;  -  est    une   quantité  supérieure. 

puisque  a  es1  petit  ();)!■  rapporl  à  h.  Si  maintenani  on  considi 
l'image  solaire  au  foyer  de  la  lunette  diaphragmée  par  la  fente, 
comme  la  résultante  des  images  des  divers  points  de  l'astre,  on 
M.ii  que  l'intensité,  en  chaque  poinl  M,  sur  l'axe  de  symétrie  de 
l'image  de  l'astre,  dirigé  dans  le  sens  de  la  longueur  de  la  fente, 
provienl  uniquement,  d'après  ce  qui  précède,  <l  une  petite  région 
de  la  surface  de  l'asl  re,  a  voisinant  le  poim  P  de  cette  surface  donl  M 
es1  l'image  géométrique,  si  l'on  consenl  à  commettre  une  faible 
cireur  relative.  Cette  région,  par  apporl  ;i  celle  qui  ;i  été  consi- 
dérée I  «Mit  a  l'heure,  pour  la  surface  entière  de  !  objectif,  es1  allongée, 
à  cause  de  a-  'h,  perpendiculairemenl  à  l'axe  de  symétrie  de 
l'image  solaire  parallèle  au  grand  côté  de  la  fente  sur  lequel  es1 
placé  le  poinl  M.  Or  l'éclat  intrinsèque  de  l'astre,  lonction  seule- 
ninii  de  la  distance  au  centre,  varie  à  peine  dan-  ce  sens,  du 
menl  où  l'on  ne  s'éloigne  pas  par  trop  de  I  axe  considéré,  c  est- 
à-dire  à  condition  de  ne  pas  considé  e  des  fentes  par  trop  étroites. 
Celle  condition  se  trouve  remplie  en  faisanl  usage  <l  une  lunette 
de  grande  ouverture,  armée  d'une  fente  donl   la   largeur  satisfait 

à  la  relation  -    Il  en  résulte,  comme  toul  à  I  heure,  que  I  inten- 

iii 

site  en  M  es1  sensiblement  la  même  que  si  i<>m  le  disque  avail  pour 
éclal  intrinsèque  celui  qui  existe  en  P,  à  condition  que  la  lunette 
soil  d'ouverture  suffisante.  L'erreu  relative  commise  es1  <l  autanl 
moindre  que  cette  ouverture  es1    pins  considérable. 

Ce  raisonnement   ne  il ie  pas  <l  indication  sur  ce  <[m   S(     passe 

à  l'extérieur  du  bord  géométrique.  Un  peul  dire  sous  ce  rapporl 
que,  près  de  ce  bord,  la  lumière  diffractée  provienl  nécessaire- 
ment, en  majeu  e  partie,  des  points  du  disque  répartis  sur  son 
contour  apparent.  L'intensité  i  -i  'loue,  dans  ce  cas,  sensiblemi  ni 
la  même  <|ne  si  le  disque  entier  avail  l'éclal  intrinsèque  de  la 
péri  plié.  ie  de  I  asi  re. 

Les  ordonnées  des  courbes  il  intensité  relative  se  trouvenl  <-n 
divisant   l'intensité  absolue,  en  chacun  des  points  de  I  image,  par 
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[intensité  absolue  au  bord  géométrique    •  >n  les  obtient,  d! 
qui   précède,   avec  de  faibli  elatives,  en  multiplianl  les 

ordonnées  des  courbes  tracées  fig.  ■>  pa  le  rapport  de  l'éclal 
intrinsèque,  en  ces  points,  à  celui  de  la  périphérie  de  l'astre,  rap- 
porl  «[in  es1  le  même,  que  l'objectif  soil  découverl  ou  armé  de  la 
fente.  Cette  règle  c<ni(liiii  en  conséquence,  comme  dans  l'hypo- 
thèse de  I  homogénéité  il  éclal  de  I  astre,  ••  la  conclusion  <(u- 
le  bord  optique  <l<ni  être  mieux  tranché  en  masqua  ni  l'objectif  de 
la  lunci  i  c  par  la  fenl  e  qu  en  I  em  ployant  av< 

toutefois,    l«'   raisonnement    suppose    essentiellemenl     l'objectil 
suffisamment    grand.  Des  précisions  ;i  ce1   égard   ne  pourront 
données,  qu'après  extension   delà  théorie  développée,  dans  I< 
sent    Mémoire,  au  cas  où   l'éclal    intrinsèque  de   l'astre   n'est   plus 
considéré  comme  uniforme. 

I  );ins  l'hypothèse  < l  «■  I  homogénéité  <l  éclal  du  disque,  on  a  trouvé 

lé  nombre   1,8  comme  valeur  du  rapporl       de  I  intensité  au  <■ 

M. 

à  celle  du  bord  géomél  ique,  lorsque  la  largeui'  de  la  '■  i   liée 

à  sa  longueur  par  la  relation  ■  •    I  '  au1   e  part,  dans  le  cas  du 

Soleil,  I  éclal  intrinsèque  central  <,vi  voisin  de  cinq  fois  celui  de  la 
périphérie  de  l'astre,  pour  la  lumière  de  longueur  d'onde  i 
supposée  admise  dans  I  teil  de  l'observateur.  Il  en  résulte,  en  vertu 
de  ce  qui  précède,  que  l'éclal  de  l'image  solaire,  fou  nie  au  foyei 
d'une  lunette  armée  de  la  fente,  es1  environ  ig  fois  plus  _ 
au  centre  qu  au  bord  géométrique,  à  sa  rencontre  avec  I  axe  de 
symétrie  parallèle  au  sens  de  la  longueur  de  la  fente. 


IV 
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ni 

I  ,es  calculs  numériques  considérables  qu  il  .1  fallu  exécuter,  pour 

....  .   .       -  1 

tracer   l;i   courbe   «I  1 1 1 1  «  •  n  - 1 1  <  •   relative   correspondant 

1 

prenant,  comme  unité,  I  intensité  au  bord  géométrique  de  I  m 


2/JO  M  VURICE    HAM1 

seraient  à  recommencer,  sous  de  nouveaux  frais,  si  l'on  vou- 
lail   construire   exactemenl    les   courbes   de    même   nature   se   rap- 

portanl  à  d'aul  res  valeurs  de  v  =  —  •    Les  calculs  des  séries  S   et  T 

1  m 

seraient  même  encore  plus  laborieux,  pour  —  ~>  — •  Ces  courbes  pré- 

sentanl  un  intérêl  secondaire,  puisque  l'intensité  varie  alors  moins 

rapidement,    une    dans    l'hypothèse    correspondant    à   — =  —  ■>    au 

voisinage  du  bord  géométrique,  non-  nous  bornerons  à  de  simples 
indical  ions  à  leur  sujet. 

Le   Tableau    suivanl    fournil    les    valeurs   de   //.    calculées    pour 

diverses  valeurs  du  rapport  v  =  —  e1  pour  x  =  ±  [5,  par  les  for- 
mules (8o  .  (8o'),  8i  «'I  (8g  .  Les  deux  premières  colonnes  four- 
nissent les  valeurs  Y,  obtenues  en  négligeant  les  termes  en        dans 

les  formules:  //  s  oluinii  en  aioutanl  à   ^    une  correction   A^ 
où    I)   représente 


^  -    X 


> 


- 


:î7iv 


pour  x  <^  o,  e1 


\  ~     ' 


i  -  ' 

Y 

8 


I     •« 


\        'iv-'- 


IS  \ 


\   '  ~- 


I      » 


- 


\   ■  -\ 


\ 
8 


- 


\  ■  -  ■ 


pour  .r  ]>  o. 

Les  deux  dernières  colonnes  du  rableau  donnenl  les  valeurs 
du  coefficient    l>.  en   fonction  de  v. 

m  étanl  inférieur,  en  chiffres  ronds,  à  tooo  [voir  le  rableau  en 
têt(  du  paragraphe  \  III  .  i<*s  valeurs  de  ±u  sonl  pratiquement 
négligeables,  pour  x  =  -  i  5,  puisqu'elles  ne  modifient  pas  le  der- 
nier chiffre  à  droite  de  Y;  y  va  donc  alors  en  décroissant,  lorsque  v 
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augmente  Les  corrections  !>/.  pour  x  =  4-  i  5,  peuvenl  affecter, 
par  contre,  le  dernier  chiffre  de  Y.  lorsque  v  es1  petit.  Néanmoins, 
les  valeurs  de  y  conclues  vonl  encore  en  décroissant,  quand  v  aug- 
mente. 
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L(    l;ni   que,  pour  x    ■  ±  1  5   ou,  d*après    la    formule    99),   pour 

'  —  ±-    )   \r  réseau   <l«'  courbes   obtenu    en    faisanl    croître 
a  71 

rapproche  constammenl  »!<•  taxe  des  abscisses,  ce  t. ni.  dis-je, 
permel  de  situer  la  courbe,  correspondanl  à  une  valeur  donnée  de  ■/. 
par  rapporl  à  celle  de   la   figure  25,  construite  pour  v         •  On  n 


Joui  n.  de  \l<uu    1  8'  série  1    tome  III 


\  un. 
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parvient,  entenanl  compte  de  la  propriété  de  la  tangente  au  point 

-        °-    .'/  =  I)y    correspondant    au    bord    géométrique,    d'être    de 

moins   en    moins   inclinée   sur   la   direction    négative   de   l'axe    ile> 

abscisses,  à  mesure  que  v  s'éloigne  davantage  de  ->  dans  un  sens 
ou  dans  I  au1  if. 

Si  v  <C  ->   la  courbe  es1   disposée  au-dessus  de   la   courbe  de   la 
figure  25,   pour  ç  =  -      -•  ç  croissant,  elle   rencontre   nécessaire- 

2  77 

menl  cette  dernière,  vu  la  disposition  de  la  tangente,  avanl  que  : 
drenne  la  valeur  zéro,  pour  laquelle  y  i.  La  courbe  repasse 
ensuite  au-dessus  «le  celle  de  la  figure  25,  lorsque  :  dépasse  la 
valeur  zéro,   cl    doil    conserver  celle  situation   au    moins   jusqu'à 

l'abscisse  -)- 


i  > 


•  - 


Si  v  ^>  —  >  la  courbe  es1  située  au-dessous  de  «clic  Ai-  lu   figure    ■  5 

pour  ç  =  -    — -  ■   -  croissant,    elle    doil    conserver   cette    situation 

tanl  qu  elle  n  a  |»a^  franchi  le  poinl  :  o,  y  =  \  .  correspondant 
an  bord  géométrique,  vu  la  disposition  de  la  tangente  en  ce  point. 
Elle  piis^c  ensuite  au-dessus,  lorsque  :  croîl  par  des  valeurs  posi- 
tives, pour  rencontrer  bientôl  la  courbi  de  la  figure  25,  e1  repasser 
au-dessous,  avanl   d'atteindre  le  poinl   correspondant   à    l'abscisse 


i  5 


2  77 

Toutes  les  courbes  du   réseau,   pour  le  | >•  > ■  t « i   correspondant   au 
centre  <ln   Soleil,  spnl    d'ailleurs  disposées  comme  pour  l'abscisse 

H  =       —    C  esi   ce  (ini   résulte  de  I  examen  du    fableau  «lu  para- 

277  '  ' 

graphe  \  Il  donnanl  les  valeurs  de  l'intensité  relative,  au  centre, 
77  =  r^ •    On    iieui   voir,  en  se   fondanl  sur  le   même  Tableau   e1    en 

II:  ' 

partanl  des  Formules  -<>  .  8i  e1  8g  .  que  les  courbes  sonl  éga- 
lement disposées  comme  poui  l'abscisse  :  —  au  poinl  éloigné 
d'abscisse  positive  qui  correspond  à  a        i  m. 

Ces  résultats  on1  été  établis  ici  dans  l'hypothèse  où  —  ne  dépasse 
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pas  10.  On  pourrait  les  étendre  jusqu'à    la    valeur  - 

au  delà,  les  calculs  deviendraient  beaucoup  trop  laborieux,  pour 
pouvoir  être  poussés  notablement  plus  loin.  La  question  de  la 
diffraction  des  images  des  astres  circulaires,  pai  une  fente,  <l<»it 
alors  être  abordée  <l  une  toul  autre  manièi  njel  pi  u 

l'objel   d'un  Mémoire  ultérieur. 
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.S///-    les    équations   générales    du    mouvement 
des  systèmes  matériels    non   ftolononn 

l»u<  Iv.  ISINOI  I 


J.   <  »n  ->;iii   que  le   mouvemenl    sans    frottement    d'un   système 
matériel  holonome  ou   mm   holonome  esl   caractérisé  par  la   f< 

tion    S       -1///.IJ.     .)     désignant     l'accélération     d'un     point     de 

• 

masse  ///.  Si  </,.  q2 '/-.  v,>ni  les  paramètres  indépendants,  donl  les 

variations  virtuelles  sonl  arbitraires,  cette  fonction  S  es1  une  fonc- 
tion <lu  second  degré  en  '/,.  </  </    que   nous  pouvo   -  5up| 

réduite  seulement   aux   termes  qui  contiennent   a",  «/  ■    .   I  •■ 

coefficients    <lr    cette    fonction    peuvenl    dépendre   d'autres    para- 
mètres  encore,   donl    les    variations    virtuelles   sonl    des    fonctions 

données,  linéaires  e1   homogènes  des  variations  </,.  </■> q  .  Poui 

un  déplacement  virtuel  donné  du  -\  stème,  la  somme  di     travaux 
tlc^  forces  appliquées  es1 

1  '  Q  i  ' 

AJors    les   équations   «lu    mouvemenl    sont 

|,;i  fonction  S  s'appelle  énergie  d? accélération,  pai  analog 
le  m. m  énergie  cinétiqw   étanl   ainsi  appelée  la  demi~l 

Paul   \  l'i'i  m.  /'-  •  ■  loppement,  tur  une  / 
miqut     Me rc  impi  imé  clans  le    foui  nul     0  M 
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système 

v  étant  la  vitesse  d'un  poinl  de  niasse  ///. 

Si    le    système    est    holonome,    les    ('quai  nui-    du    mouvemen  . 
données  par  I  iagrange,  s« » 1 1 1 


d    ÔT        <)T 
dt  dq'a        à'jj. 


-Qx  ",2 /.    . 


Notre  luit  es1  <l  écrire,  sous  une  autre  forme,  les  équations  géné- 
rales du  mouvemenl  d  un  système  non  holonome,  au  moyen  dé 
laquelle,  dans  la  plupart  des  cas.  on  parvienl  plus  facilemenl  aux 
équations  différentielles  du  mouvement. 

*2.  Supposons  un  système  d»'  points  matériels  soumis  aux 
liaison-,  exprimées  par  des  équations  finies  H  différentielles,  des 
paramètres  «pu  définissent  la  position  du  système;  les  premières 
parhes  des  équations  différentielles  ne  sonl  pas  de-  différentielles 
totales  ei   n'ont   pa>  de  Eacteurs  intégrants. 

En  ne  i  e na ni  compte  que  des  liaisons  finies,  imposées  au  système, 

soil  /,•    \- p  le  aombre  des  paramètres^,  q2,  ■■■    q  ■  7 ..  </■.     

qui   lixeni   sa   position.   En  suppo'sanl   «pie  ces  liaisons  dépendenl 

aussi   du   temps  /.   nous  aurons,   pour  les  c donner-  d  un  point 

quelconque  du  sysl  ème, 

c      fit.  7,.  7,.   . 

(I)  .'  '-'  '•   '/:     7 

'  z        '.»(/,  7,.  y2:  . 

.Nous  obtiendrons  un  déplacemenl  virtuel  du  système  compa- 
tible avec  ces  liaisons  au  momenl  /.  en  donnant  aux  paramètres  7,. 

(j2,   ■■■■   </„■   <ih    1 7/,./(   des  accroissements    infinimenl    petits   e1 

arbitraires  e/y,.  dq2 dqk,  '/y/,., dqh   ,.  ce  «pu  donne: 

</                   ùx    ,  0  '■ 

-  -3—077  -  1 r"/         •■•       i— 

dy  'M      ,  dy 

dz  dz  ôz      , 

dy*  '^/  '/'/- 


V/.  ■  7/.  •  1  •  • 

...  7 

7   •  7 

...  7 

7   •  '/■'■    11   • 

•  •  ,  7 

I      ,                  7/'                        Jj7 

J7,              7V. 

' 

'  >           à  y  ,            dy  , 
-   or  ==—-07,-1-   -f—'»/ 

1      N           7:.                  7r 

I      03=  1—0*71    ■■  I"  07,   • 

^7,              77, 
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Supposons   maintenant   que   nous   ajoutons,  aux   liaisons    finies 
ci-dessus,  des  liaisons  nouvelles,  dépendant  du  temps  t.  exp  im 
par    p    relations    différentielles,    non    intégrables    entre    les    pi 

mètres  qv  q2 qk,  qk+i '//..,,  r|    soienl    ces    relations,  résolues 

par  rapporl  ;'i  dqk+i,  <l<//... dqkA  .  de  la  forme 

idçt    i        *,  dfji        y .  dq        ...       y    dq         y  dt, 
dqk+i        V/'/i    •    $tdq,-\   ..  \kdq         ''.'II. 

dqh    p       /,  dqt       '/,'/</,       .  .         /    dq         /  dt, 

les  coefficients  «le  dq^  dq2 dqk,  <lt  étanl    en   général   des    fonc- 
tions  de  7j,  q2 '//..  '//,   , '//./■•   Pour   un   déplacement    virtuel 

compatible  avec  ces  liaisons  au  moment  /.  nous  aurons 


dq  t+1        y.x  Sqt  +  y..,  §q,  -+- ...  -    y    dq 
'"/,     P         A,  'A/,    •     A,  07, -r.  .  .    ■     / 


1   Ô7A      !  3)  '"h     ■      '''"I 


Alors  nous  obtiendrons  un  déplacement  virtuel  du  système 
compatible  aux  deux  sortes  de  liaisons.  ;m  momenl  i.  si  nous  intro- 
duisons dans  (2)  les   valeurs  de  o'/A.,.   §qh Bq^    .  de     1   -.'loue. 

pour  ce  déplacement .  nous  aurons 

f)  r  ,).r  ().V  ô.r 

ox=         - Hz,  -5 H  3i  -: h  .  •  •  ■+-  Ai  3 -37, 

ri/-  ///■  .'/ 

07!  7'//. .  1  oqk    i 


H  ( H  a» H   3-,   -; ...     •     A,     ' 


d  1 


En   tenanl   compte  de  toutes  1rs  liaisons  imposées  au   système, 
sn   position   est    à   chaque  instanl    complètement    définie,  -1    nous 

connaissons,  pour  ce  moment,  les  paramètres  qv  qt q  .   parce 

que    les   autres    p    paramètres   </•.,.   </. q       se    déterminent 
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par  les  équations   (3  :  donc  la   position  du   système  dépend  de  k 

paramètres  indépendants  q1:  </., qk. 

L'équation  générale  de  la    Dynamique,  déduite  du   principe   de 
d'Alemberl   e1   «lu   principe  du   travail  virtuel,  es1 


2.  m  I  ./•   oa         i     o  i 


1    X.  o x  -+-  Y  ô 1        /.->:. 


x  .  //  .  :  étanl  les  secondes  dérivées  des  coordonnées  par  rapporl 
au  temps,  e1  X,  Y,  Z  les  projections  d'une  quelconque  des  forces 
directement  appliquées. 

Cette  équation  doil  être  satisfaite  pour  tous  les  déplacements    '• 
compatibles  avec   toutes   l<-s   liaisons;  elle  se  décompose  donc  «mi 
h  équal  i<>ns  de  la  formé 


(6)        ±m 


<)r 

x"  i  -; h  y. 


dx 


* 


,/  i 


<>'h        '  à(/k+i    '   '    dq 

j)y  a       d i 

'  <>'h 


i 


dx 


dz 


Oqk+i 
,      dz 


4-  A, 


^7*  -/< 


y 


d<7,        ''  ^//. .  |  cty/ .  2 


ôz 
àqt  ■  P 


*  > 


Qj  étanl   l<-  coefficient   de  </'/,  dans  l'expression  de  la  somme  des 
travaux  virtuels  des  forces  appliquées, 

1    \  ',/     ■    ï   or  +  Zo:  Qiàfji        Q    '"/  Q    '-'/    • 

Transformons  la  partie  gauche  de  l'équation    6    que  nous  dési- 
gnerons par  Pj.  Mous  avons 


'-,,,1'" 


,dqt  l  dqie+i 

Y' (EL    ■    «._ÈL 

dz 


.      dx 
dqk 

o      à  y 


,i  i 

ty*+P 


''  I  ■ 


<>•/<  '  dqi 


Ôq 

-        ,)z 
P'dqTZ 


/ 


'  dqk+p 


d<iK 


d    .       ch 


x      \    ,\d     •>,  .  d  ,         dx  d 

-'"  i  '    \_dt\dq~J  '  <l,[  '■„■,      .  Tt     ^dqTZ)  ' 

,[ d  ( d)  d ,         dy  d  ,         d                     d  (.       i)\ 

■A    [di[dq~J  diV'-dql^J  '    di^dqTTJ      "  +  5*  ' ■'  '  OqTT,,  l 


■     : 


d (  dz\       d 

I    3ti 


<Y/    (^/,         <//  \     cty*  ,  | 


(?5 


d  (        d 


àqt+t 


dy  y 
u 

dz 


dq*  h„/J1 
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Des  (;([iiat  ions  (  i   .  nous  obtenons 


2|<) 


x  —  -77  +  T-  7 1  +"  T~"  7  -       •  •       T — 7/. 


7/.., 


,    .  ,      dy       dy    ,        dy  dy  d) 


à 1 

TtTT 

'0' 


dz    , 


dz 


dz 


Les  (''([uai ions  (3    donnenl 


7*m+- 


w7 
7; 


(8) 


g'k+t  —  «i  «/'i  +  a27ï  +••  •  ■       y  ' 7        y  • 
?*..=' Pi  rf       Pifl*--..+  Pwi+P. 


7/.-  P=\g\  -r-  'i-i'i,  +...    W*  +  >•■ 
Alors,  en  vertu  de  (7)  e1  (8),  nous  aurons 


<)r  ÔX  ()r  ,  '>  ' 

TT   —  "ï 1"  ai  1 ^  ,Ji  T3 

«7i         '^7i  ''7/.+i  ()'l-    > 


ete 


7'/,        dqx  dqk+\  dqk+1 


dz'         dz 


ôz 


dz 


d</\        dqt  dqk+\  d'il,  •  j 

cl   la  fonction  P1  prend  la  forme 

„         a  _     /   ,  dx>  dy'  ,  dz' 

'//  \      dqx  i)ijx  o//x 


77;  P 
1  d(/,.  h/J 
'  dq,,+py 


K'afêHâKêWafê) 


y    "77/. 

y—A  «1  ■*-*- 


77. 


7/\   '  77^  ,  ,  '/)/ 


-4-  .  .  .    ■    / 


77  a  1 , 


'-) 


z'  -7-1  a, 


dz 


P, 


7: 


'//<  "'  77/.  ,,        ■"'  77. 
Dans  l<^  cqwal  ions  (  1    ,  x,  //,   Z  sont   des  fond  i<>n*  de  /.  7,.  </-: 

qki  qk+l qk+p;  «loue  '','''■''  sonl    des   fonctions  des   mêmes 

paramètres;  prenant  les  dérivées  par  rappori  au  temps  de  ces  dei 

jiturn.  de  Math.  (81  série),  lomc  Ml.        \ ■■■  1920, 
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nières    quantités,    et    en   tenant    compte    des    équations    (8);  nous 
aurons 


+   An   An  (XlÇl  +  «î9î  *'l.         * 

-+■  r)„  Z      <>■'/,  •  M*  3  v.       3 

0qx0q 


di  \âq, 
d_(<te_ 

(Il  \f)q1 

D'autre  part,  prenanl  les  dérivées  partielles,  par  rapporl  à  '/,, 
de  x',  y',  z',  données  par  les  équations  -  .  e1  en  tenanl  compte  des 
équal  ions  i  8  .  nous  obtenons 


ôq\         dq.àt         '>'/[  àqxdq%%  dqxdq    " 

(ai'/,  -\   ?■'/',  ■  ...-+-  y-i.q'i,  +  a) 
'''/i  oq/,  .i 


4- 

ay ,  (,y4  .  /( 

_^_      dr      (?yA    ,  ///■      j)g\    .  _^        _^      ,lr      t),,K    ,, 

O'Ihn      Ûq\  à'/,,.,     dq\  àqic+p     i)qx 

dgi      '  "  * 1 ! 

_^_ 

dqx 
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■2  0  I 


)(H,c 

d  (Ojc\_  de'       /    d.v     0q\    ,  <)  i      ')  i 


d  /  Qjc  \  _  dV  /    r). 

^//  77;;  -  77;  ~  [jjji 

d      <  y_  ^    _  ày'  .     dy     dq\ 

it  \dqt  I  '"  dçi  dq,,  .  ,      0< 


7/.+Î    <ty,  <>7*+/>    '^/i 


7v 


dt  '  rV/,  / 


<>'h 


y,  (?7/.-n     '>'/i 

r-L-      <%+,  ds      dçr'*+î  _<h_  dq 

àq    ,,    Of/t 


à7\         \t)'p.     i      de/i  Of/k+i      dqy 

I.'        i  i  >i  d  (  d  i    |       7       ./ . 

r.ii    IciniiiI    coinpic    de    ces    expressions    imiiic —    —  i, — i 
1  '  '         dt.  '  77l  '    dt\à 

d  (  dz  \ 


—  (  —M    ci  que  des  équations  (8)  nous  avons 


dq\ 


<y-i, 


à  g',,   s 


ol  des  équal ion! 

ôi' 

àq\  i       '>'//■  ■  i 
7>-  <M 


3|: 


7/' 


'''/,    ,.  _  , 

<*7i 


'   ■ 


àq'kn      <>'//.+ 
Os'  dz 


dx' 

àqt+,  ~  dqt  , 

dy'  dy 

{)'lu .-.«        dqjc+s 

dz  dz 


i)  r 

de 

àq 

~  dq/L+p 

oy 

ày 

àq'k*,, 

d'il,  ■  v 

dz' 

dz 

d'/'A+i        dqu+x  dq',,+i        <)/,... 

la  fond  ion  V  prend  la  I  orme 


'h/..,,    '  dq 


d  „ 


,dv'  dy 


dz 


dt  \       Ôqx         J    dh  d<JK 

v      (   tàx'         ,  dy'  dz 

—  lut  [  x  -— ■  -+-  y  -f i-  s  - — 

V       àq'        J     dq,  dq, 

,)  i       dq     ,  dr      <),/. 


4-  Z/ll 


dq\    ,      d'/i  '^//.    ,      <ty, 

v   /    ^>"'  «V**!   +     **/     /;7/.-- 

h  .,  (     ç^  t^      .  dz       d,lK    . 

<></.■    i      àqt  <'>/     ,      '^'/, 

'//      dq\  |       ''/,  dq,.,      dq\ 

(.   '/  (      ''-        '^/:     ,  ''/      '>7<  ■  ■ 


<//     ,//.    ,     ^y,  ^/Al,     àq\ 

il  ,      7;       (^/y  ,  ,  i) .       dq\  j 


.//    ,;7/,  ,    ,;V|        ,;7/i       <^/ 


''__  ,hi'- 
àq'^,,    àq, 

<u      àq  ^  \ 

5Ç       '>7i 

''7- 

àq\ 

dz'    àq 


<5i 


iv.    i  si;  no  FF. 


En  désignant,  pour  un  moment,  par  M   la   dernière  somme   de 

la  fonction  P1?  nous  aurons 


dt 


<)<■■'     <)fj k_  !  da       <)'//, . 


àq'/c+<    àq\        >)>/,,.«    dq\ 

,(  ày'    dgl<v ,         dy'    <)</ , 
\<)qk .,     dq\  dq'k+«     dq\ 


dz      dq'k+i  dz      dq\ 


'>'/  Ôq\  dq'k+%     dqx 


v    r         <>  -    ')■/. 

~     \.     '  \àq*+i    dq\ 


<)r     <i>/: 


'>'/ .         àq\ 
Or'     dq     ,  <)r      '>'/ 


\<ty*+i      àq\  <>/■    ,      Ôq\ 

dz'      <)'/,_  dz'      'h/h.* 


(      u~  I  '■ 

\àq'k+i    àq\ 


ÛJ       dq 


dq  dq\ 

dq\    ,,     dq\ 
<>=■      à'h.-i.\ 


.-I- 


àq'k+P     dq\ 

,}y'    àq _ 

à'Ikv     àq\ 


.Mais  la  dernière  son  me  de  cette  expression  pour  M  peul  prendre 
mie  autre  forme,  en  tenanl    compte  que  des   équations     ~     e1 
nous  avons 


da 


<)r 


,),  ,).<" 


dq'k+t       dq]   , 


dv'  dv" 


<>'/■    ,  'Va    i  ' 
dz'  dz" 

àq'k+\  àq"k+l 
àqt  àq\ 


dv      __     <?,)■" 
àq'k+i   ~  '>'//.    ■:' 

dz'     _     dz" 
Oq'k  +  r  ~^(i' 

d'il,  .  ,  df/"/. , , 

dq ,  dq ; 


<>'/  d'//,   ,, 

dy'  dy" 

dz'  dz'' 

dql+l> 

dq\  dq] 
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A  lois  pour  Pl5  nous  aurons 


2   >>> 


P,= 


dl 

1m 


,  ày' 


,àx'  ,i)y' 

'   j :    >  -j- 


7- 


<l<h 


S'    <V.   / 


4/    '^//, 


-+--' 


r  2,/n 

<lt 


dq\    ,      '>'/, 

^7/..     <tyi 
(Xz7    àq\ 


àq,  ) 

^    àx'  <h 

<>'/>.  ,.     <>'h 

à  y  <>'h 
àq'k   i     àqx 

àz>  àq 


à  i       àq 


àq'k+i    àq\ 


+ 


àq'k+i    'y7i 

àx>     dq\ 


àq'k+i     àq\ 

<):       ôqA.^ 


àq'k+i  àq\ 

ày1  '*'/! 

àq'k+i  àq\ 

àz>  <)<„,., 


-+- 


àqï-H    àq\ 

à  '      àq\ , , 

<>'l>.     ,      àq] 

àf    àq\    , 
àq"k+t 
àz" 


àq\   ,  àq\ 

à'"  àqk+t 

àq'k+i  àq] 

ày"  agi** 

àql+i  àq] 

àz"  àg"K,, 

àql+i  àq] 


+ 


,)y      àq 

àq'k         àqx 

à~  àq\.„,, 
àq'k+p    àqt 

,h     '!j_ 

àq    .     àq 

'>''  àq'k.,, 
àq       <>q\ 

à-      àq 

àq'k+p    àq\ 

•"       àq 
àq] 

àq'k+P    àq]    i 

,):       àq 
àq'k  ■  P     <>'/ 


àq] 

_  àq\ ».  ! 
àq'k  ,     àq] 

e1  l'équation  (6)  es1  de  la  forme 

P,  =  Q,. 

Désignons  par  T  la  demi-force  vive  <lu  système,  en  tenanl  compte 
des  liaisons  Unies  e1  différentielles, qui  lui  sonl  imposées,  el  pai  I  . 
la  demi-force  vive  du  système  en  ne  tenanl  compte  que  des  liaisons 
finies.   I  ,;i  fonction    I    s'obtienl  <l<-  T„  en  substituant   dans  celle-ci 

aux  q'k+p)  9k+: '//, ,  i  leurs  valeurs  définies    par  les  équations    8  . 

La  fonction  T„  se  compose  <lr  deux  parties  :   I  une  contienl   des 

termes  <|in  dépendenl   de  </     .  <i     q     .  nous    la    désignerons 

par  T,:  l'autre  qui  contienl  les  autres  termes,  nous  la  désignerons 
par  T0 :  <!<■  ce1 1 e  manière  nous  avons 

T0      T,=  T 
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D'autre  part,  désignons  par  S„  la  démi-énergie  de  l'accélération 
du  système  en  ne  tenant  compte  que  des  liaisons  finies,  e1  par  S, 
la  fonction  obtenue  de  S0  en  ne  retenant  que  les  termes  qui  con- 
tiennent  les    quantités   q"k+1,    <),_, q]     .    définies    aussi    par   les 

équations  (8)  en  les  dérivant  par  rapport  à  t. 

Alors  l'équation  du  mouvement    6'    prend  la  forme 


OU   hicil 


cl  /  àT\       àT        OTj  _    ±,')\ 
'Il     àq\)       d<ii         àqt        dt\dq\) 


cl      àT  àT       àT,  >\  àS, 


cil  '    àq\    '  àqt  àq\ 


Donc  les  équations  du  mouvemenl  du  système  sonl 

cl     àT   .       àT        àT,        d  /àï\\       àS, 

ou 

àT'0  v       àTr0        àS, 
rfi  \  tty'a  ^/a         qqK 

1 0  n  étanl  une  fonction  que  des  vrais  parami  i   i  -  indépendants  qv 

</■> '//,  <'i   de  leurs  dérivées;  el   S]  n'étanl   une  fonction  que   des 

secondes  dérivées  des  paramèl        dépendants,  lesquelles  se  d 
minenl  en  fonction  des  secondes  dé  ivées  des  pai  imètres  indépen- 
dants au  n  m  »  \  en  des  équal  ions    8  . 

Les  fonctions  I  „  e1  S,  dans  la  plupart  des  cas  e  déte  minenl 
plus  facilement  que  la  partie  de  la  fonction  S,  introduite  par 
M.  Appell,  laquelle  donne  la  demi-i  d'accélération  en  tenanl 

compte  de  toutes  les  liaisons  imposées  au  système. 

Ce  que  nous  allons  éclaircir  avec  quelques  exempli  présentant 
des  sysl  èmes  non  holonomi 

En  écrivanl  les  équations  différentielles  du  mouvemenl  sous  la 
forme    9  .  nous  déduisons  les  corollaires  suivant;  : 

[°  Si  quelqu'un  des  pa  ami  '  <  -  indépendant;  e  figure  pas  dans 
I  équation  (8  .  I  équation  différent  ielle  pour  ce  paramèt  e  s'obtienl 
par  la  mél  hode  de  I  ,ag  ange. 

Mais,  par  la  méthode  de  Lagrange,  on  p<  u1  obtenir  aussi  l'équa- 
tion  différentielle   pour  quelqu'un    des   paramètres    indépendants, 
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par  exemple  qt  qui  figure  dans  les  équations    8  .  pourvu  que  nous 
ayons 

<ï\\       d  fd'[\         dS 

2°   L'expression 


dqa        'Il  '    dq  âq 


àpa         'Il  '  dq'oL  '        à'/x 

contient  les  termes  qu'il  faul  ajouter  à  la  partie  gauche  de  l'équa- 
tion <lu  mouvement,  déduite  pour  le  paramètre  </.,  par  la  méthode 
de  Lagrange,  pour  avoir  la  vraie  équation  différentielle  «lu  mou- 
vement .  répondanl  à  ce  paramèl  re. 

3.  Exemple  I.  Une  circonférence  de  rayon  ae\  de  masse  unité 
roule,  sans  frottemenl  m  glissement,  sur  un  plan  horizontal  \w< 
(cerceau)  (  ' 

Dans  le  plan  horizontal  xOy,  prenons  deux  axes  fixes  Oa  h  Ot/, 
ei  par  le  point  (*.  inciiiiie  un  troisième  axe  Oz, perpendiculaire  au 
plan  ei  dirigé  vers  le  haut.  Par  le  centre  de  gravité  < '.  >\<-  la  circon- 
férence, menons  trois  axes  Qx'y'z'  parallèles  aux  axes  Oa 
Soit  CX  I  intersection  du  plan  de  la  circonférence  avec  le  plan 
désignons  par  (iY  l'axe  passanl  par  ( '.  et  le  poinl  de  contact  II 
de  la  circonférence  el  ^\\\  plan  xOy,  e1  enfin  soil  GZ  I  'axe  <\y\  cer- 
ceau. Si  nous  désignons  par  (11)  une  droite  invariablement  liée 
avec  la  circonférence,  située  dans  son  plan,  la  position  de  la  circon- 
férence autour  de  (i  es1  définie  par  les  angles 

./  \      :        \i>  / 

I ,es  projections  de  la  rotation  instantanée  ^\u  tnèdre  rectangu- 
laire GXYZ  sur  les  axes  GX,  GY,  GZ  sonl 

(i  i)  P  Q        1  sin    .  R 

el  celles  de  la  rotation  instantanée  du  corps  solide  pour  le  mouve- 
ment autour  de  G  sonl 

1 1 2  )  p-  '/       '-  -'"    •         r 


1    Paul  \i'imii.  Traité  de  Mécanique  rationnelle,  t.  II,  p.   'm.  I 
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alors 

(i3)  P=f,  Q  =  <7,  R  =  ^cos  tang0. 

Si  u,  v,  w  sont  les  projections  de  la  vitesse  V"  du  point  G  sur  les 
axes  GXYZ,  pour  écrire  que  la  circonférence  roule  sans  glisser  sur 
le  plan  yOx,  il  faut  exprimer  que  la  vitesse  du  poinl  matériel 
H  (o,  -     a,  o)  es1  égale  à  zéro:  donc  nous  avons 

u  -4-  ar  —  o,         v  =  o.         (i  —  ap  =.  o  ; 

ces  équations  sont  les  équations  (8) 

0,  d»,  o  étant  les  paramètres  indépendants,  la  fonction  T0  dans  ce 
cas  est  la  demi-force  vive  pour  le  mouvement  autour  de  <  ■ 

Tê  =  ±[k(p*+q*)       O*]; 

et  la  fonction  S,  est   la  demi-énergie  de  l'accélération  de  toute  la 
masse   de   la   circonférence   concentrée   en    G;  évidemment,   cette 

fonction   es1 

S,=  -[(m'  ■   Qw  i  c "|   •  .  .  .. 

La  force  appliquée,  le  poids  Mg  dérive  de  la  fonction  «le  force 

U  =  —  M  A'"  si  11  v. 

Alors  l'équal  ion   pour  0  es1 

-^,<:,      -     ,/       o,  (        «     =0 
ou 

(I)  (C  +  a!)/-'—  arpq=o 

I  i'équal  ion  pour  0  es1 

—  (Aqsind  -h  C/cos0)  H   («'      Qw-)(acos6) 

ou,  en  tenant  compte  de  (I),  nous  aurons 

(II)  ^'+(AR  —  Cr)p  =  o, 
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Enfin,  l'équa i  ion  pour  0  sera 

d 

-r(PLp)  —  A^cosfl-hC/'iJ/sinflH    (h    —  Qu   a       ■-  -/_ 

on 

(III)  \    •   ,/'  /.  VR  —  Cr)^-»-  as^/  ,/_■  - 

l«-s   équations   (I),   (Il        III     sonl    les   équations   du   mouvement. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  méthode  <l<-  Lagrange,  appliquée  pour 

le  paramètre  0.  donne  l'équation    III  .  En  effet,  la  fonction  T  dans 

ce  cas  es1 

cl  la  fonction 

T,        -(ul       ivs); 

évidemment,  nous  aurons 

dTt        d  ,  <)'\\ 

<)rj        dt  '  ,?,'  '      Jt     ^°" 

\.  Exemple  II.  Un  corps  solide  pesanl  de  révolution,  homo- 
gène, roulé  sans  glisser  sur  un  plan  horizontal  mobile,  qui  tourne 
uniformémenl  autour  d'un  axe  vertical  fixe 

Soii'iii  Ox  «'.i  Oy  deux  axes  perpendiculaires  dans  le  plan 
horizon  lai  un»  lu  le,  e1  <>/,  un  troisième  axe  qui  se  confond  avecl'ax< 
\  er1  ical  fixe  e1  dirigé  vers  le  haul . 

I  .c  mouvemenl   relatif  du  corps  es1  connu,  si  nous  connais; 
celui  de  son  centre  de  gravité  (i  e1  son  mouvemenl  autour  de  G 

Le  mouvemenl  de  (i  es1  défini,  si  nous  connaissons  en  fonction 
du  h'in|)s  li-v  coordonnées  :.  yj,  1  de  ce  poinl  pai  rapporl  aux  axes 
(  )xyz. 

Le  point  G  du  corps  esl  situé  sur  I  ;i\<i  de  rotation  que  nous  dési- 
gnerons pur  (  Y/.. 

Le    mouvemenl    relatil    autour   >\<-   (!.    c'est-à-dire   autour   des 


1     l\.  l-i  mm  i ,  Mouvement  tant  frottement  d*u 
sur  un  plan  horizontal     innuaire  de  f l  nivei  1916,  1917,  > 

Journ.de  \t<nh    (8*  série     tome  111         tnnéi 
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axes  Ox'y'z'  parallèles  aux  axes  On/-.  es1  un  mouvemenl  d'un 
corps  autour  d'un  point  fixe. 

Prenons  un  axe  horizontal  GX,  perpendiculaire  au  plan  ver- 
tical Z'GZ,  et  un  autre  axe  GY,  perpendiculaire  au  plan  XGZ. 
De  «clic  manière,  nous  déterminons  un  trièdre  rectangulaire  GXYZ 
dont  la  position  par  rapport  au  trièdre  Gx'y'z'  es1  déterminée 
par  les  angles  L  =  XG  x',  6  =  z'  GZ. 

Le  mouvemenl  relatif  du  corps  autour  de  G  es1  défini  par  les 
angles 

: .  '.        y       XGD, 

(ri)  étanl  une  droite  liée  au  corps  e1  située  dans  le  plan  XGY. 
La   condition    que    le   corps    touche    le    plan    horizontal    mobile 

s  exprime   par   la    liaison    finie 

/  étant  une  fonction  donnée. 

Les  paramètres  7,.  q2 </,, 7       dans  ce  cas  sonl 


'A      :.      n. 

Los  composantes  de  la  rotation  du  trièdre  GXYZ  et  celles  de  la 
rotation  du  corps  pour  -ou  mouvemenl  autour  de  (',  sont   donn 
resped  ivemenl   par  les  équal  ini^     m     el     1  2  . 

Le  corps  roule  sur  le  plan  horizontal,  -1  la  vitesse  relative  du 
point  matériel  du  contad  es1  nulle.  Trouvons  les  coordonnées  de 
ee  point.  I  .a  eourlie  méridienne,  qui  engendre  la  surfacede  révolu- 
tion, esi  située  dans  le  plan  vertical  Y('r/..  (  >n  l'obtienl  comme 
l'enveloppe  de  la   tangente.   L'équation  de  la   tangente  eu    II   ,.-i 

—  y  sin  cj  —  -  cos 

alors,  de  celle  équation  e1  de  I  équation 

—  j  i  Oî  :  —\\\  r>  —  L' . 

nous  obtenons,  pour  les  coordonnées  du  poinl    M  parrapport  aux 
axes  <  '.  X  Y/.. 

'     =  o. 


(>'.)  y=—  /(0)sin0  —  /'(0)cos    . 

(   ;  =  _/(0)cos0-r-/''(0)sin0; 
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la  vitesse  relative  de  ce  poinl  es1  la  résultante  il»-  la  vitesse  de  trans- 
lation des  axes  Qx',yr,  z'  e1  de  la  vitesse  di  e  à  la  rotation  du  corps 
autour  <lc  (i:  alors   les   projections  <l<-  cette   vitesse  sur  les  axes 

GXYZ  sent 


cos 


i,  mu  y        qz        r  \ 


—  £'sini}/cos0   h  yj'cosd/cos9  -+-/'/>  sin#  —  y 
|['sirnj/ sin0 — y)'cost[»sin6        f'pcos         /  ■■ 

ou,  eu  tenanl  compte  <l<-s  valeurs  <l<-  y  H  z.  ces  trois  équations  se 
réduisenl  aux  deux  suivantes  : 

;      =  q  COS^(/cOSfi  /    Mil   y  i   —    /■  COS<Jj      /    -in  /     • 

y,     =  7  sirnj^jfcosô       /   sin0)     -  /■  m'ii  .!,(/  sin  0 

qui  correspondent  aux  équations  (8  . 

Les  paramètres  indépendants  sonl  s,  h.  I.  les  dépendants 
La  fonction  T,    dans  ce  cas  se  1 1 1 > 1 1 \  <    immédiatement;  elli 

ï'0=  -  [A/j2-i-  A  {q  -    7.Mii;)i-r-C(/'  +  ;j-''-    (*]  M 

celant  la  vitesse  avec  laquelle  le  plan  horizontal  tourne  autour 
de  I  axe  vertical  fixe;  la  fonction  S,  présente  la  partie  suivante  de 
I  énergie  <lc  l'accélération  absolue  de  <  ■ ,.  laquelle  fonction  se  trouve 

aussi    Mrs   facile   : 

S,  —   -  \l  |  :   J    ■    y,  •  :       •  j  i, 

Alors  I  équal  nui  pour  m  sera 

d  _  dS,  de    <)r  -    On    dr 

<ll  ,)■_      <)i      0<f  Qï       01 

ou 

(  1  )     C(/'      fxsin  dp         M    .         i 

Mi  fj 

I .  équal  ion  pour  -l  sera 


|    \  i  q         y  -in   >  |  51*11    /         <  .     / 


<)>,     dl     dq        <)t,    <)i  S  <>/ 

,e    (  w7  r^i(. 
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ou,  en  tenant  compte  de  l'équation  (I),  nous  obtenons 

(II)  Xq'-h(Aqcol9  —  Cr)p  +  (2  A  —  C)pp  cosô 

-+-  (  fcos9  —  /'sin0)[M(£"—  2/Jtr/ — (u2:;)cos\L -'-  M(y, "-+-  2U;'  — (aîr/)sin-i>J  =  o. 

Enlin  l'équation  pour  0  sera 

—  (A-t-M/'2)/>  —  A(<jr  +  /jLsin5)(di'cos6'-i-1acos51)  —  G(r  +  p.cos6)( — <J/sin  5 — fzsinô) 

OU 

(III)  ( A -{- M/ *)/?'+ M/'/ "/J2—  A.(^r-+-|jisiiiô)(^cotÔ4-jJicosô)-|-C(r+|jicosfl    7     fzsin0) 

-+-  M(£" —  2fj.r/-  fjL2£)/sim|/  —  M(r/"-f-  2jul^'—  /ji2/]  )/co5'i  = —  M  g  /  . 

Dans  le  cas  où  le  plan  es1   fixe,  nous  a\  ons  le  problème  suivant  : 

/  11  corps  solide  pesant,  de  révolution,  roule  sans  glisser  sur  un  plan 
horizontal  fixe  ('). 

Les  équations  du  mouvemenl  s'obtiennenl  de    I  .     Il  .     Ml    en 

y  posant  y.  =  <>  :  elles  suul 

C/,; —  (fs'106  -\-f  cos5)  M(£"cos^  -f-  ri  sind 
\  7    i    1  \y  col0  —  Cr)p  -+-  ( J'coiO  ■  -  /"'  sin       M    ■    cosd1    f- Y)"sin-| 
{k  +  Mf'i)p'-h\\f'f"pi—(kqcolt      Cr)q      M/(£"sintp  —  r/.  M-'; 

mais  en  vertu  des  équations     1  1  .  nous  avons,  pour  les  deux  prc-i 
mières  équations, 

Cz-'-f-  My(;"co5y  -+-  (,   sind<) 
A  7'+  i  A  7  cotO  —  C/)/J  -     M 

M.  Appel!  donne  une  autre  forme  à  ces  deux  équations  en  intro- 
duisant les  projections  u.  c.  w  de  la  vitesse  «lu  centre  de  gravité  G 
sur   les   axes   GX,  GY,  GZ. 

Trouvons  ces  équations.  La  fonction  T    sera 

2T0=  M(us+  C2-f-  W    1         \.  /■'        /"  ( ./  ». 

Les  équations  exprimant  la  condition  que  le  corps  roule  seronl 

u  -+■  qz  —  ry  =  0,         v  —  p  z  =  0,         w  -t-  py  =  o  ; 

(')  Paul  Appell,  Développement  sur  une  form?  nouvelle  dss  équations  de  la  f>  in  t- 
mique  (Journal  de  Mathématiques  /turcs  et  appliquées,  iqoo,  p.    >3  . 
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d'où 

U  =  ry  —  qz,  v=/>:. 

ces  équations  correspondent  aux  équations    8  . 
Alors 

i  ,      5 1  \  /<••  ■  r       <  '   . 

se  reduil  seulemenl  à  la  demi-force  vive  pour  le  mouvement  autour 
de  G. 

La  fonction  >j  es1   la  demi-énergie  de  l'accélération  de  tout< 
masse,  concenl  rée  en  <  '<  : 

t-  qw  —    I  .      \\u       .  pi}  ,,  /,,  fy 

I .  équal  ion  pour  s  es1 
on 


(C/-)  -I-   M  I  /r  Y'1  '«'     .v  =  ° 


I  l\  Ci     h  Mu'\    h  M  (77  +  H  ;  m 

I ,  équa  tion  pour  l  csl 

—  I   A  </  -in  ;    t  ■  (  1  /■  (ii-  ■  )    •     \l  i  ii  '-f-  yn1  —  Ri         |   ■     -  - 1 

OU 

\  '/  COS  \  '   /       -  <  >/<  -in  9 

M  ,  h    vqw       Imii.m-,    -M.//'     yn     -Kl     KCOS         M    "       </'<       \\\ 

ou  enfin,  en  tenanl  compte  de   l'équation     l\     cl  en   <  1 1 \  i - . 1 1 1 1  !<•> 
deu x  parties  par  sin  0.  nous  obi enons 

(V)  Vy'  -t-  I    \-/  COl  <    I     /■         Wn    -  M  \\ 

.  I\    ci  ^\  i  ^iini  les  équations  cherchées. 

L'équation  ci-dessus  poui   0  peul  être  remplacée  par  I  intêy 
1 1 es  t' irce  ■  \  i v  es. 

.'►.   Ex&ruple  III.         \  ne  sphère  roule  sans  glisser  sui   un  plan 


2G2  IV.     ISEXOFF. 

horizontal  qui  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  constante  u. 
autour  d'un  axe  vertical  (x). 

Ce  problème  est  un  cas  particulier  «lu  précédent.  Ici  1  —  u. 
a  <'tant  Je  rayon  de  la  sphère.  Si  nous  tenons  z,.  1.  0  comme  para- 
mètres indépendants,  nous  travaillerons  comme  dans  4.  Mais 
nous  prendrons  comme  paramètres  indépendants  :.  r.  y. 

Si  nous  égalons  à  zéro  les  projections  sur  les  axes  Gx',y',  :'  de 
la  vitesse  relative  du  point  de  contact  II  de  coordonnées  o3  0,  a, 
nous  aurons,  comme  équations  (8),  les  équations  suivantes  : 

:      -  aq       •> 

1,        ap  =  o. 
OÙ 

/•       ?'cos^   •    p  sin    ~\u  l. 
rj  =r  rj'  sin  -l  —  9'  sin  0  cos'i/. 

Pour  trouver  les  fonctions  T  e1  >,.  il  faul  nécessairemenl  cal- 
culer complètement  T„  e1  S„. 

La  force  vive  absolue  T0  e1  I  énergie  de  l'accélération  absolue  S 
de  la  sphère,  en  ne   tenanl   compte  que  de  la   liaison   finie  £       a, 
e   calculenl    très   facilement.   Ces   fonctions    sonl    respectivement 

S2v-=\]\(i'—>;ji,      y':.1--/,  - 1  •  A  |  />'     -  7 ''-'-{-  r'1-,-  2  y  prj       7/ 

OÙ 

/•—  \        p'cos 

Alors 

nous  omettons  le  ternie  A  /<-  q-  .  parce  qu'il  est  égal  à 
A  (ô'2     |    ?,Jsur  8),  et 

2S,  \|  //  :        7  /'7  y/;    |]. 

1 1  équal  ion  pour  :  est 

^    M      -  M  ^  ^ 

-j-.M{l' — un    — M(t/H-  u;    u    :    -7    •    2  —  /*/> 

l\.    lsi  noff,  Mouvement  sans  frottement,  etc.     Annuaire  <■''<    /  /  niversité  de 
Sofia,   1916,   1917,   1918  • 

(!)  Les  expressions  p,  ç,  r  sonl  les  projections  de  la  vitesse  angulaire  instantanée 
relative  de  la  sphère  sur  le»  axes  Gx',  7  .  z', 


OU 

'5 
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equa  i  ion  pour  ri  est 

///  -  .,  ' 


OU 


». 


Enfin  l'équa  tion  p I  esl 

ri 


r// 


\  / 


DU 


i  ,e1 1  e   équa  tion   s'obtienl    par   la    mél  hode   de    I 
que  •!/  ne  figure  pas  dans  :'       aq,  /'  =       ap. 

Les  intégrales   générales   du   système   d'équations     i5)  el 
sonl 

•        V  cos(/jl/  -+-  a         Bcos        U 

B-si  • 


V  si  n    ■)  i 


Ces  équations  donnenl   la  loi  <  I  »  i  mouvemenl  du  centre  de 
vite  de  la  sphère. 

La    trajectoire    absolue    de    la    projection    de    G     3ur    un   plan 
horizon!  al  li\<   es1  une  circon féi  cnce. 
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Sur  quel/mes  lignes    bn 
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Soienl  donnés  n  points  dans  un  plan,  e1  donl  il  n  \  en  ait  pas  l 
en  ligne  droite.  Joignons  par  des  segments  de  droites  le  premii 
second,  celui-ci  au  troisième,  etc.,  jusqu  ■*  ce  qu  on  arrive  au  der- 
nier. I  .a  ligne  brisée  I.  ainsi  forn  ée  réunira  tous  |ps  |,c.mi|n  donné?, 
donl  deux  seronl  à  ses  extrémités.  Chacun  des  autres  est  l>-  point 
de  jniic iin n  de  deux  segmi  nts    el  pas  davantat 

En  laisanl   varier  I  ordre  de  succession  des  points  donnés 
obtiendrons  ',  //  !  lignes  I .  distinctes,  dé<  rites  i  ha<  une  dans  les  deux 
sens.   Quelques-unes   d'elles    pourront    offrir   des   points    multiples 
m  des  segments  non  contigus  se  coupent.  Celles  nù  cette  particularité 
ne  se  présente  pas  semblenl  plu-  intéressantes  el  I  on  peut  r< 
poser  il  en  dél ermi ner  le  nombre   \ . 

(.c  nombre  dépend  de  la  position  relative  des  points  donn< 
notamment    de   la    nature  du   polygone  principal.     Vous   donnons 
ce  nom  à  un  polygone  convexe  ayant   pour  sommets  soil  i"u>  les 
points  donnés,  soil    une   partie  seulemi  ni   <l  entri    i  ux,   l<  -   autres 
lui  étant    intérieurs. 

Nous  déterminerons  le  nombre   \  dans  les  trois  -.1-  suivants  : 

1  "   I  ,es  //  | h ii n  1  s  •,, •  1 1 1   les  sommets  <l  un  polj 
•  "  ;/  rvi  ;ni  plus  égal  à  6; 

î "  / /  1  •  1  ,■  1 1 1 1  égal  .1  7,  le  polygone  |  »  1 1 1 1  <  1 1  ■ .  1 1  .1  6  i'ôt< 

La  discussion  complète  <l  autres   <.i-    entraînerait    M"|>  <|. 
gueurs. 

\& 
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Cas  où  le  polygone  principal  a  n  sommets. 

1.  Soit  /une  portion  d'une  des  lignes  L  sans  point  multiple  qu'il 
s'a'gil  de  construire,  telle  que  ses  deux  extrémités  I'  e1  Q  soienl  des 
sommets  du  polygone  principal.  Elle  partagera  I  intérieur  de  ce 
polygone  en  deux  régions  distinctes   Rls  H.2. 

Si  nous  supposons  «fin-  parmi  les  points  donnés  d  y  en  ;ni  dans 
chacune  de  ces  deux  régions  (ce  qui  aura  nécessairement  lieu  si  P 
ei  Q  ne  sont  pas  deux  sommets  consécutifs  du  polygone  principal), 
la  ligne  L  ne  pourra  se  terminer  ni  à   P  ni  à  Q. 

En  ell'ei  une  portion  /,  de  L  doit  se  trouver  dans  P»,.  une  autre  /., 
dans  H2.  La  ligne  L  n'ayant  pas  de  poinl  multiple,  la  jonction 
entre  /j  e1  /.,  ne  pourra  se  faire  que  par  I  intermédiaire  de  I.  Donc  /] 
doit  rejoindre  l  en  l'un  des  deux  points  P  e1  Q  e1  l2  aboutir  à  l'-autre. 

Ce  leinnie  général  es1  Eor1  utile.  Dans  le  cas  présent,  non-  en 
déduirons  aisément  la  valeur  de  N. 

*2.  Soienl  A.  B,  C K  les  sommets  consécutifs  du  n-gonc. 

Théorème.  Le  nombre  des  lignes  cherchéet  qui  commencent  à 
un  quelconque  A  des  sommets  donnés  >  st  égal  à   ■ 

Celle  proposition  est  évidente  si  //  >.  car  on  ;i  les  deux  solu- 
tions Â.BC,   \CP>. 

Supposons-la  établie  pour  un  n  i  -gone  el  passons  au  cas 
du  ra-gone. 

Le  premier  côté  de  la  ligne  cherchée,  ne  pouvanl  être  une  diago- 
nale, sera  AP>  ou  Al\.  Si  c  es1  \P>.  la  suite  de  I.  sera  une  ligne  ana- 
logue, issue  de  B  e1  relative  au  n  i  -gone  convexe  BC...K.  Elle 
peut  donc  être  déterminée  de  2"    ;  manièn 

Si  le  premier  côté  de   L  étail    \l\.  le  résultai   sérail    le   même. 

Le  nombre  des  solutions  est  doue  bien  '±"~2. 

Corollaire.         N  =  /?.2"-3. 

Car  le  polygone  a  n  sommets  à  considérer  successivement  :  mais 
si  Ton  lait  la  somme,  chacune  des  lignes  cherchées  ayanl  deux 
bouts  y  figurera  deux  fois. 
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3.   Le  cas  où  le  polygone  principal  es1  un    n  -gone  avt 

point  intérieur  a  es1  plus  complexe.  Non-  nous  bornerons  .1  d<  t<  - 
miner  le  nombre  \0  de  relie-  des  lignes  cherchées  qui  ne  con- 
tiennent aucune  diagonale  «lu  polygone  principal. 

La  ligne  cherchée  doil  se  composer  de  n  i  segments  dont  un 
au  moins  ei  deux  au  plus  joignenl  !<•  poinl  </  aux  sommets  du 
polj  gone. 

S  il  n  \  ;i'(|u  un  segmenl  de  jonction,  I  un  des  />  1  côtés  <lu 
polygone,  Al>  par  exemple,  manquera  dans  L;  e1  la  ligne  d<  jonc- 
tion sera  "l>  mu  <i\.  Celle  hypothèse  donne  donc  •  n  1  solu- 
I  i<uis. 

S  il  \   n  deux  lignes  de  jonction,  deux  côtés  du  polygone  man- 
queront. S'ils  sonl  consécutifs,  tels  que  A.B  e1  BC,  l'une  des  lignes 
de  jonction  sera  nécessairement   Ba,  l'autre  A  a  ou  Co.  D'ailli 
on  peul  prendre  pour  AU  chacun  «les  //        1  côtés  successivement; 
cl  où  ici  encore  2    n        1    solutions. 

Si   les  côtés   manquants,   Ali  e1    DE   par  exemple,  ne  sont    pas 

.  .  ..  .        {n  —  1)  (a  —  4 

consécutifs   (ce  <|iu   peul    avoir    lieu   de  mam< 

I  une  <lev   lignes   <le  jonction    pourra   être  li</.  ou   Da,  I  autre    \ 
ou  Ea,  d'où  quatre  combinaisons  distinctes. 
I îéu nissanl  ces  résull ;iis.  mi  au  1  a 

N,  •<  n         1  1  -     /,         .  1     "         '       -  '  1        - 


G;is  où   //        |. 

ï.  Si  le  polygone  principal  esl  un  quadnlatèiv  vBCD,  on  aura, 
d'après  le  n"  !i.  \  8;  e1  chacun  des  somm<  ts  sera  i  origine  de 
quatre  lignes  I.  sans  poinl  double. 

,'».   Si  c'esl  un  triangle   \l>(  avec  un  poinl  intérieur  a,  les  droites 

qui  joignenl   deux  à  deux  les  quatre  points  donnés  ne  se  coupant 

mille   part,  aucune  des   ligiu  I    que  l'on   peul    Former  n  aura   >\<- 
I K  h  n  1  double.  •  Mi  aura  donc 

N 


>M 
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L'un  quelconque  A  des  points  donnés  sera  l'origine  de  six  de  ces 
lignes.  Soit  ABCa  l'une  d'elles.  Les  autres  s'obtiendront  par  per- 
mutation des  lettres  B.  C,  a. 


Cas   où  n  =5. 

(>.    i°  Si  le  polygone  principal  esi  un  pentagone,  on  aura 

N     -  5.22=  '>o. 

7.  2°  Si  c  es1   un  quadrilatère  ABCD  avec  un  poinl   intérieur  a, 
on  aura,  d  après  le  n"  .">. 


N 


3  =  12. 


Mais  il  reste  à  examiner  celles  des  lignes  I.  <|ui  contiennent  l'une 
ou  l'autre  des  diagonales,  par  exemple  AC. 

Cette  diagonale  partage  le  quadrilatère  en  deux  triangles  ABC 

<  t  ACD.  Supposons  pour  fixer  1rs  idées  que  a  soil  dans    \I5i..  Pour 

achever   la    ligne   cherchée    il    faudra    joindre   à    la    ligne    AC  déjà 

donnée,  soil 

CD     ''i  l'une  des  deux  lignes      VRcr,   \ali, 

soil 

\  I  )     et  l'une  des  deu\  lignes     CB«,  <  ."\'< . 

()n  obtient  ainsi  quatre  solutions  différentes. 

La  seconde  diagonale  l>l>  en  donnera  autant.  Donc 

\      i  i      i  ■    i 

S.  3°  Si  le  polygone  est  un  triangle  ABC  avec  deux  points  inté- 
rieurs a,  b,  nous  pourrons  admettre  pour  fixer  1rs  idées  que  les 
côtés  coupés  par  le  prolongemenl  de  ab  soienl    \C  el  BC. 

Parmi  les  segments  qui  joignent  deux  à  deux  les  points  A,  B, 
C,  a,  b,  les  seuls  qui  se  coupent  sont  A  b  e1  \i>u  fig.  ]  .  Donc  parmi 
les  ~ .  a  !  =  6o  lignes  L  (ju  ils  peuvenl  Former,  les  seules  à  exclure 
comme  ayant  un  poinl  double  sonl  celles  qui  contiennent  à  la  fois 
ces  deux  si  gments.  Chacune  <l  elles  peut  être  supposée  décrite  dans 
un  sens  tel   que   A  \    précède   b.  Soil    A  l>  \><i  C   I  une   il  elles.    Les 
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nulles    s'en    déduisent    par    les    permutations    des    éléments     \b} 
Ba,  C  combinées  avec  l'échange  <!<■  B  avec  a;  ce  <[ui  porte  à   \i  !<• 


nombre  <l<s   lignes  ;'i   rejeter,    hune 

N  =  Co  —  12       J8 

Cas  où  h      6. 


I. 
î).   Si  le  polygone  principal  est  un  hexagone,  on  aura 

\    :6.a3  —  J8. 

10.  Si  c'esl  un  pentagone  A.BCDE  avec  un  poinl  intérieur  a,  on 

aura 

N       \,      \      N„ 

\  désignanl   !<■  nombre  des  lignes  cherchées  qui  contiennent   pré- 
cisément  1  diagonales. 

\(nis  avons  trouvé  déjà    •">    la  valeur  de   N 

\        ■  -,   ; 

11.  Pour    calculer    \,  considérons    une    diagonale    déterminer 
telle  que  A  I  >    fig,   •  .  Elle  partage  le  polygone  en  un  triangle  \  I  *  I 
e1  n  n  quadrilal  ère  A  I5< ,  I  >. 

Si  ii  es1  dans  !<•  triangle  il  faudra,  pour  achever  la  ligne  I   i  n<  i*<  lici  . 
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adjoindre  à   la  diagonale  AI),  soil 

SlBC     avec  une  des  deu\  lignes     Dl£«.  DaE 

DCB     avec  une  des  deux  li^ne-      \l  ".    \"l 
(<■  ([in  donne  quatre  solul  ions. 


>i  a  es1  dans  l<   quadrilatère,  les  lignes  à  adjoindre  seronl 

AI'",     avec  une  des  quatre  Hune-     DaBC,  DaCB,  DCaB,  DCB  a 
on 

DE     avec  une  des  quatre  lignes      VaBC     \  H  B,    ^CaB,   VCB«, 

d'où   lin 1 1    solutions. 

Si  donc  parmi  les  cinq  diagonali  -  il  s  en  a  x  qui  laissenl  a  dans 
le  quadi  ii;i  i  ère  ci  irrespi  mdant,  on  aura 

\       8a  +  .'i(5  i  x. 

I  !2.    l 'assons  au  calcul  de  N2. 

Si  ni  A  I  ).  15  h  //'.-.'  un  couple  de  diagonales  qui  ne  se  coupent 
pas  .  Si  le  poinl  a  esl  en  dehors  il<'  I  angîc  AIMi.  par  exemple  dans 
le  triangle  A  DE,  on  pourra,  pour  achever  I ..  adjo  \  I  *  I  > . 

BC     avec  une  des  deux  lignes      V«  E,  AE  a  : 

d  où    deux    solutions.    Mais   on    n  en   aura    aucune    si   a   esl    dans 
l'angle   ADB. 

Or  i!  exisie  cinq  couplesde  diagonali      Lel:    <  |  m  <  ■  celui  «  i  u  i  ■  nous 
venons  « I < -  considérer.  Si   pour  [3  il  entre  eux  a   n  esl    pas  compris 
dans  l'angl.e  correspondant,  on  aura  N2         ■  [3,  el   pai   suite 
\       \\        \  ,  ■ 


a  =  3,         3  =  4; 
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13.    Reste  à  déterminer  y.  el  °>. 

A  cci    effet,   menons  les  cinq   diagonales  du   pentagone     //. 
Elles  en  partagent  l'intérieur  en  onze  régions,  à  savoir  : 

Un  pentagone  central  P  : 

Cinq  triangles  T  ayanl  un  côté  commun  avec  le  pentagone  prin- 
cipal : 

Cinq  triangles  t  ayanl  un  côté  commun  avec  I'. 

Or,  à  I  inspection  de  la  figure,  on  voil  immédiatement  que,  siaesl 
dans  I*.  on  aura 

a  =  5,        (3: 

s'il  esi  dans  un  l  riangle  T, 

s'il  est  dans  nu  I  riangle  /. 

Dans  toutes  ces  hypothèses,  N  aura  la  même  valeur  80. 

II. 

li.  Passons  an  cas  où  !<■  polygone  principal  es1  un  quadrilatèri 
A.BCD  avec  < I «■  u x  points  intérieurs  ",  b. 

Soient  respectivemenl  \„,.  \„,.  \„;  les  nombres  de  lignes  I. 
(sans  poinl  multiple)  qui  contiennent  t,  2,  i  côtés  du  polygone, 
sans  aucune  diagonale;  \,  relui  de  ces  lignes  où  figure  une  dia- 
gonale. (  m  aura 

Y      \        Y       n  ....        n      Y,      Y 

D'ailleurs  les  .\„,  lignes  <|in  contiennent  deux  côtes  sonl  tic 
deux  sortes  :  celles  où  figurenl  deux  côtés  opposés,  en  nombre  M. 
e1   celles  où   figurenl   deux  côtés  contigus,  en  nombre  M  .  {h\  aura 

ilunc 

\       m     \r. 

h».   Pour  la  détermination  successive  de  ces  nombres,  I01I 

(li^i  inguer  plusieurs  cas  : 
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Cas  I.  -  -  La  droite  ah  prolongée  traverse  <l<-ux  côtés  opposés 
du  quadrilatère  e1  par  suite  1rs  deux  diagonales.  Mais  le  nombre 
de  ses  points  <!<•  rencontre  avec  celles-ci  compris  entre  a  e1  h  peul 
être  égal  à  o,  i.  2,  d'où  trois  sous-cas,  que  nous  représenterons 
respectivement   par   l„.   [l9   I2. 

Cas  11.  La  droite  aè  prolongée  traverse  deux  côtés  adjacents 
du  quadrilatère,  e1  par  suite  une  seule  diagonale.  >mi  poinl  de 
rencontre  avec  celle-ci  peul  être  extérieur  ou  intérieur  au  seg- 
menl  <ih\  (I  dû  deux  nouveaux  sous-cas,  I  l„  el   I  lj. 

I(>.  Calcul  de  N0,.-     S<ui   AB  le  côté  du  quadrilatère  que   I. 

Fig.  3.  Fig./,. 


•6 
•a. 


b* 


AI  B  A  B 

ilukl   contenir.  '  hi   peul    faire  au  su jo I   de  la   ligne  ab  quatre  hypo- 

■'•  c»  c 


thèses  différentes   représentées   par  )<s    figures  schématiques    !.    \. 

5,  6. 

Première  hypothèse.       <il>  prolongé  coupe  AB  e1  !<■  <  ôi  é  opposé  (Il  ) 
(lequel  ne  devanl   pas  rire  utilisé  n'a  pas  été  tracé  sur  la   figure  . 


SUR    QUElvQUKS     L-IGNKS     DHISÉES.  2~'j 

Pour  achever  la  construction  de   I..  mu  devra  adjoindre  ;i    \l'> 

I   une    des    lin-nés 

VaD  OC;      iaCb'D;     UaCbD;     tiaU 
ou  I  un  des  couples  de  lignes  suivants  : 

\.aï)  et   l'.AC:      \bD  cl    I 
ce  qui  donne  six  solul  ions. 

Deuxième  hypothèse.  ab   prolongé    ne   coupe   ni    AI 5    m 

Les  lignes  à  adjoindre  à  AU  seronl 

KaDbc;      \.bCaD;     BaDbC]     BbCaft 

ou  le  couple  A  a  I  )  el  B  bC. 
Soii  cinq  solul  ions. 

Troisième  hypothèse,  ab  prolongé  coupe  A.B,  mais  non  Cl  . 
On  pourra  adjoindre  ;'i  AU  les  lignes  suivantes  : 

KaDbC;     BaT>bC\     BôCctD;      Kaiï  el   B6C. 

(  )n  n'a  pins  que  quai  re  solul  ions. 

Quatrième  hypothèse.  ab  prolongé  ne  coupe  pas  AU.  m;ii^ 
coupe  CD. 

(  )n  aura  cinq  soin  I  ions  : 

\,/h/y<:.  KaCbD\     RaDbC,     BaCôD;   VaD  .  i  KbC. 

Prenons  successivement  pour  I  introduire  dans  L  chacun  des 
quatre  côtés  du  quadrilatère  e1  ajoutons  les  résultats  obtenus. 
I);nis  le  cas  I,  les  première  el  deuxième  hypothèses  ayanl  été  r< 

lisées  chacune  deux   lois,  on  aura 

\  1.6 

Dans   le  cas    II.  ce  sonl    les   troisième  el   quatrième  hypoth 

([in  anronl   élé  réalisées;  <»n  aura  doni 

\     ,  •      j  IV 

Journ   de  Uiii/i    <  s-  série  l,  tome  II!         ton 
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17.  Calcul  de  M.  Soienl  AB,  CD  les  deux  côtés  opposés  qui 
doivent  figurer  dans  L. 

Nous  pourrons  distinguer  les  mêmes  hypothèses  que  dans  le 
«aïeul  précédent  e1  nous  servir  (\<-<  mêmes  figures  à  condition  d'y 
rétablir  mentalemenl   le  côté  CD  qui  maintenanl  doil   être  ntili>é. 

Dans  la  première  hypothèse,  on  pourra  compléter  I.  par  l'adjonc- 
tion à  AI)  e1  à  CD.de  l'une  «les  six  lignes  suivantes  : 

W,l>:      KabC;      KbaC]     BabC]     Babl);     Hbaî) 

ou  de  I  h  n  des  six  cou  pies 

\'/C   ci    h//;      \a\)  et  Cb]      VbD  et  Ca, 
l'»r/l>  ci   Cb;     BaC  el    h  A;     BaC  et    \  A. 

Nul    cri    I  ou!    douze  si, lut  ions. 

La  seconde  hypol  hèse  en  donnera  seize,  par  les  lin  il  ligni  -  : 

\"  bC]      Va&D;      \baC\      \'a\K 
RabC]     Ba6D;     BbaC]     BbaD 

ou  les  huii   couples 

\^/D  el   CA;      UD  et  B6;      UC  et  B£        UG  el  Dr; 
B  bC  et  h"  ;     l:  A<;  el    \"  ;     B6D  el    Va  ;     BaD  el  <:  A. 

La  troisième  en  donne  treize,  par  les  sj\  lignes 

KabC]      KabD]     HabC;     BbaC]     HabD;     BôaD 

•  Ml     I    Ull    (les    sept     COU  pli's 

\"<i   el    1!/';       VaD   el    l'.A;       Un   el    <    A;       \  // (  :   el    B«; 
\  Al>  et   Bff;      \,/  et   MAC;      \,,  el    Hbï). 

La  quatrième  hypol  hèse  se  ramenanl  ;'i  lu  troisième  par  l'échange 
des  côtés  AH  cl  CI)  donnera  égalemenl   treize  solutions. 

Or  le  polygone  A.BCD  présente  deux  couples  «le  côtés  opposés. 
Prenons-les  successivement  pour  Faire  partie  de  I..  et  ajoutons  les 
nombres  de  solutions  correspondants. 

Dans  le  c;is  1 . 1rs  hypothèses  I  ci  II  ayanl  été  réalisées  chacune  une 
lois,  (tu  aura 

M       124-16=  28. 
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Dans  le  cas  [I,  les  hypothèses  réalisées  étanl   Mi  el   I  \ 

M  =  1 3  — t—  i  3  =  >6. 

18.  Calcul  de  M'.  Soienl  AI».  BC  les  deux  côtés  consécutifs 
(pi  on  suppose  appartenir  à  L.  Nous  distinguerons  trois  hypo- 
thèses. 

Hypothèse  I  (fig.  7  La  ligne  ab  prolongée  coupe  un  seul  des 

Fig-  7- 
D 

C 


côtés  AB,  BC,  par  exemple  AJB.  *mi  pourra  achevei    I.  en  ajoutanl 

;'i  A.BC  I  une  des  lignes 

\,i/>\):      KaDb]     CabD\     CaDb;     CbaD;     CbD  a 

ou  l'un  des  1  rois  couples 

\^h  el  <  :/;;      ^D  el  Ca:     CbD  el   U, 
Siui  en  toul  ik'u I  soliii  ions. 

Hypothèse  II.        La  ligne  ab  prolongée  coupe  les  deux  côtés  Ali, 
BC  [fig:  8). 

I...  p. 


•6 


(  )n  aura  six  solul  ions 


\,//,|>:      \.aDb;     <   boD;     CbD 
\al)  et  Ci       CbD  el    \  a. 
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Hypothèse  TH.  -     ab  prolongée  ne  coupe  ni  AB  ni  BG  (fig.  g). 
On  aura  dix  solutions 

Va&D;      WD/,  ;      \h«D;      ±bDa; 

Cabî);     (W,\)b-     i\ha\)-     CbDa; 

AaD  et  CA:  (  ; />  I  )   et    W/. 

Prenons    successivement     pour    faire    partie    de    L    chacun    des 

Fig.  9- 

?  c 


quatre  systèmes  de  deux  côtés  consécutifs  e1  ajoutons  les  résultats. 
Dans  le  cas  I,  l'hypothèse  I  ayanl  été  réalisée  constamment,    on 
aura 

M         j.g 

Dans  le  r;i^    II.  celle  hypothèse  aura  été  réalisée  deux  rois,  les 
deii  \  au1  res  chacu  ne  u  ne  fois.  I  )onc 

M         !.g       6        ;■■         ;, 

II).   Calcul    di     \„..        Soienl    AU.   BC,   CD   les    trois   côtés   du 
quadrilatère  que  L  contient.  Deux  hypothèses  seronl  à  distinguer  : 

Hypothèse   I.         <il>  prolongé  coupe  le  côté   l'A     fig.    io  .    Nous 

I  i_r.   1  o. 
D  C 


aurons   six   solutions    en    adjoignant    aux   côtés    donnés    l'une  des 
lignes. 

\àb\      \ba\      Dabi      D  ba 
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OU  l'un   des    couples 

Afl  et  h//:     A. b  et  D a. 


:; 


Hypothèse  II.         ab  prolongé  ae  coupe   pas   l>\     fig.    u  .   Les 

Fig.  i  i. 
D  C 


solutions   seraient    les    mêmes   que   dans    la    première    hypothi 
sauf  que  les  segments  A  Ik  D  a  se  coupant,  celle  où  ils  figurent  tous 
deux  doit  êl re  rejetée.  Il  reste  doue  cinq  solutions  . 

Le  côté  du  quadrilatère  que  L  ue  contienl  pas  peul  être  choisi 
de  quatre  manières  différentes.  Faisant  la  somme  des  solutions 
correspondantes  e1  remarquant  que  sur  les  quatre  côtés  il  >  en  a 
toujours  deux  coupés  par  ab  prolongé,  il  viendra 


Y 


2.6  -t-  2.5  =l  22. 


On  aura  doue  d  après  toul  ce  qui  précède  : 
I  )ans  le  cas  I, 

\„       2  >.       28   •    36        '  '       i<>8  ; 

I  );ius  !c  cas  1 1. 

V,     :  18    ,     16        '  1  -;  ■   *  ■        tOO. 

I I  ne  resl  e  plus  qu  ;i   dél  crin  1 1 1  « ■  r    \  ,. 

'20.  Calci  1.  ni   \|.       Soil  Ai.  la  diagonale  qu  on  suppose  appar- 
tenir à    L.    Elle   partage   le  quadrilatère  en   deux   triangles    AJB( 
ADC;  et  l'on  pourra  distinguer  trois  hypothèses  : 

Hypothèse  L         Les  points  a,   b  sonl   séparés   pai    la  diagonale 
[fig.  12).  On  pourra  adjoindre  à  A.C  soil  une  des  lignes 

\,,\)  ou    \l>"     avec     I   frR  ou  <  B/>. 
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Soit    une    des    lignes 

CaD  ou  CD  a     avec      \AB  ou    \li/.. 
ce  qui  donne  en   tout  huit  solutions. 

Fig.     12. 

Q  C 


Hypothèse  //.  Les  points  a,  b  ^>>w\  du  même  côté  de  la  diago- 
nale, dans  le  triangle  ABC,  par  exemple.  La  ligne  ab  prolongée 
coupe  les  deux  côtés  AB  el   BC    fig    i  i 


<>n  pourra  achever  l;i  ligne  L  en  adjoignait  à  AC,  -mi  CD  avec 
I  une  drs  s|\  lignes 

\„/>\>,:      \A-/i:;      \,/i;A:      KbBa,      \.Bab;      \.Bba, 

sin i  A  I  )  ;i\  ec  ii ne  des  lignes 

GabU)     CbaB;     Cattb;     CbBa,     C&ab;     CBba, 

ce  (  1 1 1 1  (  1 1  »  1 1 1 1  (  ■  douze  >  <  »  1 1 1 1 1  <  >  1 1  - . 

Hypothèsi  III.  Les  points  </.  /'  étant  encore  dans  le  même 
triangle  ABC,  la  ligne  ab  prolongée  coupe  la  diagonale  AC  (el  le 
rùi  é  BC  par  exemple     fig.  \  \  . 

Les   solutions   sonl    les    mômes    que   dans    l'hypothèse    II.    sauf 


-l  11    '.'I  l.l.'.M  ES    LIGN1  -     BRIS!  i  -  2'<) 

qu'ici  les  segments  A  b,  Ba  se  coupanl  on  doit  rejeter  les  solu- 
tions A b  Ba,  A b  «B  qui  les  contiennem  tous  deux.  Le  nombre 
des  solu!  ions  est  donc  réduit  à  dix. 


Vie.  ta. 


A  R 

Considérons  successivemenl  les  deux  diagonales  comme  pou- 
vant appartenir  à  L  el  faisons  la  somme  des  solutions.  Dans  le 
cas  f,  le  prolongemenl  de  ab  coupe  les  deux  diagonales,  Si  donc 
elles  ne  séparent  pas  les  deux  points  a,  b  sous-cas  I  .  chacune 
délies  fournira  dix  solutions;  don  \,  =20.  Si  l'une  d'elles  les 
sépare  (sous-cas  \1),  elle  ne  donne  pins  que  liml  solutions;  d'où 
X,  =  [8.  Si  toutes  deux  les  séparent  (sous-cas  I..  .  chacune  d'elles 
in  donnanl   huil .  X  ,        16. 

I);ms  le  «as  II,  celle  des  deux  diagonales  i(iK'  til>  prolongé  ne 
coupe  j>as  donnera  douze  solutions.  L'autre  en  donnera  dix  si 
elle  ne  sépare  pas  a  de  h  (sous-cas  II,,  :  el  huil  seulemenl  si  elle 
les  sépare  (sous-cas  I  \x). 

'21.   Le  Tableau  suivanl  résume  1rs  résultats  ci-dessus  : 

Sous  cas [,.  I,.  I  .  11  il 

V, 108  108  [08  loo  1  ■■  ■ 

\  1 10  1 S  16  •  •  10 

\ .        128  1  'I.  1  »  1  1  '  '  170 


III. 


!2îi.    Il  reste  è  examiner  le  cas  où  le  polygone  principal  esl  un 
riangle  ABC  contenanl  à  v"ii  intérieur  les  trois  autres  points  a, 
Nous  distinguerons  six  cas,  d'après  la  répartition  des  pointa  A. 


■i8o 
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B,    C,    entre    les    diverses    régions    déterminées    à    l'extérieur    du 
triangle  abc  par  les  prolongements  de  ses  côtés    fig.  i  >  . 


Os  régions,  au  nombre  <i<-  six,  sonl  il<'  deux  sortes  :  trois  sec- 
teurs r,  e1  trois  régions  p  opposées  à  ces  secteurs,  ayanl  chacune 
un  col é  commun  ;i\  ec  !<•  i  ria ngle. 

Cas  I.  Les  deux  points  A.  B  sonl  dans  une  même  région  r, 
qu'on  peul  dénommer  rc.  Pour  que  abc  soil  intérieur  à  ABC,  il  esl 
nécessaire  que  C  -"il   dans  la  région  opposée  :  . 

Cas  II.       A.  B  sonl  dans  une  même  région  p,  e1  C  dans  i  . 

Cas  III.  A.  I).  C  sonl  dans  des  régions  1  différentes.,  qu'on 
peul  dénoi •!'  resped  ivemenl  >  ,■  >  ■  >  • 

Cas   IV.         A.    B,   C   sonl    respectivement    dans    les    régions   pa, 

pi,     pc- 

Cas  V.  A.  B  sonl  dans  les  régions  /,..  /  e1  C  dans  une  région  p 
(nécessairement   différente  de  p     qu'on  peul   dénommer  pa. 

Cas  VI.         \.  B,  C  sonl  dans  les  régions  :„.  zh.  ra 

23.  Les  segments  qui  peuvenl  figurer  dans  la  construction  des 
lignes  L  sonl  les  côtés  des  triangles  ABC.  abc  e1  les  neuf  lignes  de 
jonction  A</.  A  6,  ...  Ce  qui  réunissenl  les  sommets  de  deux 
l  riangles  différents. 

Os  lignes  L  (avec  ou  sans  poinl  multiple  sonl  au  nombre  de 
'.(',!       36o;  on  peul  les  répartir  entre  cincj  classes  : 
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(  lusse  I.        Lignes  où  ae  figure  qu'une  seule  ligne  <le  jonction, 

à  savoir  la  ligne 

\BCabc 

et  ses  similaires,  obtenues  en  permutanl    les   symboles    \     I».   C 
d'une  part,  a,  b,  c  d'autre  part.  Elles  sonl  au  nombre  de   16. 

(lasse  II.  -  Lignes  où  figurenl  deux  lignes  de  jonction  n'ayanl 
|);is   d'extrémité   commune),   à    savoir  : 

\,/Ari;i;,    a  \i;<:/„ 
et  leurs  similaires;  leur  nombre  es1  2.36  =  72. 

Classe  III.  Lignes  contenanl  comme  partie  intégrante  \<il>\\ 
ou  l'une  des  1  s  lignes  si  nu  hures.  à  savoir  : 

\abBCc,      VabBcC,     cXabBC 

ci   leurs  similaires.   Leur  nombre  esl   3.36.   Elles  contie ni   trois 

ou  quai  re  1 1  u  1 1  < •  s  de  jond  ion. 

(lasse  IV.  Lignes  ne  contenanl  aucune  ligne  partielle  simi- 
laire à  AaèB,  mais  une  seule  ligne  partielle  similaire  à  A.cB. 
Ce  sont   les   lignes 

\.cBCab,     CkcBab,     aCAcBb 

ei    leurs  similaires,  au   nombre  «le  3.36.   Elles  contiennenl    encore 

1  rois  ou  (|u;ii  re  lignes  de  jond  ion. 

Classe  V.  —  Lignes  Formées  exclusivement  »!'•  lignes  de  jonction, 

à  savoir 

iaBbCc 

ei  ses  similaires.  Leur  nombre  es1    16.  Chacune  d'elles  contient  deux 
lignes   partielles  similaires  à    \  (  l>  (AaB  e1    BfeC,   par  exemple). 

Soient   respectivement    N, \    1rs  nombres  de  lignes   I.  sans 

I >oi ni  double  que  contiennenl  ces  diverses  classes  ;  nous  aurons 

2fl.  Calci  1.  ni    N,.        I  ne  ligne  de  jonction  donnée,  telle  que 

it.iirn   </<■  m, ah.  (8»  série),  lome  [II,    -   tnnée  19  '  ' 
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Ca  figure  dans  quatre  lignes  de  la  classe  I,  à  savoir  : 

WV.abr.     BACaôc,      KBCacb,     ftXCacb. 

Mais  ces  solutions  devront  toutes  cire  rejetées  si  Ca  entre  dans 
le  triangle  abc,  car  ce  serait  en  travers  mi  le  côté  bc,  ce  qui  don- 
nerait un  point  double.  Dans  le  cas  contraire  elles  devronl  être 
conservées.  <>n  ;i ura  donc 

\     =36       \x, 

a  étant  le  nombre  des  lignes  de  jonction  qui  pénètrenl  dans  le 
I  iiangle  tihc. 

Or  de  chacun  des  sommets  A.  B,  C  sonl  issues  huis  lignes  de 
jonction.  Aucune  ne  pénètre  dans  le  triangle  abc  si  le  sommel 
considéré  est  dans  une  région  r:  nue  seule  y  entre,  s'il  es1  dans 
une  région  p.  Dune  a  es1  le  nombre  des  sommets  situés  dans  une 
région  p.  Il  est  donné  dans  chaque  cas  par  la  définition.  On  peul 
donc  former  le  Tableau  suivanl  : 

Ca« 1.  il.  m.         tV.  \.  VI. 

a 1  •  0  I  1  > 

N, 3a.  aS  Ifi  >i 

2»>.  (,\i.<:i  1  de  Ng.  A  chaque  ligne  de  jonction,  telle  que  \  a, 
mi  peul  en  associer  quatre  autres  n  ayanl  aucun  sommel  commun 

avec  elle.  Le  nombre  des  couples  ainsi  formés  sera  donc  ^—        [8 

e1  l'un  quelconque  «rentre  eux.  Le]  que  \.a,  Ci  par  exemple, 
figurera  dans  quatre  lignes  de  la  classe  II.  à  savoir 

W'cCB,     \\\u />,<:.     a  VBCcè,     ba  \  f.' 

Elles  doivenl  être  rejetées  toutes  si  \<i  coupe  Ce.  Elles  doivent 
au  contraire  être  conservées  -1  A"  ne  coupant  pas  Ce,  ni  A-/ 
ni  Ce  ne  pénètrent  dans  le  triangle  abc,  car  elles  ne  pourronl  couper 
ni  ah  ni  bc.  Mais  -1  Ac  par  exemple,  pénètre  dans  le  triangle,  elle 
coupera  le  côté  bc  opposé  à  a.  <  )n  devra  donc  rejeté]  les  trois 
lignes  L  qui  contiennent  ce  segmenl  et  ne  conserver  que  la  der- 
nière. Enfin  si  \<i  el  ('.<  pénétraient  tontes  deux  dans  le  triangle, 


-I  i:     Ql   l.I  Ql  KH     I.H.n  K»     UIUSI 

ces  deux  lignes  se  cpuperaient.  Cette  dernière  hypoth 
conl  radirt  oire. 
<  )n  aura  donc 

N       :  '       i  'j 

°j  étanl   l<-  nombre  des  couples  de  ligne?  de  jonction  donl  les  deux 
lignes  se  coupenl  :  y  '''  nombre  des  couples  où  ces  ligi 
panl  pus.  I  une  <l  elles  pénètre  dans  I»-  triangle. 

*l(i.   Les   nombres   y.   y   peuvenl    se   lire   immédiatement   ^m-   la 
figure  «pu  indique  dans  chaque  i  as  i;i  situation  des  poiniv   \.  |>.  (. 
par  rapporl  au  triangle  al".  Car  on  peul  \  voii  de  -mi.-  sans 
besoin  il  \   tracer  effet  tivemenl  les  lignes  de  jonction    ce  qui  p 
rail   même  nuire  ;'i  lu  clarté    quelles  sonl  celles  de  es  qui  se 

coupent,  mi  entrenl   dans  le  triangle. 

(  ti.\  I    fig.   i  <>  .        I    s  trois  coupli       \    .  I-  u  .    I  '<  ■     \  B 


sonl  les  seuls  donl  les  ligues  se  ci  upent.  I  > .  •  1 1 .  h  autre  p 

l,i  ligne  de  jonction  Ce,  qui  seule  entre  dans  le  triangle  ■ 
rire  associée   succcssi>    men1    aux   quatn  \        \'     B      Bl 

qui  ne  la  coupent  pas    Dum  i 

(  lis  II    fig,   i  Les  couples  » I < * 1 1 1   l<  •   it  roi  tes  si   coupenl 

lc^  mêmes  < 1 1 1 < -  dans  le  r;i^  précéden i .  I  h >i 
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D'autre  part.  A'.  qui  pénètre  dans  le  triangle,  peut' être  associée 
à  B  b,  Ca,  Cb  (|ni  ne  la  coupent  pas.  De  même  Bc  peut  être 
associée  à  A.a,  Ca  ou  C  b.  \  )onc  y  =  (i. 


Cas  JJJ  (fi g.  18).  -     Les  couples  dont  les  droites  se  coupent  sont 


(Ab,  Ba),  (Bc,    Cb),    (Ca,     \>  .    D'ailleurs    aucune   des    lignes    de 
jonction  n'entre  dans  abc.  Donc  [i  =  3,  y  =  o. 

Cas  l\  (fig.  19  .  Les  couples  donl  1rs  lignes  se  coupenl  sonl 
(Aa,Bb),(Bb,  Ce),  Ce,  ko).  Donc  (3  -3.  D'autre  part,  U  qui 
entre  dans  le  triangle  peut  encore  être  associée  ;i  B<    ou  à   Ce.  On 


SUH    QUELQUES    LIGNES    BRIS 

pourra  associer  de  même  Bb  à   .\  <  ou  .1  Ca;  Ci    à   A.b  ou  à  Ba; 
d'où  y  =    6. 

Ilj.      If). 


Cas   l     //:.'.  20).  -     Les  couples  don1   les  lignes  se  coupenl  sont 
(A  h.  \>d  .    (\\c.   C.h,    <{>><.   <;,,  .    D'ailleurs    t.".    qui    pénètre   dans 


i,,.    0. 


■  „c 


A  / 


\      B 


le  triangle    peu.1   être  associée  à   trois   autres   lignes   A.6,    \<.   Bb. 
Donc  (3       3,  y        ;- 


Cas  I  /  (fig.   ■  i  ■        I  es  couples  donl  les  lignes  se  coupenl  sont 

(  c,  1!,/  .    (,,  Bb  .     Va,  Bb  ;  d'où  ;.        \.  D'ailleurs  I-  li|    k  \ 

<•!    \\  \>   cnii'ciii    (Lu in    le    triangle.    I  .1    premi  re    peul    ■ n  être 

nsMirirr  ;'i   l>  r.  (  .   h.  (  .  <    e|    l;i  seCOIlde  à     \    l    "M   C  >>     'I   II   ■ 
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Ces  résultats  sonl  résumés  dans  le  Tableau  suivant  : 

Cas [.  II.  III.  I\. 


\.  VI. 

>  > 


5  6  <i  (5  > 

is  î  >.  6o  \>  Ji 

Fiff.    m. 


'27.  Calci  i  Di  V.  Les  lignes  I.  de  la  classe  III  contiennent 
toutes  par  définition  la  ligne  partielle  A.aèB  ou  I  une  de  ses  simi- 
laires, ('.elle— si  sont  au  nombre  de  18,  car  les  permutations  des 
sommets  donncnl  3G  combinaisons  distinctes,  mais  ''uni  deux 
(telles  que  \n\>\\  e1  \Wm\  représentent  l;i  même  ligne,  saul 
le    changement   «lu  sens  du  parcou 

Soi  i   /  l'une  d'elles.   Parmi  les  lignes   I.  qui   la  contiennent,  soil 
\*3  |  /)  le  nombre  de  (■(•Iles  qui  n'onl   pas  de  poinl   double.  '  m  aura 

évidemmenl 

V      ^\ 

la  sommation  s'étendanl   aux    [8  lignes  l. 

Nous  aurons  donc  à  déterminer  la  valeur  de  chacun  des  termes 
de  la  somme. 

!2tS.   Soil   /=     \<il>\\.   Les   lignes   I.  donl   celle-ci   Lui    partie   sonl 

les  six  >u  i\  ;i  ni  es   : 

KabBCc,      Va^Bcl  .     I  ..   \..,h\\.     i  Ckabti 
CAaôH  KabHC. 

Si  les  segments  Aa,  IW>  se  coupent,   toutes   le-  -i\   devronl    être 

rejet  (''es    el     l'on    :illi;i     V    (A«6B  i». 
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Si  ces  deux  segments  ne  se  coupenl  pas,  e1  que  la  ligne  /  m 
contre  ni  A  c,  ni  Bc,   ni  Ce,  on  aura  au  contraire  \,    \>/M> 

M;ns  si  /  rencontre  quelqu'un  de  ces   i 
rejeter  cilles  des  vi\  lignes  qui  le  contiennenl  :  d'où  les  résultats 
suivants  (A  a  e1  B  b  ne  se  coupanl   pas 

\ j (  A ab  B        6     si  A ab B  ne  coupe  n i  A  <     ni  B c,  n H 

—  '|     -i  \  '/A  B  coupe  Vc  ou  I 

»  -2     si  elle  les  coupe  loutes  deux  : 

—  a     si  elle  coupe  l 

»  =  i     si  elle  coupe  (  '   el   \  c  ou  Bc. 

i 

Or  il  esl  aisé  de  constater  sur  celle  des  figures   ! 

respond  à  chacun  de  nos  six  cas,  laquelle  des  hypothèses  pr< 

déni  es  se  i  rom  e  réalisée. 

29.  On  déterminera  de  même  la  valeur  de  N8  /  pour  chacune 
îles  lignes  /  similaires  de  \<il>\\.  en  opéranl  sur  l(  système  des 
lignes  \(  Bc,  Ce  à  considérer  la  même  permutation  des  som- 
mets qui  a  l;iii  passer  de  \</M>  à  l.  Ainsi  pour  /  Bû  I 
exemple  on  devra  regarder  sur  la  figure  si  Bn  coupe  Ce  et  s  il  n< 
coupe  pas,  quelles  sonl  celles  des  lignes  B 6,  C6,  A  o  que  /  pour- 
rail  traverser. 

(  )n  forme  ainsi  aisémenl  le  Tableau  suivanl  : 

i  n.        m         i\.        \ .         \ i 

V3(Aa6B) ....  >  6 

\j.  \  ba  i;    .  . . .  o  o  o                        o 

N  ,  (A  bt ■  l>  ) o  o  i                           i 

N8(Ac6B     ,  i 

N  .     \  '"  I!    «>  O  i  i 

\ .   v  "  n  ',  i  •  i  i 

N3i  B6c<     6  G             6             0             1 

N8(BcôCj 6  G 

Ni;-/'        ...  a  •            i 

N8(BacC) '  ■             ■                         '■ 

Na(  B  a  b  < i  •             1 

\  1  BôaC  , 

\ .   ...  fl  \  ,      .  .  1,  6 

\.    I ..,.    \       ...  6 

\  ,    |  .1  b  \    .  1  i 

Ns(C6aA      ...  î  " 

\.,<;/<<\  ,  •           l 

y,,  Ccb  \  '  •  | 

N. ,. »8  'i 
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50.  Calcul  de  N.,  et  de  N5.  —  Les  lignes  L  de  la  classe  l\  con- 
tiennent toutes  une  ligne  partielle  /  similaire  à  \c  B.  Celles  de  la 
classe  Y  en  contiennent  deux.  Ces  lignes  /  sonl  au  nombre  de  9. 
Considérons  en  particulier  l'une  d'elles.  Soient,  pa  mi  les  lignes  L 
sans  point  double  qui  contiennent  /,  N,  /  celles  qui  sonl  de  la 
classe  IV,  .V  (/)  celles  qui  sonl  de  la  classe  V.  On  aura  évidemment 

\,      :2Nt(/), 

la  somme  étanl  étendue  à  huiles  les  lignes  similaires  à    \<  lî  dont 
le  nombre  est  9.  Mais  on  aura  d'autre  pari 

N5=  -1  Y  /  . 
2 

car  chacune  des  \  ,  lignes  de  la  classe  \  .  contenanl   comme   parties 
intégrantes  deux  des  lignes  I.  apparaîtrail  deux  fois  dans  SN5    I  . 
Nous  aurons  donc  à  déterminer,  pour  chacune  des  lignes  l,  les 
nombres  N ,  (l   e1   \     I  . 

31.  Considérons  en  particulier  la  ligne  AcB;   elle  esl   contenue 

dans  douze  lignes  L  de  la  classe  I  \  .  à  savoir  : 

(1)  AcBCab,  (5)  abAcB                       9  aAcBCb, 

(2)  AcBCba,  (6)  èaAcBC,  (10)  6AcBi 

(3)  abCAcB,  (7)  aCAcBô,  (m  I    \,  ]',,,/,. 

(4)  baCAcB,  (S)  bCAcBa,  1  >  I    VcB.ôa, 

e1    dans   huit    lignes  de    la  classe  \  : 

(i3)  AcBaCb,  (17)  a  KcBbC, 

(i4)  \cB6Ca,  (18)  bAcBaC, 

(i.V)  Ca  VcBb,  (19)  aC^AcB, 

(16)  C6AcBa,  (20)  6CaAcK. 

I);ms  chacune  de  ces  lignes   figurent,  outre   la   partie  A.cB  qui 
leur  est  commune,  quelques-uns  des  segments 

ab,     Aa,     A//.     Ba,     1'.  A,     Ca,     Cb. 

Il  faudra  rejeter  toutes  celles  des  ligues  des  Tableaux  ci-dessus 
qui  olïrenl    des   points    doubles,  soit    que   les   segments    que   nous 
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venons  d'énumérer  se  coupenl  entre  eux,  soil  qu  ils  soienl  i 
par  la  ligne  AcB;  |»ui^  compter  les  lig  stantes. 

Les  intersections  possibles  dépendent  de  la  situation  des  points  </. 
A.  c  dans  le  triangle  ABC.  <  >n  peul  faire  ;<  cel  égard,  en  •  i   qui 
cerne  les   points  a,  b,  deux   hypothèses   principales,  donl   chacune 
donnera  lieu  à  des  hypothèses  secondaires  >l  après  la  situation  <  1  ■  i 

(xiliil    c. 

.V2.   Hypothèse  /.        La  ligne  ab  prolongée  coupe  le  côté   \  i  '• 
un  autre  côté  «lu   triangle  ABC,  que  nous  supposerons  êtri    BC  . 
Construisons  la  ligure    •■    Formée  par  les  segments  ab,    \ 

I  is 


\'m.  B  6,  t.".  (./'.  Elle  présente  un  poinl  double  intersection 
de  A  l>  e1  de  Ca.  Nous  de^  rons  donc  rejeter  les  lignes  io  .  1 9  . 
de  sorte  que  N4  AcB  ne  pourra  surpasser  onze),  ni  \  \  I  '•  sur- 
passer six  .  Ces  chiffres  subiront  <l  ailleurs  une  nouvelle  réduction 
si  c  es1  placé  de  telle  sorte  que  la  ligne  \<  B  coupe  quelques-uns 
des  segmenl  s  i  racés  sur  la  figure. 

On  obtienl  ainsi  sepl  hypothèses  secondaires.  Le  rableau  sui- 
vanl  donne  pour  chacune  il  elles,  avec  I  indication  des  scgnu'iils 
coupés,  les  nombres  correspondants  \,  \*  B  ,  N  \-  K  des 
lignes  I .  à  conser^  er  : 


ils  pottiése». 

Il 

I 

l 
I.      . 

I 


Segments  cou  pi5  s        \      \    H        N      v 

i  i 


m 

\  a     tu  Bei 
\       VA 

i:  .i.   Kl, 
ab 

I  i    <     \ 

I       


Joui  n    de   Math,  i  ~    léi  ie  .  1 1 1 1      -    Vnm 
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55.  Hypothèse  II.  Le  côté  ab  prolongé  ne  coupe  pas  AB.  Les 
segments  qui  se  coupent  sont  ici  A b et  B a,  ce  qui  entraîne  le  rejet 
des  lignes     i(>    e1  (18),  toutes  deux  de  la  classe  Y.  D'autres  exclu- 

Fis.  23. 


sions 

(I  ou 


A  B 

seioni  nécessaires  si  AcB  coupe  quelques-.uns  des  segments 

plusieurs  hypothèses  accessoires  donl  voici  le    rableau  : 

Hypothèses.                      -   gments  cou|                  ^  kt  B        ^      \«  r.i. 

1 1 1  ........                    aucun  i  »                  6 

II2 \  h    ou  Ba  i" 

II, Ka,  kb  (ou  Ba,  Rb  a 

IL, V.6,  Ba  s                  4 

II. \  6,  B<r,  '/A  -                   1 

Il  v  "A'   W'  ' 

j  i  ou    (',//.    ah,    )','/  i  » 

llT Ca,  Ci  i 


51.  Considérons  maintenant  une  quelconque  des  lignes  "-mo- 
laires n  A  rl>.  par  exemple  BfcC.  De  même  que  N.  UB), 
N,  i  \  i  I'»  dépendenl  des  relations  des  lignes  \  15  e1  \<  B  avec 
les  lignes  ab,  ka,  \.bt  Ba,  Bb,  Ca,  Cb,  \.  Bbi  .  N  Bb  I 
dépendront  des  relations  analogues  entre  BC,B6C  e1  les  lignes  /" . 
Ba,  Bc,  Ca,  Ce  À.a,  Ae.  Au  sujel  de  ces  relations  <>n  pourra 
faire  les  mêmes  hypothèses  (pie  ci-dessus. 

Cela  posé,  un  coup  d'oeil  jeté  sur  les  figures  [6  ;i  2i  relatives  •  < 
chacun  de  nus  six  cas  montre  quelles  sonl  les  hypol  hèses  réalisées 
ei  par  suite  les  valeurs  de  N  ,  l),  V  /  pour  chacune  des  lignes  / 
similaires  à  ArB.  On  formera  ainsi  les  Tableaux  suivants  : 
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Cas  l. 

Hypothèsi 
Lignes  L  >   a  Usée.       Segm<  nts  pés  \     / 

V  '  l>. 1 1 1  aucun                     12 

laB Il  .  \  a     Vc 

A  Ai: Il:i  Ba,  Bc 

BaC I:  \  A .    \.                          j 

B6C Ii  iiui-uii                   ii 

BcC i,  \  a  ab 

Cb  \ I  Ba,  Be                    i 

CcA I,  Ba,  //// 

C  '/   \. I  i  illKMIll                              m 

N4  =  6>.,       \,     i  ;. 

Cas  il. 

il \  [hii  h.  se 

Ligues  /.               réalisée.  Segments  •  iiipés.         n 

\r\\ il  \/,.  B«,  ab 

VrtB Il,  AA                       10 

\b\\ il,  Ba                     m 

BaC I  A  A.   \                       ; 

l:A<; I,  aucun                    u 

BcC I,  \A.  ab 

<:a  a i;  Ba,  Bo                  j 

Cc,\ I,  Ba,  ab 

* .  a  \ 1 1  aucun                     m 

\.  , .           \        i  • 

Cas  m. 
m     ui  Im~<- 

Lignes  /                      iséc.  Segm<  aïs  courtes.         n 

\-  i; il  Ca,  Cb                   \ 

VaB i  \A                       i, 

\/>v    ...            i  13 

BaC Il  \  A,   \ 

\ibC I  Bc 

BcC. I  Ci 

CA  \ Il  Bc,  Ba                     , 

CcA I . 

CaA.           ..        I  \ 

\.  i,i,          \ 


I 


N 


29: 


CAMILLE     JOHKAN. 


Joignes  /. 

A.cB  .. 

\,,V  . 

\/>B.. 
BaC. 
B6C 
BcC. 

i  :  h  \  . 
GcA.. 
Ca  \.. 


Hypothèse 

réalisée. 

il, 

I,; 
I„ 
II, 
If, 

Ir, 
H, 
l„ 
I, 


Cas  IV. 

Serments  coupés. 

aucun 

Ce,  bc.  VI, 

Ce,  ">  ■  A  " 

aucun 

A  (( .   r<i .   I  !  i 

\,/.  6c,   Bè 

aurmi 
Bô,  aè,   \" 

i;a    -v,,  Ce 


\    / 

18 
?. 

> 

•> 

2 

IS 
! 
> 

66 


6 


»4 


\4  =  66, 


N5=i 


Cas  S 


Lignes  /. 

A  ri',.. 

UB. 
\b\\.. 
BaC. 
Bfi'C. 

BcC. 

(  A  \.. 
CcA  . 
Ca  A  . 


Hypol  1"  se 

réalisée. 

Serments  coupé 

Il: 

Ca.  Cb 

II 

\l, 

1, 

Ha 

1: 

1 
II 

\l,.    \ 
\  «  .  >" 
aucun 

II. 
1, 

lia,    \  '  .  ac 
Ca,  Cù 

II 

V. 

N      / 

i 
9 

y 

i 

- 
1 1 


io 


l 
) 

'  i 


N. 


NS=  12- 


Cas  M 


ih 

poi  hèse 

.ignes  / 

V 

.i  1 1-'  c 

nts  c  s. 

\ 

N       / 

V<  B 

II, 

,iii.  1111 

iS 

6 

\»V  ... 

1, 

Ce.  VI, .  hc 

1 

\/>V 

l„ 

Ce,  A  a,  f»' 

' 

BaC... 

II, 

aucun 

IN 

1. 

B6C 

M, 

Ce,   \  ".  ai 

> 

I3 

1     1     VI, 

S 

CbA 

1, 

aucun 

1  1 

6 

CcA 

1; 

Ba,  Vl> 

i 

0 

L, 

VI,.  bc 

• 

2 

N, 


A.       i3. 
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.">,'>.    Récapitulanl   tous  les  résultats  obtenus,  nous  aurons   fina- 
lement : 


I.  II.  III.  i\  \  VI. 

Nt 1  »  'H  J6            '  i  ■  iS 

N2 \H  \>  60            i  >  ïi  i  ■ 

N3 >8  i  !  >  i             ">  i  >"  'i 

\, fi.  56  66          66  67 

V, 1  \  1  "1  1  >             1  -  1  • 

\ 71   1  l<|  i  2'f.i  1  'is  '"  >  IO" 


Cas  où  n  =  7. 

.">(>.  Nous  nous  bornerons  à  traiter  le  cas  où  le  polygone  principal 
est  un  hexagone  A.BCDEF  avec  un  poinl  intérieur  a. 

Le  nombre  X„  des  lignes  L  (sans  poinl  double  qui  ne  con- 
tiennent aucune  diagonale  est,  d'après  le  n°  .">. 

V        (.6.5       60. 

Les  diagonales  sont  <l  ailleurs  de  deux  sortes  : 

Celles  de  la  première  sorte,  au  nombre  de  trois,  joignent  deux 

mets  opposés  ei   partagenl   I  intérieur  de  I  hexagone  ru  deux  qua- 

diilal  ères. 

Celles  de  la  seconde  sorte,  au  nombre  de  six,  joignenl  les  sommets- 


de  deux  en  deux  ci   partagenl    l'hexagone  en  un  pentagone  <•!   un 
1  riangle. 

L'ensemble  de  ces  six  ligues  le  partage  en  treize  régions    /'_■.   •  1  . 
a  savoir  : 
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Un  hexagone  central  1J . 

Six  triangles  T  ayani  un  côté  commun  avec  le  polygone  prin- 
cipal ; 

Six  au1  tes  I  riangles  /. 

I  )  où  I  rois  <;i»  à  considérer. 

Les  lignes  cherchées  pourronl  contenir  : 

i°   l  ne  seule  diagonale  de  la  seconde  sorte; 

20  Deux  diagonales  <!<•  la  seconde  sorte  issues  d'un  même 
somme!  : 

3°  Deux  diagonales  de  la  seconde  -cric  sans  sommel   commun-; 

i"   l  ne  seule  diagonale,  de  la  première  sorte; 

5°  Deux  diagonales,  I  un*'  de  la  première  sorte  cl  l'autre  de  la 
seconde; 

6°  Trois  diagonales. 

Soicnl    respectivemenl    M,.   M2 M,,  les   nombres  de  lignes    I. 

sans  poinl  double  de  chacune  de  ces  -i\  espèces,  on  aura 

\       \        M        \l  M 

Déterminons  successivemenl   c<     di\      •   nombres. 

57.  (.au a  i.  m  M,.  Soil  \(.  !.i  diagonale  donnée.  Deux  hypo- 
(  hèses  seron  l    possibl*    . 

Hypothèse  I.         a  i  - 1    dans  !»■  triangle  AB(         \  .Les  solu- 


ions  s  obtiendront  >  n  ajoutant  à  la  diagonale  : 
Soil  la  ligne  I  EDC  avec  une  des  deux  lign<      \  Ba,  A. a  15  ; 
Sdii  la  ligne  DEFA  avec  une  des  deux  lignes  CBa,  C«  !>. 
On  a  ainsi  quatre  solution?. 
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Hypothèse  11.        a  es1   dans   le  pentagone    VCDEF. 

Il  faudra  ajouter  à  la  diagonale  :  >oil  l»<.  avec  une  des  -i\  I 

MT.IU/,      VFEaD,     \FaED,      VFaDE,      VaFED,      Ka\i\  l 

snii  I>.\  avec  une  des  six  lignes 

CDEFfl,     CDErtF,  .     Cal  l  h 

(  )n  ;i  ;n w<\  douze  solutions. 


Considérons  successivement  les  six  diagonales.  Si  a  es1  dans  II. 
l'hypothèse   I   n'étanl  jamais  réalisée,  on  aura 

M,       6.1a       ;-. 

S  il  csi  dans  une  région  L  cette  hypothèse  étant  réalisée  pour  une 
diagonale,  <m  aura 

S  il  es1    dans  une  région  T,  <'ll<'  !<•  sera   pour  deux  diag 

d'où 

M  ,       i .  i  '   ■    'i       56. 

.">8.   Calci  i    de  M.,.        S.iirni    \(..    \  K    fig.    t6)  les  < l •■« i x  dia 

Fig.    16 

E  D 


nales  données.   Deux  hypothèses  sonl    possibles  : 

i"  a  es1    dans   l'un  des   deux   triangles    VBC,    \l.l      dans    \l  I 

par  exemple),  A  ucu  ne  solution. 
2°  a  es1   dans  l'angle  CAE.   Aucune  solution. 

.">!>.    Galcui    oi    M  Soienl     \K.   I'»l>   les   deux   diagonales 

données    fig,  in  . 


29"  CAMILLE    JOHDAK. 

Si  a  est  dans  l'un  des  triangles  BCD.  AEF.  par  exemple  dans 


a  p 

l>(.|).  on  devra  adjoindre  aux  diagonales  données 

FF,    \B  et  DCrt     ou     Dal 
ou 

l'A,   i:i)  ei   BCa     ou      BaC, 

son"  en  i  oui  <[u;il  re  solul  Ions. 

Si  a  est  entre  les  deux  diagonales,  il  Faudra  adjoindre 

FK  avec  \<i  B  el    l><  :     ou  avec      \</h  el   B( 

I  \   avec   V.aW  et   h<  ;     ou  avec     I  ',/ 1  >  ,i    lu 


ou 


*  'h  ;i  encore  quai  re  solu  i  imis. 

"  existe  d'ailleurs  trois  couples  de  diagonales  analogues  à  celui 
que  nous  avons  considéré.  On  aura  donc  dans  tous  les  cas 

\l       .-;.  j      i  .. 

i0    Cal<  '  '    '"■  M.,        Soit  AI)  {fig.  28    la  diagonale  donnée. 

i  .   28. 

E  D 


Supposons  par  exemple  que  ABCD  soil  celui  des  deux  quadri 
ai  ères  qui  conl  ien!  a. 


ou 


Sl'l!    Ql  ELQ1  ES    Ll  -     BRISÉES. 

I  ,es  lignes  à  ad  joindre  seronl 

FED     avec  une  des  lignes      VBCa     \h  ri       \     i 

EF  \     avec  une  d<  -  lignes     I  H  !Ba    I  l    .1'.     I  •</<  B,    D 

(I  (m  Imii  solutions. 

Or  on  a  trois  diagonales  telles  que  AD;  donc 

M..—  3.8=  .',. 


/ 


II.   Cal<  i  i.   di    M,.         Soienl    AD  el    AE  les  deux  diagonales 
données  (fig-  29).  Trois  hypothèses  s<  ni   possibli 


A  B 

1"  a  es1  dans  le  triangle  AEF.  Les  lignes  à  adjoindre  seronl 
hi  !B     avec     11/  ou   EaF, 

soi  I    deux   Sdlu  I  iiiu^  : 

2°  a  es1  d ;i  ns  le  quadrilatère  ABCD.  On  aura  quatre  solution? 
FK     avec  une  des  lignes     l><  \Ba,   D<  \a  B,   l  >«<  B,   D  i  B< 

3°  a  es1  dans  I  angle  DAE.  Aucune  solution. 

Or  il  existe  douze  couples  de  diagonales  analogues  ;i  celui  que 
nous  venons  de  considérer.  L'un  il  eux  i  !  formé  des  diagonales  \  I  ' 
el  AC.  Si  nous  envisageons  successivement  ces  deux  systèmes, 
nous  voyons  que  I  hvpothèse  II  sera  réalisée  dans  I  un  «I  eux. 
L?hypothèse  I  le  sera  dans  l'autre  -1  a  esl  dam  l'un  des  deux 
triangles  ABC,  \l.l  .  de  sorte  que  la  somme  des  solutions  s< 
1  i  ii.  Mais  si  a  esl  compris  dans  l'angle  1  ^F,  cett<  somme 
ne  sera  plus  que    1    ■   <>        1 . 

achevons  la  sommation  en  considérant    successivement   les  six 


Jottrn.  '/-•   '/  ne  III.        \n\ 


- 


2o8  Camille  jordan. 

couples  de  diagonales  analogues  à  AC,  AE.  Nous  aurons 
\,=  'Ay  +  6(6  —  a)  =  36  — 2<z, 

a  étant  le  nombre  de  ceux  de  ces  couples  dont  les  deux  côtés  com- 
prennent entre  eux  le  point  a. 

Or  on  voit  par  l'inspection  de  la   figure  ±'\  que  si  a  est  dans  H, 

y.    -  6,  d'où  N5=  a  ï  ; 

s'il  es1   dans  une  i  égion  /. 

«  ■=.  5 ,         d'où         N 
s'il  csi  dans  une  région  T. 

a  =  4 , 


.I 


ou 


N,=  28. 


V2.  Calcul  de  N  ,. 
données  (fig.  3o). 


Soienl    \K.  I>l).    \h  les  trois  diagonales 


Si  a  esi  dans  le  quadrilatère    \l>hK.  on  n.'aura  aucune  solution. 
S'il  est  dans  l'un  des  triangles   AEF,  BCD    par  exemple  dans 
AEF),  on  aura  les  deux  solutions 

P>(  '.  a\  ec  II"     ou     l    '  l  . 

()n  anrail  obtenu  le  même  résultai  en  considéranl  le  système 
des  trois  diagonales  AE,  BD,  BE. 

La  valeur  de  N,,  sera  donc  i  °,.  (3  désignant  parmi  les  trois  quadri- 
latères analogues  à  ABDE  le  nombre  de  ceux  <pn  ne  contiennenl 
pas   a. 

En  se  reportanl  encore  à  la  figure  i  \.  on  voil  que  si  a  est  dans  II, 

(3  =  o,  N         o; 


s'il  est  dans  /, 
s  il  csi   dans  T, 


SI  H    QUELQ1  ES    LIGNES     BRIS!      -  . 

P      '■        N     :4; 
>       •■        N       - 


45.   Rassemblons    les    résultats    précédents;    nous    aurons,  si  a 

es1  dans  II, 

N  =  6û  7'2      :     -I  I    !  '|  0  =  l68; 

s  il  es!   dans  une  région  /, 

N        60        64  +  0        12         16        1        166; 
s  d  est  dans  une  région  T, 

N  =  60       56  -ho      1  -       sS       s       M.  |. 


EiTataau  Tome  II,  [Q19. 


l'aire  '->.o3,  1  i  1; n e  18,  a//  lieu  de  d\\  =  o,  ///-e  — r  =  o  (  —  étant  symbole  de 

dérivation  explicite). 

Page  .Î09.  ligne  16,  au  lieu  de  U  —  /  S.  ///>   l 

Même  page,  ligne  ■•'•>.  au  lieu  de  nous  sauron-,  ///<■  nous  aurons. 
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